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§1. Ряды Фурье.

1. Построить график суммы ряда, ограничиваясь главной гармоникой.

а) f (x) = 1+
∞∑

n=1
(−1)n cosnx

n
; б) f (x) =

∞∑

n=1
(−1)n+1
n2 sin

πnx

2 .

2. Чему равен период функции f (x) =
∞∑

n=1
sinπnx
n2 ?

3. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию

а) f (x) = cosx;
б) f (x) = sin3 x;
в) f (x) = sin 3x cos2 7x;
г) f (x) = |cos x|.
4. Найти ряд Фурье 2π−периодической функции f (x), если

а) f (x) =



1, 0 ≤ x < π,
−1, π ≤ x < 2π. б) f (x) =



1, −π2 ≤ x <

π

2 ,
−1, π

2 ≤ x <
3π
2 .

Изобразите график суммы ряда Фурье.

5. Найти ряд Фурье 2π−периодической функции f (x), если

а) f (x) =




h, 0 ≤ x < l,
−h, l ≤ x < 2l. б) f (x) =




h, − l

2 ≤ x <
l

2 ,
−h, l

2 ≤ x <
3l
2 .

6. а) Разложить в ряд Фурье 2π−периодическую функцию f (x) = cos2 x;
б) Разложить в ряд Фурье π−периодическую функцию f (x) = cos2 x.

7. Разложить функцию f (x) = x, x ∈ (−π,π) в ряд Фурье с наименьшим периодом

суммы.

8. Разложить функцию f (x) = |x| , x ∈ (−π,π) в ряд Фурье с наименьшим периодом

суммы.

9. Разложить функцию f (x) = x2, x ∈ (−1,1) в ряд Фурье с наименьшим периодом

суммы.

10. Разложить функцию f (x) = 1−x, x ∈ (0,1) в ряд Фурье с наименьшим периодом

суммы.

11. Разложить функцию f (x) = 1− x, x ∈ (0,1) с наименьшим периодом суммы а)

в ряд Фурье по синусам; б) в ряд Фурье по косинусам.
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12. Изобразить график суммы ряда
a0
2 +

∞∑

n=1
an cosnx, если

an =
2
π

3π/2∫

0
(1− x) cosnxdx, n ≥ 0.

13. Изобразить график суммы ряда
∞∑

n=1
bn sinnx, если

an =
2
π

π∫

0
(1− x) sinnxdx, n ≥ 1.

14. Изобразить график суммы ряда
a0
2 +

∞∑

n=1
(an cosnx+ bn sinnx), если коэффици-

енты an и bn вычислены по формулам:

а) an =
2
π

π∫

0
sinx cosnxdx, n ≥ 0; bn = 0, n ≥ 1.

б) an = 0, n ≥ 0; b1 = 2π

π∫

0
sin2 xdx; bn = 0, n = 2,3, . . .

в) an =
1
π

π/2∫

0
sin x cosnxdx, n ≥ 0; bn =

1
π

π/2∫

0
sin x sinnxdx, n ≥ 1.

г) an = 0, n ≥ 0; bn =
1
3



1∫

−1
x sin πnx3 dx+

2∫

1
sin πnx3 dx


, n ≥ 1.

15. Ряд Фурье функции f (x) имеет вид f (x) ∼
∞∑

n=1
bn sin 2πnx. Построить график

суммы ряда, если f (x) = sin π2 x, x ∈ (0,1).
16. Выписать формулы для вычисления коэффициентов ряда Фурье функции f (x),

заданной графически

O 1

1

2-1

.

.

x3

f x( )

17. Выписать формулы для вычисления коэффициентов ряда Фурье функции f (x),

заданной графически.
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а)

O

1

1
f x( )

2

x

б)

O 1

1
f x( )

2 x

в) O 1

1
f x( )

-2 x

18. Исходя из разложения в ряды Фурье «ступенчатых» функций (задачи 4 и

5), разложить в ряд Фурье функции задачи 17. Используйте для этого теорему о

почленном интегрировании ряда Фурье и свойство линейности.

Ответы. 1. а) график y = 1 − cos x; б) график y = sin πx2 . 2. Период T = 2.
3. а) f (x) ∼ cos x; б) f (x) ∼ 34 sin x −

1
4 sin 3x; в) f (x) ∼ 14 sin 17x −

1
4 sin 11x; г) f (x) ∼

1
π
+ 1
π

∞∑

n=1
(−1)n+1
4n2 − 1 cos2nx. 4. а) f (x) ∼ 4

π

∞∑

n=1
sin(2n − 1)x
2n − 1 ; б) f (x) ∼ 4

π

∞∑

n=1
(−1)n+1 cos(2n − 1)x

2n − 1 . 5.

а) f (x) ∼ 4 h
π

∞∑

n=1

sin(2n− 1) πx
l

2n− 1 ;

б) f (x) ∼ 4 h
π

∞∑
n=1

(−1)n+1 cos(2n− 1) πxl
2n − 1 . 6. а) f (x) ∼ 12 +

1
2 cos2x; б) f (x) ∼ 12 +

1
2 cos 2x. 7.

f (x) ∼
∞∑

n=1
(−1)n+1

n
sinnx. 8. f (x) ∼ π

2 −
4
π

∞∑

n=1
cos(2n− 1)x
(2n − 1)2 .

9. x2 ∼ 13 +
4
π2

∞∑
n=1

(−1)n cosπnx
n2 . 10. f (x) ∼ 12 +

1
π

∞∑
n=1
sin2πnx

n
.

11. а) f (x) ∼ 1
π

∞∑

n=1
(−1)n+1 sinπnx

n
б) f (x) ∼ 12 +

4
π2

∞∑

n=1
1

(2n − 1)2 cos(2n − 1)x.
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12.

O

1

-1

f x( )

x

2 p

. .

13.

O

1

1
f x( )

-1

x

p

-p

.

14. а) график y = | sinx|; б) график y = sinx;

в)
O

1

f(x)

x

. pp- sinx

г)

O

1

-1

f(x)

x2

.

3
.

.

.

15.

. .

p

2
sin x

x1O

16. bn =
1∫

0
x sin πnx2 dx+

2∫

1
sin πnx2 dx; n ≥

1; an = 0; n ≥ 0 17. а) bn =
2∫

0
(1− |1− x|) sin πnx2 dx; n ≥ 1; an = 0; n ≥ 0.

б) an =
2∫

0
(1− x) cos πnx2 dx; n ≥ 0; bn = 0; n ≥ 1. в) an =

1∫

0
(1− x) cosπnxdx; n ≥ 0; bn = 0;

n ≥ 1. 18. а) f (x) ∼ 8
π2

∞∑
n=1

sin(2n − 1) πx2
(2n− 1)2 ; б) f (x) ∼ 8

π2

∞∑
n=1

cos(2n− 1) πx2
(2n− 1)2 ;
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в) f (x) ∼ 12 +
4
π2

∞∑

n=1
1

(2n − 1)2 cos(2n − 1)x.
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§2. Интегралы Фурье. Преобразование Фурье.

1. Представить функцию f (x) =



e−ax, x > 0,
0, x ≤ 0

а) вещественным интегралом Фурье; б) комплексным интегралом Фурье; в)

найти преобразование Фурье F[f ](ξ) = f̂ (ξ) = 1√2π

∞∫

−∞

e−iξxf (x)dx функции f (x).

Являются ли найденные интегралы Фурье представлениями для всех значений x

?

2. Найти преобразование Фурье функции f (x) = e−a|x|.

3. Представить функцию f (x) =



1− x, 0 < x < 1,
0, x > 1 интегралом Фурье, продол-

жив ее на R а) четным образом; б) нечетным образом.

4. Найти

а) синус-преобразование функции f (x) =



sin x, 0 < x < π,
0, x > π;

б) косинус-преобразование этой функции.

5. Проверить, что функция f (x) = e−x
2/2 является решением задачи Коши для

уравнения 1-го порядка: f ′+xf = 0; f (0) = 1. Какому дифференциальному уравнению
удовлетворяет преобразование Фурье f̂ (ξ) этой функции? Чему равно значение f̂ (0)
(вспомните интеграл Пуассона)? Почему отсюда следует, что f̂ (ξ) ≡ e−ξ2/2 ?

6. Исходя из свойств преобразования Фурье и того, что F[e−x2/2] = e−ξ2/2, найти

преобразование Фурье функции ϕa,σ(x) = 1
σ
√2π e

−
(x− a)2
2σ2 .

7. Найти свертку функций (см. задачу 6) ϕa1 ,σ1 и ϕa2 ,σ2 применив к ней прямое

и обратное преобразования Фурье и используя ответ задачи 6.

8. Найти решение u(x, t) уравнения

∂u

∂t
= ∂2u
∂x2 +

√2te
−x2
4t , t > 0.

u(x,0) = 0.
Указание: примените к обеим частям уравнения преобразование Фурье по пере-

менной x, рассматривая t, как параметр. Решите полученное уравнение для преоб-

разования û(ξ, t). Найдите обратное преобразование Фурье û(ξ, t) → u(x, t) = e
−x2
4t —

ответ.
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9. Найти решение u(x, t) уравнения

∂u

∂t
= a ∂

2u
∂x2 , t > 0.

u(x,0) = u0(x).
Здесь a > 0, u0(x) — заданная функция.

Указание: примените к обеим частям уравнения преобразование Фурье по пере-

менной x, рассматривая t, как параметр. Решите полученное уравнение для преобра-

зования û(ξ, t). Найдите обратное преобразование Фурье û(ξ, t) →

u(x, t) = 1
2√aπt

∞∫
−∞
e
−
(x− ξ)2

4at u0(ξ)dξ — ответ (формула Пуассона решения задачи Коши

для уравнения теплопроводности).

10. Найти решение u(x, t) уравнения

∂2u
∂t2 = a

2 ∂2u
∂x2 , t > 0.

u(x,0) = u0(x), ∂u∂t (x,0) = 0.
Здесь u0(x) — заданная функция.

Указание: примените к обеим частям уравнения преобразование Фурье по пере-

менной x, рассматривая t, как параметр. Решите полученное уравнение для преоб-

разования û(ξ, t). Найдите обратное преобразование Фурье û(ξ, t) → u(x, t) = 12 [u0(x −
at)+ u0(x+ at)] — ответ.

Ответы. 1. а) f (x) ∼ 1
π

∞∫

0

a cosξa+ ξ sinξx
a2 + ξ2 dξ; б) f (x) ∼ 12π

∞∫

−∞

eiξx

a+ iξdξ;

в) f̂ (ξ) = 1√2π ·
1

a+ iξ . 2. f̂ (ξ) =
√
2
π
· a

a2 + ξ2 . 3. а) f (x) ∼
2
π

∞∫

0

1− cosξ
ξ2 cosξxdξ;

б) f (x) ∼ 2
π

∞∫

0

ξ− sinξ
ξ2 sinξxdξ. 4. а)

∞∫

0
f (x) sinξxdx = ξ sinπξ

ξ2 − 1 ;

б)

∞∫

0
f (x) cosξxdx = − 1+ cosπξ

ξ2 − 1 . 6. ϕ̂a,σ(ξ) =
e−iξx√2π e

−
ξ2σ2
2 . 7. ϕa1 ,σ1 ∗ ϕa2 ,σ2 ≡ ϕa,σ , где

a = a1 + a2, а σ =
√
σ21 + σ22 .
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§3. Комплексные числа.

1. Найти действительные решения уравнения

(3x − i)(2+ i)+ (x− iy)(1 + 2i) = 5+ 6i
2. Найти модуль и главные значения аргументов комплексных чисел

а) z = 4+ 3i; г) z = − cos π5 + i sin
π

5 ;
б) z = −2+ 2√3; д) z = 4− 3i;
в) z = −7− i; е) z = cosα− i sinα; π < α < 3π2 .

3. Следующие числа представить в тригонометрической форме:

а) −2; д) i;

б) 2i; е) −i;
в) −

√2+ i√2; ж) −1− i√3;
г) 2; з) sinα− i cosα,

(
π

2 < α < π
)

4. В следующих задачах найти все значения корня:

а) 4
√
−1; д) 4

√1;
б)

√
i; е) 3

√
−1+ i;

в)
3√
i; ж)

√2− 2√3i;
г) 4

√
−i;

5. Найти множества точек на плоскости, удовлетворяющие условиям:

а) |z| ≥ 2; е) 1 < |z + i| < 2, π4 < arg z <
π

2 ;
б)
1
|z| ≥ 1, z ≠ 0; ж) 2 < |z| < 3;

в)
∣∣∣ 1
z

∣∣∣ ≤ 2, z ≠ 0; з) 1 ≤ |z + 2+ i| ≤ 2;
г) |z − 5i| = 8; и) |z − 1| < |z − i| ;
д) |z − 1− i| ≤ 4; к) 1 < Rez < 2.

Какие линии определяются следующими уравнениями:

6. Im z2 = 2; 9. |z − i| + |z + i| = 4;
7. Re

( 1
z

)
= 1; 10. |z − i| − |z + i| = 2;

8. z2 + z2 + 1; 11. |z − z1| = |z − z2| .

Ответы. 1. x = 1217 ; y = −
36
17 . 2. а) ρ = 5; ϕ = arctg 34 ;

б) ρ = 4; ϕ = 2πi3 ; в) ρ = 5
√2; ϕ = arctg 17 −π; г) ρ = 1; ϕ = 4π5 ;

д) ρ = 5; ϕ = − arctg 34 ; е) ρ = 1; ϕ = 2π − α. 3. а) 2 (cosπ + i sinπ) ;
б) 2

(
cos π2 + i sin

π

2
)
; в) 2

(
cos 3π4 + i sin

3π
4
)
; г) 2(cos 0+ i sin 0);

д) cos π2 + i sin
π

2 ; е) cos
(
−π2

)
+ i sin

(
−π2

)
; ж) 2

(
cos

(
− 2π3

)
+ i sin

(
− 2π3

))
;

з) cos
(
α− π

2
)
+ i sin

(
α− π

2
)
. 4. а) ± 1± i√2 ; б) ±

1+ i√2 ;в)
1
2
(
±
√3+ i

)
; −i;

г) ±
(
cos π8 − i sin

π

8
)
; ±

(
cos 3π8 + i sin

3π
8
)
; д) ±1; ±i;

е)
41/3
2 (1+ i); 21/6

(
− cos π12 + i sin

π

12
)
; 121/6

(
sin π12 − i cos

π

12
)
; ж) ±

(√3− i
)
.
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6. Гипербола xy = 1. 7. Окружность
(
x− 12

)2
+ y2 + 14 . 8. Гипербола x

2 − y2 = 12 .

9. Эллипс
x2
3 +

y2
4 = 1. 10. Луч на оси Oy от −1 до −∞.

11. Прямая, перпендикулярная отрезку z1z2, проходящая через его середину.
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§4. Основные элементарные функции комплексного пе-
ременного

Выделить действительную и мнимую части функций.

1. а) w = 2z − 1; б) w = z + z2; в) w = z−1 .
2. а)w = e−z ; б) w = ez2 ;

в) w = sin z; г) w = ch(z − i).
3. а) w = 2z2 ; б) sh z; в) w = tg z.
В следующих задачах найти значения модуля и главные значения аргумента функ-

ций в указанных точках.

4. w = cosz; а) z1 = −π2 + i ln2; б) z2 = −π+ i ln 2.
5. w = shz; z0 = 1+ i π2 .
6. w = zez ; z0 = πi. 7. w = ch2 z; z0 = i ln 3.
8. Найти логарифмы следующих чисел

а) e; б) − i; в) i; г) − 1− i; д) 3− 2i; е) ii .

9. Найти значения

а) ii ; б) i
1
i ; в) 1i ; г) (−1)√2; д)

( 1+ i√2
)2i
; е)

(√3
2 +

i

2
)1+i
; ж) (1− i)3−3i .

10. Найти модуль ρ и аргумент ϕ комплексных чисел

а) thπi; б) 10i ; в) 32−i .
Записать в алгебраической форме следующие комплексные числа.

11. а) e
π

4 i ; б) ln(1− i).
12. а) sinπi; б) cosπi; в) tg π2 i.
13. а) ctgπi; б) Arcsin i; в) Arctg i3 .
14. а) Arccos i; б) sh πi2 ; в) thπi.
Решить уравнения.

15. e−z + 1 = 0. 16. ez + i = 0.
17. 4cos z + 5 = 0. 18. sh iz = −i.
19. sin z = πi. 20. eix = cosπx, x — действительные.

21. e2z + 2ez = 3. 22. ch z = i. 23. а) ln(z + i) = 0;
б) ln(i − z) = 1.

Ответы. 1. а) u = 2x− 1, v = 2y ; б) u = x2 − y2 + x, v = (2x+ 1)y ;
в) u = x

x2 + y2 , v = − y

x2 + y2 . 2. а) u = e−x cos y, v = −e−x sin y ; б) u = ex
2−y2 cos2xy,

v = ex2−y2 sin 2xy ; в) u = sinx chy, v = cos x shy ;
г) u = chx cos(y − 1), v = shx sin(y − 1). 3. а)



u = e(x2−y2) ln 2−4kπxy ·

(cos2kπ (x2 − y2)+ 2xy ln2) ;
v = e(x2−y2) ln 2−4kπxy ·

(sin 2kπ (x2 − y2)+ 2xy ln2) , k ∈ Z;
13



б) u = chx cos y, v = chx sin y; в ) u = sinx cosx
ch2 y − sin2 x , v =

shy ch y
ch2 y − sin2 x . 4. а) ρ =

3
4 , ϕ0 =

π

2 ;
б) ρ = 54, ϕ0 = π. 5. ρ = ch1, ϕ0 =

π

2 . 6. ρ = π, ϕ0 = −
π

2 . 7. ρ = cos2 (ln3) , ϕ0 = 0. 8. а)
1+ 2kπi. Здесь и далее, если не оговорено противное, то k ∈ Z;
б)

(
2k− 12

)
πi; в)

(
2k+ 12

)
πi; г) ln√2+

(
2k− 34

)
πi; д) ln√13+

(
2kπ − arctg 23

)
i;

е) −
(
2k+ 12

)
π+ 2mπi (m ∈ Z) . 9. а) e

−
(
2k+ 12

)
π; б) e

(
2k+ 12

)
π;

в) e−2kπ ; г) e√2(2k+1)πi ; д) e−
(
4k+ 12

)
π ; е) e(i−1)

(
2k+ 16

)
π ;

ж) 2
3
2 · e3

(
2kπ−π4

)
−3
(π
4 +ln

√2−2kπ
)
i
. 10. а) ρ = 0, ϕ не определен;

б) ρ = e−2kπ . ϕ = ln 10+ 2mπ (m ∈ Z); в) ρ = 9e2kπ , ϕ = − ln3+ 2mπ.
11. а)

1√2 + i
1√2 ; б)

1
2 ln 2− i

π

4 . 12. а) i shπ; б) chπ; в) i th
π

2 .
13. а) −i cthπ; б) 2kπ − i ln

(√2− 1
)
, (2k + 1)− i ln

(√2+ 1
)
;

в)
(
2k+ 12

)
π − i ln

(√2+ 1
)
,
(
2k − 12

)
π − i ln

(√2− 1
)
.

14. а) kπ+ i ln 22 ; б) i; в) 0. 15. zk = (2k + 1)πi. 16. zk =
(
2k− 12

)
πi.

17. zk = (2k + 1)πi ± i ln2. 18. zk =
(
k− 12

)
π. 19. z2k = 2kπ − i ln

(√
π2 + 1−π

)
,

z2k+1 = (2k+ 1)π− i ln
(√
π2 + 1+π

)
. 20. x = 0. 21. z2k = 2kπi, z2k+1 = (2k+ 1)πi + ln 3. 22.

zk = ln
(√2+ 1

)
+
(
2k+ 12

)
πi, zk = ln

(√2− 1
)
+
(
2k− 12

)
πi. 23. а) z = 1− i;

б) z = −e+ i.

14



§5. Дифференцируемые и гармонические функции

Используя условия Коши-Римана, выяснить, какие из следующих функций явля-

ются дифференцируемыми хотя бы в одной точке, а какие — нет.

1. а) w = z2 · z; б) w = zez ; в) w = |z| z;
г) w = ez2 ; д) w = |z| · Rez; е) w = sin 3z − i;

2. Показать, что функция w = lnz дифференцируема в области Rez > 0.
3. Показать, что при переходе от декартовых координат (x, y) к полярным (ρ,ϕ)

условия Коши-Римана




∂u

∂x
= ∂v

∂y
∂u

∂y
= − ∂v

∂x

принимают вид




∂u

∂ρ
= 1
ρ
· ∂v
∂ϕ1

ρ
· ∂u
∂ϕ

= − ∂v
∂ρ

4. Показать, что если функция f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) аналитична в оласти D, то
в этой области выполняется равенство

∂u

∂x
· ∂v
∂x
+ ∂u

∂y
· ∂v
∂y
= 0.

5. Восстановить аналитическую функцию f (z) в окрестности точки z0 по извест-
ной действительной u(x, y) или мнимой v(x, y) части и значению f (z0).

а) u = x

x2 + y2 ; f (π) = 1
π
;

б) v = arctg y
x

(x > 0), f (1) = 0;
в) u = x2 − y2 + 2x, f (0) = 2i − 1;
г) v = −2sin2x sh2y + y, f (0) = 2;
д) v = 2cos 2x ch 2y − x2 + y2, f (0) = 2.
6. Показать, что следующие функции являются гармоническими

а) u = x2 + 2x− y2; б) u = 2ex cos y ; в) u = x

x2 + y2 ;
г) u = − y

x2 + y2 ; д) u = arctg y
x
; е) u = ln (x2 + y2) .

7. В следующих примерах даны пары гармонических функций найти среди них

сопряженные пары гармонических функций.

а) u = 3 (x2 − y2) ; v = 3x2y − y3;
б) u = x

x2 + y2 ; v = − y

x2 + y2 ;
в) u = x; v = −y ;
г) u = ex cos y + 1; v = 1+ ex siny.

Ответы. 1. а) да, при z = 0; б) да ∀z; в) да, при z = 0;
г) да ∀z; д) да, при z = 0; е) да ∀z. 5. а) f (z) = 1

z
; б) f (z) = lnz;

в) f (z) = z2 + 2z; г) f (z) = 2cos 2z + z;
д) f (z) = 2i(cos 2z − 1)− iz2 + 2. 7. а) нет; б) да; в) нет; г) да.
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§6. Интегрирование функции комплексного переменного

1.
∫

C

z Im z2dz, C : |z| = 1 (−π ≤ argz ≤ 0).

2.
∫

C

e|z|
2 Re zdz, C — отрезок, соединяющий точки z1 = 0; z2 = 1+ i.

3.
∫

C

ln zdz, ln z — главное значение логарифма, C : |z| = 1.
Начальная точка интегрирования а) z0 = 1; б) z0 = −1. Обход против часовой

стрелки.

4.
∫

C

z Rezdz, C : |z| = 1. Обход против часовой стрелки.

5.
∫

C

zzdz, C : |z| = 1. Обход против часовой стрелки.

6.
∫

C

Rezdz, C — а) отрезок z = (2+ i)t, (0 ≤ t ≤ 1); б) ломаная, состоящая из
отрезка [0; 2] действительной оси и отрезка, соединяющего точки z1 = 2 и z2 = 2+ i.

7.
i∫

1
zezdz. 8.

−1−i∫

1+i
(2z + 1)dz.

9.
i+1∫

0
z3dz. 10.

i∫

1

(3z4 − 2z3)dz.

11.
∫

C

ezdz; C— а) дуга параболы, y = x2 соединяющая точки z1 = 0 и z2 = 1+ i;
б) отрезок прямой, соединяющий эти же точки.

12.
∫

C

coszdz, C :— отрезок прямой, соединяющий точки z1 = π

2 и z2 = π+ i.

13.
2i∫

1+i

(
z3 − z

)
e

z2
2 dz. 14.

i∫

0
z cos zdz.

15.
i∫

1
z sin zdz. 16.

i∫

0
(z − i) e−zdz.

17.
i∫

1

lnz
z
dz по отрезку, соединяющему точки z1 = 1 и z2 = i.

18.
1+i∫

0
(z − i) e−zdz.

19.
i∫

1

1+ tgz
cos2 z dz по отрезку, соединяющему точки z1 = 1 и z2 = i.

20.
∫

C

z Im (z2)dz, C : |Im z| ≤ 1, Re z = 1.

21.
∫

C

cosz Re (sin z) dz, C : |Im z| ≤ 1, Rez = π

4 .

Ответы. 1. −π2 . 2.
1
4
(
e2 − 1) (1+ i).3. а) 2πi; б) −2πi. 4. 0. 5. 0.
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6. а) 2+ i; б) 2+ 2i. 7. (i − 1)ei . 8. −2(1+ i). 9. −1. 10. 35 (i − 1).
11. а) e cos 1− 1+ ie sin 1; б) e cos1− 1+ ie sin 1. 12. − (1+ i sh1) .
13. −7e−2 + (3− 2i)ei . 14. e−1 − 1. 15. cos 1− sin 1− ie−1.
16. 1− cos 1+ i(sin 1− 1). 17. −π28 . 18.

1
4 (1− cos(2+ 2i)) .

19. −
(
tg 1+ 12 tg2 1+

1
2 th2 1

)
+ i th 1. 20. − 43 . 21.

( 1
4 sh2+

1
2
)
i.
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§7. Интегральная формула Коши

С помощью интегральной формулы Коши вычислить следующие интегралы (все

окружности обходятся против часовой стрелки)

1.
∫

|z|=1

ezdz

z2 + 2z . 2.
∫

|z−1|=1

eizdz

z2 + i .

3.
∫

|z−i|=2

sin πz2 dz
z2 + 2z − 3 . 4.

∫

|z|=2

sin izdz
z2 − 4z + 3 .

5.
∫

|z|=1

tgzdz
ze
1
z+2
. 6.

∫

|z|=3

cos(z +πi)dz
z (ez + 2) .

7.
∫

|z|=5

dz

z2 + 16 . 8.
∫

|z|=4

dz(
z2 + 9) (z + 9) .

9.
∫

|z|=1

sh π2 (z + i)dz
z2 − 2z . 10.

∫

|z|=2

sinz sin(z − 1)
z2 − z dz.

11.
∫

|z|=1

coszdz
z3 . 12.

∫

|z|=1

sh2 zdz
z3 .

13.
∫

|z−1|=1

sin πz4 dz
(z − 1)2(z − 3) . 14.

∫

|z|=2

z sh zdz
(
z2 − 1)2 .

15.
∫

|z−3|=6

zdz

(z − 2)3(z + 4) . 16.
∫

|z−2|=3

ch eiπzdz
z3 − 4z2 .

17.
∫

|z|=
1
2

1
z3 cos

π

z + 1dz. 18.
∫

|z−2|=1

e
1
z dz

(
z2 + 4)2 .

19.
∫

|z|=
1
2

1− sinz
z2 dz. 20.

∫

|z−1|= 12

eiz

(
z2 − 1)2 dz.

Ответы. 1. πi. 2. πe−1. 3. πi2 . 4. π sh1. 5. 0. 6.
2
3πi chπ. 7. 0. 8. −

πi

45 .

9. π. 10. 0. 11. −πi. 12. 0. 13. − iπ(π + 2)
√2

8 . 14. 0. 15. −πi27 . 16. −
π2
2 sh1. 17. π3i.

18. 0. 19. −2πi. 20. − 1+ i2 ei .
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§8. Степенные ряды и ряды Лорана

Найти радиусы сходимости следующих степенных рядов.

1.
∞∑

n=1
einzn . 2.

∞∑

n=0

(
z

1− i
)n
.

3.
∞∑

n=1
zn ch i

n
. 4.

∞∑

n=1

(
z

ln in
)n
.

5.
∞∑

n=0
inzn . 6.

∞∑

n=1
zn sin πi

n
.

7.
∞∑

n=0
(n+ i)zn . 8.

∞∑

n=0
zn cos in.

В следующих задачах данные функции разложить в ряд Тейлора, используя раз-

ложения основных элементарных функций, и найти радиусы сходимости полученных

рядов.

9. sin(2z + 1) по степеням z + 1. 10. ez по степеням 2z − 1.
11. 1
3z + 1 по степеням z + 2. 12. z + 1

z2 + 4z − 5 по степеням z.

13. cos2 iz2 по степеням z. 14. ln(2− z) по степеням z.

15. ln (2+ z − z2) по степеням z.

Разложить в ряд Лорана в проколотой окрестности нуля следующие функции.

16.
sinz
z2 . 17.

ez

z
. 18. z3e

1
z . 19. z4 cos 1

z
.

20. 1
z
sin2 2

z
. 21. e

z − 1
z
. 22. 1− e

−z

z3 .

Разложить в ряд Лорана в проколотой окрестности точки z0 следующие функции.

23. z

(z + 1)2 , z0 = −1. 24. sinz
z − 2 , z0 = 2. 25. ze

1
z + i , z0 = −i.

Разложить функции в ряд Лорана в указанных кольцах.

26.
1

(z − 2)(z − 3) , а) 2 < |z| < 3; б) 3 < |z| < +∞.
27.

2z + 3
z2 + 3z + 2 , 1 < |z| < 2.

28.
2

z2 − 1 , 1 < |z + 2| < 3.
29. 1

z2 + 2z − 8 , 1 < |z + 2| < 4.
30. 1

z2 + 1 , 0 < |z − i| < 2.
31.

z2 − z + 3
z3 − 3z + 2 , а) |z| < 1; б) 1 < |z| < 2; в) 2 < |z| <∞.

Ответы. 1. R = 1. 2. R = √2. 3. R = 1. 4. R = ∞.
5. R = 1. 6. R = 1. 7. R = 1. 8. R = e−1.
9. − sin 1+ 2(z + 1) cos 1+ 222! (z + 1)2 sin 1−

23
3! (z + 1)3 cos1+ . . . ; R = ∞.

10.
√
e
[
1+ 12 (2z − 1)+

1
2!22 (2z − 1)2 +

1
3!23 (2z − 1)3 + . . .

]
;

R = ∞.
11. − 15

[
1+ 35 (z + 2)+

32
52 (z + 2)2 + . . .

]
; R = 53 .
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12. − 15 −
9
25z −

41
125z

2 − . . . , R = 1.
13. 1+ 12

(
z2
2! +

z4
4! + . . .

)
, R = ∞.

14. ln2− 12
(
z

2 +
z2
2 · 4 +

z3
3 · 8 + . . .

)
, R = 2.

15. ln2+ z

2 −
5z2
2 · 4 +

7z3
3 · 8 − . . . , R = 1.

16.
1
z
− z

3! +
z3
5! −

z5
7! + . . .

17.
1
z
+ 1+ z

2! +
z2
3! + . . .

18. z3 + z2 + z

2! +
1
3! +

1
4!z + . . .

19. z4 − z2
2! +

1
4! −

1
6!z2 + . . .

20.
42
2! · 2z3 −

44
4! · 2z5 +

46
6! · 2z7 − . . .

21. 1+ z

2! +
z2
3! +

z3
4! + . . .

22.
1
z2 −

1
2!z +

1
3! −

z

4! + . . . 23.
1

z + 1 −
1

(z + 1)2 .

24.
sin2
z − 2 −

sin2
2! (z − 2)−

cos2
3! (z − 2)2 + . . .

25.
∞∑

n=1

[ 1
(n+ 1)! −

i

n!
]
(z + i)−n .

26. а) −
∞∑

n=1
2n−1
zn

− 13
∞∑

n=0

(
z

3
)n ; б)

∞∑

n=1
3n−1 − 2n−1

zn
.

27.
∞∑

n=1
(−1)n−1
zn

+
∞∑

n=0

(−1)n · zn
2n+1 . 28. −

∞∑

n=1
1

(z + 2)n −
∞∑

n=0

(z + 2)n
3n+1 .

29. Не разлагается. 30. − 1
2(z − i) +

1
4
∞∑

n=0

(−1)n
(2i)n · (z − i)

n .

31. а)
∞∑

n=1

[
n− (−1)n

2n
]
zn−1 ; б)

∞∑

n=1
n

zn+1 +
∞∑

n=0

(−1)n
2n+1 · z

n;

в)
1
z
+

∞∑

n=1
n+ (−2)n
zn+1 .
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§9. Нули аналитических функций. Изолированные осо-
бые точки и их классификация

Найти нули аналитических функций и определить их порядок.

1. а) f (z) = z4 + 4z2; б) f (z) = sinz
z
.

2. а) f (z) = z2 sin z; б) f (z) = sh2 z
z
.

3. а) f (z) = 1+ ch z; б) f (z) = (1− shz)2
z

.

4. а) f (z) = (z +πi) sh z; б) f (z) = cos z3.
Найти порядок нуля z0 = 0 для следующих функций
5. f (z) = z6

(
z
2
)2
−
(
sin z2

)2 . 6. f (z) = esin z − etg z .

7. f (z) = z3
1+ z − ez . 8. f (z) = 2 (ch z − 1)− z2.

9. f (z) = (1− cos2z)2
z − shz . 10. f (z) =

(
ez − ez2

)
ln(1− z).

11. f (z) = ez2
(
ez
2 − 1

)
. 12. f (z) = 6sin z3 + z3 (z6 − 6) .

Найти особые точки следующих функций и определить их характер

13. а) 1
1− sinz ; б)

1− cosz
z2 . 14. а) e

1
z + 2 ; б) cos 1

z
.

15. а)
z

z5 + 2z4 + z3 ; б)
1

e−z − 1 +
1
z2 .

16. а) e
−
1
z2 ; б) sin π

z + 1 ; в) ch
1
z
.

17. а)
z2

cosz − 1 ; б)
1− sinz
cosz ; в)

z −π
sin2 z .

Определить характер указанных особых точек.

18.
1+ cosz
z −π , z0 = π. 19.

z2 − 3z + 2
z2 − 2z + 1 , z0 = 1.

20.
sinz
z2 , z0 = 0. 21.

shz
z
, z0 = 0.

22. cos 1
z +π , z0 = −π. 23. sin

2 z
z
, z0 = 0.

24.
ez+e

z + e , z0 = −e. 25. cos 1
z
+ sin 2−πz2z , z0 = 0.

Ответы. 1. а) z = 0 — второго порядка; z1,2 = ±2i — простые;

б) zn = nπ (n ∈ Z, n ≠ 0) — простые. 2. а) z = 0 — третьего порядка; zn = nπ

(n ∈ Z, n ≠ 0) — простые; б) z = 0 — простой, zn = nπi (n ∈ Z, n ≠ 0) — второго

порядка. 3. а) zn = (2n + 1)πi (n ∈ Z) — второго порядка; б) zn = (4n + 1)π2 i (n ∈ Z)
— второго порядка. 4. а) z = −πi — второго порядка; zn = nπi (n = 0,+1,±2, . . .)
— простые; б) znk =3

√
(2n − 1)π2 · e

ikπ

3 , k = 0,1, . . . 6; n ∈ N — простые. 5. Второго

порядка. 6. Третьего порядка. 7. Простой ноль. 8. Четвертого порядка. 9. Первого

порядка. 10. Второго порядка. 11. Второго порядка. 12. Пятнадцатого порядка. 13.

zn = (4n + 1)π2 (n ∈ Z) — полюсы второго порядка; б) z = 0 — устранимая особая

точка. 14. а) z = −2 — существенно особая точка; б) z = 0 — существенно особая

точка. 15. а) z = 0 — полюс второго порядка; z = −1 — полюс второго порядка;
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б) z = 0 — полюс второго порядка; zn = 2nπi (n ∈ Z, n ≠ 0) — простые полюсы. 16.

а) z = 0 — существенно особая точка; б) z = −1 — существенно особая точка; в)

z = 0— существенно особая точка. 17. а) z = 0— устранимая особая точка; z = 2πk
(k ∈ Z, k ≠ 0)— полюсы второго порядка; б) z = π

2 +2πk (k ∈ Z)— устранимые особые

точки; z = −π2 + 2πk (k ∈ Z) — простые полюсы;

в) z = π — простой полюс; z = kπ (k = 0,−1,±2,±3, . . .) — полюсы второго порядка.

18. Устранимая особая точка. 19. Простой полюс. 20. Простой полюс.

21. Устранимая особая точка. 22. Существенно особая точка. 23. Устранимая особая

точка. 24. Простой полюс. 25. Устранимая особая точка.
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§10. Вычеты аналитических функций

Найти вычеты функций во всех конечных особых точках.

1. f (z) = tgz
z2 − π

4 z
. 2. f (z) = z3 · e

1
z .

3. f (z) = ch z(
z2 + 1) (z − 3) . 4. f (z) = ez

1
4 − sin2 z

.

5. f (z) = ez

z3(z − 1) . 6. f (z) = z

(z + 1)3(z − 2)2 .

7. f (z) = e
− 1
z2

1+ z4 . 8. f (z) = z2 sin 1
z
.

9. f (z) = cos 1
z
+ z3. 10. f (z) = sin2z

(z + i)
(
z − i
2
)2 .

11. f (z) = 1− cosz
z3(z − 3) . 12. f (z) = ez

2+
1
z2 .

13. f (z) = eiz(
z2 − 1) (z + 3) . 14. f (z) = cosz

z3 − π
2 z2

.

15. f (z) = eπz

z − i . 16. f (z) = z2n
(z − 1)n (n ∈ N.)

17. f (z) = ctg2 z. 18. f (z) = sin z cos 1
z
.

19. f (z) = e
z

z − 1 . 20. f (z) =
sin 1z
1− z .

21. f (z) = ez sin 1
z
. 22. f (z) = e

z2 + 1
z .

Ответы. 1. res f (0) = 0, res f
(
π

4
)
= 4

π
, res f

(
π

2 +πn
)
= −8

π2(2n+ 1)(4n + 1) (n ∈ Z) . 2.

res f (0) = 124 . 3. res f (−i) = −
1+ 3i
20 cos 1, res f (i) = −

1− 3i
20 cos 1, res f (3) =

ch 3
10 . 4. res f

[
(−1)n π6 +πn

]
=



− 2√3 e

π

6 +2πn ,
2√3 e

−
π

6 +(2n−1)π ;
res f

[
(−1)n+1 π6 +πn

]
=




2√3 e
−
π

6 +2πn ,

− 2√3 e
π

6 +(2n−1)π ;
(n ∈ Z) . 5. res f (0) = − 52 ,

res f (1) = e. 6. res f (−1) = 127 , res f (2) = −
1
27 . 7. res f (0) = 0, res f (z1) = −

1+ i
4√2 e

i , res f (z2) =
1− i
4√2 e

−i , res f (z3) = 1+ i4√2 ei , res f (z4) = − 1− i4√2 e
−i , где zk (k = 1,2,3,4) — корни уравнения

z4 + 1 = 0. 8. res f (0) = − 16 . 9. res f (0) = 0. 10. res f (−i) =
4
9 sh2 · i, res f (

i

2 ) = −
8
9
(
2e+ 1

e

)
.

11. res f (0) = − 16 , res f (3) =
2
27 sin2

( 3
2
)
. 12. res f (0) = 0. 13. res f (−3) = 18 e−3i , res f (1) =

1
8 e

i ,

res f (−1) = − 14 e
−i . 14. res f (0) = − 4

π2 , res f
(
π

2
)
= 0. 15. res f (i) = −1. 16. res f (1) =

2n!
(n− 1)!(n+ 1)! . 17. res f (nπ) = 0 (n ∈ Z) . 18. res f (0) = −

∞∑

n=1

1
(2n− 1)! · (2n)! . 19. e в точке

z = 1. 20. sin 1 в точке z = 0; − sin1 в точке z = 1. 21.
∞∑

n=0

(−1)n
(2n)! (2n + 1)! в точке z = 0. 22.

e−1 − 1 в точке z = 0.
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§11. Теорема Коши о вычетах

Вычислить интегралы, используя теорему Коши.

1.
∫

|z|=1
z tgπzdz.

2.
∫

C

zdz

(z − 1)2(z + 2) , где C : x
2
3 + y

2
3 = 3

2
3 .

3.
∫

|z|=2

ezdz

z3(z + 1) . 4.
∫

|z−i|=3

(
ez
2 − 1

)
dz

z3 − iz2 .

5.
∫

|z|=
1
2

z2 sin 1
z
dz. 6.

∫

|z|=1

z2dz
sin3z cosz .

7.
∫

|z+1|=4

zdz

ez + 3 . 8.
∫

|z|=
√13

sinπz
z2 − z dz.

9.
∫

|z−1|=1

ezdz

z4 + 2z2 + 1 . 10.
∫

|z|=4

eizdz

(z −π)3
.

11.
∫

C

cos z2
z2 − 4dz, где C : x29 +

y2
4 + 1.

12.
∫

C

e2zdz
z3 − 1 , где C : x2 + y2 − 2x = 0.

13.
∫

C

sinπz
(
z2 − 1)2 dz, где C : x24 + y2 = 1.

14.
∫

C

(z + 1)dz
z2 + 2z − 3 , где C : x2 + y2 = 16.

15.
∫

C

z sinz
(z − 1)5 dz,= 1, где C : x23 +

y2
9 ,

16.
∫

C

dz

z4 + 1 , где C : x2 + y2 − 2x = 0.

17.
∫

|z|=1
z3 sin 1

z
dz. 18.

∫

|z|=
1
3

(z + 1)e
1
z dz.

19.
∫

|z|=
2
3

(
sin 1

z2 + e
z2 cos z

)
dz.

Ответы. 1. 0. 2. 0. 3. (1− 2e−1)πi. 4. 2 (1− e−1)πi. 5. − 13πi. 6. 0.
7. − 43 ln3 ·πi. 8. 0. 9. [cos 1+ sin 1+ i(sin 1− cos 1)]

π

2 .10. πi.11. 0.12. 2πi
e2
3 .

13. −π2i. 14. 2πi.15. sin1− 4cos112 πi.16. − πi√2 .17. 0.18. 3πi.19. 0.

24



§12. Приложение вычетов к вычислению определенных
интегралов

Определить характер бесконечно удаленной особой точки для следующих функ-

ций.

1. f (z) = z3 − z2 + z + 6
z2 . 2. f (z) = z + 1

z4 .

3. f (z) = ez

z2 . 4. f (z) = cos 1
z
.

5. f (z) = e
1
z2 . 6. f (z) = z3e

1
z .

Используя вычет относительно бесконечно удаленной особой точки, вычислить

интегралы.

7.
∫

|z|=1

z2 + 1
z3 dz. 8.

∫

|z|=2

dz

1+ z12 .

9.
∫

|z|=2

1000z + 2
1+ z1224 dz. 10.

∫

|z|=3

ezdz

z − 1 .

11.
∫

|z|=1
z2 sin 1

z
dz. 12.

∫

|z|=3

z9
z10 − 1dz.

Найти интегралы с помощью вычетов.

13.
∞∫

0

x2 + 1
x4 + 1dx.

14.
∞∫

−∞

dx(
x2 + a2

) (
x2 + b2

)

(a > 0, b > 0) .
15.

∞∫

−∞

dx
(
x2 + 1)2 . 16.

∞∫

−∞

dx
(
x2 + 1)n−1 .

17.
∞∫

−∞

xdx
(
x2 + 4x+ 13)2 . 18.

∞∫

0

x4 + 1
x6 + 1dx.

19.
∞∫

−∞

dx

x6 + 1 . 20.
∞∫

−∞

x cos xdx
x2 − 2x+ 10 .

21.
∞∫

−∞

x sin xdx
x2 + 4x+ 20 . 22.

∞∫

0

cos xdx
x2 + a2

(a > 0) .
23.

∞∫

−∞

x3 sinaxdx
(
x2 + 1)2

(a > 0) .
24.
2π∫

0

dx

1− 2p cosx+ p2

(0 < p < 1) .
25.
2π∫

0

cos2 xdx
1− 2p cos2x+ p2

(0 < p < 1) .

26.
2π∫

0

cos2xdx
1− 2p cosx+ p2

(p > 1) .
27.
2π∫

0

cosxdx
1− 2p sinx+ p2

(0 < p < 1) .
28.
2π∫

0

dx

a+ cosx

(a > 1) .

25



29.
π∫

0
ctg(x− a)dx

(Ima > 0) .
30.
2π∫

0

sin2 xdx
a+ b cosx

(a > b > 0) .
31.
2π∫

0

dx

1+ a cosx

(0 < a < 1) .
32.
2π∫

0

dx

a+ b cosx

(a > b > 0) .

Ответы. 1. ∞ — простой полюс. 2. ∞ — устранимая особая точка. 3. ∞ —

существенно особая точка. 4. ∞ — устранимая особая точка. 5. ∞ — устранимая

особая точка. 6. ∞ — полюс третьего порядка. 7. 2πi. 8. 0. 9. 0. 10. 2πei. 11. −πi3 . 12.
2πi. 13. π√2 . 14.

π

ab(a+ b) . 15.
π

2 . 16.
(2n)!
(n!)2 2

−2n ·π. 17. − π

27 . 18.
2π
3 .

19.
2π
3 . 20.

π

3 e
−3(cos 1− 3sin1). 21. π

2 e
−4(2cos 2+ sin 2). 22. π

2a e
−a. 23.

π

4 (2 − a)e−a . 24.2π
1− p2 . 25.

π

2(1− p) . 26.
2π

p2
(
p2 − 1) . 27. 0. 28.

2π√
a2 − 1 . 29. πi. 30.

2π
b2
(
a−

√
a2 − b2

)
. 31.

2π√1− a2 . 32.
2π√
a2 − b2

.
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§13. Преобразование Лапласа. Изображения и оригиналы

1. Проверить, какие из приведенных функций являются оригиналами.

а) f (t) = btη(t) (b > 0, b ≠ 1) ; б) f (t) = e(2+4i)tη(t);
в) f (t) = 1

t − 3η(t); г) f (t) = t2η(t);
д) f (t) = ch(3− i)t · η(t); е) f (t) = tg t · η(t);
ж) f (t) = t t · η(t); з) f (t) = e−t cos t · η(t);
и) f (t) = et2η(t); к) f (t) = e−t2η(t);
л) f (t) = 1

t2 + 2η(t); м) f (t) = η(t)+
∞∑
k=1
η(t − k) · (−1)k.

Пользуясь определением, найти изображения функций.

2. f (t) = t. 3. f (t) = sin 3t.
4. f (t) = tet . 5. f (t) = tα (α > −1).
6. Может ли функция ϕ(p) = 1

cosp служить изображением некоторого оригинала?
Найти изображения функций.

7. 1+ t. 8. 2sin t − cos t. 9. t + 12 e−t .
Пользуясь теоремой подобия, найти изображения следующих функций

10. f (t) = eαt . 11. f (t) = sin 4t.
12. а) f (t) = cosωt ; б) f (t) = sh3t.

Пользуясь теоремами линейности и подобия, найти изображения следующих функ-

ций
13. f (t) = sin2 t. 14. f (t) = sinmt · cosnt.
15. f (t) = cos3 t. 16. f (t) = sinmt · sinnt.
17. f (t) = sin4 t. 18. f (t) = cosmt · cosnt.

Ответы. 1. а) да; б) да; в) нет;г) да; д) да; е) нет; ж) нет; з) да; и) нет;

к) да; л) да; м) да. 2.
1
p2 . 3.

3
p2 + 9 . 4.

1
(p − 1)2 . 5.

Γ(α+ 1)
pα+1 . 6. нет. 7.

p + 1
p2 . 8.

2− p
p2 + 1 .

9.
p2 + 2p + 2
2p2(p+ 1) . 10.

1
p − a . 11.

4
p2 + 16 . 12. а)

p

p2 +ω2 ; б)
3

p2 − 9 . 13.
2

p
(
p2 + 4) .

14.
m
(
p2 +m2 − n2

)

(
p2 +m2 + n2

)2 − 4m2n2 . 15.
p3 + 7p(

p2 + 9) (p2 + 1) . 16.
2mnp

(
p2 +m2 − n2

)2 − 4m2n2 .

17. 18
( 3
p
+ p

p2 + 16 −
4p

p2 + 1
)
. 18.

p
(
p2 +m2 + n2

)

(
p2 +m2 + n2

)2 − 4m2n2 .
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§14. Теоремы о дифференцировании и интегрировании

Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти изображения следу-

ющих функций

1. f (t) = cos2 t. 2. f (t) = sin3 t.
3. f (t) = t sinωt. 4. f (t) = cos4 t.
5. f (t) = t cosωt. 6. f (t) = tet .

Найти изображения функций.

7. f (t) = t2 cos t. 8. f (t) = t
(
et + ch t) .

9. f (t) = (t + 1) sin 2t. 10. f (t) = t sh3t.

11. f (t) =
t∫

0
sinτdτ . 12. f (t) =

t∫

0
(τ + 1) cosωτdτ .

13. f (t) =
t∫

0
τ sh2τdτ . 14. f (t) =

t∫

0
cos2ωτdτ .

15. f (t) =
t∫

0
chωτdτ . 16. f (t) =

t∫

0
τ2e−τdτ .

17. а) et − 1
t
; б) 1− e−t

t
; в) sin2 t

t
.

18. а) 1− cos t
t
; б) cos t − cos2t

t
.

19. а) et − 1− t
t
; б) et − e−t

t
.

Вычислить интегралы

20.
∞∫

0

e−αt − e−βt
t

dt, (α > 0, β > 0) .

21.
∞∫

0

e−αt sinat
t

dt, (α > 0, a > 0) .

22.
∞∫

0

e−αt − e−βt
t
sinmtdt, (α > 0,β > 0,m > 0) .

23.
∞∫

0

cosat − cosbt
t

dt, (a > 0, b > 0) .

24.
∞∫

0

sinat · sinbt
t

dt, (a > 0, b > 0) .

Ответы. 1.
p2 + 2

p
(
p2 + 4) . 2.

6(
p2 + 1) (p2 + 9) . 3.

2ωp
(
p2 +ω2

)2 .

4.
p4 + 16p2 + 24

p
(
p2 + 4) (p2 + 16) . 5.

p2 −ω2
(
p2 +ω2

)2 . 6.
1

(p − 1)2 . 7.
2p3 − 6p
(
p2 + 1)3 . 8.

2
(
p2 + p + 1

)

(
p2 − 1)2 . 9.

2p2 + 4p + 8
(
p2 + 4)2 . 10.

6p
(
p2 − 9)2 . 11.

1
p
(
p2 + 1) . 12.

p3 + p2 + pω2 −ω2

p
(
p2 +ω2

)2 . 13. 4
(
p2 − 4)2 . 14.

p2 + 2ω2
p2
(
p2 + 4ω2) . 15.

1
p2 −ω2 . 16.

2
p(p + 1)3 . 17. а) ln

p

p − 1 ; б) ln
p + 1
p
; в) 12 ln

√
p2 + 4
p

.
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18. а) ln
√
p2 + 4
p
; б) 12 ln

p2 + 4
p2 + 1 . 19. а) ln

p

p − 1 −
1
p
; б) ln p + 1

p − 1 . 20. ln
β

α
. 21. arctg a

α
. 22.

arctg β
m
− arctg α

m
. 23. ln b

a
. 24.

1
2 ln

∣∣∣∣
a+ b
a− b

∣∣∣∣ .
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§15. Теоремы смещения и запаздывания

Найти изображения функций

1. а) e2t sin t ; б) et cosnt. 2. e−t t3. 3. et sh t.
4. tet cos t. 5. e3t sin2 t. 6. e−αt cos2 βt.
7. sin(t − b) · η(t − b). 8. cos2(t − b) · η(t − b). 9. et−2 · η(t − 2).

Найти изображения функций, заданных графически.

OO

1 1

-1

f t( ) f t( )

t t

-1

1

10. 11. 12.

O

f t( )

1

1 2

t1

1

a

f t( )

t

O

1

a

f t( )

t

13. 14.

- ( )b t-ae 1- - ( )b t-ae

O

O a

f t( )

tO

a

f t( )

ta

b-a

b

15. 16.

30



17.

18.

19.

f t( )
f t( )

f t( )

O

O

O

t

t

t

1

1

1

1

-2

-4

3

3 42

-1

2

a

a

2a

2a 3a

O

1 1

-1

2

a

f t( )

t

O

1

-1

2a

a

f t( )

t

20. 21.

22a

OO

1 1

-1

2

2

a

a
a

a

f t( ) f t( )

t

t

4a

22.

-1

23.

Ответы. 1. а) 1
(p− 2)2 + 1 ; б)

p −m
(p −m)2 + n2 . 2.

3!
(p + 1)4 . 3.

1
(p − 1)2 − 1 .
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4.
p2 − 2p

(
p2 − 2p + 2)2 . 5.

1
2(p − 3) −

1
2 ·

p − 3
(p − 3)2 + 4 . 6.

1
2(p +α) +

p +α
2 [(p +α)2 + 4β2] . 7.

e−bp

p2 + 1 .

8. e
−bp

2p + pe−bp

2 (p2 + 4) . 9.
e−2p
p − 1 . 10.

1− e−p
p

. 11. 1− 2e
−p + e−2p
p

. 12. 1− 2e
−p + e−2p
p2 . 13. e−ap

p + b .

14.
be−ap

p (p + b) . 15.
1− e−ap
p2 . 16.

e−ap − e−bp
p2 . 17.

1
p

∞∑

k=0

(−1)k(2k+ 1)
ekp

.

18. F(p) = 1
ap2

(2e−2ap − 1) + 2
p
e−ap. 19. F(p) = e−ap

p

(
2− e−ap − e−2ap

)
.

20. F(p) = − 1
p
+ 1
ap2

(1+ e−2ap)+ ap − 2
ap2 e

−ap. 21. F(p) = 1
p
+ 1− 2ap

ap2 e−ap − 1
ap2 e

−2ap .

22. F(p) = 1
p
− 1
ap2 e

−ap+ + 2
ap2 e

−3ap . 23. F(p) = − b
p
e−ap + 2b

p
e−2ap .
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§16. Теорема умножения изображений. Нахождение ори-
гиналов по изображению

Найти изображения следующих функций

1.

t∫

0
et−τ sin τdτ . 2.

t∫

0
e2τ cos (t − τ)dτ .

3.

t∫

0
(t − τ)2 ch τdτ . 4.

t∫

0
(t − τ)n f (τ)dτ .

5.

t∫

0
e2(t−τ)τ2dτ .

Для данных изображений найти оригиналы и построить их графики.

6. F(p) = 2e
−p

p3 . 7. F(p) = e−2p
p2 .

8. F(p) = e−2p
p − 1 . 9. F(p) = e−3p

p + 3 .
Найти оригиналы по изображениям.

10. F(p) = 1
p2 + 4p + 5 . 11. F(p) = 1

p2 + 4p + 3 .
12. F(p) = p

(p + 1)2 . 13. F(p) = p
(
p2 + 1)2 .

14. F(p) = 1
p + 2p2 + p3 . 15. F(p) = 1

7− p + p2 .

16. F(p) = 2p
3 + p2 + 2p + 2
p5 + 2p4 + 2p3 . 17. F(p) = 1

p2
(
p2 + 1) .

18. F(p) = p + 2
(p + 1) (p − 2) (p2 + 4) .

19. F(p) = n!
p (p + 1) (p + 2) . . . (p + n) .

20. F(p) = 1
p4 + 2p3 + 3p2 + 2p + 1 .

21. F(p) = p2 + 2p − 1
p3 + 3p2 + 3p + 1 .

22. F(p) = p

p3 + 1 . 23. F(p) = 2p + 3
p3+ 4p2 + 5p .

24. F(p) = 1
(p − 1)2 (p + 2) . 25. F(p) = p2 + 2p − 1

p3 − 2p2 + 2p − 1 .

26. F(p) = 3p2
(
p3 − 1)2 . 27. F(p) = e−p

p2 − 2p + 5 +
pe−2p
p2 + 9 .

28. F(p) = e−3p

(p + 1)2 . 29. F(p) = e−p

p(p − 1) .

30. F(p) = 1
p2 + 1

(
e−2p + 2e−3p + 3e−4p) .

31. F(p) = e−p

p2 − 1 +
pe−2p
p2 − 4 .

32. F(p) = e−p/2
p (p + 1) (p2 + 4) .

33. F(p) = e−p

p2 +
2e−2p
p3 + 6e

−3p
p4 .

34. F(p) = e−p/3
p
(
p2 + 1) .

Ответы. 1.
1

(p − 1) (p2 + 1) . 2.
p

(p − 2) (p2 + 1) . 3.
2

p2
(
p2 − 1) . 4.

n!F(p)
pn+1 . 5.

2
p3 (p + 2) . 6.
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(t − 1)2 η(t − 1). 7. (t − 2)η(t − 2). 8. et−2η(t − 2). 9. e3(t−3)η(t − 3). 10. e−2t sin t.
11.
1
2
(
e−t − e−3t

)
. 12. (1− t)e−t . 13. 12 t sin t. 14. 1− e−t − te−t .15.

2√3
9 e

t/2 sin 3
√3
2 t.

16.
t2
2 +2e−t sin t. 17. t − sin t. 18.

e2t
6 −

e−t

15 −
cos2t
10 − sin2t5 . 19. 1−ne−t + 12n(n−1)e−2t + . . .+

(−1)ne−nt . 20. 23 e−t/2
[ 2√3 sin

√3
2 t − t cos

√3
2 t
]
. 21. e−t

(1− t2) .
22. 13 e

t/2
[
cos

√3
2 t +

√3sin
√3
2 t
]
− 13 e

−t . 23. 35 +
e−2t
5 (4sin t − 3cos t) .

24.
1
9
(
e−2t − et + 3tet) . 25. 2et + et/2

( 5√3
3 sin

√3
2 t − cos

√3
2 t
)
.

26.
1
3 te

t− 13 te
−t/2

(
cos

√3
2 t +

√3sin
√3
2 t
)
. 27.

1
2 e

t−1 ·sin 2(t−1)·η(t−1)+cos3(t−2)·η(t−2).
28. (t −3)e−(t−3)η(t −3). 29. (et−1 − 1)η(t −1). 30. sin(t −2) ·η(t−2)+2sin(t −3) ·η(t −3)+
3sin(t −4) ·η(t − 4). 31. sh(t − 1) ·η(t −1)+ ch2(t − 2) ·η(t −2). 32. 14η

(
t − 12

)
− 15 e

−
(
t−
1
2
)

·
η
(
t − 12

)
− 120 cos 2

(
t − 12

)
· η

(
t − 12

)
− 110 sin 2

(
t − 12

)
· η

(
t − 12

)
.

33. (t−1) ·η(t−1)+ (t−2)2 ·η(t−2)+ (t−3)3 ·η(t−3). 34. η
(
t − 13

)
− cos

(
t − 13

)
·η
(
t − 13

)
.

34



§17. Операционный метод для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Случай постоянных коэффициентов

Найти решение задачи Коши.

1. x′ + x = e−t , x(0) = 1.
2. x′ + 2x = sin t, x(0) = 0.
3. x′′ + x′ = 1, x(0) = 0, x′(0) = 1.
4. x′′ + 3x′ = et , x(0) = 0, x′(0) = −1.
5. x′′ + 2x′ − 3x = e−t , x(0) = 0, x′(0) = 1.
6. x′′′ + x′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
7. x′′ + 2x′ + x = sin t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
8. x′′′ + x′ = t, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = 0.
9. x′′′ + 2x′′ + 5x′ = 0, x(0) = −1, x′(0) = 2, x′′(0) = 0.
10. x′′ + x′ = cos t, x(0) = 2, x′(0) = 0.
11. x′′′ + x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = 1, x′′(0) = 0.
12. x′′ + 2x′ + 5x = 3, x(0) = 1, x′(0) = 0.
13. x′′ + 4x = t, x(0) = 1, x′(0) = 0.
14. xIV − x′′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′ = 0.
15. x′′ − x′ = tet , x(0) = x′(0) = 0.
16. x′′ − x′ + x = e−t , x(0) = 0, x′(0) = 1.
17. x′′ + 2x′ + x = 2cos2 t, x(0) = x′(0) = 0.
18. x′′ + 4x = 2cos t cos 3t, x(0) = x′(0) = 0.
19. x′′ − 4x = sin 3t2 sin

t

2 , x(0) = 1, x′(0) = 0.
20. x′′′ + 3x′′ − 4x = 0, x(0) = x′(0) = 0, x′′(0) = 2.
21. x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
22. x′′ +ω2x = a [η(t)− η(t − b)] , x(0) = x′(0) = 0.
23. x′′ + x = 0, x(π) = 1, x′(π) = 0.
24. x′′ + x′ = 2t, x(1) = 1, x′(1) = −1.
25. x′′ − x′ = −2t, x(2) = 8, x′(2) = 6.
26. x′′ + x = −2sin t, x

(
π

2
)
= 0, x′

(
π

2
)
= 1.

Решить задачи Коши для уравнений, правые части которых заданы графически
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27. x′′ + 4x = f (t);
x(0) = x′(0) = 0.

O 1

2

f t( )

2 t

28. x′′ + x = f (t);
x(0) = 1, x′(0) = 0.

O

f t( )

t

b

2b

a

29. x′′ + 9x = f (t);
x(0) = 0, x′(0) = 1.

O 1

f t( )

2
t3

1

30. x′′ − 2x′ + x = f (t);
x(0) = x′(0) = 0.

O a

f t( )

2a t
3a

1

Решить системы уравнений.

31.



x′ + y = 0,
y ′ + x = 0, x(0) = 1, y(0) = −1.

32.



x′ + x = y + et ,
y ′ + y = x+ et , x(0) = y(0) = 1.

33.



x′ − y ′ − 2x+ 2y = 1− 2t,
x′′ + 2y ′ + x = 0, x(0) = y(0) = x′(0) = 1.

34.



x′′ − 3x′ + 2x+ y ′ − y = 0, x(0) = x′(0) = 0,
−x′ + x+ y ′′ − 5y ′ + 4y = 0, y(0) = 1, y ′(0) = 0.

35.



x′ = −y,
y ′ = 2x+ 2y, x(0) = y(0) = 1.

36.



2x′′ − x′ + 9x− y ′′ − y ′ − 3y = 0, x(0) = x′(0) = 1,
2x′′ + x′ + 7x− y ′′ + y ′ − 5y = 0, y(0) = y ′(0) = 0.

37.



x′ + y ′ − y = et ,
2x′ + y ′ + 2y = cos t, x(0) = y(0) = 0.

38.




x′ = −x+ y + z + et ,
y ′ = x− y + z + e3t ,
z′ = x+ y + z + 4, x(0) = y(0) = z(0) = 0.
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39.




x′ = −y − z, x(0) = −1,
y ′ = −x− z, y(0) = 0,
z′ = −x− y, z(0) = 1.

Ответы. 1. x(t) = (t + 1)e−t . 2. x(t) = 15
(
e−2t − cos t+ +2sin t). 3. x(t) = t. 4.

x(t) = 14 e
t + 512 e

−3t − 23 .5. x(t) =
1
8
(3et − e−3t − 2e−t) .6. x(t) = t − sin t.7. x(t) = 12

(
e−t − te−t

− cos t).8. x(t) = t2
2 − 1+ cos t − sin t.9. x(t) =

3
5 e

−t sin 2t − 45 e−t cos 2t −
1
5 .

10. x(t) = 2+ 12
(
e−t − cos t + sin t) .11. x(t) = 2t+ 12

(
e−t + cos t − sin t) .12. x(t) = 35+

2
5 e

−t cos 2t+
1
5 e

−t sin 2t.13. x(t) = t

4 + cos2t −
1
8 sin 2t.14. x(t) = ch t −

t2
2 − 1.15. x(t) = et

(
t2
2 − t + 1

)
.16.

x(t) = 13 e
−t− 13 e

t/2
[
cos

√3
2 t − 3

√3sin
√3
2 t
]
. 17. x(t) = 1− 2225 e−t−

6
5 te

−t− 325 cos 2t+
4
25 sin 2t.18.

x(t) = t

4 sin 2t+
1
12 (cos 2t − cos4t) . 19. x(t) =

83
80 ch2t−

1
10 cos t+

1
16 cos 2t.20. x(t) =

2
9
[
et − e−2t(3t + 1)] .21.

x(t) = 1− e−t
(
t2
2 + t + 1

)
.

22. x(t) = 2a
ω2
[sin2 ωt2 ·η(t)− sin2

η(t − b)
2 ·η(t−b)

]
.23. x(t) = − cos t.24. x(t) = (t−1)2+e1−t .25.

x(t) = t2+2t.26. x(t) =
(
t − 1− π

2
)
cos t.27. x(t) = 12

(
t − 12 sin 2t

)
·η(t)−

[
(t − 1)− 12 sin 2(t − 1)

]
·

η(t−1)+ 12
[
(t − 2)− 12 sin 2(t − 2)

]
·η(t−2).28. x(t) = [b+(1− b) cos t]η(t)+[b − b cos(t − a)]η(t−

a).

29. x(t) = 13 sin 3t ·η(t)+
1
9
[
(t − 1)− 13 sin 3(t − 1)

]
·η(t−1)− 29

[
(t − 2)− 13 sin 3(t − 2)

]
·η(t−

2)+ 19
[
(t − 3)− 13 sin 3(t − 3)

]
· η(t − 3).

30. x(t) =
3∑

k=0
(−1)k [1− et−ka + et−ka(t − ka)]η(t − ka).31. x(t) = et ,y(t) = −et .

32. x(t) = et ,y(t) = et .33. x(t) = 2 (1− e−t − te−t) ,y(t) = 2− t − 2e−t − 2te−t .
34.
1
4
(
et − e3t + 2te3t) , y(t) = 14

(5et − e3t − 2te3t) .35. x(t) = et (cos t − 2sin t) ,y(t) = et (cos t + 3sin t) .36.
x(t) = 13

(
et + 2cos 2t + sin 2t) ,y(t) = 23

(
et − cos 2t − 12 sin 2t

)
.

37. x(t) = et − 1134 e
4t − 317 cos t +

5
17 sin t −

1
2 ,y(t) = −

2
3 e

t + 2251 e
4t + 417 cos t −

1
17 sin t.

38. x(t) = − 115 e
−2t + 1312 e

−t − 2 + 16 et +
2
3 e
2t + 320 e

3t ;y(t) = 115 e−2t +
13
12 e

−t − 2 − 16 et +
2
3 e
2t +

7
20 e
3t ;z(t) = − 1312 e−t −

1
2 e

t + 43 e
2t + 14 e

3t . 39. x(t) = −et ,y(t) = 0,z(t) = et .
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§18. Интеграл Дюамеля. Формула Дюамеля

Найти решения задач с помощью интеграла Дюамеля.

1. x′′ − x′ = e2t

(1+et)2
, x(0) = x′(0) = 0.

2. x′′ + 2x′ + x = e−t

t + 1 , x(0) = x′(0) = 0.
3. x′′ − x′ = e2t

2+et , x(0) = x′(0) = 0.
4. x′′ − x′ = 1

1+et , x(0) = x′(0) = 0.
5. x′′ + x = 1

2+ cos t , x(0) = x′(0) = 0.
6. x′′ + x = 1

4+ tg2 t , x(0) = x′(0) = 0.
7. x′′ + x = 1

1+ cos2 t , x(0) = x′(0) = 0.
8. x′′ + x = 1

1+ sin2 t , x(0) = x′(0) = 0.
9. x′′ − x = th t, x(0) = x′(0) = 0.
10. x′′′ + x′ = 1

2+ sin t , x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

Ответы. 1. x(t) = 12
(
et − 1) − ln 1+ et2 . 2. e−t

[
(t + 1)· · ln(t + 1) − t]. 3. x(t) =

(
et + 2) ln et + 23 −et+1. 4. x(t) = et−1−(t + ln2) (et + 1)+(et + 1) ln (et + 1) . 5. x(t) = sin t(t−
− 4√3 arctg

tg(t/2)
√3

)
+ cos t · ln (2+ cos t) − ln 3 · cos t. 6. x(t) = 13 −

9−π√3
27 cos t +

√3
36 sin t ·

ln
∣∣∣∣
√3 sin t − 2√3 sin t + 2

∣∣∣∣ −
√3
9 cos t · arctg

(√3 cos t
)
. 7. x(t) = cos t · arctg (cos t) − π

4 cos t −
1
2√2 sin t ·

ln
∣∣∣∣
sin t −√2
sin t +√2

∣∣∣∣ . 8. x(t) = sin t · arctg (sin t) + cos t · 12√2 ·
[
ln
∣∣∣∣
cos t +√2
cos t −√2

∣∣∣∣ − ln
(
3+ 2√2

)]
. 9.

x(t) = − sh t + 2ch t ·
(
arctg et − π

4
)
. 10. x(t) = ln 2 · cos t − cos t · ln (2+ sin t) − t sin t +

2√3 (2sin t + 1)
(
arctg 2 tg

t
2 + 1√3 − π

6

)
.
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§19. Операционный метод для уравнений с переменными
коэффициентами и уравнений в частных производных

Найти решения уравнений с переменными коэффициентами.

1. tx′′ + (2t − 1)x′ + (t − 1)x = 0.
2. tx′′ + 2x′ = 0.
3. x′′ + (t + 1)x′ + tx = 0, x(0) = 1, x′(0) = −1.
4. x′′ + (t + b)x′ = 0, x(0) = −1, x′(0) = 0. (b — любое действительное число)

5. x′′ + tx′ − (t + 1)x = 0, x(0) = x′(0) = 1.
6. x′′ − tx′ + nx = 0, n ∈ N (уравнение Чебышева-Эрмита):

а) x(0) = 1, x′(0) = 0; n = 2k;
б) x(0) = 0, x′(0) = 1; n = 2k+ 1.

Решить граничные задачи:

7.
∂u

∂t
= k ∂

2u
∂x2 (x > 0, t > 0),

u(0, t) = u0, u(x,0) = 0.
8. ∂u

∂t
= k ∂

2u
∂x2 (x > 0, t > 0),

u(0, t) = 0, u(x,0) = u1.
9.

∂u

∂t
= k ∂

2u
∂x2 (x > 0, t > 0),

u(0, t) = a cosωt, u(x,0) = 0.
10.

∂u

∂t
= k ∂

2u
∂x2 (x > 0, t > 0),

u(0, t) = a sinωt, u(x,0) = 0.
11.

∂u

∂t
= k ∂

2u
∂x2 (x > 0, t > 0),

u(0, t) = ω(t), u(x,0) = 0.
12. ∂

2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 + bx(x− l) (l > x > 0, t > 0),

u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x,0) = ∂u

∂t
(x,0) = 0.

Ответы. 1. x(t) =
(
c1 + c2t2

)
e−t . 2. x(t) = c1. 3. x(t) = e−t . 4. x(t) ≡ −1.

5. x(t) = et . 6. а) x(t) =
k∑

s=0
(−1)s2ss!Csk t2s

(2s)! ; б) x(t) =
k∑

s=0
(−1)s2ss!Csk t2s+1

(2s + 1)! .

7. u(x, t) = u0



1− 2√

π

x

2√kt∫

0
e−z
2
dz



.

8. u(x, t) = u1
2√
π
·

x

2√kt∫

0
e−z
2
dz.

9. u(x, t) = ae
−x
√
ω

2k cos
(
ωt − x

√
ω

2k
)
− a

π

∞∫

0
e−ρt sinx

√
ρ

k

ρdρ

ρ2 +ω2 . 10. u(x, t) =
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= a


e−x

√
ω

2k sin
(
ωt − x

√
ω

2k
)
+ ω

π

∞∫

0
e−ρt sin x

√
ρ

k

dρ

ρ2 +ω2


 .

11. u(x, t) =

= x

2√πk

t∫

0
ϕ(τ)

e
− x2
4k(t−τ)

(t − τ)3/2 dτ . 12. u(x.t) = −
bx

12
(
x3 − 2lx2 + l3)+

+ 8bl
4

π5

∞∑

k=0

cos (2k+1)πtl sin (2k+1)πxl

(2k+ 1)5 .
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Приложение. Таблица оригиналов и их изображений

№
Оригинал

f (t)

Изображение

F(p) =
∞∫

0
f (t)e−ptdt

1. 1 1
p

2. tn (n ∈ N) n!
pn+1

3. tα (α > −1) Γ(α+ 1)
pα+1

4. eλt (λ ∈ C) 1
p− λ

5. sinωt ω

p2 +ω2

6. cosωt p

p2 +ω2

7. shωt ω

p2 −ω2

8. chωt p

p2 −ω2

9. t sinωt 2pω
(p2 +ω2)2

10. t cosωt p2 −ω2

(p2 +ω2)2

11. t shωt 2pω
(p2 −ω2)2

12. t chωt p2 +ω2

(p2 −ω2)2

13. Jn(t) (n ∈ N)
(√
p2 + 1− p

)n
√
p2 + 1

14. Erf
(
α

2√t
)
=
√
π

2

∞∫

α

2√t

e−x
2
dx

1
p
e−α

√
p

15.
√
π

2t3 · e
−
α2

4t e−α
√
p
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Таблица оригиналов и их изображений (Ваши дополне-
ния)
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№
Оригинал

f (t)

Изображение

F(p) =
∞∫

0
f (t)e−ptdt

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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