Задание 1. 
Найти собственные значения и собственные функции краевой задачи

. 

Решение. 
Запишем общее решение уравнения 

.
Вычислим производную 

. 
Из краевых условий получаем систему уравнений 


   
Приравниваем к нулю определитель системы:


,    


Определим собственные функции. 

1) Пусть . 
Краевая задача примет вид

 .

Из краевых условий получаем, что произвольная константа.



Выбираем, например, . Собственная функция, отвечающая собственному значению , имеет вид .

2) Пусть 



Из краевых условий получаем, что произвольная константа. Собственные функции, отвечающие собственным значениям , запишутся в виде  . 
Ответ: 

собственные значения 

Собственные функции . 






Задание 2. (Метод Фурье для волнового уравнения.)

Решите волновое уравнение методом разделения переменных 





, 


Решение. 
1) Решение ищем в виде


Подставляя в уравнение и краевые условия, разделяя переменные, получим 

 

Система:    
Определим собственные значения и собственные функции краевой задачи. 


В данном примере решение находится аналогично заданию 1. Отличие только в том, что в задании 1 , а в задании 2 .





Система для определения : 





Приравниваем к нулю определитель системы:


,    


Определим собственные функции. 

а) Пусть . 
Краевая задача примет вид

 .

Из краевых условий получаем, что произвольная константа.



Выбираем, например, . Собственная функция, отвечающая собственному значению , имеет вид .

б) Пусть 




Из краевых условий получаем, что произвольная константа. Собственные функции , отвечающие собственным значениям , запишутся в виде  . 

Для определения  получаем уравнение 



Общее решение 

2) Решение запишем в виде тригонометрического ряда Фурье по собственным функциям 



Коэффициенты разложения   определим из начальных условий




Очевидно, что . 
По формулам для коэффициентов Фурье  находим:

, 

.

При вычислениях использовали равенства .


Подставляя полученные значения  в выражение , запишем ответ: 


,     . 

Задание 3. (Метод Фурье для уравнения теплопроводности). 

Найти распределение температуры в однородном стержне длиной  l, нагретого до температуры ,  торцы которого поддерживаются при нулевой температуре. Источники тепла внутри стержня отсутствуют. 
Решение. 
Математическая постановка задачи:
Найти решение краевой задачи для уравнения теплопроводности

       

       начальное условие  


       граничные условия   , . 
1) Решение ищем в виде


Подставляя в уравнение и краевые условия, разделяя переменные, получим 

 

Система:    
Определим собственные значения и собственные функции краевой задачи. 


Из краевых условий




, .

Собственная функция .

Определим из уравнения: 

,

. 

2)  Решение ищем в виде ряда Фурье  по собственным функциям

.

Коэффициент  определим из начального условия 


, 

.


Запишем ответ: , где .

Задание 4. (Метод Фурье для уравнения Лапласа).






Найти решение краевой задачи  в полуполосе  для уравнения Лапласа   при граничных условиях  , , , . 
Решение. 
[image: ]






Система: 


Из краевых условий




, .

Собственная функция .

Определим из уравнения: 




Запишем решение  


Из условия ограниченности решения на бесконечности следует, что

 









Запишем ответ: , где .


Задание 5 (Метод подобия и размерности). 





Установившаяся амплитуда  [градус] распространения температурных волн в почве зависит от амплитуды  [градус] колебаний температуры на поверхности почвы, глубине [длина] проникновения тепла в почву, частоты  [1/время] колебаний температуры, ( например, суточные, годовые колебания) и коэффициента температуропроводности почвы с размерностью [длина2/время]. Покажите, что это явление зависит от двух безразмерных параметров. Выразите установившуюся амплитуду А (закон Фурье).   
Решение.
Вектор физических величин задачи 

.
Обозначим набор фундаментальных величин задачи:



длина, время, градус.

.

Матрица показателей степеней :

.

Определим ранг матрицы , приведя её к диагональному виду при помощи элементарных преобразований.

. 


(Запись означает, что столбцы 3 и 5 переставлены местами, т. е. порядок физических величин стал ).



Ранг r матрицы равен 3, количество переменных системы , число свободных переменных (число безразмерных параметров) . 


Найдем эти параметры. Пусть - вектор  показателей степеней безразмерных параметров. Запишем систему  и найдем её решение. 



  

Общее решение системы: 
Векторная форма записи решения: 

.

Частные  решения  системы:  .

Запишем безразмерные параметры , отвечающие полученным частным решениям:


 , .

Инвариантное соотношение .


Разрешая его относительно , получим: .


Подставляя выражения и выражая  амплитуду , находим 

 .
Поскольку любая степень безразмерной величины также является безразмерной величиной, то амплитуду A можно записать иначе

.

Ответ: .
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