Макросистемы 1

Квантовая статистическая физика

Макросистемы и их особенности

Макросистемой в физике принято называть системы, состоящие из очень большого количества частиц.

Такой системой является любой объект окружающего нас мира, воспринимаемый нами посредством ощущений. Например, 1 грамм воды содержит ( 1022 молекул. Безусловно,  это количество весьма велико, следовательно даже такое небольшое количество вещества представляет собой макросистему.

Несколько последних лекций были посвящены анализу закономерностей в поведении микрочастиц. Мы выявили закономерности, свойственные микромиру, научились предсказывать поведение отдельных квантовых микрочастиц и их совокупностей - атомов, молекул.

В принципе знание поведения отдельных элементов системы позволяет оценить поведение этой системы как целого. Но для макросистем это предположение слишком оптимистично. Даже если отвлечься от свойственного микрочастицам дуализма, забыть о соотношении неопределённости, оценка результата взаимодействия 1022  молекул, содержащихся в 1 грамме воды, является практически неразрешимой задачей. Возможности самых современных компьютеров недостаточны для её решения.

Между тем ясно, что поведение грамма воды можно предсказать с достаточной точностью на основе уже известных классических методов физики.

Этот факт не следует трактовать как свидетельство ограниченных возможностей квантовой механики. Скорее, это признак того,  что в поведении макросистем начинают проявлять себя особенности, свойственные совокупности колоссального количества частиц, образующих макросистему.

Выявление этих особенностей и связь их с квантовыми свойствами частиц, образующих макросистему, и является задачей квантовой статистической физики и темой ряда следующих лекций.

Модель макросистемы, её статистические свойства

Мы с Вами неоднократно убеждались в том, что поведение довольно сложных объектов удобно описывать на основе анализа простых моделей.

Такая модель особенно необходима сейчас, поскольку нам предстоит анализ чрезвычайно сложных систем, содержащих огромное количество элементов. Она должна позволить нам наглядно представлять себе особенности поведения макросистем и её статистические свойства должны соответствовать свойствам реального объекта.

Наиболее удобной представляется модель, содержащая N обособленных элементарных магнитов, расположенных вдоль одной прямой на равных расстояниях друг от друга.

Пусть эти магниты между собой не взаимодействуют.

Пусть их магнитные моменты одинаковы между собой и равны (.

Пусть магнитный момент любого магнита может быть направлен либо вверх, либо вниз. Другие ориентации ему запрещены.

Кстати, с подобными объектами мы уже встречались - таким свойством обладают электроны в атоме. Для них разрешены лишь два значения спинового момента. По аналогии мы будем говорить, что любой частице в нашей модели свойственны два стационарных состояния - одно со спином (, другое - со спином -(.

В системе из N частиц возможны  самые различные сочетания спинов.

В дальнейшем каждое конкретное сочетание спинов мы будем называть микросостояние системы.

Например, в системе из двух частиц возможны следующие состояния: ((( ((; ((; ((. Как видите, таких состояний четыре.

Если система содержит N частиц, число возможных состояний больше. Поскольку каждая частица может находиться в двух состояниях, то полное число возможных состояний системы будет равно 2N. Убедиться в этом можно простым перебором для систем из малого количества частиц. Не забывайте только, что 2 в всего лишь 8 степени равно 256.

В общем случае состояние нашей модельной системы мы сможем определить, указывая ориентацию спина каждой из частиц:

((((((((
или

(1(2(3(4(5(6(7(8 .

Для того, чтобы найти все возможные состояния системы аналитически, можно воспользоваться формулой

((1+(1)( (2+(2)( (3+(3)...( (N+(N).

Эту формулу принято называть производящей функцией, т.к. она “производит” все возможные состояния системы.

Например, для N=2 

((1+(1)( (2+(2)= (1(2+(1(2+(1(2 +(2(2.

Как видно из последнего выражения, производящая функция дала все возможные состояния системы, полученные ранее “вручную”, путём перебора вариантов.

Поскольку модель состоит из магнитов, ей свойственен полный магнитный момент М. 

Очевидно, что М может меняться от N( (все спины обращены вверх) до -N( (все спины обращены вниз). Промежуточные моменты можно получить, переворачивая по одному спину. Так, если вниз обращён один, например левый, спин, то М= ((N-2). Двойку мы отнимаем потому, что смотрящий вниз спин компенсирует один, смотрящий вверх.

Таким  образом,  М  может  принимать  значения N(, (N-2)(, (N-4)(,...0, ... -N(.

Полное число возможных значений М равно N+1.

Нетрудно сообразить, что число  возможных значений магнитного момента, равное N+1, всегда меньше 2N (кроме случая N=1). Например, при N=10 число возможных значений М=11, а число возможных состояний системы равно 1024.

Таким образом, при больших N много различных состояний системы будут иметь одинаковое значение полного магнитного момента системы М.

Подсчёт состояний системы. Степень вырождения

Ранее мы отмечали, что одинаковые квантовые частицы тождественны. Частицы нашей модели должны обладать тем же свойством. Поэтому при подсчёте состояний макросистемы мы не будем нумеровать спины.

В этом случае производящая функция примет вид

((+()N.

Такая функция позволяет определить, сколько спинов в каждом состоянии смотрит вверх, а сколько - вниз. Какие именно обращены вверх, в общем-то неважно.

Теперь для N=2 имеем

((+()2=(((((((((=(2((((((2;

для N=3

((+()3=((((3((((3(((+(((=(3(3(2((3((2+(3.

В общем случае должно получиться

((+()N=(N(N(N-1(([N(N-1)/2](N-2(2+...+(N.

Это выражение представляет собой бином Ньютона, который можно записать в свёрнутом виде:




Это выражение можно записать иначе:




Что такое 

 и 

 ?

Попробуем найти 


Эта сумма равна N, т.е. числу частиц в нашей модели. Часть из них направлена вверх, часть - вниз. Если допустить, что вверх направлена часть спинов, на m бо(льшая половины N, то, очевидно, вниз будет направлена часть, на m меньшая половины N.

Следовательно, 
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  есть количество спинов, направленных вверх, а 
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  - количество спинов, направленных вниз.

Величина 
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 называется спиновым избытком. Попутно отметим, что система со спиновым избытком 2m обладает магнитным моментом M=2m( (остальные спины компенсируют друг друга).

Введём обозначение 
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Теперь 
[image: image5.wmf](
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Величина коэффициента g(N,m) может быть рассчитана по приведённой ранее формуле или взята из таблиц биномиальных коэффициентов. Физически же эта величина показывает, в скольки состояниях системы она имеет одинаковый спиновый избыток или полный момент М. Поэтому g(N,m) есть степень вырождения состояния с определённым значением М (раньше мы связывали степень вырождения с количеством разных состояний с одинаковой энергией; далее Вы увидите, что и в данном случае старое определение степени вырождения верно).

График  зависимости g(N,m) от m при заданном N имеет [image: image1.wmf]m
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вид, показанный на рисунке.

Характерной особенностью этой кривой является наличие максимума при m=0.

Это говорит о том, что в большинстве возможных состояний система чаще всего не будет иметь магнитного момента (М=0). Иначе говоря, чаще всего 50% спинов будут обращены вверх, 50% вниз. Вероятность этого состояния наибольшая.

Другое важное свойство кривой заключается в том, что при m2=N/2  отношение 

 Критерий m2=N/2 можно записать в виде 

 Из графика ясно, что 

 можно считать мерой относительной ширины распределения состояний системы. Из выражения 

 видно, что относительная ширина уменьшается с ростом числа частиц, образующих макросистему - N.

Это, в свою очередь, говорит о том, что в абсолютном большинстве возможных состояний около половины спинов обращено в одну, и около половины - в другую сторону.  Состояния с магнитным моментом, сравнимым с N(, будут встречаться очень редко. Состояния с М= N( практически невероятны.

Энергия модельной системы

До сих пор мы рассматривали модель при отсутствии какого бы то ни было внешнего воздействия. При этом каждый спин может принимать любое разрешённое значение. Вероятность обнаружения его в положении ( и -( одинакова. Поэтому среднее значение магнитного момента системы должно быть равно 0 (и это видно из графика g(N,m)).

Если же поместить нашу модель в магнитное поле В, вероятности нахождения спина в любом разрешённом состоянии уже не одинаковы. Появляется наиболее предпочтительное направление, в результате чего максимум зависимости g(N,m) смещается и приходится на некоторое m(0.

Каждый спин взаимодействует с магнитным полем, вследствие этого у него появляется потенциальная энергия U=-((B).

Как видно из выражения для U, потенциальная энергия спина зависит от взаимной ориентации векторов ( и В. Если угол между  ( и В равен нулю, U=- (B, если же угол равен 900, то U=0.

Полная потенциальная энергия системы в любом возможном состоянии 
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Здесь предполагается, что магнитное поле однородно и все спины параллельны или антипараллельны B.

Из полученного выражения видно, что энергия системы в различных состояниях различна. 

Поскольку m - целое число, энергия системы изменяется дискретно.

Каждое разрешённое значение энергии, или энергетический уровень, является вырожденным, т.к. каждому энергетическому уровню соответствует g(N,m) различных состояний системы.

Разность потенциальных энергий соседних уровней в магнитном поле (расщепление уровней)

(U=2(m+1)(B-2m(B=2(B.

Рассмотренная модель исключительно проста, но позволяет наглядно представить себе особенности поведения макросистем.

Свойства этой модели соответствуют свойствам реальных квантовых объектов.

Допустимые состояния макросистемы

Рассмотрим замкнутую систему спинов с некоторой энергией Е.

Как мы только что видели, этой энергии в квантовой макросистеме могут соответствовать несколько различных микросостояний системы.

Такие состояния принято называть допустимыми
. Другими словами, допустимыми состояниями квантовой системы называют те, в которых она может пребывать без нарушения заданных условий её существования.

Например, пусть мы имеем систему из четырёх спинов в магнитном поле В. 

Пусть энергия системы по условию равна -2(B. Это означает, что один из четырёх спинов направлен против поля. Понятно, что возможно четыре состояния системы, отвечающие этому условию:

((((
((((
((((
((((.

Эти четыре состояния и будут доступными. Все остальные возможные состояния будут недопустимы.

Постулаты статистической физики

В только что рассмотренном примере мы увидели, что любой замкнутой макросистеме, находящейся в определённых условиях, доступен ряд возможных состояний.

Возникает вопрос - есть ли среди доступных состояний предпочтительные? Как соотносятся вероятности обнаружения системы в каждом из доступных состояний?

Одним из основных статистических постулатов является постулат равновероятности. Он гласит, что вероятность обнаружения системы в любом из доступных состояний одинакова.

В то же время ясно, что в любой реальной системе частицы хоть слабо, но взаимодействуют между собой. Это может приводить к переходам из одного доступного  состояния в другое. За достаточно большое время система обязательно пройдёт через все доступные состояния.

Это время может быть слишком большим для экспериментальной проверки постулата равновероятности. Поэтому в статистической физике принято использование ансамблей одинаковых систем.  Поскольку все системы ансамбля одинаковы и вероятность нахождения каждой системы в любом доступном  состоянии равны, в достаточно большом ансамбле систем в один и тот же момент времени можно обнаружить все доступные состояния системы.

Более строго последнее утверждение можно сформулировать так: среднее по ансамблю равно среднему по времени. Аналитически это положение до сих пор не доказано, поэтому его следует отнести к статистическим постулатам.

Если системы ансамбля равномерно распределены по доступным состояниям, то ансамбль оказывается не зависящим от времени.

Каждая из систем может переходить из одного доступного состояния в другое, но в целом по ансамблю эти переходы взаимно компенсируются. Такое состояние принято называть равновесным.

Определение равновесного состояния может быть таким: если изолированная система с равной вероятностью находится в любом допустимом состоянии, она равновесна.

Если же вероятность обнаружения доступных состояний различна, система находится в неравновесном состоянии. В этом случае она будет изменяться так, чтобы перейти в равновесное состояние. Последнее утверждение также является постулатом, многократно подтверждённым практикой.

Две системы в тепловом контакте

Одна из наиболее важных задач статистической физики - анализ результата взаимодействия нескольких макросистем. Наиболее простой она является в случае контакта двух систем.

При наличии контакта системы могут обмениваться энергией и частицами.

Если обмен частицами исключён, а обмен энергией возможен, контакт двух систем называется тепловым.

Контакт, позволяющий обмен частицами, называется диффузионным.

Сейчас мы должны рассмотреть тепловой контакт двух систем.

В качестве систем выберем две модельные спиновые системы 1 и 2, находящиеся в магнитном поле.

Количество частиц в первой системе N1, во второй - N2.

Спиновые избытки систем 2m1 и 2m2 соответственно.

При тепловом контакте обмен частицами запрещён, следовательно N1 и N2 остаются постоянными.

Обмен энергией предполагает изменение энергии каждой системы. Поскольку энергия модели в магнитном поле U=-2m(B, а ( и В по условию постоянны, обмен энергией означает, что спиновые избытки систем могут изменяться.

Допустим, что расщепление уровней энергии 2(B в системах одинаково и, следовательно, энергия, выделяемая одной системой при перевороте одного спина, может быть поглощена второй системой в результате переворота одного спина в противоположном направлении.

Спиновый избыток какого-либо состояния объединённой системы обозначим за 2m.

Поскольку убыль энергии одной системы будет равна приращению энергии второй, то спиновый избыток объединённой системы 2m=2m1+2m2 при обмене энергией не изменяется (хотя m1 и m2 изменились).

Тогда m=m1+m2, энергия объединённой системы

U(m)=U1(m1)+U2(m2),

число частиц в объединённой системе

N=N1+N2.

Число допустимых состояний любой системы при данной энергии (вырождение) определяется величиной g(N,m). Для первой системы число допустимых состояний равно g1(N1,m1), для второй - g2(N2,m2).

Каждое из g1 состояний может реализоваться одновременно с любым из состояний g2.

Поэтому полное число состояний объединённой системы в данной конфигурации равно g1(N1,m1).g2(N2,m2) или, учитывая, что m=m1+m2  и m2=m-m1, g1(N1,m1).g2(N2,m-m1).

Всего же в объединённой системе возможно
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состояний.

Суммирование производится по всем значениям m1, поскольку m1 в процессе обмена энергией изменяется.

Величина g(N,m) при некотором значении m1 имеет экстремум - максимум. Если обозначить это значение m1 как 
[image: image8.wmf]1
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, то g1(N1,

).g2(N2,m-
[image: image9.wmf]1
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) есть число состояний в наиболее вероятной конфигурации объединённой системы.

Можно показать, что для макросистем этот максимум очень узкий. Это значит, что для объединённой системы наиболее вероятны состояния с m1 и m2, очень близкими к 
[image: image10.wmf]1
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 и 

 и статистические свойства системы определяются относительно небольшим количеством возможных конфигураций.

Например, для систем с N1=N2=1022 вероятность возникновения состояния, на 10-10 отличающегося от наиболее вероятного, равна 10-173 . Это практически означает, что система никогда не окажется в этом состоянии.

Полученные на модели выводы верны для произвольных систем. Степень вырождения в этом случае удобнее выражать не через спиновый избыток, а через энергию системы:
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В последнем выражении g(N,U) - число допустимых состояний объединённой системы при заданном значении полной энергии U, g1 - число допустимых состояний первой системы при энергии U1, g2 - число допустимых состояний второй системы при энергии U2.

Наиболее вероятная
 при заданной энергии U конфигурация системы соответствует экстремуму функции g(N,U).

В области экстремума при бесконечно малом изменении энергии приращение g должно быть равно 0, т.е. dg=0:
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По условию, энергия системы U неизменна, следовательно

dU=dU1+dU2=0, и
dU1=-dU2.

Разделив dg на g1g2 и учитывая, что dU1=-dU2, получим
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Учитывая,  что 
[image: image14.wmf],
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 можем записать
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Таким образом, две системы, находящиеся в тепловом контакте, стремятся к равновесному состоянию, определяемому из соотношения




При этом число допустимых состояний достигает максимума.

Последнее выражение можно записать в виде
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 где (=ln g.

Удобство этой записи в том, что степень вырождения в макросистеме обычно очень велика. С ln g работать гораздо удобнее.

Однако введение параметра (=ln g обусловлено не только удобством. Мы с вами только что ввели одну из важнейших в термодинамике характеристик - энтропию.

По нашему определению энтропия ( есть логарифм числа допустимых состояний системы.

Поскольку по мере роста количества допустимых состояний система ведёт себя всё более хаотически, энтропию называют мерой хаоса.

Обратите внимание: в пособиях по классической термодинамике энтропия вводится в виде S=k ln g, где S - энтропия, k - постоянная Больцмана. Мы же пока будем использовать (, поскольку это даёт некоторые удобства.

Температура

Мы видели, что для двух систем, находящихся в тепловом равновесии 
[image: image17.wmf].
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Системы, находящиеся в тепловом равновесии, имеют одну и ту же температуру.

Учитывая сказанное, мы можем определить температуру как
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В соответствии с этим определением, температура ( обратно пропорциональна производной энтропии по энергии.

Обратная пропорциональность объясняется тем, что энергия, по нашим привычным представлениям, переходит от тел  с большей температурой к телам с меньшей температурой.

Температура ( называется фундаментальной температурой. Она имеет размерность энергии: [(] = Дж.

Более привычная абсолютная температура Т связана с ( соотношением

(=kT,

где k - постоянная Больцмана.

Абсолютная температура также связана с энтропией:
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В дальнейшем мы будем использовать как (, так и Т.

Свойства энтропии

1. Из определения следует, что величина энтропии зависит от количества допустимых состояний. Поскольку при снижении температуры частицы макросистемы становятся менее подвижными, более статичными, снижение температуры макросистемы вызывает уменьшение количества допустимых состояний и значения энтропии. 

С другой стороны, по мере уменьшения температуры система должна переходить в состояние с меньшей энергией. При абсолютном нуле система оказывается в наинизшем из возможных состояний, которому присуще минимальное количество доступных состояний и минимальное значение энтропии. 

Другими словами, при T(0 энтропия становится чрезвычайно малой. Если наинизшее состояние не вырождено, то g=1 и энтропия (=0. Это выражение иногда называют третьим началом термодинамики.

2. Аддитивность энтропии.

Рассмотрим две замкнутые системы, не находящиеся в контакте. 

Полное число допустимых состояний первой системы равно g1, второй - g2. Поскольку любому из допустимых состояний первой системы соответствует g2 состояний второй, полное число допустимых состояний двух систем g=g1.g2.

Отсюда полная энтропия двух систем lng=lng1.g2= =lng1+lng2, и (=(1+(2. 

Таким образом, полная энтропия равна сумме энтропий отдельных систем, т.е. энтропия есть аддитивная величина.Несколько более сложный анализ позволяет получить такой же результат для систем, находящихся в тепловом контакте.

3. Стремление энтропии к возрастанию.

Мы уже видели, что при установлении теплового контакта между двумя системами объединённая система переходит в состояние, для которого g1 и g2 принимают новые значения g1(N1,

) и g2(N2,m-

).

Поскольку система не может самопроизвольно перейти в менее вероятное состояние, 

g1(конечн.)g2(конечн.) ( g1(начальное)g2(начальное).

Следовательно и энтропии

(1(конечное)+(2(конечное)((1(начальное)+(2(начальное).

Таким образом, конечная энтропия не меньше начальной.

Полная энтропия систем, находящихся в тепловом контакте, стремится к возрастанию.

Закон возрастания энтропии для замкнутой системы. Второе начало термодинамики

Только что мы увидели, что две системы в тепловом контакте неизбежно приходят в состояние с бо(льшим значением энтропии (если их температуры были одинаковы, то энтропия остаётся прежней). Уменьшаться энтропия не может.

В замкнутой системе полная энергия U и число частиц неизменны. Это означает, что в замкнутой системе будет неизменным и количество допустимых состояний. Следовательно, неизменной будет и энтропия.

Если замкнутую систему изначально привести в неравновесное состояние, то в результате взаимодействия частей этой системы будет происходить перераспределение энергии частей этой системы.

Пусть таких частей всего две, энергия одной части U1, второй - U2 или U-U1.

Число допустимых состояний первой части, зависящее от U1, будет g1(U1), второй - g2(U-U1).

Поскольку каждому из g1 состояний может соответствовать любое из g2 допустимых состояний, полное число состояний системы с определённым значением U1
g(U,U1)=g1(U1)g2(U-U1).

В результате теплового обмена U1 будет изменяться, поэтому полное число состояний, которые возможны в процессе перехода к равновесному. равно




Энтропия




Учитывая, что в равновесном состоянии g1g2 максимально, а состояния, отличные от равновесного, маловероятны, можно сказать, что

(=ln(g1g2)max.

Это означает, что в замкнутой системе энтропия не может уменьшаться. При переходе замкнутой системы в равновесное состояние энтропия может только возрастать. Именно эта формулировка и есть II начало термодинамики.

Здесь необходимо отметить, что II начало термодинамики не запрещает уменьшение энтропии какой-либо части системы. Однако, если энтропия части системы уменьшается, то у другой части системы она должна возрасти так, чтобы скомпенсировать это уменьшение.

Второе начало термодинамики определяет направление развития любой макросистемы - любая макросистема всегда должна стремиться к такой конфигурации, в которой ей доступны максимальное количество состояний.

Другими словами, любая макросистема стремится максимально разупорядочиться. Хаос в любой системе может только увеличиваться.

Вероятность иного развития системы не равна нулю. Однако численные оценки показывают, что подобные события могут произойти за время, на многие десятки порядков превышающее время существования Вселенной.

Рассмотрим простые примеры.

Пусть в замкнутом объёме открыли баллон со сжатым газом. Естественно, газ выйдет из баллона и займёт весь объём. Энтропия системы при этом возросла - ведь упорядоченность расположения молекул газа уменьшилась, он занял бо(льший объём.

Обратный процесс, т.е. самопроизвольный возврат всех молекул газа в баллон, весьма маловероятен. Пожалуй, можно сказать - это не произойдёт никогда.

Другой пример.

Легко, взорвав дом, получить кучу мусора.

Но сколько ни взрывай кучи мусора, дом не получишь.

Думаю ясно, что таких примеров несметное количество. И все они подтверждают наш вывод - энтропия замкнутой системы никогда не уменьшается.

Две системы в диффузионном контакте

Диффузионным контактом в строгом смысле называют контакт, при котором возможен обмен частицами. Но в данном разделе мы будем называть диффузионным такой контакт, в ходе которого возможен обмен как частицами, так и энергией.

Итак, рассмотрим две системы в диффузионном контакте.

Полную энергию и полное число частиц в двух системах будем считать неизменными:

U=U1+U2=const, N=N1+N2=const.

Как и во всех рассмотренных ранее ситуациях, объединённая система будет переходить в конфигурацию с максимальным количеством доступных состояний или, что то же самое, в состояние с максимальной энтропией.

Это условие можно записать так: система стремится к конфигурации, при которой g1(N1,U1).g2(N-N1,U-U1) принимает максимальное значение.

Условие экстремума этого произведения имеет вид
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Поскольку U=U1+U2=const и N=N1+N2=const

dU=dU1+dU2=0 и dN=dN1+dN2=0,

т.е. dU1=-dU2 и dN1=-dN2.

С учётом этого и разделив d(g1g2) на g1g2, получим
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Используя 
[image: image22.wmf],

dy

y

y

d

1

ln

=

 получаем
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Из этого видно, что тепловое равновесие достигается при
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Условие 

 мы уже встречали. Оно гласит, что равновесие достигается при равенстве температур систем, находящихся в тепловом контакте.

Для систем в диффузионном контакте это условие становится недостаточным, необходимо ещё и 

.

Химический потенциал

Мы установили, что условием равновесия систем в диффузионном контакте является, в частности, соотношение 
[image: image26.wmf]2
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. Необходимо понять, что это условие означает.

Для удобства введём для 

 специальное обозначение. Пусть 
[image: image27.wmf]t
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, где ( - фундаментальная температура, ( - химический потенциал.

Что же такое химический потенциал? Из определения видно, что ( связано с изменением энтропии при изменении числа частиц, принадлежащих системе. Можно сказать, что это изменение энтропии при изменении количества частиц в системе на одну.

Поскольку энтропия связана с числом доступных состояний, химический потенциал показывает, как изменится число доступных состояний при изменении количества частиц в системе.

Учитывая, что 
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Тогда 
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. Такая форма определения химического потенциала показывает, что химический потенциал есть убыль энергии, связанная с изменением числа частиц в системе на единицу. Можно также сказать, что химический потенциал есть энергия, уносимая одной частицей.

Размерность химического потенциала, естественно, [(]=Дж.

С использованием этого понятия условие равновесия систем в диффузионном контакте имеет вид
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Таким образом системы, способные обмениваться частицами и энергией, приходят в равновесие при равенстве температур и химических потенциалов.

Знание химического потенциала позволяет оценить направление потока частиц из одной системы в другую при равенстве температур.

Например, пусть (1((2. При переходе (N частиц из системы 2 в систему 1 изменение энтропии
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Если (1((2, то энтропия возрастает. Следовательно, именно в этом направлении процесс и должен пойти.

В равновесном состоянии (1=(2=(, ((=0, т.е. энтропия достигает максимального значения.

Процессы. Виды процессов

Как мы уже неоднократно отмечали, макросистема может находиться в различных состояниях.

Условимся называть переход системы из одного состояния в другое процессом.

Если процесс идёт достаточно медленно, то на каждом шаге макросистема успевает занять наиболее вероятное состояние. Будем называть такой процесс квазистатическим процессом.

Если процесс идёт квазистатически и не сопровождается диссипативными эффектами, то он будет обратимым. Это означает, что его можно воспроизвести в обратном порядке, т.е. перевести систему в исходное состояние через те же промежуточные состояния.

В дальнейшем мы будем говорить, в основном, о обратимых процессах.

Давление. Работа

В классической физике давление есть сила, действующая на единицу площади




Газ, расширяясь в сосуде за счёт перемещения поршня, совершает работу 

(A=F(x=p(S(x=p(V.

[image: image33.png]



Если система (газ) изменяет свою энергию только за счёт совершаемой работы, то работа, совершаемая газом, равна убыли его внутренней энергии -(U. Следовательно,

(U=-(A=-p(V.

Для бесконечно  малых перемещений поршня

dU=-pdV.

Отсюда следует, что увеличение объёма макросистемы вызывает уменьшение её энергии на dU, т.е. энергия макросистемы зависит от её объёма:
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Таким образом, давление, приложенное к макросистеме, равно производной внутренней энергии макросистемы по объёму макросистемы. Другими словами, давление равно скорости изменения энергии макросистемы при изменении объёма.

При постоянном числе частиц в макросистеме энтропия зависит от энергии и объёма, т.е. (=((U,V).

Полный дифференциал энтропии в этом случае
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Если процесс идёт при постоянной энтропии, то d(=0. В этом случае
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Учитывая связь давления и внутренней энергии, а также определение (, получаем
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Последнее выражение показывает, что давление связано с энтропией. Обратите внимание, что в нём речь идёт о системе с постоянным количеством частиц.

Термодинамическое тождество

В общем случае энтропия зависит от энергии, числа частиц и объёма системы. Следовательно, полный дифференциал энтропии
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Поскольку 
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Умножая последнее равенство на (, получаем
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Выражение в рамке имеет название - это термодинамическое тождество.

Термодинамическое тождество понадобится нам позже, сейчас же отметим, что оно верно только для обратимых процессов.

Тепло. Первое начало термодинамики

До сих пор мы с Вами оперировали такими понятиями, как внутренняя энергия и работа. Но ещё со школы Вы знаете, что в этом ряду понятий есть ещё одно - тепло. Что же это такое - тепло, и как связана эта категория с другими - внутренней энергией и работой? Именно эту проблему мы и рассмотрим в данном разделе.

Пусть имеется система, находящаяся в тепловом контакте с некоторым резервуаром (гораздо большей системой).

Пусть объём этой системы может изменяться, а количество частиц в системе не изменяется.

Допустим, что мы не изменяем объём системы. Может ли измениться в этом случае внутренняя энергия системы?

Да, может - за счёт теплового контакта, который допускает обмен энергией между контактирующими системами.

Теперь допустим, что мы исключили обмен энергией между системой и резервуаром, но изменили объём системы, приложив какие-то внешние силы. Изменится ли в этом случае внутренняя энергия системы? 

Да - за счёт совершения внешними силами работы над системой.

Таким образом, изменить внутреннюю энергию системы (при постоянном количестве частиц в ней) можно двумя путями - за счёт совершения работы и за счёт обмена энергией в ходе теплового контакта.

Так вот, количество энергии, переданное системе в ходе теплового контакта и называется теплом.

Поскольку количество энергии, переданное системе в ходе теплового контакта равно (d(, то это и есть количество тепла, переданное системе.

Пусть теперь одновременно осуществляются оба процесса - обмен теплом и совершение работы над системой.

В этом случае термодинамическое тождество можно записать в следующем виде:

dU=(d(-pdV, или

dU=(Q+(A,

где (Q=(d( - количество тепла, поглощённое системой;

       (A= -pdV - работа, совершённая внешними силами над системой .

Это соотношение называется I начало термодинамики.

Если система находится в диффузионном контакте, то

dU=(d(+(dN-pdV или

dU=(Q+(Wхим+(A,

где (Wхим  -  энергия, переданная системе за счёт перехода частиц.

Фактор Гиббса. Фактор Больцмана

Пусть мы имеем некоторое очень большое тело с постоянной энергией U0 и постоянным числом частиц N0.
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Пусть тело состоит из двух частей. Одну, меньшую, будем называть системой. Другую, значительно бо(льшую - резервуаром.

Резервуар и система достаточно долго находятся в тепловом и диффузионном контакте, следовательно их температура и химический потенциал одинаковы. Другими словами, система и резервуар находятся в равновесном состоянии. Вероятность самопроизвольного выхода из равновесного макросостояния исчезающе мала.

Но поскольку система находится в диффузионном и тепловом контакте с резервуаром, она может переходить из одного доступного микросостояния в другое. Естественно, все эти микросостояния соответствуют равновесному макросостоянию.

Мы должны найти ответ на вопрос: какова вероятность обнаружения системы в конкретном микросостоянии с некоторой энергией (i и числом частиц N? Например, нас интересует микросостояние модельной системы, в котором первый, второй и третий спин обращены вниз, а остальные – вверх. Микросостояние со вторым, третьим и четвёртым спинами, направлены вниз, а остальные вверх нас не интересует, хотя оно соответствует тому же макросостоянию.
Это микросостояние системы соответствует одному из макросостояний тела. Поэтому вероятность обнаружения системы в конкретном микросостоянии пропорциональна количеству допустимых состояний тела.

Отметим существенную особенность рассматриваемого тела.

Полное число допустимых состояний всего тела равно произведению числа допустимых состояний резервуара и числа допустимых состояний системы. 

Но интересующее нас микросостояние можно реализовать только одним способом, следовательно степень его вырождения равна 1 (единице).

Поэтому число допустимых состояний тела равно числу допустимых состояний резервуара:

g(тела)=g(резервуара).g(системы)= g(резервуара).1= g(резервуара)

или
g(тела)=g(N0-N,U0-(i).

Следовательно, вероятность обнаружения системы в конкретном микросостоянии с (i и N пропорциональна числу допустимых состояний резервуара:

P(N, (i)(g(N0-N,U0-(i).

Вероятность обнаружения системы в другом состоянии будет, скорее всего, другой.

Отношение вероятностей обнаружения системы в состоянии 1 и состоянии 2 равно
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Значения g очень велики, поэтому удобнее работать с логарифмом g, т.е. с энтропией резервуара (. Используя её, мы можем выразить g как g(N,U)=e((N,U) и
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или
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Разложим ((N0-N,U0-() в ряд Тэйлора, ограничиваясь членами первого порядка:
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Тогда
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Отсюда




Следовательно





 EMBED Equation.2  [image: image49.wmf](
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Выражение 

называется фактором Гиббса.

Как следует из сказанного  ранее, фактор Гиббса пропорционален вероятности обнаружения системы в состоянии с энергией (i и числом частиц N.:
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где Рi – вероятность обнаружения системы в i-м состоянии; ( - неизвестный коэффициент пропорциональности.

Если число частиц в системе фиксировано, то N1=N2, и фактор Гиббса упрощается: exp(-(/().

Выражение exp(-(/() называется фактор Больцмана. Он пропорционален вероятности обнаружения системы с постоянным числом частиц в состоянии с энергией (.

Большая статистическая сумма

Большой статистической суммой называется сумма факторов Гиббса, соответствующих состояниям системы с различными значениями числа частиц и энергии:
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Эта величина весьма полезна при описании свойств системы, поэтому поговорим о ней подробнее.

Прежде всего, поскольку вероятность обнаружения системы в одном из состояний равна 1, L является нормировочным множителем, позволяющим получить не относительную, а абсолютную вероятность:
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Последнее утверждение основано на следующем.

Как отмечено в предыдущем разделе, фактор Гиббса можно представить как 
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Тогда большая статистическая сумма может быть записана в виде

L=(Р1+(Р2+…+(Рn=(( Р1+ Р2+…+ Рn),

где Р1, Р2, … Рn – вероятности обнаружения системы в каждом из доступных состояний; ( - коэффициент пропорциональности.

Но сумма вероятностей обнаружения системы в одном из состояний должна быть равна единице, т.к. система обязательно находится в одном из них:

L=(( Р1+ Р2+…+ Рn)=(.1=(.

Поэтому отношение фактора Гиббса, соответствующего интересующему нас микросостоянию системы к большой статистической сумме и даёт абсолютное значение вероятности обнаружения этого состояния:
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Знание абсолютной вероятности обнаружения системы в каком-либо конкретном состоянии позволяет легко вычислить средние значения характеристик системы.

Ранее мы уже отмечали, что определение среднего значения по времени возможно далеко не всегда, вследствие чего в статистической физике используется среднее по ансамблю систем, равенство которого среднему по времени постулируется. В дальнейшем мы всё время будем использовать именно среднее по ансамблю.

Если некоторая характеристика А может принимать значения А1...Аn, причём вероятность каждого значения P1...Pn, то среднее значение А
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Учитывая, что 
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где A(N,i) - значение A для системы из N частиц, находящейся в i-м квантовом состоянии.

В качестве примера рассмотрим определение среднего числа частиц в системе (число частиц в системе меняется из-за того, что система находится в диффузионном контакте с резервуаром).

Среднее число частиц
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Основываясь на этом результате получим ещё несколько полезных соотношений.

Из определения L видно, что



 

С учётом этого




В дальнейшем, говоря о числе частиц системы N, мы чаще всего будем иметь в виду 

 

Иногда удобно использовать величину

(=exp((((),

которую называют химической активностью.

С использованием ( большую сумму можно записать как
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Функция распределения Ферми-Дирака

В квантовой механике мы отмечали, что элементарные частицы можно разделить на два класса - частицы с полуцелым и частицы с целым спином.

Две или более тождественных частицы с полуцелым спином (электрон, протон, нейтрон) не могут находиться в одном и том же квантовом состоянии, т.е. состоянии с одинаковым набором квантовых чисел.

Можно сказать и так: на любой орбитали может находиться лишь один электрон (протон, нейтрон).

Орбиталью мы будем называть состояние, описываемое решением уравнения Шредингера для одной частицы.
Можно также сказать, что орбиталь есть волновая функция, описывающая поведение электрона в многоэлектронном атоме, полученная путём одноэлектронного приближения.

 Представление системы из N частиц как совокупности орбиталей является приближённым, но достаточно точным для большинства рассматриваемых нами ситуаций.

Давайте рассмотрим систему, состоящую лишь из одной орбитали.

Пусть эта система находится в тепловом и диффузионном контакте с резервуаром. Поскольку электрон имеет спин 1/2, он подчиняется принципу Паули и, следовательно, орбиталь может быть либо свободной, либо заселённой одним электроном.

Если орбиталь свободна, число частиц в системе N=0 и энергия системы (=0.

Если орбиталь заселена, то N=1, энергия равна (.

Большая сумма для такой системы состоит всего из двух членов:
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Первый  член в этом выражении соответствует свободной орбитали, второй - заселённой.

Вероятность того, что орбиталь заселена будет равна
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Это выражение и есть функция распределения Ферми-Дирака. Она позволяет рассчитать вероятность заселения орбитали с энергией ( частицей с полуцелым спином.

Частицы, подчиняющиеся этой статистике, принято называть фермионами.

Обратите внимание на то, что принцип Паули запрещает заселение орбитали двумя одинаковыми фермионами. Поэтому статистика Ферми-Дирака может применяться к коллективу одинаковых фермионов.

[image: image62.png]1)





График зависимости f(() имеет вид, показанный на рисунке.

Это означает, что в системе с большим количеством орбиталей при (=0 обязательно заняты все состояния с энергией меньше химического потенциала и не заняты более высокие орбитали. Энергия самой высокой занятой при (=0 орбитали обычно обозначают (Ф и называют уровень Ферми. Очевидно, что (Ф=(((=0).

При (>0 вероятность заполнения орбитали с энергией  (Ф
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Таким образом, при (>0  вероятность заполнения более высоких орбиталей меньше 1/2, более низких - больше 1/2.

На этом мы закончим рассмотрение особенностей распределения Ферми-Дирака, хотя в дальнейшем будем к нему возвращаться.

Функция распределения Бозе-Эйнштейна

Частицы с целым спином не подчиняются принципу Паули.

Такие частицы могут в любом количестве находиться на одной орбитали. Это, естественно, вызывает существенные отличия свойств частиц с целым спином от свойств фермионов.

Частицы с целым спином подчиняются другой статистике - статистике Бозе-Эйнштейна и их принято называть бозонами.

К бозонам относятся любые квантовые частицы с целым спином. Например, система из двух протонов и двух нейтронов (ядро гелия) является бозоном, поскольку его спин равен 0. Бозонами являются фотоны и фононы (кванты упругих колебаний в твёрдом теле).

Для того, чтобы определить вид функции распределения бозонов, вновь рассмотрим систему, содержащую одну орбиталь. Энергия, соответствующая этой орбитали, равна (. Если её занимают n невзаимодействующих бозонов, энергия системы равна n(.

Для этой системы большая сумма
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При 
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 эта сумма конечна и равна
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где 
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Среднее число частиц на орбитали можно найти следующим образом.

В соответствии с определением среднего числа частиц
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Таким образом, функция распределения Бозе-Эйнштейна имеет следующий вид:
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Функция Бозе-Эйнштейна определяет n(() - так называемую “заселённость” орбитали, которая связана с количеством бозонов, заселяющих орбиталь с энергией (.

Величина n(() не является вероятностью заселения орбитали. 
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Обратите внимание, что функции Ферми-Дирака и Бозе-Эйнштейна при 

 практически совпадают, т.е. в этой области различия в поведении бозонов и фермионов становятся весьма малыми. При 

 различия в их поведении исчезают вообще, т.е. наступает классический режим в поведении макросистемы любых частиц.

Условие 

 тождественно условию 
[image: image71.wmf].
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 Следовательно, классический режим наступает при малой заселённости орбиталей.

Одноатомный идеальный газ

Идеальный газ - система свободных невзаимодействующих частиц, находящихся в классическом режиме.

В классическом режиме функции распределения Ферми-Дирака и Бозе-Эйнштейна совпадают, т.е. 
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[image: image73.wmf]1

>>

t

m

-

e

 и, следовательно, 

. Поэтому мы можем пренебречь единицей в знаменателе функций распределения и тогда
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для системы любых квантовых частиц. Эта функция, описывающая поведение идеального газа, называется классической функцией распределения.

Учитывая, что идеальный газ является весьма важным понятием классической физики и основываясь на классической функции распределения, определим некоторые характеристики идеального газа.

Химический потенциал идеального газа

Расчёт химического потенциала мы начнём с оценки полного числа частиц на всех орбиталях.

Поскольку f(() показывает среднее число частиц на одной орбитали, то полное число частиц на всех орбиталях
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В классическом случае дискретность орбиталей очень мала, поэтому удобнее сумму заменить на интеграл. Для этого нам необходимо знать количество орбиталей, приходящихся на интервал dn в окрестности n (главного квантового числа).

Можно показать, что это количество для частиц с нулевым спином равно 
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, где n - главное квантовое число.

Тогда N будет равно
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Энергия частицы в трёхмерной кубической потенциальной яме объёмом V=L3, где L - сторона куба, равна
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С учётом этого
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Взяв интеграл, получим
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 где

V=L3, 
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Величина VQ, входящая в полученное выражение N, содержит член m(, размерность которого [m(]=кг.Дж=кг.кг(м/с)2=кг2(м/c)2 есть размерность квадрата импульса.

В соответствии с гипотезой де Бройля квантовая длина волны, соответствующая частице с импульсом р, равна 
[image: image82.wmf].
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 Следовательно, величина 
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 есть третья степень длины волны де Бройля. Поэтому величину VQ называют квантовый объём. Эта величина является фундаментальной в квантовой статистической физике.

Из выражения 
[image: image84.wmf]Q

V

V

N

l

=

 получаем 
[image: image85.wmf],

V

c

V

V

N

Q

Q

×

=

=

l

 где с - концентрация частиц идеального газа.

По определению 
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Таким образом, химический потенциал идеального газа зависит от его концентрации, температуры и массы частицы идеального газа.

Поскольку химический потенциал растёт с ростом концентрации, частицы из области с более высокой концентрацией переходят в область с более низкой концентрацией.

Энергия идеального газа

Полная энергия идеального газа



 

Используя иной подход к расчёту, можем получить выражение в интегральной форме:



 

Этот интеграл равен 

 следовательно 



 

где 

 - число частиц идеального газа.

Отсюда видно, что средняя энергия одного атома идеального газа



 

Таким образом, средняя энергия идеального газа определяется его температурой.

Обратите внимание на ещё одну особенность идеального газа.

Атом идеального газа следует считать материальной точкой. Следовательно, его движение можно описать с помощью трёх независимых величин (например, три проекции скорости на оси координат). Эти величины принято называть степенями свободы.

Итак, энергия одного атома идеального газа 

 Поскольку у нас нет оснований предпочитать одну степень свободы другой, будем считать, что энергия равномерно распределена по степеням свободы и, следовательно, на одну степень свободы приходится 

 энергии. Это положение называется законом равного распределения энергии.

И ещё одна важная деталь. Если газ состоит из молекул, содержащих более одного атома, их нельзя считать материальными точками, и мы должны учитывать их вращательное движение.

Следовательно, для полного описания его движения трёх проекций скорости поступательного движения на оси координат становится мало. Необходимо иметь ещё три проекции угловой скорости атома. Это означает, что в таком газе каждая частица имеет не три, а шесть степеней свободы.

Если же атомы в молекуле могут колебаться друг относительно друга, на каждое такое колебание мы должны добавить одну колебательную степень свободы.

Энтропия идеального газа

Ранее мы получили
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Поскольку 
[image: image89.wmf]t

=

N

U

2

3

, то 
[image: image90.wmf].

N

U

3

2

=

t

 

Тогда
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Группируя члены с N, получим
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По определению (

[image: image93.wmf].
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Отсюда при постоянных U и V
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Подставляя выражение для 

 получаем
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Если выразить зависимость ( от (, используя соотношение 
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Полученное выражение показывает зависимость энтропии идеального газа от  параметров состояния m, N, V, ( (и, следовательно, Т).

Полученное выражение можно записать и в другом виде:
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Из этого выражения видeн один (но весьма важный) из аспектов в поведении идеального газа - при постоянной концентрации газа энтропия прямо пропорциональна количеству частиц в идеальном газе.

Давление идеального газа

Зависимость энтропии от объёма (при постоянстве других параметров) можно записать как
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Ранее мы получали 
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Таким образом, давление идеального газа
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Отсюда легко получить следующее соотношение:
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Это соотношение принято называть уравнение состояния идеального газа.

В одном моле идеального газа содержится NА молекул (NА - число Авогадро). Тогда
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где R=8314 Дж/К.Кмоль - универсальная газовая постоянная.

Уравнение состояния идеального газа Вам знакомо из школьного курса физики. Но там оно было получено на классической основе. Здесь же мы получили его на основе квантовой статистической физики. Это позволяет сделать вывод - классическая статистическая физика описывает частный случай - ситуацию, где квантовые свойства частиц не проявляют себя. Квантовая же статистическая физика охватывает более широкий круг явлений, в том числе и классические макросистемы.

Теплоёмкость идеального газа

Теплоёмкость  системы по определению есть


[image: image105.wmf],
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т.е. это количество тепла, которое необходимо для нагрева системы на dT градусов.

Учитывая, что (Q=(.d(=TdS, получаем
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Здесь подразумевается, что число частиц в системе неизменно.

При постоянном объёме из термодинамического тождества (.d(=TdS=dU, следовательно
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Для одноатомного идеального газа 
[image: image108.wmf],
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 следовательно
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Для одного моля NА k=R,
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При постоянном давлении из термодинамического тождества



 или
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Отсюда
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Таким образом, теплоёмкость при постоянном давлении больше теплоёмкости при постоянном объёме. Это естественно, поскольку тепло, сообщаемое при постоянном объёме, идёт только на нагрев системы. При постоянном давлении же оно идёт не только на нагрев, но и на совершение работы против внешних сил при расширении газа.

Как мы уже видели, 
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Из уравнения состояния идеального газа pV=NkT и 
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Следовательно, 
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Для одного моля NА k=R и 


[image: image116.wmf].
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Это выражение называется уравнение Майера.

Если газ состоит из молекул, которым свойственно, кроме поступательного, вращательное и колебательное движение, его теплоёмкость будет выше теплоёмкости одноатомного газа, поскольку тепло, сообщаемое системе, будет идти и на изменение энергии этих движений.

В этом случае 
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, где i - число степеней свободы.

Теплоёмкость при постоянном давлении в этом случае 
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Последние выражения наиболее общие. Действительно, если газ одноатомный, то его частицы могут двигаться только поступательно, число степеней свободы равно 3 и 

 Если газ состоит из n-атомных жёстких молекул, то i=3пост+3вращат=6 и 


Процессы в идеальном газе

В данном разделе мы рассмотрим так называемые изопроцессы - процессы, в ходе которых остаются неизменными число частиц в идеальном газе (масса газа) и ещё один из параметров состояния идеального газа.

Изобарический процесс

Как Вам известно, это процесс, идущий при постоянном давлении. Кроме этого, должно выполняться условие N=const.

Первое начало термодинамики в этом случае имеет вид dU=(Q-p.dV.

Из уравнения состояния pV=NkT, видно, что с увеличением объёма давление будет оставаться постоянным лишь при увеличении температуры.

Следовательно, для того, чтобы давление в процессе расширения оставалось неизменным, необходимо, чтобы и внутренняя энергия газа увеличивалась.

Энтропия системы 

 c увеличением объёма и фундаментальной температуры ( тоже растёт. Это означает, что при изобарическом расширении система получает порцию тепла (Q=(.d(.

Любой газ, расширяясь, совершает работу. В данном случае 


Изохорический процесс

Это процесс при постоянном объёме (и, естественно, постоянном количестве частиц N).

Первое начало термодинамики в этом случае имеет вид dU=(Q, т.к. изменение объёма dV=0 и pdV=0.

Следовательно, если система, получающая тепло, находится в постоянном объёме, то всё полученное тепло идёт на изменение внутренней энергии, т.е. на нагрев системы.

Увеличение внутренней энергии означает, что средняя скорость частиц идеального газа растёт. Следовательно, при соударениях со стенками сосуда атомы будут передавать им бо(льший импульс. Другими словами, увеличение внутренней энергии означает, в данном случае, увеличение давления.

Из уравнения состояния pV=NkT видно, что если объём постоянен, а давление растёт, температура также растёт. Это, в свою очередь, означает, что внутренняя энергия идеального газа при изохорическом процессе в рассматриваемой ситуации растёт.

Энтропия системы 

 с ростом температуры растёт. Следовательно, система получает в ходе процесса порцию тепла (Q=(.d(.

Работа при изохорном процессе не совершается.

Изотермический процесс

Это процесс, идущий при постоянной температуре и постоянном числе частиц в системе.

При постоянной температуре внутренняя энергия газа не меняется, следовательно первое начало термодинамики в этом случае имеет вид 0=(Q-p.dV. Это означает, что всё тепло, сообщаемое системе в ходе процесса, идёт на совершение работы против внешних сил.

Энтропия системы 

 с увеличением объёма растёт
, следовательно (Q>0.

Работа 


Адиабатический процесс

Это процесс без теплообмена системы с окружающей средой, т.е. при (Q=0 и при постоянном количестве частиц в системе.

Первое начало термодинамики в этом случае имеет вид dU=-pdV или dU+pdV=0.

Это означает, что при росте объёма внутренняя энергия системы должна уменьшаться, т.е. работа, совершаемая системой в ходе адиабатического расширения, производится за счёт внутренней энергии.

Поскольку (Q=0, (.d(=0, т.е. энтропия в ходе адиабатического процесса не изменяется. Поэтому адиабатический процесс можно называть изоэнтропийным.

Энтропия системы 

 в данном случае постоянна, постоянны также N и m. Это позволяет записать 

, и 

 и также 

.

Учитывая, что pV=NkT и 

 запишем 


Поскольку при адиабатическом процессе 

, то 

.

Тогда 

 и 

. 

Для одноатомного идеального газа 


Следовательно, можно записать 

 или



,

где 

 

Этот результат имеет общий характер и распространяется не только на одноатомный идеальный газ, но и на любой другой газ. Само уравнение называют уравнение адиабаты.

Из полученных соотношений видно, что при росте объёма температура газа должна уменьшаться.

Именно это и объясняет постоянство энтропии - рост количества допустимых состояний за счёт роста объёма компенсируется уменьшением внутренней энергии, что переводит систему в конфигурацию с меньшим числом допустимых состояний.

Работа при адиабатическом процессе, как уже отмечалось, равна изменению внутренней энергии. Поскольку




Отсюда работа при адиабатическом процессе




Учитывая, что pV=NkT, и 

, получаем




Политропные процессы

Все рассмотренные процессы обладают общим свойством - они проходят при постоянной теплоёмкости.

Действительно, при изохорическом процессе теплоёмкость равна СV, при изобарическом - Ср, при изотермическом теплоемкость равна бесконечности, и при адиабатическом - нулю.

Подобные процессы относят к одному классу - классу политропных процессов, и сейчас мы попробуем найти общее для всех этих процессов описание.

Обозначим символом С теплоёмкость при политропном процессе.

При N=const термодинамическое тождество имеет вид



 или



. 

Умножая последнее выражение на 

, получим




Поскольку 




то






 




где




Интегрируя, получаем







и




Это выражение и есть уравнение политропы.

Учитывая, что из уравнения состояния 

 уравнение политропы можно записать в виде 




Из уравнения политропы легко получить уравнения, описывающие каждый из изопроцессов: при С=0 n=( и из уравнения 

 получается уравнение адиабаты 

, при С=( n=1 и из уравнения политропы получается уравнение изотермы, при C=Cр n=0 - уравнение изобары и при С=СV n=( получается уравнение изохоры.

Обобщая полученные  ранее результаты, отметим, что если n<1, то газ при расширении будет нагреваться, если же n>1 - то охлаждаться.

Идеальный газ в гравитационном поле. Распределение Больцмана

Пусть идеальный газ находится в однородном гравитационном поле. Ускорение свободного падения g в таком поле не зависит от высоты(.

В этом случае молекулы идеального газа обладают не только кинетической энергией хаотического движения, но и потенциальной энергией, обусловленной взаимодействием молекул газа с источником гравитационного поля (например, с Землёй).

Будем полагать, что потенциальная энергия молекулы на уровне земли равна 0. Тогда потенциальная энергия молекулы на высоте h равна mgh.

Сейчас мы попытаемся найти зависимость концентрации и давления газа от высоты над Землёй((.

Выделим две макросистемы одинакового объёма. Одна находится на уровне земли, а вторая – на высоте h над поверхностью.

Пусть эти системы находятся в тепловом и диффузионном контакте.

Пусть объединённая система находится в равновесном состоянии, т.е. (1=(2=( и (1=(2.

Пусть средняя энергия молекулы в нижней системе равна (.

Тогда средняя энергия молекулы в верхней системе равна (+mgh.

Поскольку средняя энергия частицы макросистемы равна химическому потенциалу системы, постольку (1=(, а (2=(+mgh.

Ранее показано, что химический потенциал идеального газа 
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Данное выражение получено для газа, молекулы которого не имеют потенциальной энергии. Следовательно, оно справедливо для нижней макросистемы.

Для верхней макросистемы химический потенциал выше на величину mgh.

Выше отмечено, что (1=(2. Следовательно, 
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Преобразовав последнее выражение, получаем
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Отсюда
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Полученное выражение называют распределением Больцмана в честь австрийского физика Людвига Больцмана, который внёс весьма значительный вклад в развитие молекулярной физики.

Распределение Больцмана показывает, что концентрация молекул идеального газа, находящегося в гравитационном поле, зависит от высоты.

Чем больше высота, тем концентрация молекул газа ниже. Именно поэтому дыхание на большой высоте (например, в горах) затруднено – воздуха "не хватает".

Из распределения Больцмана также видно, что снижение концентрации газа с ростом высоты зависит от массы молекул газа. Чем больше масса молекулы, тем быстрее снижается концентрация газа с ростом высоты. Поэтому концентрация лёгких газов (водорода, гелия) в атмосфере с ростом высоты снижается медленнее, чем концентрация кислорода.

Скорость снижения концентрации молекул газа с ростом высоты зависит и от температуры газа. Чем выше температура, тем медленнее снижется концентрация(
Из уравнения состояния идеального газа pV=NkT следует, что давление газа прямо пропорционально его концентрации:
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Следовательно, и зависимость давления идеального газа от высоты имеет следующий вид:
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Эту зависимость принято называть барометрической формулой.

Барометрическая формула показывает, что с ростом высоты давление газа уменьшается по экспоненциальному закону. Именно поэтому в горах варка пищи занимает бóльшее время – при меньшем давлении температура кипения воды ниже 1000С.

Выявленные закономерность легко перенести и на другие силовые поля.

Рассмотрим систему, состоящую из одинаковых заряженных частиц, находящихся в электростатическом поле.

Потенциальная энергия заряда q в точке, потенциал которой (, равна q(.

Следовательно, химический потенциал в такой системе равен
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Потенциал электростатического поля в разных точках различен. Поэтому выражение для расчёта химического потенциала следует записать в следующем виде:
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Если макросистема находится в равновесном состоянии, то химический потенциал во всех точках макросистемы одинаков. Следовательно,
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Но, как уже отмечено, потенциал электростатического поля в разных точках различен. Следовательно, 
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Поскольку химический потенциал в равновесном состоянии должен быть одинаков, постольку концентрация частиц в разных точках макросистемы также должна быть разной:
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Таким образом, в равновесной макросистеме из одинаковых заряженных частиц, находящейся в электрическом поле, концентрация частиц в разных точках системы различна и определяется потенциалом поля в конкретной точке:
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Как известно, в p-n переходе концентрация электронов (и дырок) по обе стороны от перехода различна. Именно поэтому в p-n переходе возникает электрическое поле – различие в концентрации вызывает появление разности потенциалов(.

Распределение молекул идеального газа по скоростям (распределение Максвелла)

Как Вы уже знаете, любая макросистема в равновесном состоянии максимально разупорядочена.

Для идеального газа это, в частности, означает, что молекулы газа движутся хаотически. Поэтому скорости разных молекул различны как по величине, так и по направлению.

В данном разделе мы исследуем распределение молекул идеального газа по скоростям.

Ранее (см. разд. Химический потенциал идеального газа) было показано, что вероятность заселения орбиталей в окрестности dn главного квантового числа n равна(( 
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где 
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 (здесь мы полагали, что газ состоит из частиц с нулевым спином).

Идеальный газ состоит из квантовых частиц (поэтому их энергия зависит от значения главного квантового числа n).

В то же время газ идеален, следовательно квантовые свойства его молекул практически незаметны.

Поэтому энергию молекулы можно выразить следующим образом:
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где v – скорость молекулы, m – масса молекулы.

Поскольку оба выражения описывают энергию одной и той же частицы, постольку
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Из полученного равенства найдём значение главного квантового числа:
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Полученная связь между главным квантовым числом и скоростью молекулы идеального газа позволяет из выражения для расчёта вероятности заселения орбитали получить выражения для расчёта вероятности того, что скорость молекулы лежит в интервале от v до v+dv:
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Эту вероятность можно также выразить и как P(v)dv, где P(v) – плотность вероятности или функция распределения молекул по скоростям.

Величину P(v)dv удобно записать в виде:
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Константу А можно выразить из условия нормировки:
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Несложный расчёт даёт следующий результат:
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Это выражение и принято называть функцией распределения Максвелла по скоростям. Как отмечено выше, величина P(v)dv равна вероятности того, что скорость атома лежит в интервале от v до v+dv.

График зависимости P(v) для газа при разных температурах приведён на рисунке. 

Тепловая машина. Цикл Карно

Тепловой машиной называют устройство, которое периодически совершает работу за счёт получаемого извне тепла.

В любой тепловой машине есть так называемое рабочее тело (например, газ), которое за счёт полученного извне тепла расширяется и при этом совершает полезную работу. После того, как рабочее тело расширилось, его возвращают в исходное состояние и оно готово повторить рабочий цикл.

Отметим, что процесс, в ходе которого система возвращается в исходное состояние, называется круговым. Работа, совершённая в ходе кругового процесса, равна площади фигуры, охваченной графиком кругового процесса на [image: image157.png]


диаграмме PV.

Для того, чтобы работа за цикл была больше нуля, необходимо, чтобы в процессе сжатия давление газа было меньше, чем при расширении. Поэтому при сжатии должно выделиться некоторое количество тепла (при меньшей температуре газ, занимающий тот же объём, оказывает меньшее давление).

Источник тепла, передаваемого рабочему телу, называют нагревателем, приёмник тепла, отдаваемого рабочим телом при сжатии – холодильником.

Количество тепла, получаемое рабочим телом от нагревателя равно Q1. Количество тепла, отдаваемое холодильнику равно Q2.

При возвращении рабочего тела в исходное состояние оно имеет ту же внутреннюю энергию, что и в начале цикла. Изменение внутренней энергии газа за цикл равно нулю. Следовательно, в соответствии с первым началом термодинамики, полезная работа за один цикл равна

A=Q1-Q2.

Коэффициент полезного действия (кпд) тепловой машины (
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Из этого выражения видно, что коэффициент растёт с ростом количества тепла, полученного от нагревателя и при уменьшением количества тепла, отдаваемого холодильнику.

В 1824 году французский физик Сади Карно доказал, что наиболее высоким кпд будет обладать идеальный двигатель, рабочий цикл которого состоит из двух изотерм и двух адиабат. Важно отметить, что цикл Карно по определению обратим, т.е. расширение и сжатие рабочего тела происходит бесконечно медленно.
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КПД реального двигателя, в котором рабочий цикл протекает за конечное время, будет меньше чем у машины, работающей по циклу Карно и имеющей те же температуры нагревателя и холодильника. Это обусловлено потерями на трение, потерями тепла в процессе работы, а также необратимостью процессов, протекающих в реальном двигателе за конечное время.

Рассмотрим подробнее действие тепловой машины, работающей по циклу Карно.

Перед началом цикла давление и объём газа соответствуют точке 1 на диаграмме цикла.

В начале цикла к рабочему телу поступает тепло от нагревателя, имеющего температуру Т1. При этом газ изотермически расширяется и совершает работу А12.

Поскольку расширение изотермическое, постольку приращение внутренней энергии газа равно нулю. Следовательно работа, совершённая газом при расширении, равна количеству тепла, полученному от нагревателя:

A12=Q1.

Затем из состояния 2 газ переводится в состояние 3 путём адиабатического расширения. При этом за счёт внутренней энергии газ совершает положительную работу А23:

A23=-(U.

Температура газа в состоянии 3 становится равной температуре холодильника Т2.

Из состояния 3 газ в процессе изотермического сжатия переходит в состояние 4, отдавая холодильнику тепло Q2.

Поскольку переход 3-4 изотермический, постольку количество тепла, переданное холодильнику, равно работе, совершённой при сжатии газа:

A34=-Q2
(знак "-" перед Q2 обусловлен тем, что это тепло выделяется системой).

Обратите внимание на то, в ходе процесса 3-4 объём газа уменьшается и поэтому работа А34<0.

В конце цикла газ переводят из состояния 4 в состояние 1 путём адиабатического сжатия. Как показано ранее, при адиабатическом сжатии температура газа повышается. В состоянии 1 температура газа вновь становится равной Т1.

При сжатии газа совершается работа, идущая на приращение внутренней энергии газа. В соответствии с первым началом термодинамики

-A41=(U.

Разность температур между состояниями 2, 3 и 4, 1 одинакова, поэтому и приращения внутренней энергии 
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 при переходах 2-3 и 4-1 одинаковы по величине. Следовательно, одинаковы по величине и работы А23 и А41. Поскольку эти работы противоположны по знаку, их сумма равна нулю. Это означает, что процессы 2-3 и 4-1 в полезную работу вклада не вносят.

Поэтому полезная работа, совершаемая за цикл тепловой машиной, работающей по циклу Карно, равна A=Q1-Q2=А12+А34.

Используя выражение для расчёта работы, совершаемой при изотермическом процессе, можем записать
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Состояния 2 и 3 соответствуют разным точкам одной адиабаты, поэтому можно записать
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Аналогично для состояний 4 и 1
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Найдём отношение двух последних выражений:
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Сократив температуры газа и избавившись от показателей степени получаем:
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Коэффициент полезного действия тепловой машины равен 
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Учитывая, что Q1=A12 и -Q2=A34, используя выражения для расчёта работ А12 и А34 и учитывая соотношение объёмов газа в ходе цикла, получаем для кпд машины Карно следующее выражение:
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Таким образом для идеальной тепловой машины, работающей по циклу Карно, коэффициент полезного действия определяется температурами нагревателя и холодильника.

Как уже отмечено выше, коэффициент полезного действия реальной тепловой машины, имеющей нагреватель и холодильник с теми же температурами Т1 и Т2, будет меньше:

(ид>(,

где (ид
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 - кпд идеальной машины, работающей по циклу Карно, (=
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 - кпд реальной машины, работающей при тех же температурах нагревателя и холодильника.

Вырожденный электронный газ

На предыдущей лекции мы закончили анализ идеального газа, т.е. невырожденной макросистемы невзаимодействующих частиц. Квантовый характер частиц макросистемы в этом случае себя не проявил.

Теперь нам предстоит обсудить поведение вырожденной макросистемы, квантовым характером частиц которой пренебречь уже нельзя. В качестве такой системы возьмём совокупность электронов, занимающих некоторый объём V=L3. Эту систему и будем называть электронным газом.

Внутренняя энергия электронного газа

Рассматривая идеальный газ, мы уже отмечали, что число орбиталей в интервале dn в окрестности n (главного квантового числа) равна 

, если спин частицы равен нулю. Для частиц со спином 1/2 это число равно (n2dn.

Полное число орбиталей при значениях главного квантового числа вплоть до n равно 

.

Если система находится в основном состоянии, то электроны занимают все орбитали, лежащие ниже уровня Ферми. Следовательно, их количество



, 

где nF - главное квантовое число, соответствующее наиболее высокой занятой орбитали.

Поскольку N у нас задано, можно получить



.

Энергия квантовой частицы, находящейся в кубе со стороной L



.

Энергия, соответствующая наиболее высокой занятой орбитали



.

Полная энергия системы из N электронов в этом случае




Обратите внимание - при уменьшении объёма энергия Ферми растёт и, следовательно, растёт полная энергия электронного газа.

Объяснить это просто - по мере уменьшения объёма расстояние между частицами уменьшается, квантовый характер частиц проявляется заметнее. Это и приводит к возрастанию их энергии. Это, в частности, означает, что средняя скорость движения электронов при уменьшении занимаемого ими объёма увеличивается.

Полученное нами выражение отражает зависимость  энергии ферми-газа от главного квантового числа n. Довольно часто требуется знание зависимости U от энергии орбиталей (. Найдём её.

До сих пор мы использовали выражение для расчёта количества орбиталей в интервале dn. Сейчас нам необходимо найти число орбиталей в единичном интервале энергии. Эта величина называется плотность орбиталей. Мы будем обозначать её D(().

Зная число орбиталей в интервале dn мы легко найдём число орбиталей в интервале d( в окрестности орбитали с энергией (:



.

Это выражение верно для частиц со спином 1/2.

Для фермионов с другими значениями спина



,

где ( - количество независимых ориентаций спина, равное (=2i+1, i - спин фермиона.

Поскольку



,



,



,



.

Плотность орбиталей




[image: image154.png]DE)

fE)DE) npu T>0

[T




Зная плот​ность орбиталей D(() и функцию распределения Ферми-Дирака, легко найти количество за​полненных орби​талей в окрест​ности орбитали с энергией (: D(()f(().

Полное число частиц в ферми-газе, занимающем объём V




При Т=00К




Полная энергия




При Т=00К




В общем случае уровень Ферми электронного газа является функцией температуры, однако заметной она становится при 

. 

[image: image155.png]fe).





При характерных для металлов концентрациях свободных электронов уровень Ферми имеет значение порядка единиц эВ, т.е. около 10-19Дж. Следовательно, для электронного газа в металле температура Ферми 

. Температура плавления металлов имеет порядок 103 К, поэтому температура нерасплавленного ме​талла намного меньше температуры Ферми. Следствием этого яв​ляется весьма слабое размытие правого края зависимости f(() (см. рисунок).

Это означает, что тепловому возбуждению подвержена лишь незначительная часть электронов, занимающих орбитали с энергией, очень близкой к уровню Ферми.

Теплоёмкость электронного газа

В невырожденном состоянии электронный газ будет представлять собой классический идеальный газ. Его теплоёмкость, следовательно, должна быть равна 

.

Одной из систем, где существует электронный газ, является металл. Измерения теплоёмкости металлов выявили неожиданный результат - электроны проводимости, т.е. электронный газ, имеет значительно меньшую, чем следует из классических представлений, теплоёмкость.

С квантовой точки зрения объяснение этому очень простое.

Поскольку характерные для металлов в конденсированном состоянии температуры намного меньше температуры Ферми, электронный газ в металле вырожден. Тепловому возбуждению подвергаются в этом случае лишь те электроны, которые занимают орбитали, расположенные очень близко к уровню Ферми. Количество возбуждённых уровней сопоставимо с энергией kT, которая присутствует в знаменателе экспоненты в функции Ферми-Дирака. Можно показать, что число возбуждённых электронов




Каждый из (N электронов увеличил свою энергию приблизительно на kT, следовательно полная энергия, поглощённая электронным газом, равна



.

Отсюда теплоёмкость электронного газа



.

Сравнивая полученный результат с ожидаемым, т.е. классическим, получаем 



.

Таким образом, теплоёмкость вырожденного электронного газа составляет сотую долю теплоёмкости идеального невыржденного газа. И является это следствием одной простой причины - лишь весьма незначительная доля электронов в электронном газе поглощает тепло, основная же масса электронов свою энергию не меняет.

Обратите внимание на важную особенность - теплоёмкость электронного газа прямо пропорциональна температуре. Позже Вы ещё встретитесь с этой особенностью в разделе “Физика твёрдого тела”.
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� в дальнейшем наряду с термином допустимые состояния будет использоваться термин доступные состояния


�если на систему не оказывается внешнее воздействие, то наиболее вероятным является наиболее вырожденное состояние


� учтём, что � EMBED Equation.2  ���


� энтропия растёт за счёт увеличения количества доступных состояний при увеличении объёма


( это справедливо для довольно больших высот над Землёй; например, на высоте порядка 50 км ускорение свободного падения составляет 0,98 от g на нулевой высоте


(( естественно, полученные результаты будут справедливы не только в этом частном случае


( следует отметить, что в атмосфере температура газа на разных высотах различна, поэтому реальная зависимость концентрации молекул от высоты более сложная


( вспомните об этом при изучении курса физики твёрдого тела


(( при низкой заселённости орбиталей количество частиц на орбитали и вероятность её заселения совпадают


( скорость частицы обязательно имеет значение, входящее в интервал от нуля до бесконечности


� Буква ( называется «эта»
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