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[bookmark: _Toc306681929][bookmark: _Toc316476174][bookmark: _Toc529963703][bookmark: _Toc73448656]Предисловие

Финансовая математика является одной из фундаментальных дисциплин в системе экономического образования. Изучение данной дисциплины предполагает, что студент обладает базовыми знаниями, умениями и навыками решения математических задач в соответствии с программой дисциплины «Математический анализ». Финансовая математика тесно связана с такими дисциплинами как «Финансы», «Деньги, кредит, банки», «Корпоративные финансы», «Финансовый менеджмент», «Экономический анализ», «Инвестиции», «Инвестиционная стратегия» и др. Финансовая математика обеспечивает экономиста инструментарием, необходимым для понимания сущности различных экономических операций, для оценки возможных последствий таких операций. В результате становится возможным обосновать выбор наиболее эффективного варианта совершения экономических операций с учетом воздействия различных внешних и внутренних факторов. 
Цель настоящего пособия – помочь студентам приобрести знания, умения и навыки выполнения расчетов, связанных с исчислением простых и сложных процентов, эффективных процентных ставок, размеров кредитных платежей и др.
[bookmark: _Toc171082008][bookmark: _Toc171082078][bookmark: _Toc171082522]
[bookmark: _Toc73448657][bookmark: _Toc171082009][bookmark: _Toc171082079][bookmark: _Toc171082523]1. НАРАЩЕНИЕ И ДИСКОНТИРОВАНИЕ ДЕНЕЖНЫХ СУММ
[bookmark: _Toc73448658]1.1. Время как фактор в финансовых расчетах
Необходимость учета временного фактора вытекает из сущности финансирования и выражается в принципе неравноценности денег, относящихся к разным моментам времени (time-value of money), или в другой формулировке – принципе изменения ценности денег во времени.
Аксиома финансовых расчетов – рубль, полученный сегодня, стоит больше, чем рубль, полученный завтра. Это связано, во-первых, с тем, что вложенный в любую финансовую операцию рубль должен приносить доход, т.е. иметь прирост, и, во-вторых, с обесцениванием денег с течением времени  из-за инфляции.
Следствием принципа изменения ценности денег во времени является неправомерность суммирования или сравнения денежных величин, относящихся к разным моментам времени, особенно при принятии решений финансового порядка. Суммирование (сравнение) разновременных денежных величин допустимо только при «приведении» таких сумм к одному моменту времени[footnoteRef:2]. [2:  Отметим, что зачастую в бухгалтерском учете, финансовом контроле, где не требуется учет фактора времени, такое «приведение» не выполняется. ] 

С фактором времени тесно связан принцип финансовой эквивалентности. Под последним понимается равенство (эквивалентность) финансовых обязательств сторон, участвующих в финансовой операции. Принцип эквивалентности позволяет изменять условия контрактов (процентные ставки, сроки, размеры платежей и т.д.) с учетом фактора времени без нарушения принятых обязательств (обязательно с согласия контрагента).

[bookmark: _Toc73448659]1.2. Наращение и дисконтирование по простым процентам
Под наращенной суммой (долга, депозита, инвестиций) понимают первоначальную ее сумму с начисленными процентами к концу срока начисления (date of maturity, due date). Наращенная сумма определяется умножением первоначальной суммы долга (principal) на множитель наращения. 
Простые проценты (simple interest) обычно применяют при выдаче краткосрочных кредитов (на срок до 1 года) или в случаях, когда проценты не присоединяются к сумме долга, а периодически выплачиваются (например, накопительные счета в банках с выплатой процентов на карточный счет). Введем обозначения: I – проценты за весь срок кредита; Р – первоначальная сумма долга; S – наращенная сумма в конце срока; i – ставка наращения процентов (десятичная дробь); п – срок кредита.
Начисленные за весь срок проценты составят

I = Pni.

В финансовой литературе проценты I, полученные по ставке наращения, принято называть декурсивными. Часто декурсивные проценты называют просто процентами.
Тогда формула наращения по простым процентам имеет вид

S = Р + I = Р + Pni = Р(1 + ni).		(1.1)

Пример 1.1. Банк выдал кредит 20 000 руб. на: а) год; б) два года под 10 % годовых. Определите подлежащую возврату сумму.
Решение. 
а) S = Р(1 + ni)= 20 000 (1 + 1 • 0,1) = 22 000.
б) S = Р(1 + ni)= 20 000 (1 + 2 • 0,1) = 24 000.
В случае, если срок кредита менее года, возникает проблема с порядком расчета наращенной суммы. Если известно число дней кредита t и число дней в году K[footnoteRef:3], то срок кредита n можно определить  по формуле [3:  Иначе временная база начисления процентов (time basis)] 



				(1.2)

При расчете процентов может использоваться две временные базы: К= 360 дней (12 месяцев по 30 дней) или К = 365, 366 дней. Если К = 360, то получают обыкновенные или коммерческие проценты (ordinary interest), а при использовании действительной продолжительности года (365, 366 дней) рассчитывают точные проценты (exact interest).
Если учитывается точное число дней кредита, то подсчитывается число дней между датой выдачи и погашения кредита (день выдачи и день погашения считаются за один день). Число дней кредита также можно измерить приближенно. В этом случае продолжительность кредита определяется из условия, что любой месяц принимается равным 30 дням.
На практике применяют три варианта расчета простых процентов.
1. Точные проценты с точным числом дней кредита. Этот вариант дает самые точные результаты и обозначается как 365/365 или АСТ/АСТ.
2. Обыкновенные проценты с точным числом дней кредита. Обозначается как 365/360 или АСТ/360.
3. Обыкновенные проценты с приближенным числом дней кредита. Может применяться при промежуточных расчетах. Обозначается как 360/360.
Пример 1.2. Банк выдал 16.01.2021 ссуду 200 000 руб. под 10% годовых. День погашения 14.01.2022. Определите подлежащую возврату сумму.
Решение. 
Точное число дней кредита 363 дня, приближенное – 359 дней[footnoteRef:4]. [4:  Приближенное число дней кредита включает 16 дней января 2021 года, 11 месяцев по 30 дней и 14 дней января 2022 года минус один день, так как день выдачи и день погашения считаются за один день.] 

1. Точные проценты с точным числом дней кредита (365/365):


2. Обыкновенные проценты с точным числом дней кредита (360/365):


Отметим, что при числе дней кредита, превышающем 360, сумма начисленных процентов будет больше, чем предусматривается годовой ставкой.
3. Обыкновенные проценты с приближенным числом дней кредита (360/360):


В случае изменяющихся во времени процентных ставок наращенная на конец срока сумма определяется следующим образом

	     (1.3)
где ij – ставка простых процентов в j-м периоде; nj – продолжительность j-го периода с постоянной ставкой; q – количество периодов.
Пример 1.3. Договор предусматривает, что в первый год ставка простых процентов – 15%. В каждом последующем полугодии ставка увеличивается на 2%. Определить множитель наращения за 2,5 года.
Решение. 
В случае изменяющихся во времени сумм депозита (пополнение или снятие денег с накопительного или текущего счета и т.п.) наращенная сумма рассчитывается по формуле

	     (1.4)

где Rj – остаток средств на счете в момент j после очередного поступления или списания средств; пj – срок хранения денег (в годах) до нового изменения остатка средств на счете.
На практике формулу (1.4) часто используют в следующей форме

	     (1.5)
где tj – интервалы между моментами изменений величины остатка на счете в днях; К – число дней в году; i – процентная ставка, выраженная в процентах.

Величину  называют процентным числом (interest number), а делитель К/i – процентным (или постоянным) делителем {interest divisor).
Пример 1.4. 20.02.21 был открыт накопительный счет, на котором разместили 150 тыс. руб. 25.05.21 поступило 20 тыс. руб., 15.07.21 было снято 30 тыс. руб., а 05.09.21 поступило 40 тыс. руб. Ставка простых процентов – 10%. Определить наращенную сумму на 20.02.22.
Решение. 
Процентный делитель 365/10=36,5.
	Дата
	Остаток Rj
	Срок tj
	Процентное число

	20.02.21
	150
	94
	141,0

	25.05.21
	170
	51
	86,7

	15.07.21
	140
	52
	72,8

	05.09.21
	180
	168
	302,4

	20.02.22
	180
	–
	–

	Итого
	
	
	602,9


S = 150 + 602.9/36,5 = 150 + 16,5178=166,5178.

В финансовой практике часто сталкиваются с задачей, обратной наращению процентов: по заданной сумме S необходимо определить сумму полученного кредита Р. Расчет Р по заданной сумме S называют дисконтированием (приведением стоимостного показателя к некоторому, обычно начальному, моменту времени[footnoteRef:5]). [5:  В общем случае приведение может быть осуществлено на любой момент времени] 

Величину Р часто называют современной стоимостью {present value), величину S – будущей стоимостью (future value). 
В зависимости от вида простой ставки применяют два метода дисконтирования – математическое дисконтирование и банковский (коммерческий) учет.
При математическом дисконтировании используется формула (1.1)

	  			   (1.6)
Дробь 1/(1+ni) называют дисконтным (дисконтирующим) множителем (discount factor). Разность S – Р можно рассматривать не только как проценты I, начисленные на Р, но и как дисконт с суммы S.
Отметим, что в финансовой литературе проценты I, полученные по учетной ставке принято называть антисипативными.
Пример 1.5. Должник должен уплатить через полгода 500 тыс. руб. Кредит выдан под 10% годовых. Какова величина выданного кредита?
Решение. 


Банковский (коммерческий) учет чаще всего используется при учете векселей. Рассмотрим операцию учета векселя на следующем примере.
Пример 1.6. Владелец векселя должен получить 31.07.2021 года 500 тыс. руб. Однако в связи со срочной потребностью в деньгах он продает (учитывает) вексель 01.07.2021 с дисконтом. Покупатель векселя согласен учесть его под учетную ставку 12%. Какую сумму получит векселедержатель при учете векселя?
Решение. Учетная цена векселя составит


При учете векселей  проценты за пользование ссудой начисляются на сумму S. При этом применяется простая учетная ставка d.
Дисконтный множитель здесь равен (1 –  nd). Учет посредством учетной ставки чаще всего осуществляется при временной базе К  360 дней, число дней кредита обычно берется точным, АСТ/360 (см. пример выше).
Простая учетная ставка d может использоваться при расчете наращенной суммы, если задана величина кредита.

			   (1.7)
Множитель наращения здесь равен 1/(1 – nd).
Рассмотренные два метода наращения и дисконтирования – по ставке наращения i и учетной ставке d – приводят к разным результатам. 
Пример 1.7. Банк предоставляет ссуду 400 тыс. руб. под простую ставку 20% годовых. Какую сумму необходимо будет выплатить банку через год? Рассмотреть случаи применения ставки наращения и учетной ставки
Решение. 
В случае ставки наращения 20%


 В случае учетной ставки 20%


Таким образом, можно сделать вывод, что учетная ставка дает более быстрый рост суммы задолженности, чем такой же величины ставка наращения.
Пример 1.8. Банк предоставляет ссуду 400 тыс. руб. сроком на один год. Через год необходимо будет выплатить банку 500 тыс. руб. Какую величину простой ставки использовал банк при оформлении кредита?
Решение. 
Если банк использовал ставку наращения, то величина ставки составила бы 25%. 


Для случая учетной ставки получаем величину ставки 20%.


Величины ставок, при которых результаты финансовой операции  будут одинаковыми, называются эквивалентными. В последнем примере ставка наращения 25% эквивалентна учетной ставке 20%.
Сравнивая формулы наращения (дисконтирования) для ставки наращения и учетной ставки можно получить следующее соотношение, связывающее эти ставки и обеспечивающее их эквивалентность,

	  			   (1.8)
[bookmark: _Toc73448660]1.3. Наращение и дисконтирование по сложным процентам
[bookmark: _Toc451224508]В случае, если проценты не выплачиваются сразу после их начисления, а присоединяются к сумме долга, применяют сложные проценты (compound interest). Присоединение начисленных процентов к сумме, которая послужила базой для их начисления, часто называют капитализацией процентов.
Для случая, когда проценты начисляются и капитализируются один раз в год, в конце n-го года наращенная сумма будет равна

	  			   (1.9)
где i – сложная ставка наращения.
Величину (1 + i)n называют множителем наращения (compound interest factor) по сложным процентам.
Время при наращении по сложной ставке обычно измеряется как ACT/ ACT.
Сравнивания формулы наращения по простым и сложным процентам, можно убедиться, что наращение по простым процентам осуществляется в соответствии с арифметической прогрессией, а по сложным процентам – в соответствии с геометрической прогрессией.
Если сложная ставка меняется в течение срока начисления процентов, то используют формулу

 	   (1.10)
где ij – ставка сложных процентов в j-м периоде; nj – продолжительность j-го периода с постоянной ставкой; q – количество периодов.
Пример 1.9. Кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок три года. Сложная ставка в первый год составляет 20%, второй год – 18%, третий год – 16%. Рассчитать наращенную сумму.
Решение. 


Если срок для начисления процентов n не является целым числом, то для расчета наращенной суммы может использоваться два метода: общий и смешанный. При общем методе расчет ведется непосредственно по формуле (1.9). При смешанном методе начисление процентов за целое число лет проводится по формуле сложных процентов, а за дробную часть срока по формуле простых процентов:

	  			   (1.11)
где n = а + b – срок кредита, а – целое число лет, b – дробная часть года.
Отметим, что множитель наращения по смешанному методу больше, чем по общему методу, так как справедливо соотношение 1 + bi > (1 + i)b.
Пример 1.10. Кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок 2,5 года под 20% годовых. Рассчитать наращенную сумму.
Решение. 
Общий метод расчета.


Смешанный метод расчета.


В случае если проценты начисляются не один раз в год, а несколько раз – по полугодиям, кварталам, месяцам и даже дням, то формулу наращения (1.9) можно представить следующим образом:

			   (1.12)
где m – сколько раз в год начисляются проценты; N – общее количество периодов начисления. В большинстве случаев N является целым числом и N=mn. В случае наращения процентов m раз в году ставку i называют номинальной (nominal rate).
Пример 1.11. Кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок три года под 20% годовых. Рассчитать наращенную сумму, если проценты начисляются: а) ежегодно; б) по полугодиям; в) ежеквартально; г) ежемесячно; д) ежедневно.
Решение. 

а) 

б) 

в) 

г) 

д) 
Пример 1.12. Кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок 400 дней под 20% годовых. Рассчитать наращенную сумму, если проценты начисляются ежемесячно.
Решение. 
Число периодов начисления N = 400 / 30 = 13 1/3.
При использовании общего метода начисления 


При использовании смешанного метода начисления 


Из примеров, рассмотренных выше, можно сделать вывод, что при одной и той же номинальной ставке i получаются различные финансовые результаты. Для обеспечения сопоставимости различных финансовых операций при отличающихся условиях применяют эффективную (действительную) ставку процента (effective rate).  Эффективная ставка – это годовая ставка сложных процентов, которая дает тот же результат, что и m-кратное начисление процентов по ставке i/m.
Обозначим эффективную ставку через ief. По определению множители наращения по двум ставкам (эффективной и номинальной при m-разовом начислении) должны быть равны друг другу:


Отсюда следует

			   (1.13)
Эффективная ставка при т > 1 больше номинальной.
Можно определить эффективную ставку иначе. Если известны современная стоимость P и будущая стоимость S некоторой финансовой операции продолжительностью n лет, то эффективную ставку можно найти из уравнения 

			   (1.14)
В частности, в случае простых процентов уравнение примет вид


Отсюда эффективная ставка для простых процентов 

			   (1.15)
Пример 1.13. Определить величину эффективной ставки, если номинальная ставка сложных процентов 20%. Проценты начисляются ежемесячно.
Решение. 


Таким образом, эффективная ставка равна 21,9391%.
Пример 1.13. Определить наиболее выгодный вариант банковского вклада на срок три года. Вариант 1 – простая ставка наращения 24% годовых. Вариант 2 – номинальная сложная ставка 20% с ежемесячным начислением процентов.
Решение.
Рассчитаем эффективные ставки для каждого варианта.
Вариант 1. Согласно (1.15)





Вариант 2. 


Таким образом, более выгоден второй вариант банковского вклада, обеспечивающий доходность 21,9391%.
Пример 1.14. Определить эффективную ставку финансовой операции, если после инвестирования 10 млн руб. через 2,5 года было получено 15 млн. руб.
Решение.
Согласно (1.14)




Доходность данной финансовой операции составила 17,6079%.

Дисконтирование по сложной ставке, как и в случае простой ставки, может осуществляться двумя методами: математическое дисконтирование и банковский (коммерческий) учет.
Для математического дисконтирования на основе формулы (1.12) получим следующую формулу


	или 		   (1.16)
Банковский (коммерческий) учет c использованием сложной учетной ставки применяется достаточно редко. Дисконтирование по сложной учетной ставке осуществляется по формуле

	  		 (1.17)
где d – сложная годовая учетная ставка.
Если дисконтирование производит т раз в году, то в этом случае

			   (1.18)
Пример 1.15. Долговое обязательство на сумму 10 млн руб. со сроком оплаты через три года предлагается продать на следующих условиях. Вариант 1 – простая учетная ставка 15%. Вариант 2 – сложная учетная ставка 15% (дисконтирование раз в год). Вариант 3 – сложная учетная ставка 15% (дисконтирование раз в квартал). Определить наиболее выгодный вариант банковского учета для продавца долгового обязательства.
Решение.
Вариант 1. 


Вариант 2. 


Вариант 3. 


Таким образом, предпочтительным является третий вариант.

Для учетных ставок также  можно рассчитать величину эффективной учетной ставки def. Ее определяют на основе равенства дисконтных множителей:


где d – номинальная учетная ставка.
Тогда

			   (1.19)
Эффективная учетная ставка во всех случаях, когда m > 1, меньше номинальной.
Так как эффективная ставка наращения ief является наиболее часто используемой при сравнении различных финансовых операций, найдем формулу для ее расчета. Операции наращения и дисконтирования являются взаимно-обратными операциями, поэтому можно записать


Отсюда получаем

		     (1.20)
Пример 1.16. Рассчитать эффективную учетную ставку и эффективную ставку наращения для операции продажи долгового обязательства со сроком оплаты через три года. При расчете продажной цены применялась сложная учетная ставка 15% с дисконтированием раз в квартал.
Решение.

Эффективная учетная ставка 

Эффективная ставка наращения 
Отсюда можно сделать вывод, что данная финансовая операция  для покупателя долгового обязательства эквивалентна размещению  суммы, уплачиваемой продавцу, на вкладе под 16,519% годовых.

Иногда сложную учетную ставку используют для расчета наращенной суммы 

		     (1.21)
[bookmark: _Toc73448661]1.4. Наращение и дисконтирование по непрерывным процентам
Непрерывное наращение, т.е. наращение за бесконечно малые отрезки времени, на практике применяется крайне редко. Однако непрерывное наращение применяется при анализе сложных финансовых проблем, когда, например, с течением времени изменяются процентные ставки по некоторому известному закону.
Согласно (1.12) наращенная сумма находится как


Тогда в пределе при m имеем


Здесь использован второй замечательный предел


При непрерывном наращении процентов применяют особый вид процентной ставки – силу роста (force of interest), для которой используют обозначение . Сила роста характеризует относительный прирост наращенной суммы за бесконечно малый промежуток времени.
Формула наращения в случае непрерывной ставки имеет вид

	     			(1.22)
Формула дисконтирования имеет вид

	     			(1.23)
Из равенства 


можно найти эффективную ставку наращения для силы роста

     			(1.24)
Пример 1.17. На вкладе размещается сумма в 100 тыс.  руб. на срок три года. Ставка непрерывных процентов (сила роста) 15%. Рассчитать наращенную сумму и эффективную ставку наращения
Решение.

Наращенная сумма  

Эффективная ставка наращения 
Для сравнения приведем наращенную сумму для ставки 15% годовых сложных процентов.


[bookmark: _Toc73448662]1.5. Сравнение процессов наращения и дисконтирование по разным видам процентных ставок
Для наращения и дисконтирования могут использоваться различные виды процентных ставок: простые и сложные ставки наращения, простые и сложные ставки дисконтирования, сила роста. Для сравнения результатов наращения и дисконтирования по различным ставкам положим, что все номинальные ставки равны между собой, т.е. i = d =  и m=1. Тогда для множителей наращения можно записать следующие соотношения:

 при 0 < n < 1,

  при n= 1,

 при n > 1.

Соотношения множителей зависят от сроков наращения процентов. Для срока, превышающего год, наибольший рост дает простая учетная ставка, наименьший – ставка простых процентов.
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)На рисунке 1.1 приведены примерные графики изменения множителей наращивания в зависимости от срока наращения. Отметим, что при 0 < n < 1 наименьший рост дает ставка сложных процентов с ежегодным начислением. При n > 1 наименьший рост дает ставка простых  процентов. При любом n > 1 наибольший рост дает непрерывная ставка наращения (сила роста).













Рисунок 1.1 – Изменение множителей наращивания в зависимости от срока наращения для ставок наращения и силы роста
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)На рисунке 1.2 приведены примерные графики изменения множителей наращивания в зависимости от срока наращения для учетных ставок. При 0 < n < 1 простая учетная ставка обеспечивает более быстрый рост по сравнению со сложной учетной ставкой. При n > 1 ситуация меняется на противоположную.











Рисунок 1.2 – Изменение множителей наращивания в зависимости от срока наращения для учетных ставок

Подобные соотношения можно получить для дисконтных множителей

 при 0 < n < 1,

  при n= 1,

 при n > 1.
Для срока более года наиболее сильно дисконтирование проявляется при применении простой ставки процента и в наименьшей степени – при использовании простой учетной ставки.
[bookmark: _Toc73448663]1.6. Учет налогов
Если суммы процентного дохода облагаются налогом, то это приводит к уменьшению реальной наращенной суммы и доходности депозитной операции.
Обозначим наращенную сумму после выплаты налогов  как S’. Пусть ставка налога на проценты равна g, а общая сумма налога G. При начислении налога на проценты возможны два варианта: 1) налог начисляется за весь срок сразу, т.е. на всю сумму процентов; 2) налог начисляется последовательно по периодам (например, в конце каждого года).
При начислении простых процентов за весь срок находим
G = Pnig,
S’ = S – (S – P)g =P[1 + n(1 – g)i]. 		(1.25)
Таким образом, учет налога при определении наращенной суммы сводится к соответствующему сокращению процентной ставки – вместо ставки i фактически применяется ставка (1 – g)i.
В случае применения сложных процентов для долгосрочных операций величина налога за весь срок составит

G = (S – P)g =P[(1 + i)n – 1]g.		 (1.26)

Наращенная сумма после выплаты налога составит

S’ = S – G = P [(1 – g)(1 + i)n +g]. 		(1.27)

Если сумма налога определяется за каждый истекший год, то с ростом наращенной суммы растет и сумма налога. Налог на проценты за t-й год составит:
Gt = ( St  – St–1) g=P[(1+i)t – (1+i)t–1]g = P (1+i)t–1 i g.
Тогда сумма налогов  за весь срок равна

    	(1.28)
Пример 1.18. На вкладе размещается сумма в 10 млн руб. на срок три года. Ставка процентов – 20%. Ставка налога на проценты – 13%. Рассчитать размеры налога на проценты при начислении простых и сложных процентов.
Решение.
При начислении простых процентов ежегодно уплачивается налог
Gt= 10 0000,200,13=260.
Общая сумма налога G=3260= 780.
Наращенная сумма до выплаты налога
S = 10 000(1 + 30,20)=16 000.
Наращенная сумма с учетом выплаты налога
S’ = 10 000[1 + 3(1 – 0,13)0,20]=15 220.
При начислении сложных процентов ежегодно уплачивается налог
G1= 10 0000,200,13=260.
G2= 10 0001,200,200,13=312.
G3= 10 0001,2020,200,13=374,4.
Общая сумма налога G = 260 + 312 + 374,4 = 946,4.
Наращенная сумма до выплаты налога
S = 10 000(1 + 0,20)3=17 280.
Наращенная сумма с учетом выплаты налога
S’ = 10 000[(1–0,13)(1 + 0,20)3 +0,13]=16 333,6.
[bookmark: _Toc73448664]1.7. Учет инфляции
Инфляция проявляется в повышении уровня цен и, соответственно, в падении реальной покупательской  способности денег. Инфляцию необходимо учитывать при измерении реальной эффективности (доходности) финансовых операций.
Для расчета индекса инфляции служит стоимость некоторого набора (корзины) товаров и услуг в момент времени t. Например, может использоваться продовольственная корзина, корзина прожиточного минимума и т.п. Индексом инфляции за время от t1 до t2 называется величина

 			   	(1.29)
где X(t) – стоимость некоторой корзины в момент времени t.
Темпом инфляции называется величина

 			   	(1.30)
Если известны индексы или темпы инфляции на каждом временном интервале (tk-1, tk), k=1, 2, …, n, то индекс инфляции на интервале (t0, tn) можно определить следующим образом

 	 (1.31)
Когда известно ожидаемое обесценение товаров и услуг  с темпом инфляции h и реальная процентная ставка i, то для расчета номинальной ставки i’ используют формулу И. Фишера
(1+ i’) = (1+i)  (1+h) = 1+ i + h + i  h.	   	(1.32)
Отсюда 
i’ = i + h + i  h.		   		(1.33)
Часто вместо формулы (1.33) используют упрощенный вариант
i’ ≈ i + h.		   		(1.34)
Отметим, что при достаточно высоких темпах инфляции h отбрасывание произведения i  h может приводить к существенным погрешностям.
Преобразуем формулу Фишера для измерения реальной эффективности (доходности) финансовых операций

 		   	(1.35)
Очевидно, что финансовая операция имеет реальную доходность, если номинальная доходность i’ превышает темп инфляции h.
Пример 1.19. Какую номинальную ставку должен назначить банк, чтобы при годовой инфляции 6 % эффективная ставка оказалась 8%?
Решение.
i’ = 0,08 + 0,06 + 0,08  0,06=0,1448.
Номинальная ставка должна быть 14,48%.
Пример 1.20. На вклад в 100 тыс. руб. ежемесячно начисляются сложные проценты по номинальной годовой ставке 20 %. Найдите сумму вклада через полтора года с точки зрения покупательской способности, если ожидаемый темп инфляции 1% в месяц. Какова эффективность (доходность) этой операции?
Решение. 
Наращенная сумма через полтора года

 
Индекс инфляции за полтора года составит (1+0,01)1,512=1,196147.
Тогда реальная величина вклада с учетом инфляции будет равна 134 652,5/1,196147=112 571,8.
Согласно (1.14) можно рассчитать эффективную годовую ставку




Эффективную годовую ставку можно найти и с помощью формулы Фишера. Для этого в формулу (1.32) необходимо подставить номинальный множитель наращения и годовой индекс инфляции. Тогда


Полученный ответ совпадает с уже полученным выше и равен 8,2148%. 
[bookmark: _Toc73448665]1.8. Конверсия платежей
На практике часто возникают случаи, когда необходимо заменить одно денежное обязательство другим. При этом могут изменяться сроки и размеры платежей, процентные ставки, несколько платежей могут консолидироваться в один платеж и т.п. Общепринятым принципом конверсии платежей является финансовая эквивалентность обязательств. Эквивалентными считаются такие платежи, которые, будучи приведенными к одному моменту времени (focal date), оказываются равными. Приведение осуществляется путем дисконтирования (приведение к более ранней дате) или, наоборот, наращения суммы платежа (если эта дата относится к будущему). Отметим, что принцип финансовой эквивалентности лежит в основе преобладающего числа методов количественного финансового анализа.
Общий метод решения подобного рода задач заключается в разработке так называемого уравнения эквивалентности (equation of value), в котором сумма заменяемых платежей, приведенных к какому-либо моменту времени, приравнивается к сумме платежей по новому обязательству, приведенных к той же дате. Для краткосрочных обязательств приведение осуществляется обычно на основе простых ставок, для средне- и долгосрочных – с помощью сложных процентных ставок.
Пример 1.21. Платеж 100 тыс. руб. со сроком уплаты три месяца заменить платежом со сроком уплаты шесть месяцев. Простая ставка 15% (К = 360).
Решение. 
Продисконтируем оба платежа и приравняем их друг другу.


Отсюда S = 102 439.
Пример 1.22. Платеж 100 тыс. руб. со сроком уплаты два года заменить платежом со сроком уплаты три года. Используется сложная ставка 15% с ежемесячным начислением процентов.
Решение. 


Отсюда S = 110 471,3.
Пример 1.23. Платеж 100 тыс. руб. со сроком уплаты два года планируется заменить платежом 150 тыс. руб. Определите срок этого платежа. Используется сложная ставка 15% с ежемесячным начислением процентов.
Решение. 





Отсюда n0 = 6,071522 лет или 6 лет и 26 дней.

Одним из распространенных случаев изменения условий контрактов является консолидация (объединение) платежей, когда несколько платежей с различными сроками заменяются одним платежом в сумме S0 и сроком п0. Метод решения заключается в разработке соответствующего уравнения эквивалентности.
Пример 1.24. Платежи в 100 тыс. руб. и 200 тыс. руб. со сроками уплаты соответственно 50 дней и 150 дней консолидируются в один платеж со сроком 120 дней. При конверсии будет использоваться простая ставка 15% (К = 365).
Решение. 
Запишем уравнение эквивалентности, соответствующее операции приведения  платежей к начальному моменту времени.


Тогда S0 = 300496,21. Отметим здесь, что решение задачи зависит от выбора  момента приведения, хотя и не значительно. Например, если в качестве момента приведения выбрать дату консолидированного платежа (120 дней), то уравнение эквивалентности примет вид


S0 = 294768,00.
Пример 1.25. Платежи в 100 тыс. руб. и 200 тыс. руб. со сроками уплаты соответственно  один год и два года консолидируются в один платеж со сроком 1,5 года. При конверсии использовать сложную ставку 15%.
Решение. 


Тогда S0 = 293 739,01.
Пример 1.26. Платежи в 100, 150 и 200 тыс. руб. со сроками уплаты соответственно  60, 120 и 180 дней заменяются одним платежом 450 тыс. руб. Определить срок платежа. Использовать простую ставку 15% (К = 365).
Решение. 


Тогда n0 = 0,362906 лет или 132 дня.
Пример 1.27. Платежи в 100, 150 и 200 тыс. руб. со сроками уплаты соответственно один, два и три года заменяются одним платежом 450 тыс. руб. Определить срок платежа. Использовать сложную ставку 15%.
Решение. 


Тогда n0 = 2,178491 лет или два года и 65 дней.
[bookmark: _Toc73448666]Задачи для самостоятельного решения к главе 1
Задача 1.1. Вы поместили в банк вклад 30 тыс. руб. под простую процентную ставку 10,1% годовых. Какая сумма будет на вашем счете через 4 года? Какова будет величина начисленных процентов? Если банк осуществляет регулярные выплаты начисленных процентов, то какую сумму вы будете получать а) каждый год; б) каждый квартал?
Задача 1.2. На какой срок необходимо поместить денежную сумму под простую процентную ставку 0,118 годовых, чтобы она увеличилась в 1,9 раз?
Задача 1.3. Кредит в размере 590 тыс. руб. выдан на полгода по простой ставке 15% годовых. Определить наращенную сумму.
Задача 1.4. Кредит в размере 890 тыс. руб. выдан 2.03.2020 до 13.07.2020 под 9,6% годовых (год високосный). Определить размер наращенной суммы для различных вариантов (общего и смешанного) расчета процентов.
Задача 1.5. Кредит в размере 380 тыс. руб. выдается на 4,5 года. Ставка простых процентов за первый год – 10,5%, а за каждые последующие полугодие она уменьшается на 0,6%. Определить множитель наращивания и наращенную сумму.
Задача 1.6. Капитал в размере 870 тыс. руб. вырос до 1035,3 тыс. руб. (использовалась простая процентная ставка 12,5% годовых). Необходимо определить период начисления.
Задача 1.7. Определить простую ставку процентов, при которой первоначальный капитал в размере 620 тыс. руб. достигнет 713 тыс. руб. через 2 года.
Задача 1.8. Кредит предпринимателю выдается под простую ставку 14,9% годовых на 290 дней. Рассчитать сумму, которую должен получить предприниматель и сумму процентных денег, если требуется возвратить 380 тыс. руб.
Задача 1.9. Первоначальная сумма долга равна 68 тыс. руб. Определить наращенную сумму через 4,5 лет, используя два способа начисления сложных процентов по ставке 14% годовых.
Задача 1.10. Определить современную величину суммы 500 тыс. руб., выплачиваемую через 3 лет, при использовании ставки сложных процентов 10,5% годовых.
Задача 1.11. За какой срок первоначальный капитал в 640 тыс. руб. увеличится до 950 тыс. руб.; если сложные проценты по ставке 8,0% годовых будут начисляться: а) один раз в год; б) раз в полугодие. 
Задача 1.12. Какова должна быть ставка сложного процента, чтобы первоначальный капитал увеличился в два раза за пять лет? Решить пример также для случая начисления процентов по полугодиям.
Задача 1.13. Кредит выдается на полгода по простой учетной ставке 8,0%. Рассчитать сумму, получаемую заемщиком и величину дисконта, если требуется возвратить 100 тыс. руб.
Задача 1.14. Кредит в размере 310 тыс. руб. выдается по простой учетной ставке 10,0% годовых. Определить срок, на который предоставляется кредит, если заемщик должен вернуть 360 тыс.руб..
Задача 1.15. Рассчитать простую учетную ставку, которая обеспечивает получение 4 900 тыс.руб., если сумма в 5 500 тыс.руб. выдается в кредит на полгода.
Задача 1.16. Кредит в размере 820 тыс. руб. выдан на 3 года под сложную учетную ставку 23,0% годовых. Определить какую сумму необходимо возвратить через 3 года.
Задача 1.17. На какой срок необходимо поместить денежную сумму под сложную учетную ставку 18,0% годовых, чтобы она увеличилась в четыре раза?
Задача 1.18. Кредит в размере 800 тыс. руб. выдан на 3 года по сложной учетной ставке 16,0% годовых. Определить сумму дисконта.
Задача 1.19. Кредит предпринимателю выдается под сложную учетную ставку 9,0% годовых на 2 года. Определить размер кредита, на который может рассчитывать предприниматель, если через 2 года необходимо возвратить 820 тыс. руб.
Задача 1.20. Предприниматель желает получить в кредит 280 тыс. руб. на 3 года. Банк предоставляет кредит на следующих условиях: учетная ставка 19,0% годовых, начисление процентов 2 раз в год. Какую сумму необходимо вернуть предпринимателю через 3 года.
Задача 1.21. Определить сложную учетную ставку процентов, если выдан кредит в размере 860 тыс. руб., а через 2 года необходимо вернуть 1200 тыс. руб.
Задача 1.22. Кредит в размере 820 тыс. руб. выдан на 3 года под сложную учетную ставку 23,0% годовых. Определить какую сумму необходимо возвратить через 3 года.
Задача 1.23. На какой срок необходимо поместить денежную сумму под сложную учетную ставку 18% годовых, чтобы она увеличилась в пять  раз?
Задача 1.24. Кредит в размере 800 тыс. руб. выдан на 3 года по сложной учетной ставке 16% годовых. Определить сумму дисконта.
Задача 1.25. Кредит предпринимателю выдается под сложную учетную ставку 9% годовых на 2 года. Определить размер кредита, на который может рассчитывать предприниматель, если через 2 года необходимо возвратить 820 тыс. руб.
Задача 1.26. Предприниматель желает получить в кредит 280 тыс. руб. на 3 года. Банк предоставляет кредит на следующих условиях: учетная ставка 19% годовых, начисление процентов 2 раз в год. Какую сумму необходимо вернуть предпринимателю через 3 года.
Задача 1.27. Определить сложную учетную ставку процентов, если выдан кредит в размере 860 тыс. руб., а через два года необходимо вернуть 1200 тыс. руб.
Задача 1.28. Предприятие взяло кредит на полгода под учетную ставку 22,5% годовых. Какова доходность данной операции, измеренная в виде простой ставки ссудного процента?
Задача 1.29. Условия банковского вклада «Доходный» предполагают, что годовая ставка сложных процентов 20%, начисление процентов происходит каждые два месяца. Рассчитайте эффективную ставку сложных процентов для данного вида вклада.
Задача 1.30. Известно, что годовая доходность банковского вклада 28,5%. Определите номинальную ставку ссудных процентов, если начисление процентов происходит каждые 3 месяца.
Задача 1.31. Какой банковский вклад более выгоден, если планируется поместить 70 тыс. руб. на 4 года:
а) вклад «Копилка» – простая ставка процентов 25,8% годовых, ежегодное начисление процентов;
б) вклад «Выгодный» – сложная ставка процентов 22,8% годовых, начисление процентов каждые 4 месяца.
Рассчитайте соответствующие эквивалентные ставки для каждого вклада.
Задача 1.32. На счету в банке 10 млн руб. Банк платит 12,5 % годовых, проценты сложные, начисление один раз в год. Предлагается войти всем капиталом в совместное предприятие, при этом прогнозируется удвоение капитала через пять лет. Принимать ли это предложение?
Задача 1.33. Вы имеете 10 млн руб. и хотели бы удвоить этот капитал через пять лет. Каково минимально приемлемое значение процентной ставки? Проценты в банке сложные, начисление ежемесячное.
Задача 1.34. Платеж в 5 000 руб. со сроком уплаты четыре месяца замените платежом со сроком уплаты: а) три месяца; б) шесть месяцев. Используйте процентную ставку 10 % годовых, проценты сложные.
Задача 1.35. Платеж в 5 000 руб. со сроком уплаты четыре месяца замените платежом в 4850 руб. Каков срок такого платежа? Используйте простую процентную ставку 10 % годовых.
Задача 1.36. Платеж в 6 000 руб. и сроком уплаты через четыре года замените платежом со сроком уплаты через: а) два года; б) пять лет. Примените сложную процентную ставку 12 % годовых.
Задача 1.37. Три платежа в 10, 15 и 30 тыс. руб. со сроком выплат, соответственно, через 1, 2, 4 года заменяются одним платежом – через три года. Найдите величину платежа. Используется сложная процентная ставка 14 % годовых.
Задача 1.38. Три платежа в 10, 15 и 30 тыс. руб. со сроком выплат, соответственно, через 100, 200 и 300 дней заменяются одним платежом – через 250 дней. Найдите величину платежа. Используется простая процентная ставка 14 % годовых.
Задача 1.39. Какие условия предоставления кредита более выгодны банку: а) 18 % годовых, начисление ежеквартальное; б) 20 % годовых, начисление полугодовое?
Задача 1.40. Что выгодней: получить 10 000 руб. через два года либо по 4500 руб. после первого и второго года? Годовая ставка 10 %, начисление по полугодиям.
Задача 1.41. Оплата по долгосрочному контракту предлагает выбор одного из двух вариантов: 25 млн руб. через шесть лет или 50 млн руб. через 12 лет. При какой годовой ставке выбор безразличен? Начисление один раз в год.
Задача 1.42. Какую ставку (номинальную) должен назначить банк, чтобы при годовой инфляции 12 % эффективной оказалась ставка 6 %?
Задача 1.43. Какую ставку (номинальную) должен назначить банк, чтобы при месячной инфляции 1 % эффективной оказалась ставка 6 %?
Задача 1.44. Какова эффективная ставка при ежедневном начислении процентов при ставке 5 % годовых?
Задача 1.45. В одном банке ставка равна 10 % годовых, начисление процентов по полугодиям, в другом - ставка 15 % при одном начислении процентов в год. Куда выгодней поместить капитал?
Задача 1.46. Облигация была куплена в начале года за 10 000 руб. и продана в конце за 15 000 руб. Темп роста инфляции за год 10%. Какова доходность этой финансовой операции?
Задача 1.47. Через сколько лет удвоится вклад при годовой ставке: а) 6 %; б) 12 %? Проценты сложные, начисление ежемесячное.
Задача 1.48. За какой срок сумма в 500 тыс. руб. достигнет величины 800 тыс. руб. при непрерывном начислении процентов по ставке 10 %?
Задача 1.49. Определите доходность помещения средств в банк под 15% годовых, если уровень инфляции за год 5%.
Задача 1.50. Банк предлагает клиентам помещать деньги на депозит на один год под 6 % годовых с ежеквартальным начислением сложных процентов. Найти реальную доходность такого предложения, если годовая инфляция составляет 4 %.
Задача 1.51.  В долг на 3,5 года предоставлена сумма в 30 тыс. руб. с условием возврата 40 тыс. руб. Найдите эффективную ставку в этой финансовой сделке.


[bookmark: _Toc73448667]2. Потоки платежей и финансовые ренты
[bookmark: _Toc73448668]2.1. Потоки платежей и их основные параметры
Проведение любой финансовой операции порождает движение денежных средств: возникновение отдельных платежей или множества выплат и поступлений, распределенных во времени (например, выплата заработной платы, погашение ипотечного кредита, коммунальные платежи и т.п.). 
В процессе количественного анализа финансовых операций определяют порождаемые ими движения денежных средств как численный ряд, состоящий из последовательности распределенных во времени платежей R0, R1, …, Rn. Для обозначения подобного ряда в мировой практике используется термин поток платежей или денежный поток (cash flows stream). Отдельный элемент такого числового ряда Rt называют членом потока (cash flow) и он представляет собой разность между всеми поступлениями (притоками) денежных средств и их расходованием (оттоками) на конкретном временном отрезке.
Потоки платежей могут быть регулярными (размеры платежей постоянные или следуют установленному правилу, предусматривающему равные интервалы между платежами) и нерегулярными.
Члены потоков могут быть как положительными (поступления, притоки), так и отрицательными величинами (выплаты, оттоки).
Поток платежей, все члены которого – положительные величины, а временные интервалы между платежами одинаковы, называют финансовой рентой, или просто рентой (rent)[footnoteRef:6]. [6:  Иногда подобного рода поток платежей называют аннуитетом (annuity), что, строго говоря, применимо только к ежегодным выплатам.] 

Финансовая рента описывается следующими параметрами: член ренты – размер отдельного платежа; период ренты (rent period, payment period) – временной интервал между двумя последовательными платежами; срок ренты (term) – время от начала первого периода ренты до конца последнего; процентная ставка наращения (дисконтирования членов ренты); число платежей в году; способ начислений процентов; частота начислений процентов; параметры, характеризующие изменение размеров члена ренты во времени.
Если момент выплат платежей приходится на конец периода ренты, то такие ренты называют постнумерандо, или обыкновенными (ordinary annuity). Если платежи производятся в начале периодов, то их называют пренумерандо (annuity due)[footnoteRef:7]. На рисунке 2.1 схематически представлены потоки постнумерандо и пренумерандо. [7:  В некоторых случаях считают, что платежи или поступления денег имеют место в середине периодов.] 
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Рис. 2.1 – Графическое представление потоков
 постнумерандо и пренумерандо

По количеству выплат членов ренты на протяжении года ренты делятся на годовые (выплата раз в году) и р-срочные (р – количество выплат в году). Годовые и р-срочные относят дискретным рентам. В случае, если платежи производятся достаточно часто, то их можно рассматривать как непрерывные ренты.
По числу раз начислений процентов на протяжении года различают: ренты с ежегодным начислением, с начислением т раз в году, с непрерывным начислением[footnoteRef:8]. [8:  Моменты начисления процентов необязательно совпадают с моментами выплат членов ренты.] 

Если период ренты совпадает с периодом начисления процентов, то рента называется простой, в противном случае – общей.
По величине своих членов ренты делятся на постоянные (с одинаковыми размерами члена ренты) и переменные.
По вероятности выплат ренты делятся на верные (annuity certain) и условные (contingent annuity). Верные ренты подлежат безусловной уплате (например, при погашении кредита, когда число членов ренты заранее известно). Выплата условной ренты ставится в зависимость от наступления некоторого случайного события, число ее членов заранее неизвестно (например, пожизненная выплата пенсии).
По количеству членов различают ренты с конечным числом членов, или ограниченные ренты (их срок заранее оговорен), и бесконечные, или вечные ренты (perpetuity).
По соотношению начала срока ренты и какого-либо момента времени, упреждающего начало ренты (например, начало действия контракта или даты его заключения), ренты делятся на немедленные и отложенные, или отсроченные (deffered annuity). Пример отсроченной ренты – погашение долга в рассрочку после льготного периода.
Анализ потока платежей обычно предполагает расчет двух обобщающих характеристик: наращенной суммы или современной стоимости потока. Наращенная сумма (amount of cash flows) – это сумма всех членов потока платежей с начисленными на них к концу срока процентами[footnoteRef:9]. Современная стоимость потока платежей {present value of cash flows) – это сумму всех его членов, дисконтированных на начало срока ренты или некоторый упреждающий момент времени. [9:  Отметим, что наращенную сумму нельзя рассчитать для бесконечной ренты.] 

Из двух указанных обобщающих характеристик наибольшую роль в анализе производственных инвестиций играет современная стоимость потока платежей. Это объясняется прежде всего тем, что современная стоимость представляет собой «свертку» – обобщение в виде одного числа любой последовательности платежей и позволяет сравнивать потоки с различными сроками.
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Годовая рента постнумерандо предполагает, что постоянный платеж R вносится в конце года, длительность ренты п лет, годовая процентная ставка i, проценты сложные, начисление процентов производится  один раз в год. Тогда наращенная сумма равна

 	(2.1)
Здесь использовалась формула для суммы членов геометрической прогрессии. Множитель, на который умножается R, называется множителем наращения ренты. Обозначим его sn;i:

 				(2.2)
Пример 2.1. Рассчитать наращенную сумму для годовой ренты постнумерандо. Число платежей – 5, размер разового платежа – 100 тыс. руб. На поступившие взносы начисляются проценты по ставке 15% годовых.
Решение. 



Годовая рента c начислением процентов т раз в год предполагает, что платеж R вносится в конце каждого года, проценты сложные, начисление т раз в год, годовая процентная ставка i. В этом случае наращенная сумма равна

 (2.3)
Пример 2.2. Рассчитать наращенную сумму по данным примера 2.1 при условии, что проценты начисляются ежеквартально.
Решение. 


Для р-срочной ренты постнумерандо можно рассмотреть три варианта: 1) члены ренты выплачиваются р раз в году, проценты начисляются один раз в конце года (m=1); 2) число выплат р и начислений процентов в году m равно между собой (p=m); 3) наиболее общий случай – р-срочная рента с начислением процентов т раз в году[footnoteRef:10]. [10:  Отметим, что варианты 1 и 3 соответствуют общей ренте, а вариант 2 – простой ренте. ] 

1) Рента выплачивается р раз в году равными суммами, процент начисляется раз в конце года. Если годовая сумма платежей равна R, то каждый раз выплачивается R/p. Общее число членов ренты равно пр.

			 	(2.4)
Пример 2.3. Рассчитать наращенную сумму по данным примера 2.1 при условии, что платежи осуществляются ежеквартально, а проценты начисляются один раз в год
Решение. 


2) На практике наиболее часто встречаются случаи, когда число выплат в году равно числу начислений процентов: р = т.

			 	(2.5)
Пример 2.4. Рассчитать наращенную сумму по данным примера 2.1 при условии, что выплата членов ренты и начисление процентов производится поквартально.
Решение. 


3) Рассмотрим наиболее общий случай – р-срочная рента с начислением процентов т раз в году (pm). Общее количество членов ренты равно пр, величина члена ренты R/p.

			 	(2.6)
Пример 2.5. Рассчитать наращенную сумму по данным примера 2.1 при условии, что выплата членов ренты производится ежеквартально, начисление процентов ежемесячное.
Решение. 


Непрерывное начисление процентов. Для случая ежегодных платежей (p=1) постнумерандо с непрерывным начислением процентов формула наращенной суммы имеет вид

 		(2.7)
где  – сила роста.
Для р-срочной ренты с непрерывным начислением процентов

 			(2.8)
Пример 2.6. Рассчитать наращенную сумму по данным примера 2.1 при условии, что выплата членов ренты производится: а) раз в год; б) ежеквартально. Применяется непрерывное начисление процентов с силой роста 15%.
Решение. 

а) 

б) 
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Под современной стоимостью потока платежей понимают сумму дисконтированных членов этого потока на некоторый предшествующий момент времени.
Для случая годовой ренты современная стоимость ренты равна

 	(2.9)
где an; i – коэффициент приведения ренты.
На рисунке 2.2 приведен примерный график зависимости современной стоимости годовой ренты от n. Очевидно, что при увеличении срока ренты современная стоимость асимптотически стремится к величине R/i.
Пример 2.7. Рассчитать современную стоимость для годовой ренты постнумерандо. Число платежей – 5, размер разового платежа – 100 тыс. руб. На поступившие взносы начисляются проценты по ставке 15% годовых.
Решение. 


Таким образом, все будущие платежи оцениваются в начальный момент в сумме 335 215,5 руб. Иначе говоря, 335 215,5 руб., размещенных под 15% годовых, обеспечивают ежегодную выплату по 100 тыс. руб. в течение 5 лет.
 (
R
/
i
0
n
)







Рис.2.2 – График зависимости современной стоимости
 годовой ренты от n

Формула для расчета современной стоимости годовой ренты c начислением процентов т раз в год имеет вид

 		(2.10)
Для р-срочной ренты постнумерандо приведем три варианта формул.
1) Рента выплачивается р раз в году равными суммами, процент начисляется раз в конце года. Если годовая сумма платежей равна R, то каждый раз выплачивается R/p. Общее число членов ренты равно пр.

			 	(2.11)
2) Если число выплат в году равно числу начислений процентов: р = т, то

			 	(2.12)
3) р-срочная рента с начислением процентов т раз в году (pm). 

		 	(2.13)
Непрерывное начисление процентов. Для случая ежегодных платежей (p=1) постнумерандо с непрерывным начислением процентов формула современной стоимости имеет вид

 	(2.14)
Для р-срочной ренты с непрерывным начислением процентов

 			(2.15)
Зависимость между наращенной и современной стоимостью ренты. Можно показать, что для рент с ежегодным начислением процентов справедливо


 и 			(2.16)
Для рент с начислением процентов т раз в году имеем


 и 		(2.17)
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Постоянная рента описывается набором основных параметров – R, п, i и дополнительными условиями р, т. Выше были приведены формулы для расчета основных стоимостных характеристик постоянных рент – А и S. В ряде ситуаций по заданным величинам А или S необходимо рассчитать какой-либо неизвестный параметр.
Пример 2.8. Рассчитать размер ежемесячного платежа на накопительный счет, если требуется за два года накопить сумму для покупки автомобиля стоимостью два млн руб. Поток платежей постнумерандо. На поступившие взносы ежемесячно начисляются проценты по сложной ставке 15% годовых.
Решение. 

Зная наращенную сумму постоянной ренты согласно (2.5) можно записать 
Отсюда годовая сумма платежей равна R = 863 679,6. Тогда размер ежемесячного платежа R/p составит 71 973,3.
Пример 2.9. Рассчитать необходимое число платежей для накопления двух млн. руб., если ежемесячно предполагает вносить 10 тыс. руб. Поток платежей постнумерандо. На поступившие взносы ежеквартально начисляются проценты по сложной ставке 15% годовых. В случае необходимости можно скорректировать размер: а) последнего платежа; б) ежемесячного платежа.
Решение. 
Согласно (2.6) можно записать


где годовая сумма платежей равна R = 1210 000= 120 000. Тогда после очевидных преобразований срок ренты равен

лет.
Следовательно, общее число ежемесячных платежей составит N=12n =101,3727. Для удобства зададим число платежей N=101. Тогда наращенная сумма составит 


Для накопления ровно двух млн руб. можно либо скорректировать последний 101-й платеж (он должен быть равен 10 000 + (2 000 000 – 1 987 177,79) = 22 822,21 руб.), либо задать следующий размер ежемесячного платежа R/p=10 000(2 000 000/1 987 177,79)= 10 064,52 руб.
Пример 2.10. Долг в сумме один млн руб. погашается постоянной рентой с ежемесячными платежами в течение четырех лет. На остаток долга каждый месяц начисляются проценты по ставке 15% годовых. Рассчитать размер ежемесячного платежа. Поток платежей постнумерандо.
Решение. 
Зная современную стоимость ренты согласно (2.12) можно записать


Отсюда годовая сумма платежей равна R = 333 968,98 руб., а ежемесячный платеж R/p = 27 830,75 руб.
Пример 2.11. Долг в сумме один млн руб. погашается в течение четырех лет постоянной рентой с ежемесячными платежами 30 тыс. руб.. Рассчитать сложную годовую ставку (эффективную ставку), соответствующую данному потоку платежей. Поток платежей постнумерандо.
Решение. 
Годовая сумма платежей R = 360 000 руб. Тогда согласно (2.12) 


К сожалению, не удается аналитически найти неизвестное значение процентной ставки i. Для расчета значения ставки i можно использовать табличный процессор Microsoft Excel. В частности, в Excel имеются специализированные финансовые функции СТАВКА() (RATE), ВСД() (IRR) и ЧИСТВНДОХ() (XIRR), предназначенные для решения этой задачи (см. приложение). Кроме того, в Excel имеется универсальный инструмент для решения подобных задач – Подбор параметра. 
Введем данные на лист Excel согласно рис. 2.3.

[image: ]
Рис. 2.3. Данные и формулы на листе Excel для решения задачи 2.11.

На вкладке Данные в группе Работа с данными нажмите кнопку Анализ «что-если» [image: ] и выберите команду Подбор параметра… В поле Установить в ячейке введите ссылку на ячейку B2, в которой находится формула. В поле Значение введите 1000000. В поле Изменяя значение ячейки введите ссылку на ячейку B1, в которой находится значение ставки i. Нажмите кнопку ОК. Рассчитанная процентная ставка i = 19,19%.
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Рассмотрим методики расчета наращенных сумм и современных стоимостей для некоторых разновидностей дискретных постоянных рент.
Отсроченная (отложенная) рента предполагает, что рента выплачивается спустя h лет (льготный период) после некоторого начального момента времени. Такой сдвиг во времени никак не отражается на величине наращенной суммы, но требует корректировки величины современной стоимости ренты. В частности, для годовой ренты 

			(2.18)
где hA – современная стоимость отложенной на h лет ренты.
Пример 2.12. Первоначально график погашения долга предусматривал ежегодные платежи постнумерандо в размере 100 тыс. руб. в течение пяти лет. Годовая ставка 15%. В связи с неблагоприятными обстоятельствами у заемщика банк предоставил отсрочку на полгода. Оценить потери банка от предоставления отсрочки.
Решение. 
Современная стоимость немедленной ренты A=335 215,5 (см. пример 2.7). Современная стоимость отложенной ренты


Тогда потери банка составили 335 215,5 – 312 590,1 = 22 625,44.
Вечная рента предполагает, что поток платежей не ограничен во времени. Наращенная сумма вечной ренты равна бесконечно большой величине. Однако согласно (2.9) современная стоимость годовой ренты при n  

		 	(2.19)
Если проценты начисляются m раз в год, то современную стоимость вечной ренты находим на основании формулы (2.10):

 				(2.20)
Для случая р-срочной ренты с начислением процентов т раз в году (pm), используя формулу (2.13). получаем

		 	(2.21)

Понятие вечной ренты позволяет ответить на следующий вопрос – какую сумму можно в конце каждого года брать со счета неограниченно долго, если на счет в банк помещена сумма А, процентная ставка i, начисление раз в год. На основании формулы (2.18) получаем: R = iA.
Пример 2.13. Требуется выкупить вечную ренту, член которой равен 100 тыс. руб., выплачиваемых в конце каждого квартала. При расчете использовать годовую ставку 15% при ежегодном начислении процентов. 
Решение. 

Согласно (2.20) получаем  
Пример 2.14. Сравнить стоимость вечной ренты и потока платежей от владения облигацией. В обоих случаях платежи поступают раз в год в сумме 100 тыс. руб. Облигация выпущена на срок 50 лет. При расчете использовать годовую ставку 15% при ежегодном начислении процентов. 
Решение. 

Стоимость вечной ренты  

Стоимость облигации
Данный пример демонстрирует, что при больших сроках ренты и высоком уровне ставки для определения современной стоимости ограниченной ренты (с конечным числом членов) можно воспользоваться формулой (2.19) без заметной потери точности.
Рента с выплатами в середине периодов. В некоторых случаях возникают затруднения с определением моментов времени, к которым относятся платежи. В частности, это характерно для потоков платежей, связанных с поступлениями от производственных инвестиций. Зачастую в этом случае величина отдельного платежа может быть более или менее равномерно распределена во времени. В этом случае рекомендуется суммы поступлений за период относить к середине периодов. Наращенные суммы и современные стоимости таких рент находят путем умножения соответствующих обобщающих характеристик рент постнумерандо на множитель наращения за половину периода. Для современных стоимостей применяются следующие соотношения:

  при p=1, m=1,

  при p>1, m=1,

  при p=1, m>1,

  при p>1, m>1.
Пример 2.15. Рассчитать наращенную и современную стоимость потока платежей за пять лет, поступающих от эксплуатации автозаправки. Предполагается, что сумма поступлений за месяц составляет три млн. руб. и распределена равномерно в течение месяца. Годовая ставка 15%, начисления производятся ежеквартально. 
Решение. 
В данном случае n=5, p=12 и m=4. Тогда поправочный множитель, учитывающий отнесение платежей на середину периодов, равен



  млн руб.

  млн руб.
Рента с периодом платежей, превышающим год. При анализе производственных инвестиционных проектов иногда встречаются с рентами, члены которых выплачиваются с интервалами r, превышающими год. Определим наращенную сумму и современную стоимость таких рент при условии, что проценты начисляются m раз в год, первая выплата производится в конце года r. Для вывода соответствующих формул воспользуемся формулами (2.6) и (2.13) для p-срочной ренты. В нашем случае n – срок ренты, кратный r, p=1/r. Тогда

		(2.22)

		(2.23)
где rR – величина члена ренты.
Пример 2.16. Рассчитать наращенную и современную стоимость потока платежей за 10 лет, поступающих раз в два года. Предполагается, что величина одного платежа четыре млн. руб. Годовая ставка 15%, начисления производятся раз в год. 
Решение. 
В данном случае n=10, r=2 и m=1.
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Под рентой пренумерандо понимается рента с платежами в начале периодов. Очевидно, что каждый член такой ренты «работает» на один период больше, чем в ренте постнумерандо. Наращенную сумму пренумерандо будем обозначать , а современную стоимость – . 
Для годовой ренты с однократным начислением процентов


и                            (2.24)
Для годовой ренты с m-кратным начислением процентов


и                            (2.25)
Для p-срочных рент в общем случае получим:


и                            (2.26)
В частности, при p=m


и                            (2.27)
Пример 2.17. На накопительный счет ежемесячно вносится 10 тыс. руб. Проценты начисляют ежемесячно исходя из годовой ставки 15%. Сравнить наращенные суммы для потоков платежей постнумерандо и пренумерандо за период в два года.
Решение. 
Наращенная сумма для потоков платежей постнумерандо

 
Наращенная сумма для потоков платежей пренумерандо
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Если размеры членов потока платежей изменяются во времени, то мы имеем дело с переменной рентой. В общем случае обобщающие характеристики переменной ренты получают путем прямого счета.
Пример 2.18. В таблице приведены данные о потоке платежей.
	Дата платежа 
	0
	1
	2
	3
	4

	Размер платежа 
	–
	40 
	35 
	20 
	5 


Годовая ставка i=15%. Начисление процентов ежегодное (m=1). Рассчитать наращенную сумму и современную стоимость потока.
Решение. 


Для сравнения приведем подобный пример для постоянной ренты.
Пример 2.19. Рассчитать наращенную сумму и современную стоимость потока согласно данным примера 2.18. В таблице приведены данные о потоке платежей.
	Дата платежа 
	0
	1
	2
	3
	4

	Размер платежа 
	–
	25
	25
	25
	25


Решение. 


Рента с постоянным абсолютным приростом платежей. Изменения размеров членов ренты происходят здесь согласно арифметической прогрессии с первым членом R и разностью а . Члены ренты образуют последовательность
R, R + a, R + 2а, ..., R + (п – 1)а.
Величина t-го члена ренты равна R + (t – 1)а, t=1, 2, …, n.
Для ренты годовой постнумерандо получим:

                            (2.28)
Современную стоимость ренты легко получить, умножив формулу (2.28) на (1 + i)–n. В результате получим


                            (2.29)
Пример 2.20. Рассчитать наращенную сумму и современную стоимость потока согласно данным примера 2.18. В таблице приведены данные о потоке платежей.
	Дата платежа 
	0
	1
	2
	3
	4

	Размер платежа 
	–
	10 
	20 
	30 
	40 


Решение.
Платежи постнумерандо образуют регулярный во времени поток с параметрами R=10 и a=10. Тогда согласно (2.28)


Используя взаимозависимость А и S, находим


Переменная р-срочная рента с постоянным абсолютным приростом. Пусть R – базовая величина разовой выплаты, а – годовой прирост выплат. В этом случае последовательные выплаты равны


Отдельный член этого ряда находится как

 t=1, 2, …, pn.
Тогда для ренты постнумерандо получим

                      (2.30)

                      (2.31)
Пример 2.21. Рассчитать наращенную сумму и современную стоимость потока согласно данным примера 2.18. В таблице приведены данные о потоке платежей.
	Дата платежа 
	0
	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4

	Размер платежа 
	–
	5,5
	7,5
	9,5
	11,5
	13,5
	15,5
	17,5
	19,5


Решение.
Платежи постнумерандо образуют р-срочную ренту с постоянным абсолютным приростом. Параметры ренты: R=5,5; n=4; p=2 и a=4. Тогда согласно (2.30)


Используя взаимозависимость А и S, находим


Рента с постоянным темпом роста платежей. Поток таких платежей состоит из членов
R, Rq, Rq2, ..., Rqn–1,
где q – знаменатель прогрессии или темп роста.
Величина t-го члена ренты равна R qt–1, t=1, 2, …, n.
Для ренты постнумерандо можно записать

	                     (2.32)

	                     (2.33)

Пример 2.22. Рассчитать наращенную сумму и современную стоимость потока согласно данным примера 2.18. В таблице приведены данные о потоке платежей.
	Дата платежа 
	0
	1
	2
	3
	4

	Размер платежа 
	–
	20/3 
	40/3 
	80/3 
	160/3 


Решение.
Платежи постнумерандо образуют ренту с постоянным темпом роста платежей с параметрами R=20/3 и q=2. Тогда согласно (2.32) и (2.33)


Рента p-срочная с постоянным темпом роста платежей. Платежи производятся p раз в году постнумерандо. Проценты начисляются раз в году по ставке i. Поток платежей имеет вид
R, Rq, Rq2, ..., Rqpn–1.
Величина t-го члена ренты равна R qt–1, t=1, 2, …, pn.
Отсюда наращенная сумма

	                     (2.34)
Для современной величины такой ренты находим

                     (2.35)
Пример 2.23. Рассчитать наращенную сумму и современную стоимость потока согласно данным примера 2.18. В таблице приведены данные о потоке платежей.
	Дата платежа 
	0
	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4

	Размер платежа 
	–
	8,00
	9,00
	10,11
	11,37
	12,79
	14,38
	16,17
	18,18


Решение.
Платежи постнумерандо образуют р-срочную ренту с постоянным темпом роста платежей. Параметры ренты: R=8; n=4; p=2 и q=1,124425. Согласно (2.34) и (2.35)




Отметим следующую особенность примеров 2.18-2.23, рассмотренных в данном параграфе, – сумма членов ренты равна 100. Отсюда с очевидностью можно сделать вывод, что «перенос» суммы платежей на более ранние сроки приводит к увеличению наращенной суммы и современной стоимости ренты, и наоборот, «перенос» суммы платежей на более поздние сроки – к уменьшению.
[bookmark: _Toc73448675]2.8. Непрерывные ренты
Рассмотренные выше ренты представляют собой различные варианты дискретной ренты, так как члены потока платежей поступают дискретно через равные интервалы времени. Однако в некоторых случаях, когда интервалы времени между членами потока платежей достаточно малы, такой поток можно рассматривать как непрерывный. Отметим, что для непрерывной ренты различие между рентами постнумерандо и пренумерандо исчезает.
Постоянная непрерывная рента может быть описана как p-срочная рента с начислением процентов один раз в год (m=1) при р → ∞. Отсюда следует, что формула для наращенной суммы имеет вид (см. формулу (2.6))

                     (2.36)
Аналогично (см. формулу (2.13))

 [footnoteRef:11]         (2.37) [11:  Часто в формулах (2.36) и (2.37) вместо обозначения i  для процентной ставки используют обозначение , называемое силой роста.] 

Пример 2.23. Рассчитать стоимость непрерывной ренты, связанной с эксплуатацией бизнес-центра. Ожидаемые доходы составляют 100 млн руб. в год при сроке эксплуатации 20 лет. При расчете использовать процентную ставку 15%. Начисление процентов один раз в год.
Решение.


Рассмотрим случай, когда поступление платежей и начисление процентов происходят непрерывно. Эту ситуацию можно описать с использованием p-срочной ренты, когда p=m → ∞. Тогда получаем (см. формулу (2.5))

   (2.38)
Для современной стоимости 

  (2.39)
Пример 2.24. Решить задачу 2.23 при условии, что начисление процентов происходит непрерывно.
Решение.


Нахождение параметров постоянных непрерывных рент.
Постоянная непрерывная рента описывается набором основных параметров – R, п, i. В случае необходимости по заданным величинам А или S можно рассчитать какие-либо неизвестные параметра такой ренты.
Пример 2.25. Рассчитать размер суммарного годового платежа на накопительный счет, если требуется за два года накопить сумму для покупки автомобиля стоимостью два млн руб. Платежи в течение года осуществляются непрерывно и равномерно. На поступившие взносы непрерывно проценты по ставке (силе роста) 15% годовых.
Решение. 

Согласно (2.38) можно записать 
Отсюда годовая сумма платежей равна R = 857 488,77 (сравните с примером 2.8).
Пример 2.26. Рассчитать необходимый срок непрерывной ренты для накопления двух млн. руб., если годовая сумма платежей будет равна 120 тыс. руб. Поток платежей и начисление процентов непрерывные. Сила роста 15% годовых. В случае необходимости можно скорректировать размер: а) последнего платежа; б) годовой суммы платежей.
Решение. 
Согласно (2.38) можно записать


После очевидных преобразований срок ренты равен

лет.
Пусть срок ренты 8 лет. Тогда наращенная сумма составит 


Для накопления ровно двух млн руб. можно либо скорректировать последний платеж на (2 000 000 – 1 856 093,54 = 143 906,46 руб.), либо задать следующий размер годовой суммы платежей R=120 000(2 000 000/1 856 093,54)= 129 303,83  руб. Сравните с примером 2.9.
Пример 2.27. Долг в сумме один млн руб. погашается непрерывной постоянной рентой с годовой суммой платежей 360 тыс. руб. в течение четырех лет. Рассчитать силу роста (эффективную ставку), соответствующую данному потоку платежей, если проценты начисляются непрерывно.
Решение. 
Согласно (2.36) 


По аналогии с примером 2.11 используем средство Excel – Подбор параметра. Введем данные на лист Excel согласно рис. 2.4.

[image: ]
Рис. 2.4. Данные и формулы на листе Excel для решения задачи 2.27.

В окне Подбор параметра… в поле Установить в ячейке введите ссылку на ячейку B2, в которой находится формула. В поле Значение введите 1000000. В поле Изменяя значение ячейки введите ссылку на ячейку B1, в которой находится значение ставки i. Нажмите кнопку ОК. Рассчитанная сила роста i = 19,49%. Сравните с примером 2.11.
Пример 2.28. Решить задачу 2.27 при условии, что проценты начисляются один раз в год..
Решение. 

Согласно (2.37) получаем 
С помощью Подбора параметра получим значение i=21,52%.
Непрерывные переменные ренты. Для непрерывных постоянных рент предполагалось, что годовая сумма платежей R непрерывно и равномерно распределена в пределах года. В общем случае же поток платежей непрерывен и описывается некоторой функцией Rt = f(t).
Тогда наращенная сумма определяется следующим образом

  	 (2.40)
Для современной стоимости получаем 

			  (2.41)
Очевидно, что в данном случае справедливо соотношение

  				 (2.42)
Линейно изменяющийся непрерывный поток платежей описывается функцией

  				 (2.43)
Тогда современная стоимость ренты

		  (2.44)
Наращенную сумму находят в соответствии с (2.42).
Пример 2.29. Прогнозируется, что динамика изменения взносов в резервный фонд предприятия в ближайшие годы будет описываться функцией Rt = 25 + 2t (млн руб.). Определить наращенную сумму через три года, если сила роста i = 10%, проценты начисляются непрерывно.
Решение. 




Экспоненциальный рост платежей описывается функцией

  				 (2.45)
Современная стоимость ренты находится по формуле

		  (2.46)
Для расчета наращенной суммы применяют соотношение (2.42).
Пример 2.30. Решить задачу 2.29 при условии, что динамика изменения взносов в резервный фонд предприятия в ближайшие годы будет описываться функцией Rt = 25e0,05t (млн руб.).
Решение. 




[bookmark: _Toc73448676]2.9. Потоки платежей по схеме простых процентов
В большинстве случаев в финансовых операциях, предусматривающих последовательные платежи, используется сложная процентная ставка. Однако, в некоторых случаях начисление может осуществляться по простым процентным ставкам. Например, это справедливо для портфеля ценных бумаг, составленного из облигаций с различными сроками погашения. Поток платежей, порождаемый выплатами номинала облигаций при их погашении, необходимо рассматривать как поток платежей по схеме простых процентов.
Особенностью данной схемы является то, что проценты за период начисляются лишь на основной (инвестированный) капитал, т.е. проценты на проценты предыдущих (прошлых) периодов не начисляются. 
Для потока платежей по схеме простого процента также рассчитываются стандартные обобщающие характеристики, основанные на суммировании наращенных сумм или современных стоимостей отдельных членов потока платежей.
Годовая рента постнумерандо предполагает, что постоянный платеж R вносится в конце года, длительность ренты п лет, годовая процентная ставка i, проценты простые, начисление процентов производится один раз в год. Тогда

 (2.47)

               (2.48)
Для ренты пренумерандо можно записать

 (2.49)

  (2.50)
В случае p-срочной ренты, когда p=m для ренты постнумерандо имеем 

(2.51)

               (2.52)
Для p-срочной ренты пренумерандо (p=m)

(2.53)


(2.54)
Необходимо отметить, что в отличие от сложного процента, для простой ставки, равенства (2.16) и (2.17) не выполняются, т.е. наращенная сумма S в этом случае не получается как результат начисления простого процента на начальный вклад, равный современной стоимости A.
Пример 2.31. Инвестор намерен обеспечить себе поток доходов 50 тыс. руб. в год на ближайшие пять лет. Для этого ему предлагается приобрести бескупонные облигации с погашением через год, два и т.д. Номинал облигаций 1000 руб. с простой ставкой 15% годовых. Рассчитать сумму, которую должен вложить инвестор в портфель облигаций.
Решение. 
Согласно (2.48)


Пример 2.32. Рассчитать наращенную сумму на накопительном счете за три года, если ежемесячно на счет вносится 10 тыс. руб. Применяется простая ставка 15% с ежемесячным начислением. Поток платежей  пренумерандо.
Решение. 
Согласно (2.53)


Переменные ренты. Для расчета наращенных сумм переменных рент можно использовать две модели: модель мультисчета и бинарную модель.
Модель мультисчета предполагает, что для каждой операции с накопительным счетом (открытие, пополнение, изъятие) необходимо открывать отдельный субсчет (минисчет). Расчет наращенной суммы производится для каждого субсчета отдельно. Итоговая наращенная сумма на накопительном счете равна сумме наращенных сумм всех субсчетов.
Пример 2.33. При открытии накопительного счета клиент внес сумма 1 000 руб. Каждые три месяца проводилась некоторая операция со счетом: внесено 400 руб.; изъято 900 руб.; внесено 800 руб. Через три месяца после последней операции счет был закрыт. Какую сумму получил клиент при закрытии счета, если простая процентная ставка 20%?
Решение. 
Всего необходимо рассмотреть четыре субсчета.
S1 = 1 000(1+0,2) = 1 200.
S2 = 400(1+9/120,2) = 460.
S3 = –900(1+6/120,2)  = –990.
S4 = 800(1+3/120,2)  = 840.
S = S1+S2+S3+S4 = 1510.

Бинарная модель требует разделения накопительного счета на два счета: счет капитала (основной счет), который определяется только вносимыми суммами, и процентный счет, учитывающий начисленные на инвестированный капитал проценты. В рамках биноминальной модели для выполнения необходимых расчетов может применяться одно из двух правил: коммерческое правило (Merchant’s Rule) или актуарное правило (Actuarial method). 
Согласно коммерческому правилу все вложения и изъятия относят только к счету капитала, а процентный счет при этом не изменяется. Актуарное правило предполагает, что изъятие всегда начинается с процентного счета.
Пример 2.34. Решить задачу 2.33 с использованием коммерческого и актуарного правил.
Решение. 
Ход решения представлен в таблицах 2.1 и 2.2.
Таблица 2.1 – Пример использования коммерческого правила
	Месяц
	Счет
 капитала
	Начисленные
 проценты
	Проценты нарастающим итогом
	Итого

	0
	1 000
	–
	–
	1 000

	3
	1 400
	50
	50
	1 450

	6
	500
	70
	120
	620

	9
	1 300
	25
	145
	1 445

	12
	1 300
	65
	210
	1 510


Таким образом, результаты  применения мультисчета и коммерческого правила совпадают.
Таблица 2.2 – Пример использования актуарного правила
	Месяц
	Счет
 капитала
	Начисленные
 проценты
	Проценты нарастающим итогом
	Итого

	0
	1 000
	
	0
	1 000

	3
	1 400
	50
	50
	1 450

	6
	620
	70
	0
	620

	9
	1 420
	31
	31
	1 451

	12
	1 420
	71
	102
	1 522


Пояснение к таблице 2.2. К шестому месяцу на процентном счете накопилось 120 руб. Поэтому при изъятии 900 руб. в первую очередь деньги были сняты с процентного счета, а недостающая сумма 900‑120 = 780 руб. была снята со счета капитала. В результате на счете капитала осталось 1 400 – 780 = 620 руб. 
Данный пример наглядно демонстрирует, что актуарное правило по сравнению с коммерческим обеспечивает несколько большую величину наращенной суммы на накопительном счете.

Актуарное правило применяется в основном в операциях со сроком более года, а коммерческое правило используется в сделках со сроком не более года. При начислении процентов в обоих методах обычно используются простые проценты с приближенным числом дней (360/360).
Если условиями договора предусмотрено, что снимаемая сумма может быть больше основной, то это означает, что вкладчик становится должником банка. На практике такая возможность реализуется в так называемом конкоррентном счете, который позволяет его владельцу иметь овердрафт (временный отрицательный баланс). Однако, процентная ставка, которая в этом случае становится для банка ставкой по кредиту, обычно существенно больше, чем ставка по положительному балансу, т. е. депозитной ставки.

Пример 2.35. Решить задачу 2.34 с использованием коммерческого актуарного правил, если сумма изъятия будет – 1 600 руб. Процент по овердрафту – 45% годовых.
Решение. 
Ход решения представлен в таблицах 2.3 и 2.4.
Таблица 2.3 – Пример использования коммерческого правила при овердрафте
	Месяц
	Счет
 капитала
	Начисленные
 проценты
	Проценты нарастающим итогом
	Итого

	0
	1 000
	
	
	1 000

	3
	1 400
	50
	50
	1 450

	6
	–200
	70
	120
	–80

	9
	600
	–22,5
	97,5
	697,5

	12
	600
	30
	127,5
	727,5


Пояснение к таблице 2.3. Счет капитала в шестом месяце принял отрицательное значение, так как произошло изъятие 1 600 руб. (1 400–1 600=–200). Для расчета начисленных процентов в девятом месяце использовалась формула –2000,45/4 = –22,5. 
Таблица 2.4 – Пример использования актуарного правила при овердрафте
	Месяц
	Счет
 капитала
	Начисленные
 проценты
	Проценты нарастающим итогом
	Итого

	0
	1 000
	–
	–
	1 000

	3
	1 400
	50
	50
	1 450

	6
	–80
	70
	–
	–80

	9
	720
	–9
	–9
	711

	12
	720
	36
	27
	747


Пояснение к таблице 2.4. Счет капитала в шестом месяце принял отрицательное значение –80 руб., так как произошло изъятие 1 600 руб., в том числе с 120 руб. с процентного счета и 1 400 руб. со счета капитала (120 + 1 400 – 1 600 = –80). Для расчета начисленных процентов в девятом месяце использовалась формула –800,45/4 = –9. 
[bookmark: _Toc73448677]2.10. Конверсия рент
На практике в некоторых случаях вследствие тех или иных обстоятельств возникает необходимость изменения условий исполнения договора. В частности, это может выражаться в изменении условий выплаты ренты. В этом случае говорят о конверсии ренты. В большинстве практически значимых случаях конверсия должна осуществляться с соблюдением принципа финансовой эквивалентности[footnoteRef:12]. Две ренты эквивалентны в финансовом смысле, если у них одинаковая современная стоимость. [12:  В некоторых случаях конверсия может предусматривать облегчение финансового бремени для одной из сторон финансовой операции (естественно, при согласии каждой из участвующих сторон).] 

Примерами конверсии являются:
· выкуп ренты – рента заменяется разовым платежом;
· рассрочка платежа – замена разового платежа рентой;
· консолидация рент – объединение нескольких рент с разными характеристиками в одну;
·  реструктуризация задолженности предусматривает смягчение условий погашения долга;
· замена немедленной ренты на отсроченную;
· замена годовой ренты на p-срочную и т.п.
Пример 2.36. Две ренты постнумерндо заменяются одной.
Параметры первой ренты: ежеквартальный платеж 25 тыс. руб.; срок ренты n1=6 лет.
Параметры второй ренты: годовая рента с платежом 90 тыс. руб.; срок ренты n2=3 года.
Консолидированная постнумерандо рента должна иметь размер ежемесячного платежа не более 10 тыс. руб. и первый платеж должен быть отложен на шесть месяцев (полгода). Для расчетов используется ставка сложных процентов 15%.
Решение. 
Совокупная современная стоимость первой и второй рент составит


Тогда для консолидированный ренты можно записать


Отсюда найдем срок ренты n=9,311 лет или 111,73 месяцев. Округлим число ежемесячных платежей до 112. Тогда современная стоимость консолидированной ренты


Так как эта величина превышает современную стоимость консолидируемых рент, поэтому можно скорректировать первый платеж, который наступит через семь[footnoteRef:13] месяцев. Этот платеж нужно уменьшить на величину [13:  Семь месяцев обусловлено тем, что рента постнумерандо отложена на шесть месяцев.] 



Таким образом, первый платеж можно уменьшить на 675,65 руб.
Эквивалентный результат получим, если уменьшим последний платеж на величину


[bookmark: _Toc73448678]Задачи для самостоятельного решения к главе 2
Задача 2.1. Рассчитать современную и будущую стоимости аннуитета за 5 лет, если величина каждого отдельного платежа 2700 руб., сложная годовая процентная ставка 6%, платежи осуществляются в конце каждого года.
Задача 2.2. Инвестор предполагает накопить в течение 6 лет на счете в банке 500 тыс. руб. Платежи осуществляются в начале каждого года при сложной процентной ставке 10%. Рассчитать величину каждого платежа.
Задача 2.3. Инвестор предполагает накопить на счете в банке 880 тыс. руб. Планируется, что платежи в размере не более 60 тыс. руб. осуществляются в начале каждого года при годовой процентной ставке 7%. Рассчитать общее число платежей и величину каждого платежа.
Задача 2.4. Решить задачу 3 при условии, что платежи осуществляются в начале каждого квартала и размер каждого платежа не более 30 тыс. руб.
Задача 2.5. Арендодатель рассматривает следующие схемы оплаты аренды за 3 года: 1) 730 тыс. руб. в конце каждого года; 2) 182 тыс. руб. в конце каждого квартала; 3) 60 тыс. руб. в конце каждого месяца. Выбрать наиболее предпочтительный вариант, если банковская годовая ставка 15%.
Задача 2.6. Рассчитать современную стоимость потока платежей, если в первые 2 года выплачивается по 350 тыс. руб., а в следующие 5 года – по 450 тыс. руб. Выплаты производятся в конце каждого года. Годовая ставка 13%.
Задача 2.7. Здание сдано в аренду на 8 лет. Предлагается две схемы платежей: 1) арендная плата в первый год составит 700 тыс. руб., а затем ежегодно увеличивается на 200 тыс. руб.; 2) в первый год выплачивается 650 тыс. руб., а затем ежегодно увеличивается на 25%. Арендодатель должен выбрать наилучшую схему, если годовая процентная ставка 13%. Платежи производятся в начале года.
Задача 2.8. Первоначально предполагалось, что платежи будут осуществляться ежегодно в течение 10 лет в размере 450 тыс. руб. Рассчитать величину ежегодного платежа, если число платежей составит 8. Годовая процентная ставка 10%.
Задача 2.9. Рассчитать платежи аннуитета, консолидирующего два аннуитета.
Платежи по первому аннуитету составляют 39 тыс. руб. ежемесячно в течение 3 лет (платежи в начале месяца, годовая процентная ставка 14%).
Платежи по второму аннуитету составляют 440 тыс. руб. ежегодно в течение 5 лет (платежи в конце года, годовая процентная ставка 8%).
Консолидированный аннуитет предполагается выплачивать в течение 5 лет ежеквартально (платежи в конце квартала, годовая процентная ставка 11%).
Задача 2.10. Стоит ли покупать за 100 тыс. руб. ценную бумагу, по ней если ежегодно выплачивается 20 тыс. руб в течение семи лет, если годовая ставка 10 %, а начисление по полугодиям?
Задача 2.11. Две строительные компании предлагают проекты постройки жилого дома. Первая планирует закончить строительство за два года и просит инвестиции 150 и 250 млн руб. ежегодно. Вторая планирует срок строительства три года и запрашивает инвестиции, соответственно, 70, 120, 180 млн руб. В настоящее время квартиры в таком же доме стоили бы 600 млн руб. Каждый год жилье дорожает на 8%. Какой из проектов выгоднее, если годовая ставка 15 %? Считать, что все платежи равномерно распределены в пределах года. Начисление происходит один раз в год.
Задача 2.12. В течение пяти лет каждые полгода в банк вносится по 10 тыс. руб. по схеме постнумерандо. Банк начисляет 12 % годовых каждые полгода. Какая сумма будет на счету в конце срока?
Задача 2.13. Раз в полгода делается взнос в банк по схеме постнумерандо в размере 10 тыс. руб. на условиях 8 % годовых с капитализацией, начисляемых каждые шесть месяцев. Какая сумма будет на счету через три года? Как изменится эта сумма, если проценты будут начисляться один раз в год?
Задача 2.14. Облигации федерального займа гарантируют получение купонного дохода ежеквартально в размере 18 руб. в течение 30 лет. Есть ли смысл покупать облигации по 1 000 руб. или лучше разместить деньги на депозите в банке под 6,5 % годовых с капитализацией, начисление ежеквартальное?
Задача 2.15. Замените годовую ренту с годовым платежом 15 тыс. руб. и длительностью 10 лет на пятилетнюю, годовая ставка 12 %.
Задача 2.16. Вам предложено инвестировать 100 000 руб. сроком на пять лет при условии возврата этой суммы частями, ежегодно по 20 000 руб. По истечении срока выплачивается вознаграждение 30 000 руб. Принимать ли это предложение, если можно открыть вклад в банке под 12%, начисление каждый месяц?
Задача 2.17. Замените годовую ренту с ежемесячным платежом 2000 руб.  и длительностью 10 лет пятилетней годовой рентой. Ставка процента 12 % в год.
Задача 2.18. Объединяются две ренты со сроками 5 и 8 лет. Члены рент равны, соответственно, 4 и 3 млн руб. Процентная ставка 10% годовых. Член консолидированной ренты должен быть не более 2 млн руб. Процентная ставка сохраняется. Определите срок новой ренты.
Задача 2.19. При открытии накопительного счета была размещена сумма 100 тыс. руб. Начисления по накопительному счету производятся ежемесячно под простую ставку 12%. Какая будет сумма на счете через год, если вкладчик через три месяца вносит 50 тыс. руб, а еще через два месяца снимает со счета 70 тыс. руб.? Расчеты выполнить для модели мультисчета, а также для коммерческого и актуарного правил.
Задача 2.20.  Для потока платежей по накопительному счету 2 000, –600, 800 найти современную стоимость и наращенную сумму через три года, если платежи осуществляются ежегодно пренумерандо. Ставка простого процента равна 15%.
Задача 2.21. По накопительному счету, открытому с простой ставкой 15% годовых, допускается овердрафт. Простой процент за овердрафт составляет 25%. Начисления производятся раз в квартал. При открытии счета было размещено 200 тыс. руб. Через три месяца счет пополнился на 50 тыс. руб. Еще через три месяца было изъято 400 тыс. руб. Затем через три месяца на счет было внесено 300 тыс. руб. Какая будет сумма на счете через год? Расчеты выполнить для коммерческого и актуарного правил.


[bookmark: _Toc73448679]3. КРЕДИТНЫЕ РАСЧЕТЫ
[bookmark: _Toc73448680]3.1. Основные понятия
Кредит (заем)[footnoteRef:14] – финансовая операция, заключающаяся в том, что в долг берутся деньги с условием их возврата в назначенный срок и уплаты процентов по ним. Таким образом, кредитные операции должны осуществляться на принципах возвратности, срочности и платности. Тот, кто дает деньги, называется кредитор (заимодавец), кто берет – дебитор (заемщик). Хотя категории «кредит» и «заем» близки по смыслу, однако между ними существуют отличия, что отражено в главе 42 «Заем и кредит» Гражданского кодекса РФ. [14:  Необходимо отличать категории «кредит» и «заем» от категории «ссуда». Согласно статье 689 Гражданского кодекса РФ договор ссуды представляет собой договор безвозмездного пользования.] 

В качестве кредитора может выступать исключительно юридическое лицо (банк или иная кредитная организация), обладающая лицензией Центрального банка РФ. В отличие от кредита, займ могут выдавать как юридические лица, так и физические лица.
Предметом кредитных операций могут быть исключительно денежные средства, тогда как взаймы можно взять деньги или вещи, которые можно отнести к потребляемым предметам. Таким образом, предметом займа не могут быть уникальные непотребляемые вещи (например, природные объекты, земля, здания, произведения искусства и т.п.).
Кредитный договор обязательно заключается в письменной форме. Договор займа между гражданами должен быть заключен в письменной форме (договор или долговая расписка), если его сумма превышает десять тысяч рублей, а в случае, когда займодавцем является юридическое лицо, – независимо от суммы. Также допускается заключение договора займа в устной форме.
[bookmark: dst204][bookmark: dst101449][bookmark: dst205][bookmark: dst101450]Выдача кредита обязательно предполагает получение вознаграждения в виде процентных платежей. Договор займа предполагается беспроцентным, если в нем прямо не предусмотрено иное, в случаях, когда договор заключен между гражданами на сумму, не превышающую ста тысяч рублей, или когда заемщику передаются не деньги, а вещи.
В данной главе в дальнейшем мы будем рассматривать только кредитные операции, однако необходимо отметить, что изложенные методы кредитных расчетов будут справедливы и для займов, выданных в денежной форме с обязательством уплаты процентов.
Существует две основные формы кредита: коммерческий и банковский.
Коммерческий кредит связан с исполнением договоров, которые предусматривают передачу в собственность другой стороне денежных сумм или других вещей. Коммерческий кредит может предоставлять как продавец (в виде отсрочки и рассрочки платежа), так и покупатель (в виде предоплаты и аванса).
Банковский кредит предоставляется банками или иными кредитными организациями в денежной форме на условиях возвратности, срочности и платности. По целевому назначению можно выделить потребительские, ипотечные, образовательные, нецелевые и другие виды банковских кредитов.
[bookmark: _Toc73448681]3.2. Схемы погашения кредитов
Можно выделить три цели проведения кредитных расчетов:
1. разработка плана погашения кредита;
2. оценка стоимости долга с учетом всех поступлений для его досрочного погашения;
3. анализ доходности (эффективности) финансовой операции для кредитора.
Разработка плана погашения кредита заключается в составлении графика  периодических платежей должника. Такие расходы должника называют срочными уплатами (debt service). Срочные уплаты включают как процентные платежи, так и средства, предназначенные для погашения основного долга.
При проведении кредитных расчетов используем следующие обозначения: D – сумма долга; Yt – срочная уплата в t-м периоде; Dt – расходы по погашению основного долга в t-м периоде; Pt – остаток основного долга в t-м периоде; It – проценты по кредиту в t-м периоде (в денежных единицах); i –  ставка процента по кредиту (простая, сложная или учетная ставка); m – сколько раз в год начисляются проценты (будем полагать, что число платежей в год p=m); п – срок кредита; L – продолжительность льготного периода.
Известно множество способов погашения кредита, которые определяются условиями кредитного договора. Погашение кредита может производиться как одним платежом в конце срока кредита, так и с использованием потоков платежей. В последнем случае можно говорить об амортизации кредита (loan amortization).
При выполнении кредитных расчетов должен соблюдаться принцип финансовой эквивалентности, т.е. современная стоимость потока срочных уплат должна быть эквивалентна величине долга[footnoteRef:15]. [15:  Допускается несоблюдение принципа финансовой эквивалентности при предоставлении льготных кредитов.] 


		   (3.1)
В дальнейшем будем рассматривать только варианты погашения кредита потоком платежей постнумерандо.
[bookmark: _Toc73448682]3.2.1. Погашение кредита одним платежом в конце срока кредита
Пусть кредит D выдан на n лет под i процентов в год, проценты сложные, начисление m раз в году. В простейшем случае кредит погашается одним платежом в конце срока предоставления. Этот платеж состоит из двух частей: возврата основного долга D и выплаты процентов I.

		   (3.2)
Формально данную схему погашения кредита можно описать следующим потоком платежей:
D1= D2=…=Dmn-1=0, Dmn=D;

I1= I2=…=Imn-1=0, 

Y1=Y2=…=Ymn-1=0, 
P1=P2=…=Pmn=D.

[bookmark: _Toc73448683]3.2.2. Погашение основного долга одним платежом
К моменту первого платежа долг возрастает до величины D + Di/m. Процентные деньги Di/m выплачиваются, а величина долга становится опять равной D. Последующие срочные уплаты Yt будут также включать только процентные деньги Di/m. Исключение составляет только последний платеж 

		   (3.3)
В этой схеме кредит обслуживается равными процентными выплатами и разовым погашением основного долга одним платежом в конце срока:
D1= D2=…=Dmn-1=0, Dmn=D;
I1= I2=…= Imn=Di/m;
Y1=Y2=…=Ymn-1= Di/m, Ymn=D + Di/m;
P1=P2=…=Pmn=D.

[bookmark: _Toc73448684]3.2.3. Погашение основного долга равными платежами
Так как число платежей равно mn, поэтому сумма, идущая на погашение основного долга для отдельного платежа, составит


В результате размер долга последовательно сокращается:


Тогда проценты образуют убывающую арифметическую прогрессию: 


В результате получим

	(3.4)
[bookmark: _Toc73448685]3.2.4. Погашение кредита равными срочными уплатами
Так как все срочные уплаты Yt равны между собой, то мы имеем p-срочную ренту с годовым размером платежей mY. Согласно принципу финансовой эквивалентности (3.1) и с учетом формулы (2.12) для расчета современной стоимости p-срочной ренты получим 


Отсюда

			(3.5)
Согласно этой схеме погашения кредита из суммы срочного платежа прежде всего выплачиваются проценты, а остаток идет на погашение долга.
Для первого платежа можно записать


Для второго платежа получим 


Для t-го платежа

	(3.6)
Можно показать, что погасительные платежи Dt увеличиваются со временем и образуют геометрическую прогрессию[footnoteRef:16] [16:  В связи с этим рассматриваемый метод погашения называют
прогрессивным.] 


		(3.7)

		(3.8)
Пример 3.1. Кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок два года под 15% годовых (сложные проценты). Срочные уплаты совершаются ежеквартально. Рассчитать размеры срочных уплат, процентных и погасительных платежей для различных схем погашения кредита.
Решение. 
Результаты решения приведены в таблице 3.1.
Пояснения к таблице 3.1.
Один платеж в конце срока кредита.


Погашение основного долга одним платежом
It=1000,15/4=3,75.
Погашение основного долга равными платежами
Dt=100/8=12,50;
I1=1000,15/4=3,75;
I2=(100–12,50)0,15/4= 3,28;
I3=(100–12,50–12,50)0,15/4= 2,81 и т.д.
Погашение кредита равными срочными уплатами


I1=1000,15/4=3,75;
D1=14,70 – 3,75=10,95;
I2=(100–10,95)0,15/4= 3,34;
D2=14,70 – 3,34=11,36;
I3=(100–10,95–11,36)0,15/4= 2,91;
D3=14,70 – 2,91=11,79 и т.д.



Таблица 3.1. Пример расчета срочных уплат, процентных и погасительных платежей для различных схем погашения кредита
	Квартал
	Один платеж в конце срока кредита
	Погашение основного долга одним платежом
	Погашение основного долга равными платежами
	Погашение кредита равными срочными уплатами

	
	Yt
	It
	Dt
	Yt
	It
	Dt
	Yt
	It
	Dt
	Yt
	It
	Dt

	1
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	16,25
	3,75
	12,50
	14,70
	3,75
	10,95

	2
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	15,78
	3,28
	12,50
	14,70
	3,34
	11,36

	3
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	15,31
	2,81
	12,50
	14,70
	2,91
	11,79

	4
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	14,84
	2,34
	12,50
	14,70
	2,47
	12,23

	5
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	14,38
	1,88
	12,50
	14,70
	2,01
	12,69

	6
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	13,91
	1,41
	12,50
	14,70
	1,54
	13,16

	7
	0
	0
	0
	3,75
	3,75
	0
	13,44
	0,94
	12,50
	14,70
	1,04
	13,66

	8
	134,25
	34,25
	100
	103,75
	3,75
	100,00
	12,97
	0,47
	12,50
	14,70
	0,53
	14,17

	Итого
	134,25
	34,25
	100
	130,00
	30,00
	100,00
	116,88
	16,88
	100,00
	117,60
	17,60
	100,00






Результаты, приведенные в данной таблице, показывают, что в итоге наибольшую сумму придется уплатить при погашении кредита одним платежом в конце срока.
Наименьшая итоговая сумма будет уплачена при погашении основного долга равными платежами. Однако, как мы только что убедились, в начале срока срочные уплаты погашения выше, чем в конце его, что часто является нежелательным для должника.
На практике наиболее распространенной схемой является погашение кредита равными срочными уплатами. Данная схема достаточно удобна для кредитора и заемщика, так как все срочные уплаты одинаковые, однако можно заметить, что итоговая сумма, затраченная на обслуживание кредита несколько больше, чем при погашении основного долга равными платежами.
Необходимо отметить, что хотя итоговые суммы для различных схем не совпадают, однако во всех рассмотренных случаях соблюдается принцип финансовой эквивалентности, так как современные стоимости потоков платежей равны сумме кредита 100 тыс. руб.
[bookmark: _Toc73448686]3.2.5. Создание погасительного фонда
Если у заемщика имеется возможность разместить денежные средства в некотором фонде под проценты, превышающие ставку кредитного процента, то целесообразно создание погасительного фонда, в котором будут накапливаться денежные средства. В этом случае заемщик имеет возможность вернуть сумму долга в конце срока в виде разового платежа. Необходимость формирования погасительного фонда может быть указана в кредитном договоре в качестве гарантии погашения кредита. На практике погасительный фонд может создаваться и для других целей – для накопления средств, предназначенных для обновления основных фондов, реализации инвестиционных проектов, проведения НИОКР и т.п. 
Сумма взносов в фонд вместе с начисленными процентами, накопленная в погасительном фонде к концу срока (наращенная сумма), должна равняться сумме кредита.
Постоянные взносы в погасительный фонд. Пусть финансовые возможности заемщика позволяют ему совершать срочные уплаты, которые превышают процентную выплату Di/m. Так как предполагается, что проценты, начисляемые погасительным фондом, превышают ставку кредитного процента, необходимо остаток средств вкладывать в данный фонд. В этом случае постоянная срочная уплата равна

			(3.9)
где R – сумма годовых платежей в погасительный фонд, а R/m, соответственно, сумма одного платежа. 
Платежи в погасительный фонд образуют p-срочную ренту, поэтому можно записать с учетом (2.5)


где g – процентная ставка погасительного фонда (g>i).
Тогда получаем

			 	(3.10)
В случае, если условия кредитного договора не требуют выплаты процентных платежей, то срочные уплаты направляются только в погасительный фонд и определяются из следующего равенства 


Отсюда

			 (3.11)
Пример 3.2. Кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок два года под 15% годовых. Для его погашения создается погасительный фонд с процентной ставкой 18%. Платежи осуществляются ежеквартально. Рассчитать размеры срочных уплат, если: а) срочные уплаты включают процентные платежи; б) срочные уплаты не включают процентные платежи.
Решение. 
а) Годовая сумма платежей в погасительный фонд


Тогда один платеж в фонд R/m=10 660,97.
Срочные уплаты

б) Годовая сумма платежей в погасительный фонд


Тогда величина одного платежа в погасительный фонд R/m= 14 312,03 и совпадает со  срочной уплатой Yt.
Отметим, что в случае отказа от использования погасительного фонда размер срочной уплаты составлял бы 14 699,84.
Данный пример наглядно демонстрирует, что использование погасительного фонда (естественно при g>i) снижает величины срочных уплат.
[bookmark: _Toc73448687]3.2.6. Потребительский кредит
Потребительский кредит, как правило, предусматривает начисление простых процентов на всю сумму кредита (I=Dni) и присоединение их к основному долгу уже в момент открытия кредита (flat rate of interest, add-on interest).  Наращенная сумма кредита равна
S= D+Dni=D(1+ni).
Если погашение долга с процентами производится равными суммами, то срочная уплата равна

		 	(3.12)
Для определения величин процентных и погасительных платежей в мировой практике используется «Правило 78». Для расчета процентных платежей используется формула[footnoteRef:17] [17:  Если кредит выдается на год (n=1) и платежи производятся ежемесячно (p=12), то в знаменателе данной формулы будет стоять число 78 . Если срок кредита отличается от года, то в знаменателе будет другое число, однако и в таком  случае это правило называется «Правило 78».
] 


  (3.13)
Зная значения срочных уплат Y и процентных платежей It, рассчитывают величины погасительных платежей
Dt = Y–It.			  (3.14)
Применение этого правила приводит к тому, что вначале в срочных уплатах преобладают процентные платежи, а погашение основного долга переносится на последующие платежи. Таким образом, кредитор повышает доходность кредитных операций, а заемщик вынужден нести дополнительные расходы. 
Пример 3.3. Потребительский кредит в 100 тыс. руб. выдан на срок два года под 15% годовых (простые проценты). Срочные уплаты совершаются ежеквартально. Рассчитать размеры срочных уплат, процентных и погасительных платежей.
Решение. 
Сумма процентов по кредиту I=100 00020,15=30 000.
Наращенная сумма кредита S=100 000(1+20,15)=130 000.
Срочная уплата Y = 130 000 / 8 = 16 250.


Тогда процентный и погасительный платежи 1-го квартала


Процентный и погасительный платежи 2-го квартала



Таблица 3.2. Пример расчета срочных уплат, процентных и погасительных платежей для потребительского кредита
	Квартал
	Потребительский кредит

	
	Yt
	It
	Dt

	1
	16,25
	6,67
	9,58

	2
	16,25
	5,83
	10,42

	3
	16,25
	5,00
	11,25

	4
	16,25
	4,17
	12,08

	5
	16,25
	3,33
	12,92

	6
	16,25
	2,50
	13,75

	7
	16,25
	1,67
	14,58

	8
	16,25
	0,83
	15,42

	Итого
	130,00
	30,00
	100,00


[bookmark: _Toc73448688]3.2.7. Ипотечный кредит
Ипотечный кредит (mortgage loan) выдается на приобретение, строительство или ремонт жилья, зданий, сооружений и иного недвижимого имущества, а также на покупку земельных участков и др. Обязательным условием ипотечного кредита является ипотека. Ипотека (mortgage) – это залог недвижимого имущества. В случае непогашения кредита в установленный срок заложенное имущество становится собственностью кредитора.
Характерной особенностью ипотечных кредитов является длительный срок погашения – от 10 до 30 лет.
Можно отметить несколько распространенных схем погашения ипотечного кредита:
· стандартная (типовая) схема – погашение производится равными, обычно ежемесячными, платежами;
· кредит с ростом платежей (graduated mortgage, GPM) предусматривает постоянный рост расходов по обслуживанию долга в первые годы;
· кредит  с льготным периодом;
· кредит с периодическим изменением процентной ставки (rollover mortgage, RM)  предполагает, что стороны каждые 3-5 лет пересматривают уровень процентной ставки для адаптации к изменяющимся условиям рынка;
· кредит с переменной процентной ставкой (variable-rate mortgage, VRM), когда уровень ставки «привязывается» к какому-либо финансовому показателю или индексу (например, к ключевой ставке Центрального банка РФ ).
Стандартная схема. Она наиболее часто используется и предполагает, что равные платежи производятся ежемесячно постнумерандо. Данная схема была описана п. 3.2.4 «Погашение кредита равными срочными уплатами».
Пример 3.4. Ипотечный кредит в 3 000 тыс. руб. выдан на 20 лет под 15% годовых. Платежи производятся ежемесячно постнумерандо. Составить план погашения долга
Решение. 
Ежемесячная срочная уплата согласно (3.5)


I1=3 0000,15/12= 37,500; D1=39,504 – 37,500 =2,004.
Остаток долга на начало месяца согласно (3.8)


I2=(3 000–2,004)0,15/12= 37,475; D2=39,504 – 37,475 =2,029;


План погашения кредита (фрагмент) приведен в таблице 3.3.
Таблица 3.3. План погашения ипотечного кредита
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt

	1
	39,504
	37,500
	2,004
	3000,000
	13
	39,504
	37,178
	2,326
	2974,232

	2
	39,504
	37,475
	2,029
	2997,996
	14
	39,504
	37,149
	2,355
	2971,906

	3
	39,504
	37,450
	2,054
	2995,968
	15
	39,504
	37,119
	2,384
	2969,551

	4
	39,504
	37,424
	2,080
	2993,913
	16
	39,504
	37,090
	2,414
	2967,167

	5
	39,504
	37,398
	2,106
	2991,834
	17
	39,504
	37,059
	2,444
	2964,753

	6
	39,504
	37,372
	2,132
	2989,728
	18
	39,504
	37,029
	2,475
	2962,309

	7
	39,504
	37,345
	2,159
	2987,596
	19
	39,504
	36,998
	2,506
	2959,834

	8
	39,504
	37,318
	2,186
	2985,437
	20
	39,504
	36,967
	2,537
	2957,328

	9
	39,504
	37,291
	2,213
	2983,251
	21
	39,504
	36,935
	2,569
	2954,791

	10
	39,504
	37,263
	2,241
	2981,038
	22
	39,504
	36,903
	2,601
	2952,222

	11
	39,504
	37,235
	2,269
	2978,798
	23
	39,504
	36,870
	2,633
	2949,621

	12
	39,504
	37,207
	2,297
	2976,529
	24
	39,504
	36,837
	2,666
	2946,988





Окончание таблицы 3.3
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt

	217
	39,504
	10,184
	29,320
	814,733
	229
	39,504
	5,471
	34,033
	437,674

	218
	39,504
	9,818
	29,686
	785,414
	230
	39,504
	5,046
	34,458
	403,641

	219
	39,504
	9,447
	30,057
	755,728
	231
	39,504
	4,615
	34,889
	369,183

	220
	39,504
	9,071
	30,433
	725,671
	232
	39,504
	4,179
	35,325
	334,294

	221
	39,504
	8,690
	30,813
	695,238
	233
	39,504
	3,737
	35,767
	298,969

	222
	39,504
	8,305
	31,198
	664,425
	234
	39,504
	3,290
	36,214
	263,202

	223
	39,504
	7,915
	31,588
	633,226
	235
	39,504
	2,837
	36,666
	226,989

	224
	39,504
	7,520
	31,983
	601,638
	236
	39,504
	2,379
	37,125
	190,322

	225
	39,504
	7,121
	32,383
	569,655
	237
	39,504
	1,915
	37,589
	153,198

	226
	39,504
	6,716
	32,788
	537,272
	238
	39,504
	1,445
	38,059
	115,609

	227
	39,504
	6,306
	33,198
	504,484
	239
	39,504
	0,969
	38,534
	77,550

	228
	39,504
	5,891
	33,613
	471,286
	240
	39,504
	0,488
	39,016
	39,016

	Итого
	9480,885
	6480,885
	3000,000
	


Пример наглядно демонстрирует, что при данной схеме погашения ипотечного кредита в первые месяца в основном происходит уплата процентов, а «тело» кредита уменьшается незначительно. В конечном итоге это приводит к тому, что сумма срочных уплат 9 480,885 тыс. руб. значительно превышает величину самого кредита в 3 000 тыс. руб.
Пример 3.5. Составить план погашения ипотечного кредита по данным задачи 3.4 при условии, что кредит выдан под 3% годовых[footnoteRef:18].  [18:  Во многих странах со стабильной экономикой и низкой инфляцией ставка ипотечного кредита составляет 2-3%.] 

Решение. 
План погашения кредита (фрагмент) приведен в таблице 3.4.


Таблица 3.4. План погашения ипотечного кредита
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt

	1
	16,638
	7,500
	9,138
	3000,000
	13
	16,638
	7,222
	9,416
	2888,824

	2
	16,638
	7,477
	9,161
	2990,862
	14
	16,638
	7,199
	9,439
	2879,409

	3
	16,638
	7,454
	9,184
	2981,701
	15
	16,638
	7,175
	9,463
	2869,969

	4
	16,638
	7,431
	9,207
	2972,518
	16
	16,638
	7,151
	9,487
	2860,506

	5
	16,638
	7,408
	9,230
	2963,311
	17
	16,638
	7,128
	9,510
	2851,020

	6
	16,638
	7,385
	9,253
	2954,081
	18
	16,638
	7,104
	9,534
	2841,509

	7
	16,638
	7,362
	9,276
	2944,829
	19
	16,638
	7,080
	9,558
	2831,975

	8
	16,638
	7,339
	9,299
	2935,553
	20
	16,638
	7,056
	9,582
	2822,417

	9
	16,638
	7,316
	9,322
	2926,254
	21
	16,638
	7,032
	9,606
	2812,835

	10
	16,638
	7,292
	9,346
	2916,931
	22
	16,638
	7,008
	9,630
	2803,229

	11
	16,638
	7,269
	9,369
	2907,586
	23
	16,638
	6,984
	9,654
	2793,599

	12
	16,638
	7,246
	9,392
	2898,217
	24
	16,638
	6,960
	9,678
	2783,945




Окончание таблицы 3.4
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt
	Месяц
	Yt
	It
	Dt
	Pt

	217
	16,638
	0,968
	15,670
	387,098
	229
	16,638
	0,491
	16,147
	196,448

	218
	16,638
	0,929
	15,709
	371,428
	230
	16,638
	0,451
	16,187
	180,301

	219
	16,638
	0,889
	15,749
	355,718
	231
	16,638
	0,410
	16,228
	164,114

	220
	16,638
	0,850
	15,788
	339,970
	232
	16,638
	0,370
	16,268
	147,887

	221
	16,638
	0,810
	15,827
	324,182
	233
	16,638
	0,329
	16,309
	131,618

	222
	16,638
	0,771
	15,867
	308,354
	234
	16,638
	0,288
	16,350
	115,310

	223
	16,638
	0,731
	15,907
	292,487
	235
	16,638
	0,247
	16,391
	98,960

	224
	16,638
	0,691
	15,946
	276,580
	236
	16,638
	0,206
	16,432
	82,569

	225
	16,638
	0,652
	15,986
	260,634
	237
	16,638
	0,165
	16,473
	66,138

	226
	16,638
	0,612
	16,026
	244,647
	238
	16,638
	0,124
	16,514
	49,665

	227
	16,638
	0,572
	16,066
	228,621
	239
	16,638
	0,083
	16,555
	33,151

	228
	16,638
	0,531
	16,107
	212,555
	240
	16,638
	0,041
	16,596
	16,596

	Итого
	3993,103
	993,103
	3000,000
	


Сравнивая результаты решения задач 3.4 и 3.5, можно заметить, что со снижением кредитной ставки погашение ипотечного кредита становится более «гуманным» – существенно снижается величина ежемесячного платежа, большая часть платежа идет на погашение «тела» кредита. Как следствие, сумма срочных уплат 3 993,103 тыс. руб. только на 993,103 тыс. руб. превышает величину самого кредита.
Пример 3.6. По данным задач 3.4 и 3.5 рассчитать величину последней срочной уплаты, если заемщик намерен погасить кредит в 220-м месяце. Оценить экономию на уплате процентов при досрочном погашении кредита.
Решение. 
При кредитной ставке 15% плановая срочная уплата 39,504 тыс. руб. К 220-му месяцу из этой суммы 30,433 тыс. руб. предназначены на погашение остатка долга  725,671 тыс. руб. Тогда искомый последний платеж составит
Y220=39,504+ (725,671–30,433)= 39,504+695,238=734,742.
Экономия на уплате процентов будет равна  94,836.
При кредитной ставке 3% получим
Y220= 16,638+ (339,970– 15,788)= 16,638+324,182 =340,819.
Экономия на уплате процентов составит 8,577.
Стандартная схема с неполным погашением задолженности и выплатой в конце срока остатка долга (balloon mortgage) позволяет уменьшить размеры срочных уплат и/или сократить срок кредита. Срочные уплаты рассчитываются таким образом, что они не покрывают всей задолженности, а остаток (balloon), обозначим его как В, выплачивается в конце срока кредита. Тогда с учетом (3.5) можно записать следующее балансовое уравнение.

			(3.15)
Для этой схемы погашения обычно решаются следующие задачи:
а) при заданной величине срочных уплат Y рассчитать значение B;
б) при заданной величине B определить размер срочных уплат Y.
Пример 3.7. Рассчитать размер срочных уплат по кредиту 1 200 тыс. руб., выданному на три года под 10% годовых. Платежи ежемесячные. С последним платежом предполагается погасить остаток долга в сумме 200 тыс. руб.
Решение. 
Согласно (3.15)  получаем


В результате находим размер срочной уплаты  Y= 33 933,85. Таким образом, общая сумма последнего платежа составит  233 933,85 руб.
Схема с переменными срочными уплатами. Предположим, что заемщик, стремясь как можно быстрее погасить ипотечный кредит, совершал срочные уплаты согласно составленному графику платежей, но с превышением установленного размера срочных уплат[footnoteRef:19]. Пусть Y1, Y2, …, Yk – размеры срочных уплат. В случае, если заемщик уже совершил k–1 платеж и намерен k-м платежом погасить кредит, то порядок расчетов следующий: [19:  В этом случае отсутствуют штрафные санкции за нарушения плана платежей.] 

1) рассчитывают современную стоимость срочных уплат с 1-го по k–1 периоды


2) определяют современную стоимость непокрытой взносами задолженности на начало k-го периода


3) находят значение последней срочной уплаты как наращенную сумму остатка задолженности


Пример 3.8. По данным задачи 3.4 рассчитать величину последней срочной уплаты, если заемщик намерен погасить кредит в 7-м месяце. Рассмотреть два варианта: а) первые шесть платежей составляли по 50 тыс. руб.; б) данные о фактических платежах приведены в таблице
	Месяц
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Платеж
	55 000
	60 000
	56 000
	75 000
	64 000
	80 000


Решение. 
а) Так как первые шесть платежей представляют собой ренту, то


W = 3 000 000 – 287 300,50 = 2 712 699,50.


б) Современная стоимость произведенных платежей


W = 3 000 000 – 372 564,12 = 2 627 435,88.


[bookmark: _Toc73448689]3.2.7. Льготные кредиты
В ряде случаев долгосрочные кредиты предоставляются по тем или иным причинам под льготные для заемщика условия. Сниженная процентная ставка в сочетании с большим сроком кредита и льготным периодом дают должнику определенную выгоду, которую можно рассматривать как субсидию. Кредитор же в этом случае несет некоторые потери, так как отказывается от более выгодных вариантов размещения денежных средств. Примерами льготных кредитов в России являются ипотечные кредиты с субсидированной ставкой, автокредиты и др. Также распространена практика предоставления государственных кредитов развивающимся странам, отдельным регионам для обеспечения ускоренного развития.
Грант-элемент (grant-element) – это условная потеря кредитора, связанная с применением льготной процентной ставки и/или предоставлением льготного периода. Грант-элемент может определяться в виде абсолютной и относительной величин.
Абсолютный грант-элемент W рассчитывается следующим образом
W= D – Q,				(3.16)
где D – величина кредита, Q – современная стоимость платежей, поступающих в счет погашения льготного кредита, рассчитанная по рыночной ставке.
Относительный грант-элемент w равен

				(3.17)
Пример 3.9. Льготный автокредит 600 тыс. руб. предоставлен на три года под 5% годовых. Равные срочные уплаты производятся ежемесячно. Рассчитать абсолютный и относительный грант-элементы, если рыночная ставка для такого рода кредитов 9%.
Решение. 
Согласно (3.5) размер срочной уплаты по льготному кредиту


Тогда современная стоимость льготных платежей, рассчитанная по рыночной ставке


W= 600 000–565 493,38 = 34 506,62 руб.

		

При предоставлении льготного периода грант-элемент увеличивается. Пусть льготный период составляет L платежей. В течение льготного периода уплачиваются только процентные платежи (по льготной ставке) по кредиту. Величина этих платежей равна


где g – величина льготной процентной ставки.
После окончания льготного периода осуществляется mn срочных уплат, рассчитанных с использованием льготной ставки. Тогда современная стоимость всех платежей по кредиту рассчитывается следующим образом

	(3.18)
Пример 3.10. Решить задачу 3.9 при условии, что предоставляется льготный период на шесть месяцев. В льготный период уплачиваются только проценты на сумму долга.
Решение. 
Размер процентных платежей в льготный период
It = 600 0000,05/12= 2 500 руб.

	
W= 600 000– 555 315,02 = 44 684,98  руб.

		
[bookmark: _Toc73448690]3.3. Нахождение срока кредита
Зачастую при принятии решения об оформлении кредита банки руководствуются заданными значениями коэффициента «платеж/доход». Этот коэффициент рассчитывается как отношение суммы ежемесячных платежей по предполагаемому кредиту к сумме ежемесячного дохода заемщика (после вычета всех налогов). Банки самостоятельно устанавливают верхнюю планку для этого коэффициента – обычно в диапазоне от 40 до 60 процентов. В некоторых кредитных организациях предельное значение этого показателя может дифференцироваться в зависимости от региона присутствия, категории заемщика и др. Таким образом, в случае если определено предельное значение суммы ежемесячных платежей, то возникает задача определения срока погашения кредита. 
Рассмотрим наиболее часто используемую схему погашения с равными срочными платежами постнумерандо. Тогда, воспользовавшись формулой (3.5), получим 

			(3.19)
Пример 3.11. Для кредита в 300 тыс. руб. рассчитать срок погашения, если ежемесячная срочная уплата не должна превышать 10 тыс. руб. Процентная ставка по кредиту 15%.
Решение. 

лет.
Следовательно, всего платежей должно быть N=mn=123,15=37,8. Округлим число платежей до 40. Тогда размер срочной уплаты

	
[bookmark: _Toc73448691]3.4. Полная стоимость кредита
Важнейшим параметром любой финансово-кредитной операции является показатель доходности. Решение проблемы измерения и сравнения степени доходности различных операций заключается в разработке методик расчета условной годовой ставки для каждого вида операций с учетом их особенностей.
К сожалению, в настоящее время для такой условной годовой ставки не существует общепринятой методики определения, как не существует единого термина для ее обозначения. При расчете доходности депозитных операций (см. главу 1) говорят о эффективной процентной ставке (effective rate). При оценке доходности облигаций можно рассчитать купонную доходность (coupon rate), текущую доходность (current yield), доходность к погашению (yield to maturity, YTM), эквивалентную доходность (bond equivalent yield, BEY) и эффективную годовую доходность (effective annual yield, EAY). В инвестиционном анализе используется показатель внутренней нормы доходности[footnoteRef:20] (internal rate of return, IRR). [20:  Другие названия – внутренний коэффициент доходности, внутренняя ставка доходности (в MS Excel), внутренняя норма окупаемости, внутренняя норма прибыли, норма рентабельности.] 

В настоящее время доходность кредитных операций обозначается термином «полная стоимость кредита»[footnoteRef:21] (ПСК, annual percentage rate, APR). В Федеральном законе № 353-ФЗ от 21.12.2013 года «О потребительском кредите (займе)» в статье 6 изложена методика расчета этого показателя[footnoteRef:22]. Данная методика обязательна для применения с 1.09.2014 г. [21:  До 12.06.2008 использовался термин «эффективная процентная ставка».]  [22:  Ниже излагается данная методика с использованием ранее принятых нами обозначений.] 

При расчете полной стоимости кредита учитывают платежи заемщика:
· по погашению основной суммы долга;
· по уплате процентов;
· дополнительные платежи заемщика согласно условиям кредитного договора (комиссии; плата за выпуск и обслуживание кредитной карты; страховые премии, если страховка влияет на условия кредитного договора).
Не учитываются регистрационные сборы, пени, штрафы и другие платежи, не влияющие на размер и условия получения кредита.
Полная стоимость потребительского кредита, определяемая в процентах годовых[footnoteRef:23] с точностью до третьего знака после запятой, рассчитывается по формуле [23:  Также под полной стоимостью кредита в денежном выражении понимается сумма всех платежей заемщика, указанных в части 3 и пунктах 2-7 части 4 статьи 6 закона  «О потребительском кредите (займе)»] 

ПСК= i’m100,				(3.20)
где  i’ – процентная ставка базового периода, выраженная в десятичной форме; m – число базовых периодов в календарном году.
Отметим, что ранее в данном пособии при расчетах вместо «процентной ставки базового периода» мы использовали выражение i/m. Таким образом, в нашем случае справедливо 
i’ = i / m.
Для целей расчета полной стоимости кредита продолжительность всех месяцев признается равной, а продолжительность календарного года признается равной 365 дням. 
Базовым периодом признается стандартный временной интервал, который встречается с наибольшей частотой в графике платежей (обычно это день, месяц, год, что соответствует m=365, m=12 и m=1). Продолжительность базового периода не может превышать один год.
Процентная ставка базового периода i’ определяется как наименьшее положительное решение уравнения[footnoteRef:24]: [24:  Сравните формулу (3.21) и (1.11) из п. 1.3. Очевидно, что разработчики методики расчета полной стоимости кредита использовали смешанный метод расчета наращенной суммы.] 


			(3.21)
где N – количество платежей; Yk – сумма k-го платежа (предоставление заемщику кредита включается в расчет со знаком «–»; погашение заемщиком кредита, уплата процентов по кредиту включаются в расчет со знаком «+»); qk – количество полных базовых периодов с момента выдачи кредита до даты k-го платежа; ek – срок, выраженный в долях базового периода, с момента завершения qk-го базового периода до даты k-го платежа.
Данное уравнение было получено в соответствии с принципами финансовой эквивалентности притоков и оттоков денежных средств, обусловленных  кредитным договором.
Как указывалось в п. 2.4, для расчета доходности финансовых операций в Excel можно использовать финансовые функции СТАВКА() (RATE), ВСД() (IRR) и ЧИСТВНДОХ()[footnoteRef:25] (XIRR), а также средство Подбор параметра. В приложении приведено краткое описание этих финансовых функций. [25:  В письме Центрального банка РФ от 29.12.2006 года № 175-Т «Об определении эффективной процентной ставки по ссудам, предоставленным физическим лицам» рекомендовалось использовать функцию ЧИСТВНДОХ.] 

Пример 3.12. Рассчитать полную стоимость кредита для заданного годового потока платежей (см. рис. 3.1).
Решение. 
На рис.3.1 приведены результаты расчета полной стоимости кредита с использованием Excel.
[image: ]
Рисунок 3.1 – Расчет ПСК для годового потока платежей

В строке 10 «Календарные дни» приведены данные о числе дней между моментом завершения qk-го базового периода  и датой k-го платежа. Так как в данном случае платежи производятся сразу после окончания базового периода, поэтому строка заполнена нулевыми значениями.
Результат, приведенный в ячейке D18, получен в соответствии с (3.21).
В ячейку E3 введена формула =ЧАСТНОЕ(365;E2)
В ячейку C11 введена формула =C10/$E$2 и распространена на диапазон C11:H11.
В ячейку C12 введена формула
=C8/((1+$D$18)^C9*(1+C11*$D$18))
и распространена на диапазон C12:H12. 
На рис. 3.2 приведены формулы, введенные в диапазон D15:F19.
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Рисунок 3.2 – Формулы Excel для расчета ПСК годового потока платежей
На рис. 3.3 приведена форма для Подбор параметра с необходимыми данными. 
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Рисунок 3.3 – Форма с данными для Подбора параметра
Можно отметить, что для годового потока платежей были получены практически одинаковые результаты.
Пример 3.13. Рассчитать полную стоимость кредита для заданного ежеквартально потока платежей (см. рис. 3.4).
Решение. 
[image: ]
Рисунок 3.4 – Расчет ПСК ежеквартального потока платежей
Отметим, что в нашем случае функция ЧИСТВНДОХ() завышает показатель доходности по сравнению с другими инструментами расчета. 
Пример 3.14. Рассчитать полную стоимость кредита для заданного ежемесячного потока платежей (см. рис. 3.5).
Решение. 
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Рисунок 3.5 – Расчет ПСК для месячного потока платежей
Очевидно, что в данном случае функция ЧИСТВНДОХ() существенно завышает показатель доходности.
Пример 3.15. Рассчитать полную стоимость кредита для заданного нерегулярного потока платежей (см. рис. 3.6).
Решение. 

[image: ]
Рисунок 3.6 – Расчет ПСК для нерегулярного потока платежей
Необходимо отметить, что функции СТАВКА() и ВСД() не позволяют решить данную задачу в случае нерегулярных платежей. Значения же, полученные с использованием функции ЧИСТВНДОХ() и подбора параметра, отличаются незначительно.
На рисунке 3.7 приведены результаты расчета данных для заполнения строк «Количество базовых периодов qk» и «Календарные дни».
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Рис. 3.7. Расчет данных для заполнения строк «Количество базовых периодов qk» и «Календарные дни»
На рис.3.8 приведены соответствующие формулы Excel.
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Рис. 3.8. Формулы Excel для заполнения строк «Количество базовых периодов qk» и «Календарные дни»
Заметим, что для пятого платежа значение показателя «Календарные дни» 182 отличается от подобных значений для четвертого и шестого платежей – 181. Это связано с тем, что 2024 год является високосным. Однако закон «О потребительском кредите (займе)» устанавливает, что при расчетах необходимо использовать продолжительность календарного года в 365 дней. Если вручную исправить 182 на 181 и заново произвести подбор параметра, то мы получим значение 9,516%, что несущественно отличается от ранее полученного 9,513%.
Пример 3.16. Рассчитать полную стоимость кредита для потребительского кредита, рассмотренного в примере 3.3.
Решение. 
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Если вспомнить, что простая процентная ставка потребительского кредита в примере 3.3 составляла 15% годовых, то очевидно, что на практике данный вид кредитования зачастую существенно ухудшает условия кредита для заемщика.
[bookmark: _Toc73448692]3.5. Конверсия кредитов
Конверсия кредитов предполагает изменение условий ранее заключенных кредитных договоров. В результате конверсии может изменяться количество кредитов, валюта кредита, сроки погашения, процентные ставки, суммы платежей, порядок выплат и т.д.
Можно выделить следующие варианты конверсии кредитов:
· консолидация кредитов – объединение нескольких кредитов в один на новых условиях;
· рефинансирование (перекредитование кредита) – погашение существующих кредитов в сторонних банках за счет оформления нового кредита на более выгодных условиях;
· реструктуризация кредита предполагает изменение условий кредитного договора в отношении заемщиков, которые не способны обслуживать свой долг в связи с ухудшением своего финансового положения.
При консолидации и рефинансировании кредитов обычно предполагается, что соблюдается принцип финансовой эквивалентности, т.е. суммарная современная стоимость ранее заключенных кредитов на дату консолидации (рефинансирования) равна современной стоимости нового кредита.
Рефинансирование  обычно связано с тем, что ранее оформленные кредиты были выданы под достаточно высокие проценты. Если ситуация в экономике улучшается (снижается инфляция, а следовательно, пересматриваются в сторону понижения процентные ставки  по кредитам), то целесообразным становится осуществить рефинансирование кредитов, 
Реструктуризация в отличии от консолидации и рефинансирования направлена на снижение долговой нагрузки заемщика. Кредитные организации прибегают к реструктуризации в основном, чтобы избежать длительных судебных разбирательств и связанных с ними издержек. В ходе реструктуризации обычно проводится списание пеней и штрафов за неисполнение условий кредитного договора. Также при реструктуризации может снижаться размер процентной ставки, предоставляется льготный период, продляются сроки кредитов, пересматриваются размеры процентных и погасительных платежей. В некоторых случаях кредитные организации идут на снижение основной суммы долга. 
Пример 3.17. У заемщика имеется два кредита.
Первый в размере 400 тыс. был выдан 1.04.2019 на срок четыре года. Ежемесячный платеж равен 12 тыс. руб.
Второй кредит в 600 тыс. был выдан 1.07.2020 на срок три года. Ежеквартальный платеж равен 66 тыс. руб.
Рассчитать параметры консолидированного кредита, если консолидацию планируется осуществить 1.04.2021. Срок нового кредита пять лет, ставка сложных процентов 18%, платежи ежемесячные.
Решение. 
Чтобы оценить целесообразность консолидации, рассчитаем доходности существующих кредитов.
Полные стоимости кредитов равны 19,189% и 18,213% соответственно. Использовались формулы  =12*СТАВКА(48;12000;-400000) и
 =4*СТАВКА(12;66000;-600000)
Так как консолидированный кредит будет иметь доходность 18%, то данная финансовая операция выгодна заемщику.
В таблице 3.5 приведены фрагменты графиков платежей по консолидируемым кредитам.
Таблица 3.5 – Изменение остатков задолженности по кредитам (фрагмент)
	Кредит 1
	Кредит 2

	Номер платежа
	Дата
 платежа
	Остаток 
долга
	Номер платежа
	Дата 
платежа
	Остаток
 долга

	20
	01.01.2021
	276726,47
	1
	01.10.2020
	600000,00

	21
	01.02.2021
	269151,58
	2
	01.01.2021
	561319,02

	22
	01.03.2021
	261455,56
	3
	01.04.2021
	520876,82

	23
	01.04.2021
	253636,48
	4
	01.07.2021
	478593,23

	24
	01.05.2021
	245692,36
	5
	01.10.2021
	434384,39

	25
	01.06.2021
	237621,20
	6
	01.01.2022
	388162,65

	26
	01.07.2021
	229420,99
	7
	01.04.2022
	339836,35

	27
	01.08.2021
	221089,64
	8
	01.07.2022
	289309,68

	28
	01.09.2021
	212625,07
	9
	01.10.2022
	236482,44

	29
	01.10.2021
	204025,14
	10
	01.01.2023
	181249,88


Для расчета остаточной задолженности использовалась формула (3.8). В частности,




Так как предполагается, что заемщик 01.04.2021 последний раз совершит срочные уплаты по старым кредитам (в том числе этими платежами частично погасит имеющуюся задолженность), поэтому переходящая задолженность представлена в клетках, соответствующих следующим платежам, и выделена подчеркиванием. Таким образом, заемщику необходимо 01.04.2021 совершить платежи на 12 000, 245 692,36 по первому кредиту и 66 000 и  478 593,23 руб. по второму, чтобы полностью рассчитать по прежним кредитам. Также 01.04.2021 необходимо оформить новый кредит на 245 692,36+478 593,23= =724 285,59 руб.
Размер срочной уплаты по консолидированному кредиту равен


Пример 3.18. Решить задачу 3.17 при условии, что при рефинансировании кредита процентная ставка 10%.
Решение. 
Размер срочной уплаты по рефинансированному кредиту равен
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Задача 3.1. Покупатель должен был погашать потребительский кредит ежемесячными платежами (в конце каждого месяца) по 750 руб. в течение двух лет. Банк предоставил кредит под 14% годовых (простые проценты). Потребитель своевременно производил платежи, но в конце 14-го месяца решил выплатить весь остаток долга. Определить необходимую сумму последнего платежа.
Задача 3.2. Решить задачу 3.1, при условии, что при оформлении кредитного договора была использована сложная процентная ставка.
Задача 3.3. Покупателю предложили погашать потребительский кредит (11% годовых) в течение двух лет равными платежами в начале каждого месяца по 250 руб. Покупатель предложил выплачивать по 400 руб. ежемесячно. Определить необходимое число платежей. В случае необходимости скорректировать величину первого платежа, чтобы величины аннуитетов по этим двум схемам совпадали.
Задача 3.4. Предполагалось, что погашение кредита будет производиться равными платежами по 450 тыс. руб. в конце каждого года в течение 6 лет. В связи со сложившимися обстоятельствами первые два года выплаты не производились. Рассчитать новые размеры платежей для погашения кредита в срок. Кредит был выдан под 13% годовых.
Задача 3.5. В банке «Инвест» предприятию выдан кредит в размере 5900 тыс. руб. на 8 лет под 14% годовых. Предприятие предполагает выплачивать проценты по кредиту в конце каждого года, а также вносить в конце каждого года взнос в фонд погашения кредита (фонд размещается в банке «Универс» под 20% годовых).
Рассчитать размеры ежегодных выплат процентов по кредиту, взносов в фонд погашения и общую величину срочной уплаты.
Задача 3.6. Решить задачу 3.5 при условии, что ежегодные выплаты процентов не производятся, а только осуществляются ежегодные взносы в фонд погашения. Кредит вместе со всеми начисленными процентами выплачивается в конце срока кредитования.
Задача 3.7. Предприятию выдан кредит в размере 7100 тыс. руб. под 15% годовых на пять лет. Предприятие предполагает погашать кредит равными платежами в конце каждого года. Также в конце года выплачиваются проценты на оставшуюся сумму долга. Рассчитать ежегодные размеры срочной уплаты и процентного платежа.
Задача 3.8. Кредит в размере 300 тыс. руб. выдан под 12% годовых на пять лет. Рассчитать величину платежа, производимого в конце каждого года. Размеры всех срочных уплат равные. Составить график погашения долга и график выплат процентов по кредиту.
Задача 3.9. Предприятие взяло кредит в размере 8900 тыс. руб. на пять лет под 8% годовых. Предполагается погашать кредит переменными платежами в конце каждого года. Составить график погашения долга и график выплат процентов по кредиту, если срочные уплаты увеличиваются ежегодно на 180 тыс. руб.
Задача 3.10. Предприятие взяло кредит в размере 9300 тыс. руб. на пять лет под 8% годовых. Предполагается погашать кредит переменными платежами в конце каждого года. Составить график погашения долга и график выплат процентов по кредиту, если срочные уплаты увеличиваются ежегодно на 25%.
Задача 3.11. Предприятие взяло кредит в размере 6100 тыс. руб. под 13% годовых. Предполагается погашать кредит переменными платежами в конце каждого года. Определить необходимое число платежей. Составить график погашения долга и график выплат процентов по кредиту, если первая срочная уплата должна быть не более 1300 тыс. руб. и срочные уплаты увеличиваются ежегодно на 20%.
Задача 3.12. Предприятие взяло кредит в размере 3300 тыс. руб. на пять лет под 15% годовых. Размеры срочных уплат: 1-й год – 800 тыс. руб., 2-й год – 800 тыс. руб., 3-й год – 900 тыс. руб., 4-й год – 800 тыс. руб. Найти величину последней уплаты, составив график погашения долга и график выплат процентов по кредиту.
Задача 3.13. Инвестировано 100 млн руб. Отдача от них составляет 20 млн руб. в год. За какой срок окупаются инвестиции, если процентная ставка 8%?
Задача 3.14. Кредит в сумме 100 млн руб. выдан на срок 8 лет. Платежи составляют 20 млн руб. в год одним платежом постнумерандо. Найдите полную стоимость кредита.
Задача 3.15. Кредит в 5 млн руб. выдан на три года. Реальная доходность должна составлять 12 % годовых. Расчетный уровень инфляции составляет 9 % в год. Определите ставку при выдаче кредита, а также наращенную сумму. Равные срочные уплаты производятся ежемесячно.
Задача 3.16. Долг в 600 тыс. руб. выдан на три года под 15 % годовых. Составьте шесть различных графиков платежей. Платежи могут осуществлять или ежеквартально, или ежемесячно. Процентная ставка сложная.
Задача 3.17. Кредит в 200 тыс. руб., выданный на пять лет под 15 % годовых, подлежит погашению ежегодными выплатами в конце каждого года. Проценты начисляются в конце года. После выплаты третьего платежа достигнута договоренность о продлении срока погашения кредита на два года и уменьшении процентной ставки до 9 %. Составьте план погашения оставшейся части долга.
Задача 3.18. Инвестор, вложив 200 000 руб., в конце каждого месяца в течение года получал по 20 000 руб. Какова доходность этой финансовой операции?
Задача 3.19. Решите предыдущую задачу при условии, что индекс инфляции составляет 1 % в месяц.
Задача 3.20. Составить график платежей по ипотечному кредиту два млн руб. на пять лет. Платежи ежемесячные. Процентная ставка 6 % годовых. Рассчитать величину последней срочной уплаты, если заемщик намерен погасить кредит в 12-м месяце.
Задача 3.21. Кредит в размере 1500 тыс.  руб. выдан на два года под 12% годовых. Рассчитать размер срочных уплат, если с последней срочной уплатой предполагается погасить остаток долга в сумме 300 тыс. руб.
Задача 3.22. Предполагалось, что срочные уплаты по кредиту будут производиться ежемесячно в сумме 10 тыс. руб. Срок кредита два года. Размеры фактических платежей приведены в таблице. 
	Месяц
	1
	2
	3
	4

	Платеж
	12 000
	14 000
	22 000
	25 000


Заемщик решил досрочно погасить кредит в пятом месяце. Рассчитать значение последней срочной уплаты, если кредит был выдан под 15% годовых.
Задача 3.23. Льготный кредит 1 500 тыс. руб. предоставлен на два года под 8% годовых. Равные срочные уплаты производятся ежемесячно. Рассчитать абсолютный и относительный грант-элементы, если рыночная ставка для такого рода кредитов 12%.
Задача 3.24. В кредит было выдано 300 тыс. руб. на два года. Рассчитать полную стоимость кредита для заданного нерегулярного потока платежей.
	Дата
	15.02.21 Пн
	15.03.21 Пн
	15.04.21 Чт
	17.05.21 Пн
	15.06.21 Вт
	15.07.21 Чт

	Платеж
	40 000
	50 000
	52 000
	65 000
	70 000
	60 000


Задача 3.25. У заемщика имеется два кредита.
Первый в размере 100 тыс. был выдан 1.07.2021 на срок два года. Ежемесячный платеж равен 5 000 руб.
Второй кредит в 300 тыс. был выдан 1.10.2021 на срок три года. Ежемесячный платеж равен 10 500 руб.
Рассчитать необходимое число платежей консолидированного кредита и величину каждого платежа, если консолидацию планируется осуществить 1.03.2022. Размер платежа не должен превышать 12 тыс. руб., сложная процентная ставка по кредиту 15%, платежи ежемесячные.
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[bookmark: _Toc73448695]4.1. Определение лизинга
Приобретение дорогостоящего имущества производственного назначения (транспортные средства, производственное оборудование, объекты недвижимости и т. д.) часто осуществляется с привлечением кредита. Однако в случае недостаточной кредитоспособности заемщика (небольшие обороты бизнеса, отсутствие достаточного залогового обеспечения, проблемная кредитная история) в получении кредита может быть отказано. В этом случае альтернативой кредиту выступает аренда (лизинг, leasing).
Под лизингом понимают особый вид предпринимательской деятельности, заключающегося в инвестировании собственных или привлеченных финансовых средств путем приобретения производственного имущества для последующей сдачи его в аренду.
На рис. 4.1 приведена схема лизинговой сделки.
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Рис. 4.1. Схема лизинговой сделки

В общем случае лизинговая компания (лизингодатель) обязуется приобрести в собственность определенное лищингополучателем (арендатором) имущество. Лизингодатель может приобретать имущество, как за счет собственных средств (direct lease), так и за счет кредитных средств (leveraged lease), полученных в банке. В последнем случае лизинговая компания производит погашение кредита за счет лизинговых платежей, поступающих от лизингополучателя. Страхование предмета лизинга является обязательным и позволяет защитить лизингодателя и лизингополучателя от непредвиденных расходов, связанных с утратой либо поломкой лизингового имущества. Страховая премия также выплачивается за счет лизинговых платежей. 
Выделяют две основных формы лизинга:
1. Финансовый лизинг (финансовая аренда, finance lease). Срок договора лизинга сравним со сроком полезного использования объекта лизинга. He допускается досрочное прекращение договора, в противном случае возмещаются все потери лизингодателя. Обычно не предусматривается обслуживание оборудования (поставка запчастей, наладка и ремонт) со стороны лизингодателя. Арендатор получает оборудование для его производственного использования на срок договора. В конце этого срока в зависимости от условий контракта имущество возвращается лизингодателю или арендатор может выкупить его по остаточной стоимости.
2. Операционный лизинг (операционная или оперативная аренда, operating lease) характеризуется небольшими сроками, что предполагает возможность неоднократной сдачи оборудования в аренду. Право собственности не переходит к арендатору. Обычно аренду можно прекратить в любой момент по желанию арендатора. Часто договор оперативного лизинга предусматривает ремонт и обслуживание оборудования силами арендодателя.
Частным случаем финансового лизинга является возвратный лизинг (операция продажи с обратной арендой, sale and leaseback). Он предполагает продажу имущества собственником и получение его обратно у нового владельца в порядке финансового лизинга. В обмен на отказ от права собственности бывший владелец имущества получает средства для финансирования других своих нужд. Кроме того, арендатор имеет возможность сократить налоговые выплаты, связанные с особенностями налогообложения арендованного имущества.
К преимуществам лизинга можно отнести то, что он доступнее кредита. Лизинг является дополнительным источником средне- и долгосрочного финансирования производственной деятельности, особенно если лизингополучатель имеет ограниченные возможности для получения долгосрочного кредита. Лизинговые компании, как правило, предъявляют менее высокие требования к дизингополучателю, так как лизинговая компания будет являться собственником арендуемого имущества до полной выплаты платежей. Договор страхования и право собственности на объект лизинга существенно снижают риски лизинговой компании.
Кроме того, оформление лизинговой сделки более оперативно, чем оформление кредита, так как обычно не требуется проведение оценки рыночной стоимости имущества, нет необходимости оформления залога.  Лизинг обеспечивает существенно большую гибкость при формулировании условий погашения задолженности, чем при непосредственном получении кредита для приобретения имущества (например, в качестве лизинговых платежей может выступать продукция, производимая на арендованном оборудовании).
Другим важным преимуществом  использования лизинга является значительная экономия на налогах за счет оптимизации транспортного налога, налога на имущество, налога на прибыль, налога на добавленную стоимость.
Использование лизингового финансирования упрощает доступ к современным дорогостоящим видам техники и технологиям.
К недостаткам лизинговых сделок можно отнести то, что процентная ставка, используемая при расчете лизинговых платежей всегда оказывается выше, чем при оформлении кредита. Также необходимо отметить, что объект лизинга не является собственностью арендатора, поэтому существует риск потери и имущества, и уже уплаченных лизинговых  платежей. Если арендатор не выполняет в полной мере условия лизингового договора (задержка платежей, несвоевременное оформление страховки и др.), то лизинговая компания имеет право забрать объект лизинга без всякой компенсации и без даже частичного возврата лизинговых платежей.
[bookmark: _Toc73448696]4.2. Расчет лизинговых платежей
Назначение лизинговых платежей  состоит в полном покрытии издержек лизингодателя, связанных с выполнением условий арендного контракта, включая оплату расходов по закупке оборудования, кредитованию и страхованию, а также обеспечение лизингодателю прибыли и комиссионных, связанных с покрытием расходов по подготовке контракта и посреднической деятельности.
Задолженность по лизингу погашается следующими видами платежей:
· авансовый платеж;
· периодические лизинговые платежи;
· выкупная сумма.
Разновидности периодических платежей:
· по размеру платежей – постоянные и переменные (например, изменяющиеся во времени с постоянным темпом прироста или выплачиваемые в сроки и суммах, предусматриваемых согласованным графиком);
· по применяемой процентной ставке – с постоянной или переменной ставкой, а по их виду – сложная, а иногда (при очень коротких сроках) и простая ставка;
· по моменту производства платежей – в начале или конце периодов (пренумерандо и постнумерандо); платежи постнумерандо применяются реже, чем пренумерандо;
· по периодичности выплат – обычно лизинг предусматривает ежемесячные платежи, редко ежеквартальные или полугодовые.
При выполнении расчетов лизинговых платежей должно соблюдаться требование равенства современной стоимости потока лизинговых платежей затратам лизингодателя, связанных с выполнением условий арендного контракта, т.е. предусматривается финансовая эквивалентность обязательств обеих сторон контракта.
При проведении расчетов, связанных с лизингом,  используем следующие обозначения: D – стоимость имущества для лизингодателя (с учетом таможенных сборов, страховых расходов и т.д.); Yt – размер лизингового платежа в t-м периоде; Dt – расходы по погашению основного долга в t-м периоде; Pt – остаток основного долга в t-м периоде; It – проценты по кредиту в t-м периоде (в денежных единицах); i –  годовая номинальная процентная ставка; m – сколько раз в год начисляются проценты (будем полагать, что число лизинговых платежей в год p=m); п – срок лизинга.
Регулярные постоянные платежи (сложные проценты). В этом случае поток лизинговых платежей представляет собой постоянную ренту, поэтому применимы соответствующие формулы.
Размер лизингового платежа постнумерандо равен (сравните с (3.5))

			(4.1)
Размер лизингового платежа пренумерандо

			(4.2)
Рассмотрим случай, когда первый платеж будет в k раз больше остальных (удвоен или утроен), причем соответственно сокращается число остальных платежей. Согласно условию финансовой эквивалентности должны выполняться  следующие равенства:
для выплат постнумерандо

		(4.3)
для выплат пренумерандо

		(4.4)
где  k – коэффициент увеличения первого платежа.
На основе этих равенств легко найти необходимые значения лизинговых платежей.
В случае, если лизинговый контракт предусматривает выкуп имущества по остаточной стоимости S, то уравнение эквивалентности при платежах постнумерандо имеет вид

			(4.5)
Для платежей пренумерандо имеем

		(4.6)
В случае, если лизинговый контракт предусматривает выплату аванса А, то получим следующие уравнения эквивалентности:
для выплат постнумерандо

		(4.7)
для выплат пренумерандо

		(4.8)
Для случая, если лизинговый контракт предусматривает выплату аванса А и выкуп имущества по остаточной стоимости S, то получим:
для выплат постнумерандо

		(4.9)
для выплат пренумерандо

		(4.10)
Пример 4.1. Оборудование стоимостью 1 000 тыс. руб. передано в аренду на срок два года под 15% годовых (сложные проценты). лизинговые платежи осуществляются ежемесячно. Рассчитать размеры лизинговых платежей.
Решение. 
Согласно (4.1) находим

	
Пример 4.2. Решить задачу 4.1, если первый платеж увеличивается в три раза, а число платежей соответственно сокращается на два.
Решение. 
Согласно (4.3) получаем


Отсюда находим Y= 47 380,18.
Пример 4.3. Решить задачу 4.1, если в конце срока аренды оборудование выкупается по остаточной стоимости 400 тыс. руб.
Решение. 
Согласно (4.5) получаем


Отсюда Y= 34 091,99.
Пример 4.4. Решить задачу 4.1, если авансовый платеж составляет 200 тыс. руб..
Решение. 
Согласно (4.7) получаем


Отсюда Y= 38 789,32.
Пример 4.5. Решить задачу 4.1, если авансовый платеж составляет 200 тыс. руб. и в конце срока аренды оборудование выкупается по остаточной стоимости 400 тыс. руб.
Решение. 
Согласно (4.9) получаем


Отсюда Y = 24 394,66.
Деление суммы платежа по лизингу на сумму погашения долга и выплату процентов. Принцип такого деления сводится к следующему: сумма, идущая на погашение основного долга, находится как остаток после выплаты из суммы лизингового платежа процентов на сумму оставшейся задолженности (сравните с п.3.2.4). 
Для платежей постнумерандо: 
· для первого платежа: выплаты процентов I1=Di/m; погашение основного долга D1 = Y – I1;
· для t-го платежа:


Для платежей пренумерандо по сравнению с вычислительной  схемой постнумерандо изменяются только формулы для первого платежа: выплата процентов I1=0; погашение основного долга D1=Y.
Пример 4.6. Стоимость арендованного оборудования 1 000 тыс. руб., срок аренды 2 года, процентная ставка 15% годовых, ежеквартальные равные платежи в конце периодов. Составить график погашения задолженности.
Решение. 
Результаты решения приведены в таблице 4.1.
Пояснения к таблице 4.1


I1=1 000 0000,15/4=37 500;
D1=146 998,39 – 37 500=109 498,39;
I2=(1 000 000 –109 498,39)0,15/4= 33 393,81;
D2=146 998,39 – 33 393,81 = 113 604,58 и т.д.

Таблица 4.1. Пример расчета лизинговых платежей постнумерандо
	Номер платежа
	Лизинговые
 платежи Yt
	Выплата
 процентов It
	Погашение
 долга Dt
	Остаток долга Pt

	1
	146 998,39
	37 500,00
	109 498,39
	890 501,61

	2
	146 998,39
	33 393,81
	113 604,58
	776 897,03

	3
	146 998,39
	29 133,64
	117 864,75
	659 032,27

	4
	146 998,39
	24 713,71
	122 284,68
	536 747,59

	5
	146 998,39
	20 128,03
	126 870,36
	409 877,24

	6
	146 998,39
	15 370,40
	131 628,00
	278 249,24

	7
	146 998,39
	10 434,35
	136 564,04
	141 685,20

	8
	146 998,39
	5 313,19
	141 685,20
	0,00

	Итого
	1 175 987,13
	175 987,13
	1 000 000,00
	



Пример 4.7. Решить задачу 4.6 при условии, что платежи производятся в начале периодов.
Решение. 
Результаты решения приведены в таблице 4.2.
Пояснения к таблице 4.2


I1=0;
D1=141 685,20 – 0=141 685,20;
I2=(1 000 000 –141 685,20)0,15/4= 32 186,81;
D2=141 685,20 –  32 186,81 = 109 498,39 и т.д.

Таблица 4.2. Пример расчета лизинговых платежей пренумерандо
	Номер платежа
	Лизинговые
 платежи Yt
	Выплата
 процентов It
	Погашение
 долга Dt
	Остаток долга Pt

	1
	141 685,20
	0,00
	141 685,20
	858 314,80

	2
	141 685,20
	32 186,81
	109 498,39
	748 816,41

	3
	141 685,20
	28 080,62
	113 604,58
	635 211,83

	4
	141 685,20
	23 820,44
	117 864,75
	517 347,08

	5
	141 685,20
	19 400,52
	122 284,68
	395 062,40

	6
	141 685,20
	14 814,84
	126 870,36
	268 192,04

	7
	141 685,20
	10 057,20
	131 628,00
	136 564,04

	8
	141 685,20
	5 121,15
	136 564,04
	0,00

	Итого
	1 133 481,57
	133 481,57
	1 000 000,00
	



Регулярные переменные платежи (погашения задолженности равными суммами). Данная схема предполагает, что погашение задолженности производится равными суммами  (сравните с п. 3.2.3).  Таким образом, получаем

			(4.11)
Для платежей постнумерандо получаем: 
· для первого платежа: выплаты процентов I1=Di/m; лизинговый платеж Y1= D1+I1; погашение основного долга D1;
· для t-го платежа:


Для платежей пренумерандо по сравнению с вычислительной  схемой постнумерандо изменяются только формулы для первого платежа: выплата процентов I1=0;лизинговый платеж Y =D1.
Пример 4.8. Стоимость арендованного оборудования 1 000 тыс. руб., срок аренды 2 года, процентная ставка 15% годовых, ежеквартальные платежи в конце периодов. Погашение долга производится равными суммами. Составить график погашения задолженности.
Решение. 
Результаты решения приведены в таблице 4.3.
Пояснения к таблице 4.3


I1=1 000 0000,15/4=37 500;
Y1=125 000 + 37 500=162 500;
I2=(1 000 000 –125 000)0,15/4= 32 812,50;
Y2=125 000 + 32 812,50=157 812,50 и т.д.

Таблица 4.3. Пример расчета лизинговых платежей постнумерандо
	Номер платежа
	Лизинговые
 платежи Yt
	Выплата
 процентов It
	Погашение
 долга Dt
	Остаток долга Pt

	1
	162 500,00
	37 500,00
	125 000,00
	875 000,00

	2
	157 812,50
	32 812,50
	125 000,00
	750 000,00

	3
	153 125,00
	28 125,00
	125 000,00
	625 000,00

	4
	148 437,50
	23 437,50
	125 000,00
	500 000,00

	5
	143 750,00
	18 750,00
	125 000,00
	375 000,00

	6
	139 062,50
	14 062,50
	125 000,00
	250 000,00

	7
	134 375,00
	9 375,00
	125 000,00
	125 000,00

	8
	129 687,50
	4 687,50
	125 000,00
	0,00

	Итого
	1 168 750,00
	168 750,00
	1 000 000,00
	



Пример 4.9. Решить задачу 4.8 при условии, что платежи производятся в начале периодов.
Решение. 
Результаты решения приведены в таблице 4.4.
Пояснения к таблице 4.4
I1=0;
D1=125 000;
Y1=125 000 + 0 =125 000;
I2=(1 000 000 –125 000)0,15/4= 32 186,81;
Y2=125 000 + 32 186,81 =157 812,50  и т.д.

Таблица 4.4. Пример расчета лизинговых платежей пренумерандо
	Номер платежа
	Лизинговые
 платежи Yt
	Выплата
 процентов It
	Погашение
 долга Dt
	Остаток долга Pt

	1
	125 000,00
	0,00
	125 000,00
	875 000,00

	2
	157 812,50
	32 812,50
	125 000,00
	750 000,00

	3
	153 125,00
	28 125,00
	125 000,00
	625 000,00

	4
	148 437,50
	23 437,50
	125 000,00
	500 000,00

	5
	143 750,00
	18 750,00
	125 000,00
	375 000,00

	6
	139 062,50
	14 062,50
	125 000,00
	250 000,00

	7
	134 375,00
	9 375,00
	125 000,00
	125 000,00

	8
	129 687,50
	4 687,50
	125 000,00
	0,00

	Итого
	1 131 250,00
	131 250,00
	1 000 000,00
	


Регулярные переменные платежи/ В случае нерегулярных лизинговых платежей составляется платежный  график, согласованный обеими сторонами лизингового контракта. Сбалансированность платежей и задолженности достигается при определении размера последней выплаты Rnm .

		(4.12)
где Yi , ti – сумма и срок i-го платежа.
Пример 4.10. Стоимость арендованного оборудования 1 000 тыс. руб., срок аренды 2 года, процентная ставка 15% годовых. Оборудование передано арендодателю 15.02.2021. График лизинговых платежей приведен в таблице. Рассчитать размер последнего лизингового платежа на 1.02.2023 и составить график процентных выплат и погашения задолженности.
	02.08.21
	01.11.21
	28.03. 22
	03.05. 22
	20.05. 22
	02.08. 22
	01.11. 22

	80 000
	160 000
	200 000
	100 000
	150 000
	180 000
	170 000


Решение. 
Согласно (4.12) можно записать


Чтобы найти значение t1 необходимо рассчитать число дней между датой 1-го платежа 02.08.2021 и  датой начала аренды 15.02.2021. Полученное количество дней 182 необходимо перевести в доли года, разделив на 365 дней. В результате получим t1 = 0,499. В таблице 4.5 приведены полученные значения ti для всех платежей.
Для расчета величины последнего платежа Y8 можно использовать инструмент Excel Подбор параметра. В результате получим, что Y8 = 162283,20.
Результаты решения приведены в таблице 4.5.
Пояснения к таблице 4.5.
I1=1 000 000  [(1+0,15)0,499 –1]=72 175,24;
D1= Y1 – I1 = 80 000 – 72 175,24 = 7 824,76;
I2=(1 000 000 –7 824,76) [(1+0,15)0,748 – 0,499 –1]= 35 181,49;
D2= Y2 – I2 = 160 000 – 35 181,49 = 124 818,51;
I3=(1 000 000 – 7 824,76 – 124 818,51)[(1+0,15)1,,151 – 0,748 –1]= 50 221,68;
D3= Y3 – I3 = 200 000 – 50 221,68 = 149 778,32 и т.д.
Задачи для самостоятельного решения к главе 4
Задача 4.1. Имущество стоимостью 10 млн руб. передано в долгосрочную аренду на срок 15 лет. Номинальная процентная ставка 12% годовых. Рассчитать размеры ежемесячных лизинговых платежей пренумерандо.
Задача 4.2. Рассчитать размеры ежеквартальных лизинговых платежей постнумерандо, если первый платеж увеличивается в два раза. Имущество стоимостью 6 млн руб. передано в аренду на срок 10 лет. Процентная ставка 15% годовых.
Задача 4.3. Оборудование стоимостью 20 млн руб. передается в лизинг на пять лет. Процентная ставка 10% годовых. Рассчитать размеры ежегодных лизинговых платежей пренумерандо, если авансовый платеж составляет 1,5 млн руб. и в конце срока аренды оборудование выкупается по цене 500 тыс. руб, 
Задача 4.4. Стоимость арендованного оборудования 8 000 тыс. руб., срок аренды четыре года, процентная ставка 12% годовых, равные лизинговые платежи производятся в конце полугодия. Составить график погашения задолженности.
Задача 4.5. Здание стоимостью 12 млн руб. передано в аренду на 8 лет года. Процентная ставка 10% годовых. Производятся ежегодные лизинговые платежи в конце периодов. Погашение долга производится равными суммами. Составить график погашения задолженности.
Задача 4.6. Транспортные средства стоимостью 6 млн руб. переданы в аренду на три года. Процентная ставка 12% годовых. Срок аренды исчисляется с 01.07.2021. График лизинговых платежей приведен в таблице. 
	01.10.21
	01.02.22
	05.10.22
	01.02.23
	01.08.23
	01.03.24

	400 000
	500 000
	1 000 000
	1 800 000
	1 500 000
	1 200 000


Рассчитать размер последнего лизингового платежа на 1.07.2024. Составить график процентных выплат и погашения задолженности.


Таблица 4.5. Пример расчета нерегулярных лизинговых платежей
	Номер платежа
	Дата
платежа
	Срок платежа ti, годы
	Лизинговые
 платежи Yt
	Выплата
 процентов It
	Погашение
 долга Dt
	Остаток долга Pt

	1
	02.08.2021
	0,499
	80 000,00
	72 175,24
	7 824,76
	992 175,24

	2
	01.11.2021
	0,748
	160 000,00
	35 181,49
	124 818,51
	867 356,73

	3
	28.03.2022
	1,151
	200 000,00
	50 221,68
	149 778,32
	717 578,40

	4
	03.05.2022
	1,249
	100 000,00
	9 960,12
	90 039,88
	627 538,53

	5
	20.05.2022
	1,296
	150 000,00
	4 098,26
	145 901,74
	481 636,79

	6
	02.08.2022
	1,499
	180 000,00
	13 842,51
	166 157,49
	315 479,30

	7
	01.11.2022
	1,748
	170 000,00
	11 186,56
	158 813,44
	156 665,86

	8
	01.02.2023
	2,000
	162 283,20
	5 617,33
	156 665,86
	0

	Итого
	
	
	1 202 283,20
	202 283,20
	1 000 000,00
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Функция СТАВКА (RATE)
Возвращает процентную ставку по аннуитету за один период. Функция СТАВКА вычисляется путем итераций и может давать нулевое значение или несколько значений. Если последовательные результаты функции СТАВКА не сходятся с точностью 0,0000001 после 20 итераций, функция СТАВКА возвращает сообщение об ошибке #ЧИСЛО!.

Синтаксис функции
СТАВКА(Кпер; Плт; Пс; [Бс]; [Тип]; [Прогноз])

Аргументы функции.
· Кпер – обязательный аргумент. Общее количество периодов платежей по аннуитету.
· Плт – обязательный аргумент. Выплата, производимая в каждый период; это значение не может меняться в течение всего периода выплат. Обычно аргумент «Плт» состоит из основного платежа и платежа по процентам, но не включает других налогов и сборов. Если он опущен, аргумент «Пс» является обязательным.
· Пс – обязательный аргумент. Современная (приведенная, текущая) стоимость, т. е. общая сумма, которая на данный момент равноценна ряду будущих платежей.
· Бс – необязательный аргумент. Значение наращенной суммы (будущей стоимости), т. е. желаемого остатка средств после последней выплаты. Если аргумент «Бс» опущен, предполагается, что он равен 0 (например, наращенная сумма для кредита равна 0).
· Тип – необязательный аргумент. Число 0 или 1, обозначающее, когда должна производиться выплата.
	Тип
	Когда нужно платить

	0 или опущен
	В конце периода (постнумерандо)

	1
	В начале периода (пренумерандо)


· Прогноз – необязательный аргумент. Предполагаемая величина ставки. Если аргумент «прогноз» опущен, предполагается, что его значение равно 10%. Если функция СТАВКА не сходится, попробуйте изменить значение аргумента «Прогноз». Функция СТАВКА обычно сходится, если значение этого аргумента находится между 0 и 1 (0% и 100%).
В Microsoft Excel каждый из финансовых аргументов выражается через другие аргументы.
Если «Ставка» не равна 0, то 


Если «Ставка» равна 0, то
(Плт  Кпер) + Пс + Бс = 0.

Функция ВСД (IRR)

Возвращает внутреннюю ставку доходности (внутреннюю норму доходности) для потока платежей, представленных их численными значениями. В отличие от аннуитета, денежные суммы в пределах этих потоков могут колебаться. Однако обязательным условием является регулярность поступлений (например, ежемесячно или ежегодно). Внутренняя ставка доходности – это процентная ставка, принимаемая для инвестиции, состоящей из платежей (отрицательные величины) и доходов (положительные величины), которые имеют место в следующие друг за другом и одинаковые по продолжительности периоды.

Синтаксис функции
=ВСД(Значения; [Предположение])

Аргументы функции.
· Значения – обязательный аргумент. Массив или ссылка на ячейки, содержащие числа, для которых требуется подсчитать внутреннюю ставку доходности.
· Значения должны содержать по крайней мере одно положительное и одно отрицательное значение.
· В функции ВСД учитывается порядок значений. Убедитесь, что значения выплат и поступлений введены в нужном порядке.
· Если аргумент, который является массивом или ссылкой, содержит текст, логические значения или пустые ячейки, такие значения игнорируются.
· Предположение – необязательный аргумент. Величина, предположительно близкая к результату ВСД.
· В Microsoft Excel для вычисления ВСД используется метод итераций. Функция ВСД выполняет циклические вычисления, начиная со значения аргумента «Предположение», пока не будет получен результат с точностью 0,0000001. Если функция ВСД не может получить результат после 20 попыток, возвращается значение ошибки #ЧИСЛО!.
· В большинстве случаев для вычислений с помощью функции ВСД нет необходимости задавать аргумент «Предположение». Если он опущен, предполагается значение 0,1 (10%).
· Если функция ВСД возвращает значение ошибки #ЧИСЛО! или результат далек от ожидаемого, попробуйте повторить вычисление с другим значением аргумента «Предположение».

Функция ЧИСТВНДОХ (XIRR)

Возвращает внутреннюю ставку доходности (внутреннюю норму доходности) для графика потока платежей, которые не обязательно носят периодический характер.

Синтаксис
=ЧИСТВНДОХ(Значения; Даты; [Предположение])

Аргументы функции.
· Значения – обязательный аргумент. Массив или ссылка на ячейки, содержащие числа, для которых требуется подсчитать внутреннюю ставку доходности. Поток платежей соответствует графику платежей, приведенному в аргументе «Даты». Первый платеж является необязательным и соответствует затратам или выплате в начале инвестиции. Если первое значение является затратами или выплатой, оно должно быть отрицательным. Все последующие выплаты дисконтируются на основе 365-дневного года. Ряд значений должен содержать по крайней мере одно положительное и одно отрицательное значение.
· Даты  – обязательный аргумент. Расписание дат платежей, которое соответствует потоку платежей «Значения». Даты могут идти в произвольном порядке. Даты должны вводиться либо как числовые значения в формате даты (например, 15.06.2021 в формате Краткая дата), либо с помощью функции ДАТА(), либо как результат вычисления других формул и функций. Например, для указания даты 15 июня 2021 г. можно использовать выражение ДАТА(2021;6;15). Если даты вводятся как текст, это может привести к возникновению проблем.
· Предположение – необязательный аргумент. Величина, предположительно близкая к результату ЧИСТВНДОХ.

Замечания
· В приложении Microsoft Excel даты хранятся в виде последовательных чисел, что позволяет использовать их в вычислениях. По умолчанию дате 1 января 1900 г. соответствует число 1, а 1 января 2021 г. – число 44 197.
· Числа в аргументе «Даты» усекаются до целых.
· В функции ЧИСТВНДОХ предполагаются по крайней мере один положительный и один отрицательный платеж; в противном случае эта функция возвращает значение ошибки #ЧИСЛО!.
· Если хотя бы одно из чисел в аргументе «Даты» не является допустимой датой, то функция ЧИСТВНДОХ возвращает значение ошибки #ЧИСЛО!.
· Если хотя бы одно из чисел в аргументе «Даты» предшествует начальной дате, то функция ЧИСТВНДОХ возвращает значение ошибки #ЧИСЛО!.
· Если количество значений в аргументах «Значения» и «Даты» не совпадает, функция ЧИСТВНДОХ возвращает значение ошибки #ЧИСЛО!.
· В большинстве случаев задавать аргумент «Предположение» для функции ЧИСТВНДОХ не требуется. Если этот аргумент опущен, то он полагается равным 0,1 (10%).
· Функция ЧИСТВНДОХ тесно связана с функцией ЧИСТНЗ. Ставка доходности, вычисляемая функцией ЧИСТВНДОХ — это процентная ставка, соответствующая ЧИСТНЗ = 0.
В Microsoft Excel функция ЧИСТВНДОХ вычисляется с помощью итеративного метода. Используя меняющуюся ставку (начиная со значения аргумента «Предположение»), функция ЧИСТВНДОХ выполняет циклические вычисления, пока не получит результат с точностью до 0,0000001. Если функции ЧИСТВНДОХ не удается найти результат за 100 попыток, возвращается значение ошибки #ЧИСЛО!. Ставка меняется до тех пор, пока не будет получено следующее равенство:


где  N – количество платежей; Yk – сумма k-го платежа; d1 – дата первого платежа (начальная дата); dk – дата k-го платежа.
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