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Нормальные колебания решётки

Возбуждается коллективное движение в форме упругой волны, 
охватывающей все частицы кристалла. Такое коллективное движение 
называется нормальным колебанием решётки. 



Число нормальных колебаний

• Число нормальных колебаний, которое может 
возникнуть в решётке, равно числу степеней 
свободы частиц кристалла: 3N-6. Здесь N – число 
частиц, образующих кристалл.

• Число степеней свободы – это количество 
независимых координат, полностью 
определяющее положение системы или тела.

• Из них колебательных степеней свободы 3N – 6.



Самая короткая длина волны

• Самая короткая длина волны, которая может образоваться 
в одномерной цепочке, равна 2а.

• Минимальной длине волны соответствует максимальная 
частота

мин 2al =

макс
мин

2puw
l

=



Волновой вектор

• Волновой вектор по направлению совпадает с 
направлением распространения колебаний, а по 
модулю равен 

• Получается, что 

• В общем случае 

k = 2π
λ

= ω
υ

υ = υ k( )
ω = qυ k( )



Дисперсионные кривые

• Волновой вектор по направлению совпадает с 
направлением распространения колебаний, а по модулю 
равен

• Получается, что

• Кривые, выражающие зависимость частоты от волнового 
вектора или длины волны, называются дисперсионными 
кривыми.

k = 2π
λ

= ω
υ

ω = kυ k( )
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that is the equation for deformation waves in a continuous medium. The speed of
sound in this medium is

c =

√
κa2

M
=

√
T
ρ
, (3.99)

with ρ = M/ a the linear mass density and T = κa a tension. To all respects, the
system behaves as if the atoms interacting with each other and vibrating about their
equilibrium positions, were a continuous elastic medium with density ρ , each in-
finitesimal portion of it being subjected to a tension T = κa. The quantity c is the
phase velocity with which the deformation s(x, t) propagates in the medium, that is
the speed of sound-wave propagation inside the material. Now, in the case of con-
tinuous media the elastic modes have indeed been found to disperse according to a
linear law in k, with a proportionality coefficient of the same form as (3.99). There-
fore, the considered k → 0 limit is the result of the continuum theory developed in
Sec. 3.2.

In particular, the elastic constants ci j and the speed of sound c are intimately
related to each other. Deviations of ω(k) from linear behavior occur when the atomic
displacements in neighboring cells cannot be considered to be almost the same.
For example, (3.90) implies that at the Brillouin zone boundaries k = ±π/ a, one
has Q1 = −Q0, Q2 = Q0, and Q3 = −Q0, corresponding to a different situation
that cannot be mapped into the continuum limit. This is displayed in the left panel
of Fig. 3.5, where the behavior of ω(k) represented by the solid lines is seen to
markedly deviated from the linear law represented by dashed lines.

The dispersion relation ω = ω(k) determines the group velocity of a wave packet
via the relation

vg =
dω
dk

=

√
κa2

M
cos

ka
2

, (3.100)

Fig. 3.5 Vibrational modes of 1D crystals with one atom per cell. Left panel: the frequency ω(k) is
displayed within the Brillouin zone (solid lines). The deviation from linear behavior (dashed lines)
is also made evident, as described in the text. Right panel: the group velocity of the vibrational
wave



Акустические колебания

• Сначала рассмотрим цепочку атомов одного сорта, 
имеющих массу M и расположенных на расстоянии a один 
от другого. Смещение n-го атома запишем в виде

• (1)
• Дифференцируя это выражение два раза, получаем 

ускорение n-го атома:

sn = Aexp i kna −ωt( )⎡⎣ ⎤⎦

d2sn dt2 = −ω2Aexp i kna −ωt( )⎡⎣ ⎤⎦ = −ω2sn



По второму закону Ньютона

• По второму закону Ньютона возвращающую силу, 
действующую на n-й атом, можно записать в виде 

• (2)
• Примем, что взаимодействуют только соседние атомы. В 

случае малых деформаций выполняется закон Гука 

• поэтому второй закон Ньютона имеет вид

Fn = M d2sn dt2( ) = −Mω2sn

Fn = −κΔsn

M!!sm = κ sm+1 − sm( )+ κ sm−1 − sm( )



Продолжаем решение

• Добавим сюда граничные условия Борна-Кармана:

• Подставляя сюда (;) получим

• Подставляя сюда выражение (1) получим

• Это приближение приводит к дисперсионному 
соотношению

s0 = sN

ω2 = κ M( ) 2− sn+1 sn( )− sn−1 sn( )⎡⎣ ⎤⎦

ω2 = κ M( ) 2− exp ika( )− exp −ika( )⎡⎣ ⎤⎦ = 2 κ M( ) 1− cos ka( )⎡⎣ ⎤⎦ = 4 κ M( )sin2 ka 2( ).

ω k( ) = ±2 κ M sin ka 2( ) = ±ωm sin ka 2( )



Знаки плюс и минус в этом выражении соответствуют 
бегущим в противоположные стороны волнам. Максимальная 
частота достигается при 

sin ka 2( ) = 1
ωm = 2 κ M

и равна

Из граничных условий Борна-Кармана получим, что

k = 2πn
aN

Отсюда найдём объем в k-пространстве, который приходится 
на одно состояние: 

Δk = 2πΔn
aN

Δn = 1 L = aN – длина цепочки



Для двухмерного случая 2D: Δk1
2 = 4π

2

L2

Аналогично для трехмерного случая 3D Δk1
3 = 8π

3

L3
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Область k-пространства, для которой 
!
k ≤ π

a
, образует первую зону Бриллюэна. В

области больших длин волн (малых

волновых векторов) синус можно заменить

на его аргумент: ω k( ) = ±2 κ M sin ka 2( ) ≈ ±a κ Mk = ±υk



Групповая и фазовая скорости волны

• В этой области групповая скорость υg =
dω
dk

= υ

и фазовая скорость υ f =
ω
k
= υ равны между собой: 

υg = υ f = υ В области коротких длин волн имеем, что 

υ f =
ω
k
= υ

sin ka 2( )
ka 2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

υg =
∂ω
∂k

= υcos ka 2( )



Акустические и оптические колебания

• Рассмотрим цепочку атомов, состоящих из атомов двух 
сортов или из двух подрешёток. Тяжелого, массы М, и 
легкого, массы m. 

• В этом случае возможны два типа колебаний:

• акустические (1)

• оптические (2)



Уравнение движения для атомов двух сортов имеет
вид:

M1!!sn,1 = κ sn,2 − sn,1( )+ κ sn−1,2 − sn,1( )
M2!!sn,2 = κ sn+1,1 − sn,2( )+ κ sn,1 − sn,2( )
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Expressions (3.104) and (3.105) provide both the gap ∆ω between the two bands
at k = π/ aand the total bandwidth ∆ at k = 0, including the gap. Assuming M1 >
M2, one has

∆ω = ω+

(π
a

)
−ω−

(π
a

)
=

√
2κ
M2

−
√

2κ
M1

,

∆ =

√
2κ
µ

(3.107)

with µ−1 = M−1
1 + M−1

2 . The atom displacement in terms of normal mode functions
ak,s(t) is

sm,µ = ∑
k,s

ak,s(t)es(k)eimka, for s = 1,2. (3.108)

Here, es(k) represents the atom displacement in the reference cell at given k and
with varying s = 1, 2. Fig. 3.7 shows the acoustical and optical bands of the 1D
system with two atoms per cell.

Notice the mapping between the vibrational frequencies of the infinite 1D chain
as in (3.103) and that of the finite chain as in (3.78), while taking into account that
the boundary conditions are different in the two cases. The two results are in fact
identical if one reminds that in the finite system 2N + 2 represents the total number
of atoms, while in the infinite system N represents the number of cells, each con-
taining two atoms. Since ϕν = νπ/ [2(N + 1/ 2)], the setting ka/ 2 = νπ/ (2N + 1)
realizes the mapping between the two expression, at least as long as N ≫ 1.

Fig. 3.7 Vibrational modes of
1D crystals with two atoms
per cell. The frequency ω(k)
of the acoustical (A) and op-
tical (O) bands are displayed
within the Brillouin zone.
The gaps at Brillouin zone
boundaries are evident



Спектр нормальных колебаний решетки

• Распределение нормальных колебаний по частотам
• Длины волн нормальных колебаний линейной цепочки из 
N атомов:

• Мы уже получили, что объем в k-пространстве, 
приходящийся на одно нормальное колебание, равен в 3D

• Объем сферы радиусом k равен 
• После деления имеем количество нормальных колебаний в 

этом объеме:

2 , 1,2,3,...,n
L n N
n

l = =

Δk1
3 = 8π

3

L3
= 8π

3

V
Vk =

4
3
πk3

z = k
3V

6π2



Функция распределения нормальных колебаний 
по частотам: g(ω)

• Учтем, что в дебаевском приближении
• Отсюда имеем, что
• , здесь

• Дифференцируя это уравнение получаем:

• Формула выражает число нормальных колебаний в интервале частот 
от ω до ω+dω.

• дает плотность заполнения участка dω нормальными 
колебаниями.

( )
2

2 3
3d d d
2
Vz g ww w w

p u
= =

( )
2

2 3
d
d 2
z Vg ww
w p u

= =

k = ω υ

z = ω3V

2π2υ3
3

υ3
= 2

υ⊥
3
+ 1

υ!
3



Температура Дебая

• Общее число нормальных колебаний равно 3N, поэтому
•

• Здесь ωд – максимальная частота, которая называется 
характеристическая дебаевская частота. Соответственно, 
характеристической температурой Дебая называется 
величина

• Интегрируя, получаем 

( )
д

0

3g d N
w

w w =ò

д

Бk
w

Q =
!

3
д

2 3 3
2
V

N
w
p u

=

1 3
2

д 6 N
V

w u pæ ö= ç ÷
è ø



Высокие и низкие температуры

• При температуре Дебая возбуждаются все 
нормальные колебания, поэтому температуры 
принято называть высокими, если T > Θ, и 
наоборот, низкими, если T << Θ.

• После очевидных преобразований имеем:

( )
2

3
д

9g N ww
w

=



Квантовый гармонический осциллятор

1. Гармонический осциллятор совершает гармонические 
колебания около положения равновесия. Потенциальная 
энергия и уравнение движения имеют вид: 

2. Здесь κ – константа квазиупругой силы, ω – собственная 
частота колебаний гармонического осциллятора.

3. Уравнение Шрёдингера для стационарных состояний:

( )
2

2, 0
2
xU x x xk w= + =!!

( )( )
2

2 2
2 0d m E U x

dx
j j+ - =
!



Свойства гармонического осциллятора и 
нормальные колебания

1. Дискретный энергетический спектр

2. Энергия нормального колебания решетки равна энергии 
осциллятора, имеющего массу, равную массе 
колеблющихся атомов, и колеблющегося с частотой, 
равной частоте нормального колебания.

1
2

E n wæ ö= +ç ÷
è ø

! 0,1,2,3,...n =



Фононы

• Суммируя все энергии нормальных колебаний Ei
(осцилляторов с частотой ωi ), получим полную      
энергию тепловых колебаний кристалла:

• Каждый осциллятор представляет одно из нормальных 
колебаний решетки, в котором участвуют все атомы 
кристалла, совершая его с одной и той же частотой ωi.

• Минимальная порция энергии, которую может испустить 
или поглотить решётка, равна

• Эту порцию, или квант энергии, тепловых колебаний 
решётки называют фононом.

3

1

N

i
i

E E
=

=å

ф ie w= !



Сравнение фононов с фотонами

• Аналогия между фононами и фотонами: поле упругих 
волн, заполняющих кристалл, можно трактовать как 
фононный газ, квазичастицы которого (фононы) обладают 
энергией и импульсом:

• Здесь υ – скорость звука.
• Основное отличие фонона от фотона состоит в том, что 

фонон является квазичастицей, т.е. не может существовать 
вне кристаллической решетки.

ф ф

,

,

h
c

h

we w
l
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Распределение фононов по энергии

• Распределение фононов по энергии описывается той же функцией 
распределения Бозе-Эйнштейна, что и распределение фотонов по 
энергии:

• При T<<Θ возбуждаются 
нормальные колебания с энергией меньше или равной kБT. Средняя 
энергия нормального колебания равна

( )
ф

ББ

ф
1 1

11 k Tk T

f
ee

e we = =

--
!

Б 1k T

E
e

w

w
=

-
!

!



Теплоёмкость твёрдого тела при 
постоянном объёме CV

• Тепловая энергия кристаллической решётки Ереш складывается из 
энергии нормальных колебаний <E>.

• Рассмотрим область низких температур ħωд >> kБT. Поскольку 
возбуждены колебания с частотами ħω< kБT, то

( )
д

реш
0

E E g d
w

w w= ò реш
V

constV

E
C
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¶æ ö
= ç ÷¶è ø

Б

1 1
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Рассмотрим область высоких температур ħω > kБT

• При температуре Дебая возбуждаются все нормальные 
колебания: z = 3N = const, а средняя энергия нормального 
колебания прямо пропорциональна температуре, то

• Закон Дюлонга и Пти:

решE T!

V constC =

V 3C R»



Более строгий расчет

• Подставив полученные выражения в выражение для энергии решётки 
получим:

• Перейдём к безразмерной переменной , тогда 

• Опять рассмотрим область низких температур: Θ >>T. В этом случае 
верхний предел интегрирования можно заменить на бесконечность:
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Область высоких температур

• Для таких температур x мало, поэтому в разложении ex=1+x+x2/2+…
можно ограничиться первыми двумя членами. После подстановки 
имеем:

• Теплоёмкость кристалла. Закон Дюлонга и Пти

• Для моля вещества N=NA. Поскольку R= NAkБ, то 

4
2

реш Б Б
0

9 3
TTE Nk x dx Nk T

Q
æ ö= Q =ç ÷Qè ø ò

реш
V Б3 const

V

E
C Nk

T
¶æ ö

= = =ç ÷¶è ø

V 3 25Дж моль/КС R= » ×



Теплоёмкость электронного газа

• Общая теплоёмкость складывается из теплоёмкости решётки и 
теплоёмкости электронного газа

• Энергия и теплоёмкость одного моля электронного газа равны

• Отсюда имеем, что

• Однако эксперимент показал, что для диэлектриков и металлов

V реш элC C C= +

3
эл 2E RT= 3

эл 2С R=

3 9
V 2 23 37Дж/(моль К)С R R R= + = » ×

V 25Дж/(моль К)C = ×



Металл как потенциальная яма. Уровень Ферми



Распределение Ферми-Дирака для свободных 
электронов 

( ) ( )
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2 ;
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• Энергия Ферми системы 
невзаимодействующих фермионов — это 
увеличение энергии основного состояния 
системы при добавлении одной частицы. Что 
эквивалентно химическому потенциалу 
системы в ее основном состоянии при 
абсолютном нуле температур. Энергия Ферми  
может также интерпретироваться как 
максимальная энергия фермиона в основном 
состоянии при абсолютном нуле температур. 



• Физический смысл уровня Ферми: 
вероятность попадания частицы на уровень 
Ферми составляет 0,5 при любых 
температурах.

• Название дано в честь итальянского физика 
Энрико Ферми.



Энри́ко Фе́рми (итал. Enrico Fermi, в профессиональной речи
физиков: Ферми́; 29 сентября 1901, Рим — 28 ноября 1954, 

Чикаго)





Температура Ферми

• TF ≈ 60000 K для металлов

 

TF =
eF 0( )
k



Электронная составляющая теплоемкости 
металлов 

• Относительная доля электронов, 
обусловливающая теплоемкость: 
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• При комнатной температуре

• Однако вблизи абсолютного нуля 
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Тепловое расширение твёрдых тел

• Реальная кривая потенциальной энергии взаимодействия 
атомов асимметрична. Асимметрия в первом приближении 
может быть описана поправкой, пропорциональной x3:

• Сила взаимодействия атомов равна

• Полагая среднее значение силы в положении равновесия 
равным нулю, получим
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Продолжение 

• С точностью до членов второго порядка малости имеем, что 

• Учтём известный факт, что полная механическая энергия равна

• Отсюда

• Относительное линейное расширение равно 
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Коэффициент линейного расширения. Формула 
Грюнайзена

• Коэффициент линейного расширения:

• Здесь , cv – теплоёмкость, приходящаяся на 
один атом. 

• В области высоких температур E = kБT, поэтому cv = kБ:

• В области низких температур cv ~T3
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Формула для α была впервые получена Грюнайзеном и 
имела вид

Здесь γ – постоянная Грюнайзена (1.5 – 2.5), η –
коэффициент сжимаемости, Ω – атомный объём.
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