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Лабораторная работа №3 
«Математическое моделирование» 

 
Математическое моделирование – решение физической задачи с 

помощью математической модели явления/процесса. Уравнения 
математической модели решаются численно и/или аналитически (где это 
возможно). 

В качестве примера рассмотрим математическое моделирование 
движения неуправляемого снаряда в атмосфере. 

Математическая модель. Движение снаряда в вертикальной плоскости 
описывается системой дифференциальных уравнений 
 

= −𝑐𝑢𝑉 ≡ 𝑎 (𝑢, 𝑣),   = −𝑐𝑣𝑉 − 𝑔 ≡ 𝑎 (𝑢, 𝑣),   = 𝑢,   = 𝑣     (1) 
 

с начальными условиями 
 

(0) 0x  ,   (0) 0y  ,   0 0 0(0) cosu u V   ,   0 0 0(0) sinv v V   . (2) 
Здесь x  и y  – горизонтальная и вертикальная координаты, u , v  и 

22 vuV  – горизонтальная, вертикальная и полная скорости снаряда, 0  – 
угол бросания; )2/()( mSCc x , )(y   – плотность воздуха на высоте 𝑦, 
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3310 dCm m , 4/2dS  , d  и mC  – соответственно масса, площадь 
поперечного сечения, калибр (в метрах) и коэффициент массы снаряда, 

)(MCC xx   – коэффициент лобового сопротивления снаряда, 

aVM /  – число Маха, Ta 20  – скорость звука, 
)(yTT   – температура воздуха, 
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Аналитическое решение. Задача (1) – (2) имеет точное (аналитическое) 
решение в частном случае полета снаряда в пустоте (нулевая сила 
сопротивления или 𝑐 = 0). Получите его самостоятельно в виде зависимостей 
от времени координат и скоростей снаряда 𝑥 = 𝑥 (𝑡), 𝑦 = 𝑦 (𝑡), 𝑢 =
𝑢 (𝑡), 𝑣 = 𝑣 (𝑡). 

Численный алгоритм. Задачу Коши (1) – (2) можно решить численно, 
например, методом Эйлера: 

( ) ( ) ( )x t t x t u t t     ,   ( ) ( ) ( )y t t y t v t t     , 
𝑢(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑎 (𝑡)∆𝑡,   𝑣(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑣(𝑡) + 𝑎 (𝑡)∆𝑡,  (3) 

где Ntt /к  и N – величина и число шагов интегрирования, кt  – конечное 
время. Расчеты по формулам (3) начинаются при 0t   с учетом начальных 
данных (2): 



( ) (0) (0)x t x u t    ,   ( ) (0) (0)y t y v t    , 
𝑢(∆𝑡) = 𝑢(0) + 𝑎 (0)∆𝑡,   𝑣(∆𝑡) = 𝑣(0) + 𝑎 (0)∆𝑡, 

 

(2 ) ( ) ( )x t x t u t t      ,   (2 ) ( ) ( )y t y t v t t      , 
𝑢(2∆𝑡) = 𝑢(∆𝑡) + 𝑎 (∆𝑡)∆𝑡,   𝑣(2∆𝑡) = 𝑣(∆𝑡) + 𝑎 (∆𝑡)∆𝑡 

и т.д. до момента времени tNt к . Шаг интегрирования можно подобрать, 
например, в частном случае движения снаряда в пустоте, имеющем 
аналитическое решение, сравнивая с ним численное. 

Python-программа. Для случая полета снаряда в пустоте ниже приведены 
текст программы и результат ее запуска. 

 
#  полет неуправляемого снаряда 
from math import pi,cos,sin,sqrt 
import matplotlib.pyplot as plt 
 
N=10000 # число шагов инт-ния 
x=[0]*(N+1) 
y=[0]*(N+1) 
u=[0]*(N+1) 
v=[0]*(N+1) 
# константы 
g=9.81         # ускорение свободного 
падения 
# характеристики орудия 
w=200          # начальная скорость 
Rb=2           # радиус поражения 
боеприпаса 
# координаты цели 
xc=2000 
yc=0 
while True:  
    teta0=float(input('input teta0:')) 
    teta0=(teta0/180.)*pi 
    t=0; x[0]=0; y[0]=0    # начальные условия 
    u[0]=w*cos(teta0) 
    v[0]=w*sin(teta0) 
# хар-ки траектории над гориз. рельефом 
    tmax=(2*abs(v[0]))/g   # длительность 
полета 
    xmax=u[0]*tmax         # дальность полета 
    Hmax=(w*w)/(2*g)       # макс. высота 
траектории 
# численные параметры 
    tk=1.*tmax             # конечное время 
    dt=tk/N                # шаг интегрирования 
 

# расчет траектории 
    ip=0                   # индикатор попадания 
    for i in range (1,N+1): 
        x[i]=x[i-1]+dt*u[i-1] # новые координаты 
        y[i]=y[i-1]+dt*v[i-1] 
        ax=0.; ay=-g          # ускорения от внешних сил 
        u[i]=u[i-1]+dt*ax     # новые скорости по (3) 
        v[i]=v[i-1]+dt*ay   
        drc=sqrt((x[i]-xc)**2+(y[i]-yc)**2) 
        if ip==0 and drc<=Rb: # проверка условия 
попадания 
            ip=1; print('Popali !') 
# графика 
    plt.plot([0,xc],[0,yc]) 
    plt.plot(x,y) 
    plt.xlabel('x, м') 
    plt.ylabel('y, м') 
    plt.show() 
    if ip==1:  break 
plt.savefig('polet.png')   

 
input teta0:12 

 
 

Указания 
 

Рекомендуется следующая последовательность выполнения работы: 
1. Формулировка математической модели. 
2. Качественное исследование модели. Получение аналитического 

решения. 



3. Выбор метода численного решения ОДУ, разработка алгоритма. 
4. Написание и отладка программы с текстовым и графическим выводом 

результатов. 
5. Задание исходных данных. Выполнение расчетов.  
6. Обработка и анализ результатов. Сравнение результатов численного и 

аналитического решения задачи. 
7. Написание отчета. 
8. Представление результатов исследования в виде электронной 

презентации. 
 

Задачи 
 

1. Высота подъема ракеты 

 
 

2. Динамика парашютиста 

 
 

3. Падение тела при сопротивлении среды, пропорциональном 
скорости 

 
 

4. Истечение жидкости из сосуда 



 
 

5. Посадка самолета 

 
 



6. Наполнение резервуара 
В резервуар глубиной H 4 м, имеющий поперечное сечение S 36 м2, 

поступает жидкость с расходом Q 10 м3/мин. Найти время наполнения напt  
резервуара, если одновременно из него вытекает жидкость через отверстие в 
дне площадью 5000/отв SS  . Расчеты проводить аналитическим и 
численным методами. При формулировке математической модели 
использовать: 
– формулу для приращения SdhdW   объема жидкости в резервуаре за счет 
притока QdtdW   и вытекания dtQdW отв  (для отрезка времени ],[ dttt  ): 

  dWdWdW  
– формулу для расхода жидкости через отверстие: 

ghSQ 2отвотв  , 

где h  – текущий уровень жидкости, )()( thdtthdh   – повышение уровня, 
 0.6 – коэффициент расхода. 

 
7. Сообщающиеся сосуды 
Два сообщающихся сосуда имеют форму параллелепипедов, у которых 

площади оснований S  и 1S . Найти время установления одинаковых уровней 
жидкости в сосудах, если  1SS 100 м2, начальная разность уровней h
2.5 м, площадь отверстия отвS 0,5 м2, коэффициент расхода  0.62. 

 
Расчеты проводить аналитическим и численным методами. При 

формулировке математической модели использовать: 
– формулу для уменьшения SdzdW   объема жидкости в левом резервуаре 
за счет вытекания через отверстие dtQdW отв  (для отрезка времени 

],[ dttt  ):  dWdW ; 
– закон сохранения общего объема жидкости: 01  dWdW ; 

– формулу для расхода жидкости через отверстие: )(2 1отвотв zzgSQ   . 

 
8. Подъем снаряда 
Снаряд калибром d 50 мм и массой m 10 кг запущен вертикально 

вверх с начальной скоростью 0V 100 м/c. Сопротивление воздуха замедлит 

его движение, сообщая снаряду отрицательное ускорение, равное 2kV . 



Здесь V  – мгновенная скорость тела, mdck /
8

2
 , c 0.2 – коэффициент 

лобового сопротивления,  1 кг/м3 – средняя плотность воздуха. 
Определить время достижения снарядом наивысшего положения. 

 
9. Движение испаряющейся капли 

 
 

10. Падение тела при сопротивлении среды, пропорциональном 
квадрату скорости 
Задание аналогично варианту 3, но с учетом квадратичной зависимости 

силы сопротивления от скорости тела. 
 
11*. Время падения тела на Землю 

 
 



12*. Полет снаряда «земля-вода» 
Провести численное моделирование полета неуправляемого снаряда при 

наземном старте с поражением подводной цели. Учесть силу лобового 
сопротивления в обеих средах. 

 
13*. Полет метеоракеты 
Провести численное моделирование вертикального полета 

метеорологической ракеты. Учесть силы лобового сопротивления и тяги 
ракетного двигателя, ограниченность массы топлива. 

 
14*. Полет снаряда «вода-земля» 
Провести численное моделирование полета неуправляемого снаряда при 

подводном старте с поражением наземной цели. Учесть силу лобового 
сопротивления в обеих средах. 

15*. Скорость падения метеора на Землю 

 

 
  



16*. Из пушки на Луну 

 

 

17*. Движение звезды в галактике 
Движение звезды в галактике может быть описано уравнениями 

динамики материальной точки на плоскости ( x , y ) в силовом поле ( xF , yF ) с 

потенциалом Энона-Хейлеса 
  3/2/),( 3222 yyxyxyxU     ( xUFx  / , yUFy  / ). 

Численно методом 2-го порядка точности исследовать два случая движения 
со следующими начальными данными: 
1) 0x 0.2, 0y 0.3, 0W 0.1, 0v 0; 
2) 0x 0.001, 0y 0.06, 0W 0.002, 0v 0. 

Здесь 2/)( 22 vuW   – кинетическая энергия, u  и v  – проекции скорости на 
оси x  и y  соответственно. Шаг интегрирования подобрать таким, чтобы 
максимальное изменение полной энергии UW   не превышало 1%. 
 



18*. Структура белого карлика 
Равновесие сферически-симметричной холодной звезды – белого 

карлика описывается системой уравнений 

2)( r

m

dr

d




 ,   2r
dr

dm
  

и начальных условий 

c  ,   0m    при 0r . 
Здесь r  – относительный радиус,   и m  – безразмерные плотность и масса, 

заключенная внутри сферы радиуса r ,   2/13/2

3/2

13
)(






 . Радиус звезды R  

определяется по профилю плотности )(r  как расстояние, на котором 
плотность уменьшается до нуля. Общая масса звезды тогда определяется как 

)(RmM  . 
Рассчитать профили плотности, полные массу и радиус звезды для 

значений безразмерной плотности в центре c 10-1, 100, 101, 102, 103, 104, 105 
106. 

 
19*. Динамика экосистемы «хищник-жертва» 
Изменения численности жертв 1N  и хищников 2N  во времени 

описываются системой ОДУ 
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где все коэффициенты положительные и постоянные. Найти равновесное 
состояние системы. Получить общие интеграл и уравнение траектории на 
фазовой плоскости. Провести компьютерные эксперименты для различных 
случаев соотношения начальных численностей 10N  и 20N , а также 
коэффициентов. 
 

20*. Моделирование боевых действий 
Построить математическую модель боевых действий между 

регулярными войсками. Пусть текущие численности сторон равны x и y. 
Принять, что на отрезке времени [t,t+dt] потери dx пропорциональны dt и y с 
коэффициентом a, потери dy – пропорциональны dt и x с коэффициентом b. 
Построить фазовую траекторию системы. Получить условия 
победы/поражения одной из сторон, и проиллюстрировать их 
соответствующими компьютерными экспериментами. 

 
21. Динамика погружения 
Подводная лодка, не имевшая хода, получив небольшую отрицательную 

плавучесть P (равнодействующая сил Архимеда и тяжести), погружается на 



глубину из состояния покоя, двигаясь поступательно. Сопротивление воды 
принимается пропорциональным скорости погружения v и площади 
горизонтальной проекции лодки S. Масса лодки равна m. Найти скорость 
погружения v в зависимости от времени t, путь пройденный лодкой за время 
T. 
 

22. Движение тела, брошенного под углом к горизонту, в среде с 
линейным по скорости сопротивлением 

 
23*. Изотермическое течение в простом газопроводе 

 
24*. Адиабатическое течение в простом газопроводе 

 
25*. Математическое моделирование эпидемии 

 
26*. Изменение давления в пневмосистеме 

 
27*. Динамика человека в летной камере вертикальной 
аэродинамической трубы 


