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Общая характеристика работы 
Актуальность т е м ы . Работа посвящена исследованию 

точности гауссовской аппроксимации, а также изучению ло­
гарифмической асимптотики вероятностей больших уклоне­
ний нормированного процесса частных сумм стационарно свя­
занных наблюдений, имеющих структуру так называемых 
скользящих средних последовательности независимых оди­
наково распределенных случайных величин, в случае при­
тяжения этого процесса к фрактальному броуновскому дви­
жению с произвольным параметром Хёрста. Отметим, что 
форма зависимости упомянутых скользящих средних, вооб­
ще говоря, не укладывается в общепринятые схемы. В част­
ности, классическое сильное (или равномерно сильное) пе­
ремешивание здесь уже может не иметь места. Стало быть, 
в данном случае далеко не всегда могут быть использованы 
классические результаты по асимптотическому анализу сумм 
стационарно связанных случайных величин. 

Интерес к подобным предельным теоремам наблюдается 
уже давно (см., например, [1], [2]) и объясняется ярко вы­
раженной прикладной направленностью рассматриваемой в 
диссертации модели. Например, подобные случайные процес­
сы частных сумм возникают в финансовой математике и тео­
рии страхования. 

Касательно больших уклонений отметим, что наибольший 
прогресс в этой области достигнут для процессов с независи­
мыми приращениями (см. [3], [7], [8]), гауссовских процессов 
(см. [4]--[б]) и марковских процессов (см. [7], [9]). Однако про­
цесс частных сумм скользящих средних в общем случае не 
принадлежит ни одному из указанных классов. 

Цель работы. Основной целью работы является доказа­
тельство принципа больших уклонений и получение оценок 
скорости сходимости в принципах инвариантности в форме 
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Штрассена и Донскера для нормированных процессов част­
ных сумм скользящих средних. 

Н а у ч н а я новизна. В диссертации впервые доказан прин­
цип больших уклонений для процессов частных сумм сколь­
зящих средних. Кроме того, ослаблены известные моментные 
ограничения (см. [2]) для слабой сходимости введенного про­
цесса частных сумм к фрактальному броуновскому движе­
нию (принцип инвариантности в форме Донскера), а также 
получены оценки скорости сходимости в принципах инвари­
антности в форме Штрассена и Донскера для более пгароко-
го, чем в [10] и [11], класса скользящих средних. 

Апробация работы. Все результаты докладывались на 
объединенном семинаре кафедры теории вероятностей и ма­
тематической статистики Н Г У и лаборатории теории вероят­
ностей и математической статистики Института математики 
СО Р А Н под руководством академика А. А. Боровкова. Ре­
зультаты работы также докладывались на двух международ­
ных конференциях: " X X I V International Seminar on Stability 
Problems for Stochastic Models" (r. Юрмала, 2004 г.) и "Ана­
литические методы в теории чисел, теории вероятностей и 
математической статистике" (г. Санкт-Петербург, 2005 г.). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубли­
кованы в работах [16] - [18]. 

С трук тура и объем диссертации. Диссертация состо­
ит из введения, двух глав и списка литературы. Объем дис­
сертации - 73 стра1шцы. 

Содерж;ание работы 
Первая глава диссертации посвящена вопросам гауссов-

ской аппроксимации упомянутых выше процессов частных 
сумм. 

Пусть {^k] /с € Z } — независимые одинаково распределен-



ные случайные величины с нулевыми средними и единичны­
ми дисперсиями. Пусть {о^; к Е Ъ} - последовательность 
вещественных чисел, удовлетворяющих условию 

0<Y^al<oo. (1) 
fcez 

Введем в рассмотрение последовательность случайных вели­
чин {Xj-, j G Z } , определенных по формуле 

оо 

Xj := 2_^ Oj-fê fc- (2) 
fc=—оо 

Они называются скользящими средними исходной последо­
вательности {^k} Легко видеть, что {XJ; j е Z } — стаци­
онарная в узком смысле последовательность случайных ве­
личин. Отметим, что условие (1) гарантирует сходимость с 
вероятностью 1 ряда в правой части (2). 

Определим процесс частных сумм скользящих средних: 
п 

So ■— о, Sn := 2_^^г, п = 1,2,..., 
г = 1 

Обозначим 

Ат-—ао-\ \-ат, m > О, Л_1 := О, 

Am ■■= -(om+i + 1- a_i) , m < -1, 
и заметим, что 

Sn = Y^A{n,i)Ct, 

где A{n,i) := А^-г - ^ - i -



Напомним, что фрактальным (или дробным) броуновским 
движением с параметром Хёрста Н € (0,1) называется цен­
трированный гауссовский случайный процесс В'ц = •B^ (̂t) Е 
С[0,1] с ковариационной функцией 

R{t,s):=^l{t'^ + s'"-\t-sn. 

Например, B^j^i't) представляет собой стандартный винеров-
ский процесс, поскольку при Н — 1/2 имеет место равенство 
R{t,s) = mm(i,s). 

Одним из основных результатов первой главы диссертации 
являются достаточные условия сходимости нормированного 
процесса частных сумм скользящих средних к фрактально­
му броуновскому движению с более слабыми, чем в [2], мо-
ментными ограничениями на исходную последовательность 
случайных величин (см. [16]). Обозначим 

Sn{t) ■■= 8^пЬ]1\/Щг. * € [О, 1], П = 1, 2, . . . . 

Теорема 1 . Пусть функция 

M-):=;^E^>'^)^J^D5„ (3) 
lez 

медленно меняется при п -^ оо. Пусть, кроме того, выпол­
нено одно из двух условий: 

(i) Е\^о\" <оо, где а> 2 и аН >1. 
(И) И < 1/2, Е\^о\^^^ < сю, lim infn_̂ oo Л.(п) > О и выпол­

няются следующие два условия: 

a) ^2Ы = 0{./Щ) (4) 
\г\<п 

при п —>■ оо; 

b) |а_,| + |а.| = 0(УЩг^^'/') (5) 
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при г —> сю. 
Тогда при п —> оо имеет место С -сходимость в D[0,1] 

распределений случайных процессов 5„ к распределению гаус-
совского процесса В^. 
Замечание 1. В случае Н = 1/2 условие Oj = o{\i\~^) при 
|г| -> оо в п. (ii) теоремы 1 с необходимостью выполняется, 
если коэффициенты {c j } абсолютно суммируемы и представ­
ляют собой правильно меняющуюся функцию целочисленно­
го аргумента г на бесконечностях обоих знаков. 

Замечание 2. Нетрудно показать, что при условии абсо­
лютной суммируемости последовательности {а^} имеет место 
предельное соотношение 

lim n^^USn = ly^^Cik] =: CTQ-
\fc6Z / 

Отсюда, в частности, следует, что условие (3) и указанное 
условие абсолютной суммируемости влекут за собой нера­
венство Н < 1/2. При этом если сгд > О, то условие (3) 
выполнено при Н = 1/2. Следовательно, в условиях пунк­
та (i) теоремы 1 для абсолютно суммируемых коэффициен­
тов {йг} имеет место указанная С-сходимость к винеровскому 
процессу, если только о: > 2 и сгд > 0. Но в силу пункта (ii) 
теоремы 1, абсолпотная суммируемость и оценка а^ = 0(|г|~^) 
при |г| —^ оо, а также условие сгд > О приводят к указан­
ной С-сходимости при существовании лишь второго момента 
случайной величины о̂- Например, последнее применимо к 
простейшему частному случаю, когда Oj = О при всех г < О 
и г > т , где т — фиксированное натуральное число (в этом 
случае {Xj} являются т—зависимыми случайными величи­
нами), и 5Z™o"» т^ О-

7 
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Замечание 3. При существовании второго момента о̂ в [12] 
(стр. 255 и 264) и [13] (стр. 146) приведены некоторые до­
статочные условия, обеспечивающие С-сходимость S^ к ви-
неровскому процессу. В частности, в [12] содержится следую­
щее дополнительное ограничение на последовательность ко­
эффициентов {ak} : 

1/2 

< оо. (6) 

Очевидно, отсюда следует абсолютная суммируемость {ог}, 
упомянутая в замечании 2. Далее, в [13] приведено следую­
щее ослабление (6): 

J2'^'^ < оо. 

в частности, здесь уже допускается условная сходимость ря­
да Yl^t- Отметим, что и в этом случае выполняется соотно­
шение 

lim n~^DSn = сго> 
п-»оо 

которое как раз и требуется в теореме 1. Но если хвост ряда 
Yl\i\>k ^г стремится к нулю достаточно медленно, то выше­
приведенные два условия из [12] и [13] могут не выполняться, 
в то время как условие (ii) теоремы 1 может иметь место. 

Оценки скорости сходимости в принципе инвариантности 
Донскера получены в предположений, что А(п, г) удовлетво­
ряют более сильному, чем (3), условию 

(1я)- Существует конечный ненулевой предел 

al:= lim ^^г V ^^(n,?). (7) 



в дальнейшем мы также будем предполагать (если специ­
ально не оговорено противное), что для исходной последова­
тельности случайных величин выполнено условие Крамера: 
существует такая положительная постоянная /г, что 

Еехр(Д|6|) < оо. (8) 

Обозначим через Z„ ( t ) непрерывную случайную ломаную 
построенную по точкам (^, -£^), к = 0,1,...,п, где Я е 
(0,1). Введем в рассмотрение еще одно условие, связываю­
щие между собой последовательность {oj} и вышеприведен­
ный параметр Я G (О, 1) - показатель степени нормирующей 
последовательности в (7): 

(Пя)- Пусть для некоторых постоянных с^0и0<5< 
Н при п —> оо выполняются соотношения 

И „ - cn^-V2| + |Л_„| = 0{п"-"'-% (9) 

|а„ - с{Н - 1/2)п«-з/2| + |а_„| = 0(n^-^/^-^). (10) 

Кроме того, нам понадобится следующее ограничение на 
коэффициенты {а , } и Н. 

(Шя)- Существует такая положительная постоянная 
d > О, что для всехп > 1 ul > 2 имеют место соотношения 

5 ] ; | A ( n , z ) | ' < d ' + l n ( ' - 2 ) ^ * n 2 ^ , (11) 
i6Z 

где Н* = т а х { Я — 1/2, 0}. Заметим, что условие (Ия) явля­
ется более жестким, чем (1я) и ( Ш я ) ; 

В следующей теореме приводятся оценки сильной аппрок­
симации рассматриваемых процессов (т. е. оценки скорости 
сходимости в принципе инвариантности в форме Донскера). 
Этот результат также используется для доказательства прин­
ципа больших уклонений в соответствующей зоне. 
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Теорема 2. Пусть выполнено условие (Пя)? причем коэф­
фициенты щ монотонны в каждой из двух зон i > N и 
i < -N. Тогда 

(i) при выполнении условия Крамера (см. (8)) существует 
вероятностное пространство, на котором при всех доста­
точно больших п и любых а; > О, у > О 

Р ( sup \Zn{t)-Bl{t)\ > x-^Ln-^^Чу) < /i:n(e-^^"'''+e-^^'"''); 
«б[0,1] 

(ii) если El^ol'^ < оо для некоторого а > 2, то существует 
вероятностное пространство, на котором при всех доста­
точно больших п, любых X > О и у > О 

Р ( sup \Zn{t)-B°j{t)\ > х-\-у) < i^(n-("^'-^^a;^" + ne-^^'"''), 
te[o, 1] 

где X, К, L - некоторые положительные постоянные, Н' = 
тт{Н, 1/2}. 

Положив в первом пункте этой теоремы х = ^^'^"^я^^ э, 
1 _ссН'~1 

во втором пункте а > ^ и х = п « + 1 , и в обоих пунктах 
у — у ^ ° 1 " ; мы получим оценки сильной аппроксимации 
ломаной Zn гауссовским процессом В\, т. е. оценки скорости 
сходимости в принципе инвариантности Донскера для Z„ в 
пространстве С [0,1]. 

В следующем предложении устанавливается связь между 
условиями ( I H ) , ( И Я ) И условием (Шя)-

Предложение 1. Пусть |а„| = 0(|n|^"^/^) и, кроме то­
го, \Ап\ — 0(|п|^"^/^) при \п\ —)• оо. Тогда выполнено усло­
вие (Шя)- При этом из условия (Пя ) следуют условия (1я) 
и (1Пя); причем константа а^ из условия (1я) имеет вид 
гЬн, где LH = 2Ж + /o°°((l + ̂ )^^^^^-5^"^^^)^ ^s, а констан­
та с определена в условии (Пя)-
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Далее, для / 6 С[0,1] определим функцию 

Л ( / ) := sup {{gJ)-\ogEe^^'''Щ 
56L2[0,1] 

= sup {{д,1)~Ы{д,В%У}, 
geL2[0,l] ^ 

где (g,/) = /Q g{t)f{t)dt. При этом имеет место представле­
ние (в случае Н = 1/2 см. [3]) 

Л ( П = / | Е Г = 1 V ( e f c , / ) ^ если / G Im(T) , 
' \ сх) иначе, 

где вк ~ собственные функции, отвечающие положительным 
собственным числам Л^ ковариационного оператора Г^ про­
цесса B'fj, Im(T) - образ квадратного корня из T^. Во второй 
главе диссертации доказано, что функция 2Л(/) совпадает 
с квадратом нормы элемента / в пространстве Камерона-
Мартина (см., например, [4]) для распределения процесса B'jj 
на борелевской а-алгебре С[0,1], что, в свою очередь, совпа­
дает с известным представлением этой функции в терминах 
ковариационного оператора процесса В^. 

Основной результат второй главы диссертации состоит в 
описании достаточных условий для принципа больших укло­
нений (см. [8], [9], [15]) процессов Z „ , т. е. для утверждения 
вида 

l o g P ( ^ Z „ еА)^ iogP( J - B ° , G А) 
r{n) r{n) " (12) 
~ - r ^ ( n ) in fA(/ ) 

при n ^ oo для любых борелевских подмножеств А некото­
рого функционального банахова пространства, удовлетворя­
ющих условию 

О < inf Л(/ ) = inf Л(/) < оо, 
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где А" VI А'^ - соответственно внутренность и замыкание мно­
жества А. 

Теорема 3. Пусть г{п) -^ оо и г{п) — о(п™°̂ ^/ '̂̂ ^ )̂ при 
тг —> оо. Тогда при выполнении {IIн) и монотонности коэф­
фициентов Ог в каждой из двух зон i > N и i < —N имеет 
место (12) в пространствах Lp[0,1], р > 1 и С[0,1]. 

В зоне уклонений г{п) = 0(71"*'"̂ ^/ '̂̂ )̂ и г^(п)/logп —>■ 
оо утверждение теоремы сохранится, если вместо условия 
(Пя) одновременно выполнены условия (1я) и (Шя)-

Автор выражает глубокую признательность своему науч­
ному руководителю И. С. Борисову за постановку задачи и 
внимание к работе. Автор благодарит также А. А. Могуль-
ского за совместное творчество при получении результатов 
второй главы диссертации. 
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