
  

Задача 1
Рассеяние электрона на потенциальной ступеньке

Стационарное уравнение Шредингера
(одномерное движение)

   Ĥ x E x 

Ĥ оператор Гамильтона,
 x  волновая функция,
E  энергия электрона,

 
2 2

2
ˆ

2 e

dH U x
m dx

   
 явный вид гамильтониана,

em масса электрона,

 U x  потенциальная энергия электрона.

 
0, 0

, 0

x
U x

U x

  


1. Условие E U
Расчёт волновых функций

     
2 2

22 e

d U x x E x
m dx

 
 
    
 



Область 0x 

   
2 2

22 e

d x E x
m dx

  


Или

   
2 2

2 0
2 e

d x E x
m dx

  


   2 0x k x    , где 2
2

2 emk E


  ikx ikxx Ae Be   .
Если электрон падает на ступеньку слева с вероятностью 1, то 1A 

  ikx ikxx e Be  

Область 0x 
Уравнение Шредингера имеет вид

   
2 2

22 e

d U x E x
m dx

 
 
    
 



   2 0x k x    ,   где  2
2

2 emk E U  


  ik xx Ce 
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Общий вид волновой функции

 
, 0

, 0

ikx ikx

ik x

e Be x
x

Ce x






   


2B вероятность отражения электрона от барьера,
2C  вероятность проникновения электрона за барьер.

Цель занятия: B C= ?, = ? .

Расчёт B и С
условие непрерывности функций в точке 0x 

   0 0x xx x  

условие гладкости функций в точке 0x 
   0 0x xx x   

 
, 0

, 0

ikx ikx

ik x

ike ikBe x
x

ik Ce x






    
 

1 B C
ik ikB Cik

 
  

 1k kB B k   

 k k B k k   

k kB
k k





,

2kC
k k



,

где 2
2

2 emk E


,   2
2

2 emk E U  


.

E E U
B

E E U

 


 

2 EC
E E U


 

2

E E U
B

E E U
EC

E E U

 


 


 







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2
2

2
2 2

E E U
B вероятность отражения электрона

E E U

EC вероятность прохождения электрона
E E U

  
  
   
 
  
   








2B R вероятность отражения электрона от барьера 

2
2 1 1

,

1 1

U
E E U ER
E E U U

E

E U

 
                  
 



Рис. 1. ( E U )
Зависимость коэффициента отражения R от энергии электрона E в интервале U<E<1.1U, когда U=10эВ  
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Рис. 2. ( E U )
Зависимость коэффициента отражения R от энергии электрона E в интервале U<E<1.2U, когда U=10Эв.  

Рис. 3. ( E U )
Зависимость коэффициента отражения R от энергии электрона E в интервале U<E<1.5U, когда U=10Эв. 
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2. Условие 0 E U 

 
0, 0

, 0

x
U x

U x

  


Область 0x 

   
2 2

22 e

d x E x
m dx

  


Или

   
2 2

2 0
2 e

d x E x
m dx

  


   2 0x k x    , где 2
2

2 emk E


  ikx ikxx Ae Be   .
Если электрон падает на ступеньку слева с вероятностью 1, то 1A 

  , 0ikx ikxx e Be x   

Область 0x 
Уравнение Шредингера имеет вид

   
2 2

22 e

d U x E x
m dx

 
 
    
 



0 E U 

     
22

2 0
2 e

d x
E U x

m dx


  



то есть     0E U 

     
2

2 2
2

0ed x m
U E x

dx


  



  2
2

2 em U E  


   2 0, 0x x E U      

  , 0x xx Fe Ge x    

  , 0xx Fe x  

 
, 0

, 0

ikx ikx

x

e Be x
x

Fe x






   


Расчёт B  и F
условие непрерывности функций в точке 0x 

   0 0x xx x  

условие гладкости функций в точке 0x 
   0 0x xx x   
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 
, 0

, 0

ikx ikx

x

ike ikBe x
x

Fe x








    
 
1 B F

ik ikB F
 

   
 1ik ikB B   

ik B ikB    
ikB
ik









1 ik F
ik





 


2ikF
ik 




0 E U 

 
, 0

, 0

ikx ikx

x

e Be x
x

Fe x






   


2

ikB
ik
ikF

ik






  

 
 

 

2
2

2
2

2

2

e

e

m
k E

m
U E

 

  





2B R вероятность отражения электрона от барьера 

2 2 2

2 2 2 1
ik k

R
kik

 



 
   


не зависит от энергии электрона Е и U

  , 0xx Fe x  

  2 , 0xikx e x
ik




 


 
2

2 22 , 0xikx e x
ik




 


 2 24 , 0xEx e x
U

  

 
 2

2
22 4 , 0

emx U EEx e x
U


 

 

0x  расстояние, где  2x  убывает в e раз

 0 2
2

2 1emx U E 

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 
0

2

1
2

2 e
x

m
U E






Заключение
Электрон рассеивается на потенциальной ступеньке

 
0, 0

, 0

x
U x

U x

  


,

1. 0 E U  ,

R вероятность отражения электрона от барьера ,

1R   не зависит от энергии электрона Е и U

 
 2

2
22 4 , 0

emx U EEx e x
U


 

  ,

2. 

2
2 1 1

,

1 1

U
E E U ER
E E U U

E

E U

 
                  
 



3. E U
2

2 1 1
,

1 1

U
E E U ER
E E U U

E

E U

 
                  
 


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Задача 2

Рассеяние электрона на дельта-барьере

Стационарное уравнение Шредингера
(одномерное движение)

   Ĥ x E x 

Ĥ оператор Гамильтона,
 x  волновая функция,
E  энергия электрона,

 
2 2

2
ˆ

2 e

dH U x
m dx

   
 явный вид гамильтониана,

em масса электрона,

   0U x U x  потенциальная энергия электрона.

Условие 0 E
Расчёт волновых функций

     
2 2

022 e

d U x x E x
m dx

  
 
    
 



Область 0, 0x x 

   
2 2

22 e

d x E x
m dx

  


Или

   
2 2

2 0
2 e

d x E x
m dx

  


   2 0x k x    , где 2
2

2 emk E


  ikx ikxx Ae Be   .
Если электрон падает на ступеньку слева с вероятностью 1, то 1A 

  , 0ikx ikxx e Be x   

Область 0x 
Уравнение Шредингера имеет вид

   
2 2

22 e

d x E x
m dx

  


   2 0x k x    , где 2
2

2 emk E


  , 0, 0ikxx Ce x x   

Общая структура волновой функции
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 
, 0

, 0

ikx ikx

ikx

e Be x
x

Ce x


   


2

2
B вероятность отражения электрона

C вероятность прохождения электрона









2B R вероятность отражения электрона от барьера 

ГЛАВНАЯ ЗАДАЧА
?, ?B C 

Условие непрерывности волновой функции в точке 0x 
   0 0x xx x  

1 B C 

Учёт точки 0x 
       

22
022 e

d x
U x x E x

m dx


    



       
22 0 0 0

02
0 0 02

x x x

e x x x

d x
dx U x x dx E x dx

m dx


  

  

  
    


 
0

0
0

x

x
x dx






     
0

0 0 0
0

0
x

x
U x x dx U x U C  




  

   20 0
02

0

x x
x

x

d x d x
dx

dxdx

  





  , 0

, 0

ikx ikx

ikx

ike ikBe xd x
dx ikCe x


   



     
20 0

02
0

x x
x

x

d x d x
dx ikC ik ikB

dxdx

  



   

       
22 0 0 0

02
0 0 02

x x x

e x x x

d x
dx U x x dx E x dx

m dx


  

  

  
    


  
2

0 0
2 e

ikC ik ikB U C
m

    


Расчёт коэффициентов ,B C

  
2

0

1

0
2 e

B C

ikC ik ikB U C
m

 


    



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 
, 0

, 0

ikx ikx

ikx

e Be x
x

Ce x


   


Преобразование уравнения

  
2

0 0
2 e

ikC ik ikB U C
m

    


   02
2

0emikC ik ikB U C   


02
2 emikB ik U C ik 

   
 

02

1
2 e

B C
m

ikB ik U C ik

 


        

 02
2

1emikB ik U B ik 
    
 

2
0 0

e
ik U B U
m

 
   

 



0
2

0
e

U
B

ik U
m






2
2 0

22 2
0

e

U
R B вероятность отражения электрона от дельта барьера

k U
m

  
 

  
 



2
0

2 2 2 2
0

2
2 e e

U
R

k U
m m




 

2
02

2 2 2
02

2

2 2

e

e

e

m
U

R
mk U

m









2 2

2 e

k E
m

 
 энергия электрона падающего на барьер,

2
022

em U 


величина, имеющая размерность энергии
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Рис. 1.
Зависимость вероятности отражения R электрона от энергии электрона Е в (Эв) в 

интервале 0<Е<100 Эв, когда 2
02 10

2
em U эВ


.
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ЗАДАЧА 3

Электрон в одномерной прямоугольной яме с бесконечно 
высокими стенками. Расчёт нестационарного состояния

 
0, 0

, 0,

x a
U x

x x a

   
  

a ширина ямы

 
2 2 2 2

2
2

2 sin , ,
2 2
n

n n n
e e

kn x nx k E n
a a a m m a

        
 

  ,

1,2,3,...n 

   ,
nE ti

n nx t x e


 ψ  волновая функция стационарного состояния.

Волновая функция нестационарного состояния
     , , , ,n n m mx t c x t c x t n m  ψ ψ ψ

  1 2 1 2, sin sin
2 2

n mE t E t
i in x m xx t e e
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Рис. 1.

Зависимость  20, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 2.

Зависимость  21, pa x t ψ , когда n=1, m=2.

14



Рис. 3.

Зависимость  22, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 4.

Зависимость  23, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 5.

Зависимость  24, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 6.

Зависимость  25, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 7.

Зависимость  26, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 8.

Зависимость  27, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 9.

Зависимость  28, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 10.

Зависимость  29, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 11.

Зависимость  210, pa x t ψ , когда n=1, m=2.
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Рис. 12.

Зависимость  20, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 13.

Зависимость  21, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 14.

Зависимость  22, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 15.

Зависимость  23, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 16.

Зависимость  24, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 17.

Зависимость  25, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 18.

Зависимость  26, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 19.

Зависимость  27, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 20.

Зависимость  28, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 21.

Зависимость  29, pa x t ψ , когда n=1, m=3.
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Рис. 22.

Зависимость  210, pa x t ψ , когда n=1, m=3
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