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ÍÃÒÓ 1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè

1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè

Ïóñòü äàíû äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà X è Y .

Îïðåäåëåíèå 1. Ñîîòâåòñòâèå f , êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåí-

òó x ∈ X ñîïîñòàâëÿåò îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò y ∈ Y íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèåé è çàïèñûâàåòñÿ y = f (x), x ∈ X : X → Y.

f îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî X íà ìíîæåñòâî Y .

X � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f : D(f ).

Y � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f : E(f ).

ÅñëèX è Y � ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî f � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå x � àðãóìåíò èëè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à y �

ôóíêöèÿ èëè çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè

Oxy, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ x ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì àðãóìåíòà,

à y � ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè.

×òîáû çàäàòü ôóíêöèþ y = f (x), íåîáõîäèìî çàäàòü (óêàçàòü)

ïðàâèëî.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè:

1) àíàëèòè÷åñêèé;

2) ãðàôè÷åñêèé;

3) òàáëè÷íûé;

4) àëãîðèòìè÷åñêèé.

1.1 Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè � ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü

ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è êîìïî-

çèöèé èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

• àëãåáðàè÷åñêèå:
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1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè ÍÃÒÓ

� ñòåïåííàÿ;

� ðàöèîíàëüíàÿ.

• òðàíñöåíäåíòíûå:

� ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ;

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå.

Êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé, òî

åñòü íàáîðîì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñèìâîëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñ-

ïîëüçóåìûì îïåðàöèÿì. Âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâ-

íû íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

1. ×¼òíîñòü, íå÷¼òíîñòü.

y = f (x) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ,

åñëè ∀ x ∈ D(f ) ⇒ −x ∈ D(f ) è f (−x) = f (x)

y = f (x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ,

åñëè ∀ x ∈ D(f ) ⇒ −x ∈ D(f ) è f (−x) = −f (x).

2. Ìîíîòîííîñòü.

Ïóñòü y = f (x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D, D1 ⊂ D,

x1, x2 ∈ D1; åñëè x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2), òî ôóíêöèÿ

âîçðàñòàþùàÿ íà D1;

x1, x2 ∈ D1; åñëè x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2), òî ôóíêöèÿ

íåóáûâàþùàÿ íà D1;

x1, x2 ∈ D1; åñëè x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2), òî ôóíêöèÿ

óáûâàþùàÿ íà D1;

x1, x2 ∈ D1; åñëè x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2), òî ôóíêöèÿ

íåâîçðàñòàþùàÿ íà D1.

(Ôóíêöèè ìîíîòîííûå íà ìíîæåñòâå, ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíê-

öèè, èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè)

3. Îãðàíè÷åííîñòü.

y = f (x) � îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå, åñëè ∃M > 0 :

∀x ∈ D ⇒ |f (x)| ≤M .
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ÍÃÒÓ 1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè

(f (x) ≤M, f (x) ≥ m � îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó, îãðàíè÷åííàÿ

ñíèçó)

4. Ïåðèîäè÷íîñòü.

y = f (x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ íà D(f ), åñëè ∃T > 0,∀x ∈ D(f )

è (x + T ) ∈ D(f ) ⇒ f (x + T ) = f (x).

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ T > 0 � ïå-

ðèîä.

1.2 Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Äàíà y = f (x): D � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, E � ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé.

Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ y ∈ E ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå

çíà÷åíèå x ∈ D, òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ x = φ(y) ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ E è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé D.

φ(y) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f (x): x = φ(y) = f−1(y).

Ôóíêöèÿ φ : Y → X ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè

f : X → Y , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

• f (φ(y)) = y äëÿ âñåõ y ∈ Y ;

• φ(f (x)) = x äëÿ âñåõ x ∈ X .

×òîáû íàéòè ôóíêöèþ x = φ(y) îáðàòíóþ ê ôóíêöèè

y = f (x), äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå f (x) = y îòíîñèòåëü-

íî x, åñëè ýòî âîçìîæíî.

Ôóíêöèÿ y = f (x) èìååò îáðàòíóþ⇔ôóíêöèÿ çàäà¼ò âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè D è E ⇒ ∀ ñòðî-

ãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò îáðàòíóþ.

Ôóíêöèè y = f (x) è x = φ(y) èçîáðàæàþòñÿ îäíîé è òîé æå

êðèâîé. Åñëè æå çàïèñàòü ôóíêöèþ â âèäå y = φ(x) = f−1(x),

òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êàM1(x0; y0) êðèâîé y = f (x) ñòàíîâèòñÿ

òî÷êîé M2(y0;x0) êðèâîé y = φ(x), ò. å. êðèâûå y = f (x) è y =

φ(x) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.
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1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè ÍÃÒÓ

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = f(x) è y = f−1(x)

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè y = f−1(x)

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå f (x) = y îòíîñèòåëüíî x, åñëè ýòî âîç-

ìîæíî: x = φ(y).

2. Çàïèñàòü ôóíêöèþ â âèäå y = φ(x) = f−1(x).

Ïðèìåðû

1. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îáðàòíóþ ê y = 2x + 1.

2. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îáðàòíóþ ê y = ex.

3. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ îáðàòíóþ ê y = sin x, y = cos x y = tg x.

1.3 Íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

1. Çíàê ÷èñëà.

signx =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.
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ÍÃÒÓ 1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè

2. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà: [x] = entierx = ⌊x⌋.
[x] � çàïèñü, ïðåäëîæåííàÿ Ãàóññîì; ⌊x⌋ � Êåííåò Àéâåðñîí

(Êàíàäà).

⌊x⌋ � ïîë;

⌈x⌉ � ïîòîëîê;

[2, 7] = ⌊2, 7⌋ = 2;

⌈2, 7⌉ = 3;

[−2, 7] = ⌊−2, 7⌋ = −3;

⌈−2, 7⌉ = −2.

Êîëè÷åñòâî öèôð â çàïèñè ÷èñëà n â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì b: ⌊logb n⌋ + 1

3. Äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà: {x} = x− [x] = xmod 1.

4. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ: xmod y = x− y⌊x/y⌋.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

{
x = ρ cosφ,

y = ρ sinφ,

{
ρ =

√
x2 + y2,

tgφ =
y

x
.

Îêðóæíîñòü Îêðóæíîñòü

ρ = 2R cosφ ρ = 2R sinφ
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1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè ÍÃÒÓ

Ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè Òð¼õëåïåñòêîâàÿ ðîçà

ρ = a
√
cos 2φ ρ = a cos 3φ

Óëèòêà Ïàñêàëÿ Êàðäèîèäà

ρ = b + a cosφ, a > b ρ = b + a cosφ, a < b

Ñïèðàëü Àðõèìåäà ρ = aφ Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïèðàëü

ρ = aebφ
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ÍÃÒÓ 1 Ïîíÿòèå ôóíêöèè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ëèíèè

{
x = x(t),

y = y(t),

Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà Àñòðîèäà{
x = t2,

y = t3,

{
x = a cos2 t,

y = a sin3 t,

Öèêëîèäà{
x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t,
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2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ ÍÃÒÓ

2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ

2.1 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

x1, x2, . . . , xn, . . .

ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ xn = f (n), n ∈ N . xn � îáùèé ÷ëåí ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ò. å., ÷òîáû çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåîáõîäèìî çàäàòü

ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.

Ïðèìåðû

vn = n2 + 1, zn = (−1)n · n, yn =
1

n
, un =

1√
n
, wn =

(
1 +

1

n

)n

.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðà-

íè÷åííîé, åñëè ∃ M > 0 ∀ n ∈ N |xn| < M . Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åííàÿ.

Ò. ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãó-

ìåíòà, òî îíà, êàê è ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ìîæåò áûòü: âîçðàñòàþùàÿ,

íåóáûâàþùàÿ, óáûâàþùàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ, ìîíîòîííàÿ.

Ðåêóððåíòíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: xn = f (xn−1).

Íàïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .,

Fn+1 = Fn + Fn−1.

Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xn}, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñë n0 = n0(ε), ÷òî ïðè âñåõ n > n0 âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: |xn − A| < ε, lim
n→∞

xn = A.

(A : ∀ε > 0 ∃ n0 ∈ N : ∀n > n0 ⇒ |xn − A| < ε⇔ lim
n→∞

xn = A.)

Ãîâîðÿò: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê A.

Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò òîëüêî îäèí ïðåäåë.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå èìåþùèå ïðåäåëà � ðàñõîäÿùèåñÿ.
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ÍÃÒÓ 2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ

Ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = c, n ∈ N èìååò ïðåäåë,

ðàâíûé c, ò. å. lim
n→∞

c = c.

2.1.1 Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷-

íî ìàëîé, åñëè lim
n→∞

an = 0.

(∀ε > 0 ∃ n0 ∈ N : ∀n > n0 ⇒ |an| < ε⇔ lim
n→∞

an = 0.)

Ïðèìåðû

an =
1

n
, bn =

n + 1

n2
, cn = sin

1

n
.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1) Ïóñòü lim
n→∞

an = 0 è lim
n→∞

bn = 0, òîãäà lim
n→∞

(an ± bn) = 0.

Ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à çíà-

÷èò è ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

2) lim
n→∞

an = 0 è |yn| < M äëÿ n ∈ N , òîãäà lim
n→∞

anyn = 0.

Ïðèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðà-

íè÷åííóþ, åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñëåäñòâèå: lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = 0 ⇒ lim
n→∞

an · bn = 0.

Ïðèìåð

lim
n→∞

n + 1

n2
= lim

n→∞

(
1

n
+

1

n2

)
= 0.

2.1.2 Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷-

íî áîëüøîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëàM > 0

ñóùåñòâóåò íîìåí NM , òàêîé ÷òî íà÷èíàÿ ñ ýòîãî íîìåðà,

ò. å. äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè áîëü-

øå NM , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: |xn| > M ïðè n > NM :
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2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ ÍÃÒÓ

lim
n→∞

xn = ∞.

(∀M > 0 ∃NM : ∀n > NM ⇒ |xb| > M ⇔ lim
n→∞

xn = ∞)

Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ è îñòà¼ò-

ñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå ëþáîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî

÷èñëà.

Ïðèìåðû

xn = n, yn = n2, zn = lnn, un =
n2 + 1

n
.

2.2 Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1. Åñëè {an} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è an ̸= 0,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
1

an
� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ.

2. Åñëè {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü an =
1

xn
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn}, lim
n→∞

xn = a,

lim
n→∞

yn = b, òîãäà:

1) lim
n→∞

(cxn) = c lim
n→∞

xn = ca;

2) lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn = a + b;

3) lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = a · b;

4) lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
=
a

b
, yn ̸= 0, b ̸= 0.
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ÍÃÒÓ 2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ

Òåîðåìà 1 (Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åí-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

{xn} =

{(
1 +

1

n

)n}
, n ∈ N.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà:

(a + b)n =

n∑
k=0

Ck
na

n−kbk =

= an + C1
na

n−1b1 + C2
na

n−2b2 + . . . + Cn−1
n a1bn−1 + bn =

= an +
n

1
an−1b1 +

n(n− 1)

1 · 2
an−2b2 + . . . + bn.

Ïîëîæèì a = 1, b =
1

n
.(

1 +
1

n

)n

= 1 +
n

1
· 1
n
+
n(n− 1)

1 · 2
· 1

n2
+
n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
· 1

n3
+

+
n(n− 1) . . . (n− (n− 1))

1 · 2 · 3 · . . . · n
· 1

nn
=

1 + 1 +
1

1 · 2

(
1− 1

n

)
+

1

1 · 2 · 3

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ . . . +

+
1

1 · 2 · 3 . . . n

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
(1)

Ñ óâåëè÷åíèåì n ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ óâåëè÷èâà-

åòñÿ è
1

n
� óáûâàåò, à

(
1− 1

n

)
,

(
1− 2

n

)
, . . . ,

(
1− n− 1

n

)
�

âîçðàñòàåò ⇒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(
1 +

1

n

)n}
� âîçðàñòàþ-

ùàÿ, ïðè ýòîì

(
1 +

1

n

)n

> 2.

Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàìåíèì
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2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ ÍÃÒÓ

â âûðàæåíèè (1) êàæäóþ ñêîáêó íà 1.(
1 +

1

n

)n

< 1 + 1 +
1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ . . . +

1

1 · 2 · 3 . . . n
<

< 1 +

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ . . . +

1

2n−1

)
=

âûðàæåíèå â ñêîáêàõ � ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

= 1 +

1 ·
(
1−

(
1

2

)n)
1− 1

2

= 1 + 2 ·
(
1− 1

2n

)
⇒

(
1 +

1

n

)n

< 1 + 2 = 3.

Â ðåçóëüòàòå

{(
1 +

1

n

)n}
� îãðàíè÷åííàÿ.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e = 2, 718281828459045 . . .

Íåîïðåäåë¼ííîñòè

{∞
∞

} {
0

0

}
{0 · ∞} {∞−∞}{1∞}

Ïðèìåðû

1) lim
n→∞

3n2 + n− 3

2n2 + 7n + 5
;

2) lim
n→∞

7n3 + 3n2 − 5n

n + 1
;

3) lim
n→∞

5n + 7

2n2 − 3n + 1
;

4) lim
n→∞

(√
n2 + n−

√
n2 − 1

)
;

15



ÍÃÒÓ 2 Òåîðèÿ ïðåäåëîâ

5) lim
n→∞

(n + 2)! + (n + 1)!

(n + 2)!− (n + 1)!
;

6) lim
n→∞

2 + 4 + 6 + . . . + 2n

1 + 3 + 5 + . . . + (2n− 1)
;

7) lim
n→∞

(
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . . +

1

(n− 1) · n

)
;

8) lim
n→∞

(
n + 3

n + 1

)n

.
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3 Ïðåäåë ôóíêöèè ÍÃÒÓ

3 Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåëåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò ñàìîé ýòîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 7 (Êîøè). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-

öèè y = f (x) â òî÷êå x0 (èëè ïðè x → x0), åñëè äëÿ ëþáî-

ãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå

δ = δ(ε), ÷òî äëÿ âñåõ x ̸= x0, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|x− x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: |f (x)−A| < ε. Çàïèñû-

âàåòñÿ: lim
x→x0

f (x) = A.

A : ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀x : |x− x0| < δ ⇒ |f (x)− A| < ε⇔
⇔ lim

x→x0
f (x) = A

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Ïðåäåë ôóíêöèè y = f (x) ïðè ñòðåìëåíèè x ê x0 ñëåâà:

A1 : ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀x ∈ (x0− δ;x0) ⇒ |f (x)−A1| < ε⇔

⇔ lim
x→x0−0

f (x) = A1

Ïðåäåë ôóíêöèè y = f (x) ïðè ñòðåìëåíèè x ê x0 ñïðàâà:

A2 : ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀x ∈ (x0;x0 + δ) ⇒ |f (x)−A2| < ε⇔

⇔ lim
x→x0+0

f (x) = A2

Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→x0

f (x) = A, òî ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòî-

ðîííèõ ïðåäåëà.

Ïðèìåðû

1) lim
x→1−0

21/(x−1) = 0;

2) lim
x→1+0

21/(x−1) = ∞.

17



ÍÃÒÓ 3 Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x→ ∞

A : ∀ε > 0 ∃M > 0 ∀|x| > M ⇒ |f (x)− A| < ε⇔

⇔ lim
x→∞

f (x) = A

3.1 Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ

Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè

x→ x0, åñëè

∀M > 0 ∃ δ > 0 ∀ x : |x− x0| < δ, x ̸= x0 ⇒ |f (x)| > M.

Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè

x→ ∞, åñëè

∀M > 0 ∃ N > 0 ∀ x : |x| > N ⇒ |f (x)| > M.

Ïðèìåðû

1) lim
x→2

1

x− 2
= ∞;

2) lim
x→+∞

2x = ∞.

3.2 Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ

Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → x0,

åñëè

lim
x→x0

f (x) = 0.

Ïðèìåðû

1) lim
x→0

x2 = 0;

2) lim
x→+∞

2−x = 0.
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3 Ïðåäåë ôóíêöèè ÍÃÒÓ

3.3 Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèè

1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ

ôóíêöèé � åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

2. Ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ

ôóíêöèþ � åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

3. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè íà ôóíêöèþ,

èìåþùóþ îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë � åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

ôóíêöèÿ.

4. Åñëè ôóíêöèÿ α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ (α(x) ̸= 0),

òî ôóíêöèÿ
1

α(x)
� åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ, è íà-

îáîðîò, åñëè ôóíêöèÿ f (x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ,

òî ôóíêöèÿ
1

f (x)
� åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

5. lim
x→x0

(cf (x)) = c lim
x→x0

f (x) = ca;

6. lim
x→x0

(f (x)± φ(x)) = lim
x→x0

f (x)± lim
x→x0

φ(x) = a± b;

7. lim
x→x0

(f (x) · φ(x)) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

φ(x) = a · b;

8. lim
x→x0

f (x)

φ(x)
=

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

φ(x)
=
a

b
, φ(x) ̸= 0, b ̸= 0.

19



ÍÃÒÓ 3 Ïðåäåë ôóíêöèè

¾Ïðèíöèï äâóõ êîíâîèðîâ¿

Òåîðåìà 2 (Î ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ

y = f (x) çàêëþ÷åíà ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè φ(x) è ψ(x), òî

îíà òàêæå ñòðåìèòñÿ ê ýòîìó ïðåäåëó, ò. å. åñëè

1) lim
x→x0

φ(x) = A, lim
x→x0

ψ(x) = A;

2) φ(x) ≤ f (x) ≤ ψ(x).

⇒ lim
x→x0

f (x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ⇒∀ ε > 0 ∃ δ1 > 0 è δ2 > 0, δ-îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 â îäíîé èç êîòîðûõ âûïîëíåíî: |φ(x) − A| < ε èëè

−ε < φ(x) − A < ε, à â äðóãîé: |ψ(x) − A| < ε èëè

−ε < ψ(x)− A < ε. Ïóñòü δ � ìåíüøåå èç ÷èñåë δ1, δ2. Òîãäà â

ýòîé δ-îêðåñòíîñòè âûïîëíåíû îáà íåðàâåíñòâà.

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ èìååì: φ(x)− A ≤ f (x)− A ≤ ψ(x)− A.

Â ðåçóëüòàòå èìååì: −ε ≤ f (x)− A ≤ ε èëè |f (x)− A| ≤ ε.

Ò. å. ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀x : |x− x0| < δ ⇒ |f (x)− A| < ε

⇒ lim
x→x0

f (x) = A ÷. ò. ä.
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Òåîðåìà 3 (Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî

0 < x <
π

2

S∆OMB < Sñåê < S∆OCB

S∆OMB =
sinx

2
, Sñåê =

x

2
, S∆OCB =

tg x

2
sinx

2
<
x

2
<

tg x

2
sinx < x < tg x

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâ íà sinx (sin x ̸= 0).

1 <
x

sinx
<

1

cosx
èëè cosx <

sinx

x
< 1.

lim
x→0

cosx = 1, lim
x→0

1 = 1 ⇒

⇒ ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè lim
x→0

sinx

x
= 1.
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Òåîðåìà 4 (Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
α→0

(1 + α)1/α = e, x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e = 2, 718281828459045 . . . , n ∈ N.

Ïðè x → ∞ çíà÷åíèå x çàêëþ÷åíî ìåæäó äâóìÿ ïîëîæèòåëü-

íûìè öåëûìè ÷èñëàìè: n ≤ x < n + 1 ⇒
1

n + 1
<

1

x
≤ 1

n
⇒ 1 +

1

n + 1
< 1 +

1

x
≤ 1 +

1

n(
1 +

1

n + 1

)n

<

(
1 +

1

x

)x

≤
(
1 +

1

n

)n+1

lim
n→∞

(
1 +

1

n + 1

)n

= e, lim
n→∞

(
1 +

1

n + 1

)n+1

= e,

⇒ ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

3.4 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèè

Ïðåäåë ôóíêöèè íå çàâèñèò îò òîãî, îïðåäåëåíà îíà â ïðå-

äåëüíîé òî÷êå èëè íåò.

Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, è åñëè ïðåäåëüíîå çíà-

÷åíèå àðãóìåíòà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ, âû÷èñëå-

íèå ïðåäåëà ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîé ïîäñòàíîâêå ïðåäåëü-

íîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ò. å. ïðåäåë ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè

y = f (x) ïðè x, ñðåìÿùåìóñÿ ê çíà÷åíèþ x0, êîòîðîå âõîäèò

â îáëàñòü å¼ îïðåäåëåíèÿ, ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïðè x = x0,

ò. å.

lim
x→x0

f (x) = f (x0).
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3 Ïðåäåë ôóíêöèè ÍÃÒÓ

Åñëè àðãóìåíò ñòðåìèòñÿ ê ∞ èëè ê ÷èñëó, êîòîðîå íå ïðè-

íàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, òî òðåáóåòñÿ äîïîëíè-

òåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Èç ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (a > 0)

1) lim
x→∞

ax = ∞;

2) lim
x→∞

x

a
= ∞;

3) lim
x→0−0

a

x
= −∞;

4) lim
x→0+0

a

x
= +∞;

5) lim
x→0

a

x
= ∞;

6) lim
x→∞

a

x
= 0;

7) lim
x→+∞

ax =

{
0, 0 < a < 1,

+∞, a > 1;

8) lim
x→−∞

ax =

{
0, a > 1,

+∞, 0 < a < 1;

9) lim
x→+∞

loga x =

{
+∞, a > 1,

−∞, 0 < a < 1;

10) lim
x→0+0

loga x =

{
−∞, a > 1,

+∞, 0 < a < 1;

11) lim
x→+∞

arctgx =
π

2
;

12) lim
x→−∞

arctgx = −π
2
;

13) lim
x→+∞

arcctgx = 0;

14) lim
x→−∞

arcctgx = π.
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Áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè

Íåîïðåäåë¼ííîñòè

{∞
∞

} {
0

0

}
{0 · ∞} {∞−∞}{1∞}

I. x→ x0 èëè x→ ∞ íåîïðåäåë¼ííîñòü

{
0

0

}
Çàìå÷àíèå. Ïðè x → x0, òî x− x0 ̸= 0, ò. å. x íå ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå x0, ñëåäîâàòåëüíî äðîáü ìîæíî ñîêðàòèòü íà x− x0.

Ïðèìåðû

1) lim
x→2

x− 2

x3 − 8
;

2) lim
x→0

1−
√
x + 1

x
;

3) lim
x→π

sin2 x

1 + cos3 x
;

4) lim
x→0

sin 3x

2x
;

5) lim
x→0

sin 2x

tg 5x
;

6) lim
x→0

arcsin 3x

x
;

7) lim
x→0

1− cos 4x

x2
;

8) lim
x→2

x3 + 2x2 − 5x− 6

x3 − 2x2 + 4x− 8
.
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II. x→ x0 èëè x→ ∞ íåîïðåäåë¼ííîñòü
{∞
∞

}
Çàìå÷àíèå. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä x → ∞ ìîæåò áûòü çàìå-

í¼í ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì α→ 0, α =
1

x
.

Ïðèìåðû

1) lim
x→∞

3x2 + 5x− 2

5x2 − x + 8
;

2) lim
x→∞

1 + 7x+2

3− 7x
.

III. x→ x0 èëè x→ ∞ íåîïðåäåë¼ííîñòü {0 · ∞}

Ïðèâîäèòñÿ ê íåîïðåäåë¼ííîñòè

{
0

0

}
èëè

{∞
∞

}
.

IV. x→ x0 èëè x→ ∞ íåîïðåäåë¼ííîñòü {∞−∞}

Ïðèâîäèòñÿ ê íåîïðåäåë¼ííîñòè

{
0

0

}
èëè

{∞
∞

}
.

Ïðèìåðû

1) lim
x→1

(1− x)tgπx2 ;

2) lim
x→2

(
1

x− 2
− 4

x2 − 4

)
.

V. x→ x0 èëè x→ ∞ íåîïðåäåë¼ííîñòü {1∞}

Ïðèìåðû

1) lim
x→∞

(
x2 + 2x + 5

x2 + 2x− 1

)x2

;

2) lim
x→∞

(
x− 3

x + 2

)2x+1

.
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3.5 Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé

Ïóñòü α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè, ò. å.

lim
x→x0

α(x) = 0 è lim
x→x0

β(x) = 0.

1. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= A, A ̸= 0, A ∈ R,

òî α(x) è β(x)� íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ôóíêöèÿìè

îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

2. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè îòíîñèòåëüíî β(x).

3. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= ∞,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî β(x).

4. Åñëè lim
x→x0

α(x)

βn(x)
= A, A ̸= 0, A ∈ R,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà n îòíîñèòåëü-

íî β(x).

5. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1,

òî α(x) è β(x)� ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé

íå èçìåíèòñÿ, åñëè êàæäóþ èëè îäíó èç íèõ çàìåíèòü ýêâèâà-

ëåíòíîé åé áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé.

26



3 Ïðåäåë ôóíêöèè ÍÃÒÓ

Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé

Ïóñòü α(x) → 0 ïðè x→ x0.

1) sinα(x) ∼ α(x);

2) tgα(x) ∼ α(x);

3) arcsinα(x) ∼ α(x);

4) arctgα(x) ∼ α(x);

5) 1− cosα(x) ∼ α2(x)

2
;

6) eα(x) − 1 ∼ α(x);

7) bα(x) − 1 ∼ α(x) ln b;

8) ln(1 + α(x)) ∼ α(x);

9) loga(1 + α(x)) ∼ α(x) loga e =
α(x)

ln a
;

10) (1 + α(x))k − 1 ∼ k · α(x), k > 0;

11)
√

1 + α(x)− 1 ∼ α(x)

2
.

Ïðèìåðû

1) lim
x→0

sin 2x2

3x2
;

2) lim
x→π

tg (π − x)

π3 − x3
;

3) lim
x→0

arcsin 2x

arctg 3x
;

4) lim
x→0

1− cos 4x

ex2 − 1
;

5) lim
x→0

ln(1 + 5x)√
1 + 4x− 1

.
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé èìåþò ìåñòî

àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà ñðàâíåíèÿ.

Ïóñòü α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè, ò. å.

lim
x→x0

α(x) = ∞ è lim
x→x∞

β(x) = ∞.

1. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= A, A ̸= 0, A ∈ R,

òî α(x) è β(x) � íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ôóíêöè-

ÿìè îäíîãî ïîðÿäêà ðîñòà.

2. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ áîëåå íèçêîãî ïî-

ðÿäêà ðîñòà îòíîñèòåëüíî β(x).

3. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= ∞,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ áîëåå âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà ðîñòà îòíîñèòåëüíî β(x).

4. Åñëè lim
x→x0

α(x)

βn(x)
= A, A ̸= 0, A ∈ R,

òî α(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà n îòíîñè-

òåëüíî β(x).

5. Åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1,

òî α(x) è β(x) � ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíê-

öèè.
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4 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé. Òî÷êè ðàçðûâà

Ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà: ∆x = x− x0.

Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè: ∆y = y(x0 +∆x)− y(x0).

Îïðåäåëåíèå 8 Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â

òî÷êå x0, åñëè â ýòîé òî÷êå áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ

àðãóìåíòà ∆x ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå

ôóíêöèè ∆y:

lim
∆x→0

∆y = lim
∆x→0

(y(x0 +∆x)− y(x0)) = 0.

(∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε, x0) ∀ x : |x− x0| < δ ⇒ |f (x)− f (x0)| < ε)

Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ïðåäåëà ôóíêöèè îêðåñòíîñòü â

ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ âûêîëîòîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f (x) íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0, åñëè ïðè x → x0 ïðåäåë ôóíêöèè ñóùåñòâóåò è ðàâåí

å¼ ÷àñòíîìó çíà÷åíèþ â ýòîé òî÷êå, ò. å. åñëè:

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå x0 íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå,

ñîäåðæàùåì òî÷êó x0 (ò. å. â ñàìîé ýòîé òî÷êå x0 è âáëèçè

ýòîé òî÷êè);

2) ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü îäèíàêîâûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû:

lim
x→x0−0

f (x) = lim
x→x0+0

f (x);

3) ýòè îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû äîëæíû áûòü ðàâíû f (x0):

lim
x→x0−0

f (x) = lim
x→x0+0

f (x) = f (x0).

29



ÍÃÒÓ 4 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé. Òî÷êè ðàçðûâà

Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â èíòåðâàëå (a; b)

åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà.

Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà

îïðåäåëåíà â ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ òî÷êàõ, íî â ñàìîé òî÷êå x0
íå óäîâëåòâîðÿåò õîòÿ áû îäíîìó èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè.

Ðàçðûâ ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì

èëè 1-ãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäå-

ëû:

lim
x→x0−0

f (x) = A1, lim
x→x0+0

f (x) = A2, A1 ̸= A2.

Ñêà÷îê ôóíêöèè: A2 − A1.

Åñëè A1 = A2 � óñòðàíèìûé ðàçðûâ.

Âñå äðóãèå ñëó÷àè � ðàçðûâ 2-ãî ðîäà.

4.1 Îñíîâíûå òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ

Òåîðåìà 6. Âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû âî âñåé îá-

ëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, ò. å. îáëàñòü íåïðåðûâíîñòè ïîëíî-

ñòüþ ñîâïàäàåò ñ å¼ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå äâóõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé � åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ, äëÿ ÷àñòíîãî çà èñêëþ-

÷åíèåì òåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü ðàâåí

íóëþ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = φ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0,

à ôóíêöèÿ y = f (u) íåïðåðûâíà â òî÷êå u0 = φ(x0). Òîãäà

ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f (φ(x)), ñîñòîÿùàÿ èç íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé, íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 9. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíî-

òîííà íà [a; b], òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ y = φ(x) òàê æå íåïðå-

ðûâíà è ìîíîòîííà íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå [c; d].
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Òåîðåìà 10 (Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a; b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîåãî íàè-

áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 11. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà

îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.

Òåîðåìà 12 (Áîëüöàíî-Êîøè). Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è ïðèíèìàåò íà åãî êîíöàõ íåðàâíûå çíà-

÷åíèÿ f (a) = A è f (b) = B, òî íà ýòîì îòðåçêå îíà ïðèíèìàåò

âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó A è B.

Ïðèìåðû

Èññëåäîâàòü ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü.

1) f (x) =
1

x2 − 4
;

2) f (x) =
3x− 5

x2 + 2x + 10
;

3) f (x) = arctg
1

x
;

4) f (x) =
|x− 3|
x− 3

;

5) f (x) = lg
(
x2 + 3x

)
;

6) f (x) =


2
√
x, 0 ≤ x ≤ 1,

4− 2x, 1 < x < 2, 5,

2x− 7, 2, 5 ≤ x <∞.
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