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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Çíàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) íåêîòîðîé ôóíêöèè f (x) ÷àñòî ïîç-

âîëÿåò äåëàòü çàêëþ÷åíèå è î ïîâåäåíèè ñàìîé ôóíêöèè f (x)

[2].

1.1 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé y = f (x) è äâà

çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x = x0, x = x1 ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè

å¼ îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì x1 = x0 + ∆x. Âåëè÷èíó ∆x áóäåì íà-

çûâàòü ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà, à ðàçíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè â

ýòîõ òî÷êàõ � ∆y = f (x0+∆x)− f (x0) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè.

Ïóñòü S(t) � çàêîí äâèæåíèÿ. Vñð =
∆S

∆t
� ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü.

V = lim
∆t→0

S(t +∆t)− S(t)

∆t
= lim

∆t→0

∆S

∆t
� ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü.

Q = Q(t) � êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà.

I = lim
∆t→0

∆Q

∆t
� ñèëà òîêà.

m = m(x) � ìàññà íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ìåæäó òî÷êàìè

(0, 0) è (x, 0).

ρ = lim
∆x→0

∆m

∆x
� ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü.

-
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Ðèñ. 1. Ñåêóùàÿ è êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x)
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1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ÍÃÒÓ

Îïðåäåëåíèå 1. Êàñàòåëüíîé ê äàííîé êðèâîé â äàííîé òî÷êå

M íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå MT ñåêóùåé MM1, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M , êîãäà âòîðàÿ òî÷êà M1 íåîãðàíè÷åíî

ïðèáëèæàåòñÿ ïî êðèâîé ê òî÷êå M .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîèçâîäíîé ôêíêöèè y = f (x) â òî÷êå x0
íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðà-

ùåíèþ àðãóìåíòà, êîãäà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ

y′ =
dy

dx
= lim

∆x→0

f (x +∆x)− f (x)

∆x
.

dy

dx
� Ëåéáíèö; y′ � Ëàãðàíæ; Dxy � Êîøè.

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = f (x) � åñòü íåêîòîðàÿ

ôóíêöèÿ y = f ′(x).

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíê-

öèè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëü-

íîé.

Ôóíêöèÿ y = f (x), èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå èí-

òåðâàëà (a; b) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîì èíòåðâàëå;

îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé � äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå: y′|x=x0 = f ′(x)|x=x0 = f ′(x0).

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå (x0, y0 = f (x0)):

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Óðàâíåíèå íîðìàëè ê êðèâîé â òî÷êå (x0, y0):

y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

1.2 Ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíîñòüþ è äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ôóíê-

öèè

Òåîðåìà 1 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè)

Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå, òî îíà íåïðå-

ðûâíà â íåé (îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî).
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

1.3 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü u = u(x) è v = v(x) � äâå äèôôåðåíöèðóåìûå â íåêî-

òîðîì èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2. (u± v)′ = u′ ± v′.

Äîêàçàòåëüñòâî

y = u± v,

y′ = lim
∆x→0

u(x +∆x)± v(x +∆x)− (u(x)± v(x))

∆x
=

= lim
∆x→0

∆u

∆x
± ∆v

∆x
= u′ ± v′.

Òåîðåìà 3. (u · v)′ = u′ · v + u · v′.

Äîêàçàòåëüñòâî

y = u · v,

y′ = lim
∆x→0

u(x +∆x) · v(x +∆x)− u(x) · v(x)
∆x

=

= lim
∆x→0

(u +∆u) · (v +∆v)− u · v
∆x

=

= lim
∆x→0

u · v +∆u · v +∆v · u +∆u ·∆v − u · v
∆x

=

= lim
∆x→0

(
∆u

∆x
· v + ∆v

∆x
· u +

∆u

∆x
·∆v

)
= u′ · v + u · v′.
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1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ÍÃÒÓ

Òåîðåìà 4.
(u
v

)′
=

u′ · v − u · v′

v2
.

Äîêàçàòåëüñòâî

y =
u

v
,

y′ = lim
∆x→0

u(x +∆x)

v(x +∆v)
− u(x)

v(x)

∆x
= lim

∆x→0

u +∆u

v +∆v
− u

v
∆x

=

= lim
∆x→0

u · v +∆u · v − u · v − u ·∆v

v · (v +∆v) ·∆x
=

= lim
∆x→0

∆u

∆x
· v − u · ∆v

∆x
v2 + v ·∆v

=
u′ · v − u · v′

v2
.

Òåîðåìà 5 (Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè u = φ(x)

èìååò ïðîèçâîäíóþ u′ â òî÷êå x, à y = f (u) èìååò ïðîèçâîä-

íóþ â òî÷êå u = φ(x), òî y = f (φ(x)) èìååò ïðîèçâîäíóþ â

òî÷êå x: y′x = y′u · u′x.

Äîêàçàòåëüñòâî

lim
∆u→0

∆y

∆u
= y′u, èìååì

∆y

∆u
= y′u + α.

∆u → 0, α → 0 ⇒ ∆y = y′u∆u + α∆u.

lim
∆x→0

∆u

∆x
= u′x, èìååì

∆u

∆x
= u′x + β.

∆x → 0, β → 0 ⇒ ∆u = u′x∆x + β∆x.

∆y = y′u(u
′
x∆x + β∆x) + α(u′x∆x + β∆x), ò. å.

∆y = y′uu
′
x∆x + y′uβ∆x + u′xα∆x + αβ∆x.

Ðàçäåëèì íà ∆x è ∆x → 0. Ïîëó÷èì y′x = y′u · u′x.
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Òåîðåìà 6 (Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè).

Åñëè y = f (x) � ìîíîòîííà íà (a; b) è f ′(x) ̸= 0, òî îáðàò-

íàÿ ôóíêöèÿ x = φ(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ φ′(y): φ′(y) =
1

f ′(x)

èëè x′y =
1

y′x
.

Äîêàçàòåëüñòâî

∆x

∆y
=

1

∆y

∆x

, ∆y → 0 ⇒ ∆x → 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè.

lim
∆y→0

∆x

∆y
=

1

lim
∆y→0

∆y

∆x

=
1

f ′
y

, ò. å. φ′(y) =
1

f ′(x)

èëè y′x =
1

x′y
èëè

dy

dx
=

1

dx

dy

.

1.4 Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

1) (u± v)′ = u′ ± v′;

2) (u · v)′ = u′ · v + u · v′;

3)
(u
v

)′
=

u′ · v − u · v′

v2
;

4) y′x = y′u · u′x, åñëè y = f (u), u = φ(x);

5) y′x =
1

x′y
, åñëè y = f (x), x = φ(y).

Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

1) (C)′ = 0;

2) (xα)′ = α · xα−1, (
√
x)′ =

1

2
√
x
;

8



1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ÍÃÒÓ

3) (ax)′ = ax · ln a, (ex)′ = ex;

4) (loga x)
′ =

1

x · ln a
, (lnx)′ =

1

x
;

5) (sin x)′ = cos x;

6) (cosx)′ = − sinx;

7) (tg x)′ =
1

cos2 x
;

8) (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;

9) (arcsinx)′ =
1√

1− x2
;

10) (arccosx)′ = − 1√
1− x2

;

11) (arctg x)′ =
1

1 + x2
;

12) (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
;

13) (sh x)′ = ch x;

14) (ch x)′ = sh x;

15) (th x)′ =
1

ch2x
;

16) (cth x)′ = − 1

sh2x
.

1.5 Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè

Â ñëó÷àå íåÿâíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè F (x, y) = 0 äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ïðîèçâîäíîé y′ äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ëåâóþ è

ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0 ïî ïåðåìåííîé x, ðàññìàò-

ðèâàÿ ïðè ýòîì y êàê ôóíêöèþ x, è ïîëó÷åííîå çàòåì óðàâíåíèå

ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y′.
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Ïðèìåð.

F (x, y) = x3 + y3 − 3xy = 0,

3x2 + 3y2 · y′ − 3y − 3x · y′ = 0,

y′ =
3y − 3x2

3y2 − 3x
=

y − x2

y2 − x
.

1.6 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

{
x = x(t),

y = y(t).

x = x(t) � îáðàòíàÿ ê t = φ(x), t′x =
1

x′t
.

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = y(t), ãäå t = φ(x). Èìååì

y′x = y′t · t′x èëè y′x = y′t ·
1

x′t
=

y′t
x′t
.

Ïðèìåð.

{
x = t3,

y = t2.

x′t = 3t2, y′t = 2t, òîãäà y′x =
2t

3t2
=

2

3t
.

1.7 Ëîãàðèôìè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïåðâûé ñëó÷àé.

F (x) =

∏
i

ui(x)∏
j

vj(x)
.

Âòîðîé ñëó÷àé.

F (x) = (u(x))v(x) � ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
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1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ÍÃÒÓ

1.8 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

y′ = f ′(x) � ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x. Åñëè f ′(x) � äèôôåðåí-

öèðóåìà, òî

(y′)′ =
d

dx

(
dy

dx

)′
= y′′ =

d2y

dx2
,

ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

y(n) =
(
y(n−1)

)′
=

dny

dxn
,

ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà.

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà � óñêîðå-

íèå.

Êðèâèçíó êðèâîé ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îòíîøåíèå óãëà ïî-

âîðîòà êàñàòåëüíîé ∆φ ê äëèíå ïðîéäåííîé äóãè ∆s = MM1.

Òàêîå îòíîøåíèå ∆φ/∆s íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé êðèâèçíîé äóãè

êðèâîé. Êîãäà òî÷êà M1 ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå M , ìû ïîëó÷àåì

êðèâèçíó êðèâîé â òî÷êå M :

k = lim
∆s→0

∆φ

∆s
=

dφ

ds
.

Êðèâèçíà k â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé,

òàê è îòðèöàòåëüíîé, â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ

êàñàòåëüíîé.

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ñâîèì ðàäèóñîì âåêòîðîì −→r (t), åå êðè-
âèçíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

k =
−→r ′ ×−→r ′′

|−→r ′|3
,

ãäå −→r ′, −→r ′′ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ðàäèóñ-âåêòîðà. Â ýòîé

ôîðìóëå â ÷èñëèòåëå çàïèñàíî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
−→r ′ è −→r ′′.

Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êîîðäèíàò êðèâîé x(t) è y(t)
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà êðèâèçíû ïðèíèìàåò âèä

k =
x′y′′ − y′x′′

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà ÿâíîé ôóíêöèåé y = f (x), êðè-

âèçíà êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k =
y′′

(1 + (y′)2)3/2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå

ρ = ρ(φ), åå êðèâèçíà k áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì

k(φ) =
ρ2 + 2ρ′ − ρρ′′

(ρ2 + (ρ′)2)3/2
.

Ïîä êðèâèçíîé êðèâîé ÷àñòî ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíîå çíà÷å-

íèå êðèâèçíû, áåç ó÷åòà íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ êàñàòåëüíîé. Â

òàêîì ñëó÷àå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû îñòàþòñÿ âåðíûìè,

íî â ÷èñëèòåëå ïîÿâëÿåòñÿ ìîäóëü. Íàïðèìåð, ôîðìóëà êðèâèç-

íû ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êîîðäèíàò êðèâîé x(t) è y(t)

áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

k =
|x′y′′ − y′x′′|

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ êðèâèçíå, íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèç-

íû:

R =
1

|k|
.

Îêðóæíîñòü ñ òàêèì ðàäèóñîì è öåíòðîì, ðàñïîëîæåííîì íà

ãëàâíîé íîðìàëè, áóäåò íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàòü

ïëîñêóþ êðèâóþ â äàííîé òî÷êå.

Ïðèìåð. Ïðîèçâîäíûå ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ îò íåÿâíûõ ôóíê-

öèé è ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè.

1.
x2

a2
+

y2

b2
− 1 = 0. y′ = −b2x

a2y
, y′′ = − b4

a2y2
.

12
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2. {
x = x(t),

y = y(t).

y′x =
y′t
x′t
, y′′xx =

(y′x)
′
t

x′t
, y′′′xxx =

(y′′xx)
′
t

x′t
.

1.9 Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) èìååò â òî÷êå x îòëè÷íóþ îò íóëÿ

ïðîèçâîäíóþ

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x) ̸= 0.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
∆y

∆x
= f ′(x) + α, ãäå α → 0 ïðè ∆x → 0

èëè ∆y = f ′(x)∆x + α∆x.

f ′(x)∆x � ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå

x íàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü å¼ ïðèðàùåíèÿ, ëèíåéíàÿ îòíîñè-

òåëüíî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà.

Îáîçíà÷àåòñÿ dy, dy = f ′(x)dx (ó÷èòûâàÿ y = x, y′ = x′ = 1,

dy = dx = ∆x).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè � ïðèðàùå-

íèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ðàâíîñèëüíà íà-

õîæäåíèþ ïðîèçâîäíîé, ò. å. óìíîæèâ ïðîèçâîäíóþ íà äèôôå-

ðåíöèàë ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè. Áîëü-

øèíñòâî òåîðåì è ôîðìóë îñòàþòñÿ, íàïðèìåð:

d(u + v) = du + dv, d(u · v) = udv + vdu.

Íàéä¼ì äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè y = f (u), u = φ(x)

èëè y = f (φ(x)).

dy

dx
= f ′

u(u) · φ′(x) ⇒ dy = f ′
u(u)φ

′(x)dx.
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Ó÷èòûâàÿ φ′(x)dx = du, èìååì: dy = f ′(u)du.

Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè èìååò òîò æå âèä, êàêîé îí

èìåë áû â òîì ñëó÷àå, åñëè áû ïðîìåæóòî÷íûé àðãóìåíò è áûë

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ôîðìà äèôôåðåíöèàëà íå çàâèñèò îò

òîãî, ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíò ôóíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè

ôóíêöèåé äðóãîãî àðãóìåíòà. Ýòî ñâîéñòâî � èíâàðèàíòíîñòü

ôîðìû äèôôåðåíöèàëà.

Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ê ïðèáëèæ¼ííûì âû-

÷èñëåíèÿì.

y(x) = y(x0) + ∆y ≈ y(x0) + dy = y(x0) + f ′(x0)dx.

1.10 Íåêîòîðûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ

â òî÷êå x0. Åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) > 0 [f ′(x0) < 0], òî äëÿ

çíà÷åíèé x, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0 ñïðàâà, áóäåò

f (x) > f (x0) [f (x) < f (x0)], à äëÿ çíà÷åíèé x, äîñòàòî÷íî áëèç-

êèõ ê x0 ñëåâà, áóäåò f (x) < f (x0) [f (x) > f (x0)].

Èíûìè ñëîâàìè: ôóíêöèÿ f (x) â òî÷êå x0 âîçðàñòàåò (óáûâà-

åò). Åñëè èìååòñÿ â âèäó îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð

ñïðàâà, òî ñîõðàíÿåò ñèëó ëèøü óòâåðæäåíèå î çíà÷åíèÿõ x, ëå-

æàùèõ ñïðàâà îò x0.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x +∆x)− f (x)

∆x
.

Òåîðåìà 7 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà â íåêî-

òîðîì ïðîìåæóòêå (a, b) è âî âíóòðåííåé òî÷êå c ýòîãî ïðî-

ìåæóòêà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå. Åñëè

ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííÿÿ êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(c) â ýòîé

òî÷êå, òî íåîáõîäèìî f ′(c) = 0.

14
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f (c) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå â òî÷êå c. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî f ′(c) ̸= 0, ïðèâîäèò ê ïðî-

òèâîðå÷èþ: ëèáî f ′(c) > 0 è òîãäà ïî ëåììå f (x) > f (c), åñëè

x > c, ëèáî f ′(c) < 0 è òîãäà f (x) > f (c), åñëè x < c. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ f (c) íå ìîæåò áûòü íàèáîëüøèì.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 8 (Ðîëëÿ). Ïóñòü: 1) ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà è

íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a, b]; 2) ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x), ïî êðàéíåé ìåðå â îòêðûòîì ïðîìå-

æóòêå (a, b); 3) íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò

ðàâíûå çíà÷åíèÿ: f (a) = f (b).

Òîãäà ìåæäó a è b íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c (a < c < b), ÷òî

f ′(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ò. ê. ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a, b], òî

îíà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé: M

è m.

• Åñëè m = M , òî f (x) = const = m ⇒ f ′(x) = 0.

• M ̸= m ⇒ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ çíà-

÷åíèé âî âíóòðåííåé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b).

Ïóñòü, íàïðèìåð, f (c) = M , c ∈ (a, b), f (c) ≥ f (x).

f ′(c) = lim
∆x→0

f (c +∆x)− f (c)

∆x
, f (c +∆x)− f (c) ≤ 0.

Åñëè ∆x ≥ 0,
f (c +∆x)− f (c)

∆x
≤ 0, f ′(c) ≤ 0,

åñëè ∆x ≤ 0,
f (c +∆x)− f (c)

∆x
≥ 0, f ′(c) ≥ 0.

Îäíîâðåìåííî â òî÷êå c f ′(c) ≤ 0 è f ′(c) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî

f ′(c) = 0.
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Òåîðåìà 9 (Êîøè). Åñëè ôóíêöèè f (x) è φ(x) íåïðåðûâíû â

çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a, b], äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b), ïðè-

÷¼ì φ′(x) ̸= 0 äëÿ x ∈ (a, b), òî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà

c ∈ (a, b), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
f (b)− f (a)

φ(b)− φ(a)
=

f ′(c)

φ′(c)
.

Äîêàçàòåëüñòâî

φ(b) − φ(a) ̸= 0 (ò. ê. òîãäà áû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà c ∈ (a, b),

÷òî φ′(c) = 0 � ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) = f (x)− f (a)− f (b)− f (a)

φ(b)− φ(a)
(φ(x)− φ(a)).

F (a) = 0, F (b) = f (b)− f (a)− f (b)− f (a)

φ(b)− φ(a)
(φ(b)− φ(a)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ∃ c ∈ (a, b), ÷òî F ′(c) = 0.

F ′(c) = f ′(c)− f (b)− f (a)

φ(b)− φ(a)
φ′(c) = 0 ⇒

f (b)− f (a)

φ(b)− φ(a)
=

f ′(c)

φ′(c)
. ÷. ò. ä.

Òåîðåìà 10 (Ëàãðàíæ). Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà [a, b],

äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b), òî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà

c ∈ (a, b), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
f (b)− f (a)

b− a
= f ′(c).

Äîêàçàòåëüñòâî

×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êîøè â ñëó÷àå êîãäà φ(x) = x.
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Òåîðåìà 11. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a, b)

èìååò îòðèöàòåëüíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ò. å. f ′′(x) < 0,

òî ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé (âûïóêëûé ââåðõ).

Åñëè f ′′(x) > 0 � âîãíóòûé (âûïóêëûé âíèç).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü f ′′(x) < 0 ïðè ∀x ∈ (a, b). Âîçüì¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè

òî÷êó M ñ àáñöèññîé x0 è ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ. Ïîêàæåì, ÷òî

ãðàôèê ôóíêöèè ëåæèò íèæå êàñàòåëüíîé.

-

6

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
##

M(x0, f(x0))
r

Ðèñ. 2. Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó âûïóêëîé ôóíêöèè y = f(x)

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé yêàñ = f (x0) + f ′(x0)(x− x0).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ìåæäó y = f (x) è yêàñ:

y − yêàñ = f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x− x0).

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà f (x)− f (x0) = f ′(c)(x−x0). Â ðåçóëüòàòå:

y − yêàñ = (f ′(c)− f ′(x0))(x− x0).

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà åù¼ ðàç:

y − yêàñ = f ′′(c)(c− x0)(x− x0).

Èññëåäóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

1) åñëè x > x0, òî è x− x0 > 0, è c− x0 > 0, ò. ê. f ′′(x) < 0, òî

y − yêàñ < 0;
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2) åñëè x < x0, òî è x− x0 < 0, è c− x0 < 0, ò. ê. f ′′(x) < 0, òî

y − yêàñ < 0.

⇒ ãðàôèê ôóíêöèè ëåæèò íèæå êàñàòåëüíîé. Ôóíêöèÿ âû-

ïóêëàÿ.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà

{
0

0

}
è
{∞
∞

}
. Ãèéîì Ôðàíñóà Ëîïèòàëü (ôð. Guillaume Fran�cois Antoine,

marquis de L'H�opital, 1661�1704) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, àâ-

òîð ïåðâîãî ó÷åáíèêà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Òåîðåìà 12 (Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f (x) è φ(x) óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ýòè ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0,

êðîìå, ìîæåò áûòü ñàìîé òî÷êè x0;

2) φ(x) ̸= 0 è φ′(x) ̸= 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè;

3) lim
x→x0

f (x) = 0, lim
x→x0

φ(x) = 0;

4) lim
x→x0

f ′(x)

φ′(x)
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò è lim
x→x0

f (x)

φ(x)
, ïðè÷¼ì lim

x→x0

f (x)

φ(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

φ′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè f (x) è φ(x) òîëüêî â

ïðàâîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ìû ìîæåì íåïðåðûâ-

íûì îáðàçîì èõ äîîïðåäåëèòü â ýòîé òî÷êå: ïóñòü

f (x0) = φ(x0) = 0.

Ïðèìåíèì òåîðåìó Êîøè äëÿ [x0, x].

f (x)− f (x0)

φ(x)− φ(x0)
=

f ′(c)

φ′(c)
, c ∈ [x0, x].
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f (x0) = φ(x0) = 0 ïîëó÷èì
f (x)

φ(x)
=

f ′(c)

φ′(c)
.

Ïðè x → x0 c → x0.

Èìååì lim
x→x0

f (x)

φ(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

φ′(x)
÷. ò. ä.

Åñëè x → ∞, çàìåíà z = 1/x, z → 0.

lim
x→∞

f (x)

φ(x)
= lim

z→0

f (1/z)

φ(1/z)
.

Çàìå÷àíèå. Ïðè
{∞
∞

}
èñïîëüçóåì ñâÿçü áåñêîíå÷íî áîëüøîé

ôóíêöèè ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé.

Åñëè f ′(x) è φ′(x) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è f (x)

è φ(x), òî òåîðåìó ìîæíî ïðèìåíÿòü åù¼ ðàç.

Ïðèìåðû

1) lim
x→1

x− 1

x lnx
;

2) lim
x→0

1− cos 6x

2x2
;

3) lim
x→π/2

tg 3x

tg 5x
;

4) lim
x→0

(cos 2x)1/x
2
;

5) lim
x→0

(
1

x

)tg x

;

6) lim
n→∞

n
√
n.

19



ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

1.11 Òåîðåìà Òåéëîðà

Òåîðåìà Òåéëîðà äà¼ò ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè, äèôôåðåí-

öèðóåìîé k ðàç, âáëèçè äàííîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíà

Òåéëîðà k-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåí

Òåéëîðà â äàííîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

èõ íåïîëíîãî ðÿäà Òåéëîðà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè. Òåîðåìà

Òåéëîðà ïîçâîëÿåò îâëàäåòü ïðè¼ìàìè âû÷èñëåíèé íà÷àëüíîãî

óðîâíÿ, è îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ èí-

ñòðóìåíòîâ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå.

Ýòà òåîðåìà íàçâàíà â ÷åñòü ìàòåìàòèêà Áðóêà Òåéëîðà (Òåé-

ëîð (1685�1731) �� àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê), êîòîðûé ñôîðìóëè-

ðîâàë îäíó èç å¼ âåðñèé â 1712 ãîäó. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ îøèá-

êè ïðèáëèæåíèÿ áûëî äàíî íàìíîãî ïîçæå Æîçåôîì Ëàãðàí-

æåì. Ðàíåå, â 1671 ãîäó, Äæåéìñîì Ãðåãîðè óæå áûëî óïîìÿíóòî

ñëåäñòâèå èç òåîðåìû.

Òåîðåìà 13 (Òåéëîðà).

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) èìååò â òî÷êå x = x0 è íåêîòîðîé åå

îêðåñòíîñòè ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà äî (n+1) âêëþ÷èòåëüíî.

(Ò.å. è âñå ïðåäûäóùèå äî ïîðÿäêà n ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîä-

íûå íåïðåðûâíû è äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé îêðåñòíîñòè).

2. Ïóñòü x � ëþáîå çíà÷åíèå èç ýòîé îêðåñòíîñòè, íî x ̸= x0.

Òîãäà ìåæäó òî÷êàìè x è x0 íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c

c = x0 + θ(x− x0), 0 < θ < 1, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

f (x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

. . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1,

ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà, à âûðàæå-
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íèå:
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1 = Rn+1(x)

íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f (x) â âèäå íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x),

çíà÷åíèå êîòîðîãî â òî÷êå x = x0 ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè f (x),

à çíà÷åíèÿ åãî ïðîèçâîäíûõ ðàâíî çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òî÷êå x = x0.

Pn(x0) = f (x0), P
′
n(x0) = f ′(x0), . . . , P

(n)
n (x0) = f (n)(x0).

Ìíîãî÷ëåí Pn(x) áóäåò áëèçîê ê ôóíêöèè f (x). ×åì áîëüøå

çíà÷åíèå n, òåì áëèæå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà ê çíà÷åíèÿì ôóíê-

öèè, òåì òî÷íåå îí ïîâòîðÿåò ôóíêöèþ.

Áóäåì èñêàòü ýòîò ìíîãî÷ëåí â ôîðìå ìíîãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì

(x− x0) ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Pn(x) = A0+A1(x−x0)+A2(x−x0)
2+A3(x−x0)

3+. . .+An(x−x0)
n.

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû A0, A1, A2, A3, . . . , An.

Ïîëîæèì x = x0, òîãäà Pn(x0) = f (x0) = A0.

P ′
n(x) = A1 + 2A2(x− x0) + . . . ,

P ′
n(x0) = f ′(x0) = A1, A1 =

f ′(x0)

1
,

P ′′
n (x) = 2A2 + 1 · 2 · 3A3(x− x0) + . . . ,

P ′′
n (x0) = f ′′(x0) = 1 · 2A2, A2 =

f ′′(x0)

1 · 2
,

· · ·

P (n)
n (x) = n!An, An =

f (n)(x0)

n!
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Ai â âûðàæåíèå äëÿ ìíîãî-

÷ëåíà, ïîëó÷àåì:

Pn(x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

. . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

Ìíîãî÷ëåí íå òî÷íî ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f (x), ò. å. îòëè-

÷àåòñÿ îò íåå íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó. Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó

Rn+1(x). Òîãäà:

f (x) = Pn(x) +Rn+1(x).

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ Rn+1(x) = f (x)− Pn(x).

Rn+1(x) = f (x)− f (x0)−
f ′(x0)

1!
(x− x0)−

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 − . . .

. . .− f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

Î÷åâèäíî èìååì:

Rn+1(x0) = 0,

R′
n+1(x) = f ′(x)− f ′(x0)− f ′(x0)(x− x0)− . . . ,

R′
n+1(x0) = 0,

. . . ,

R
(n)
n+1(x0) = 0.

Ðàññìîòðèì íà ïðîìåæóòå [x0, x] (èëè [x, x0]) äâå ôóíêöèè

y = Rn+1(x) è y = (x − x0)
n+1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåî-

ðåìû Êîøè. Òîãäà:

Rn+1(x)

(x− x0)n+1
=

Rn+1(x)−Rn+1(x0)

(x− x0)n+1 − (x0 − x0)n+1
=

R′
n+1(c1)

(n + 1)(c1 − x0)n
,

Àíàëîãè÷íî

R′
n+1(c1)

(n + 1)(c1 − x0)n
=

R′′
n+1(c2)

(n + 1)n(c2 − x0)n−1
,
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è ò. ä.

Rn+1(x)

(x− x0)n+1
=

R
(n+1)
n+1 (c)

(n + 1)!
.

Rn+1(x) = f (x)− Pn(x) ⇒ R
(n+1)
n+1 (x) = (f (x)− Pn(x))

(n+1)

è Pn(x)
(n+1) = 0 ò. ê. ïîëèíîì ⇒

Rn+1(x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1, ÷. ò. ä.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí, çàïèñûâàþò â âèäå: Rn+1(x) = o(x − x0)
n

� â ôîðìå Ïåàíî. Çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî o(x − x0)
n � âåëè÷èíà

âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñòèåëüíî (x− x0)
n, ò. å.

lim
x→x0

o(x− x0)
n

(x− x0)n
= 0.

Ïðè x0 = 0 ôîðìóëà Òåéëîðà ïðèìåò âèä:

f (x) = f (0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn + o(xn),

è íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëà Ìàêëîðåíà. Ê�îëèí Ìàêë�îðåí (àíãë.

Colin Maclaurin; 1698, Àðãàéë è Áüþò, Øîòëàíäèÿ � 1746, Ýäèí-

áóðã) � øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê.

Ôîðìóëû Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ o(xn) =

n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn),

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · · + (−1)n+1x

n

n
+ o(xn) =

=
n∑

k=1

(−1)k−1xk

k
+ o(xn),

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 + o(xn) =

=
n∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 + o(x2n+1),
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cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · + (−1)n

(2n)!
x2n + o(x2n) =

=
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k + o(x2n),

arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− · · · + (−1)n

2n + 1
x2n+1 + o(x2n+1) =

=
n∑

k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 + o(x2n+1),

shx = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + 1

(2n + 1)!
x2n+1 + o(x2n+1) =

=
n∑

k=0

1

(2k + 1)!
x2k+1 + o(x2n+1),

chx = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + 1

(2n)!
x2n + o(x2n) =

=
n∑

k=0

1

(2k)!
x2k + o(x2n),

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α− 1)

2!
x2 + . . .

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
xn + o(xn),

1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · + xn + o(xn) =

n∑
k=0

xk + o(xn),

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+

x3

16
− · · · + (−1)n(2n)!

(1− 2n)n!24n
xn =

=
n∑

k=0

(−1)k(2k)!

(1− 2k)k!24k
xk + o(xn),
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1.11.1 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Òåéëîðà ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ôóíê-

öèè

Âû÷èñëèòü ïðåäåë:

lim
x→0

ex − 1− x− x2

2 − x3

6 − x4

24

sinx− x + x3

6

1.12 Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

1.12.1 Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè: íåîáõîäèìîå óñëîâèå

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f (x) èìååò â òî÷êå x0 ìàêñèìóì

(èëè ìèíèìóì), åñëè âîêðóã ýòîé òî÷êè ìîæíî âûäåëèòü

òàêóþ îêðåñòíîñòü (x0 − δ, x0 + δ), ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ÷òî äëÿ âñåõ å¼ òî÷åê x âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

f (x) ≤ f (x0)

èëè f (x) ≥ f (x0).

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü, â ïðåäåëàõ êîòîðîé (ïðè

x ̸= x0) âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî f (x) < f (x0) (èëè

f (x) > f (x0)), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 ñîá-

ñòâåííûé, èëè ñòðîãèé, ìàêñèìóì (ìèíèìóì), â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå � íåñîáñòâåííûé, èëè íåñòðîãèé.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ñó-

ùåñòâóåò îáúåäèíÿþùèé èõ òåðìèí � ýêñòðåìóì.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ïðè

êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì. Ïðè å¼ ðåøåíèè îñíîâíóþ

ðîëü áóäåò èãðàòü ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f (x) â ïðîìåæóòêå

(a, b) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Åñëè â òî÷êå x0 ôóíê-

öèÿ èìååò ýêñòðåìóì, òî, ïðèìåíÿÿ ê ïðîìåæóòêó (x0 − δ, x0 + δ)

òåîðåìó Ôåðìà, çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′(x0) = 0. Â ýòîì ñîñòîèò íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Ýêñòðåìóì ñëåäóåò èñêàòü òîëü-
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êî â òåõ òî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ; òàêèå òî÷êè áóäåì

íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, îäíàêî, ÷òî êàæäàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

äîñòàâëÿåò ôóíêöèè ýêñòðåìóì: óêàçàííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå

íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè x3 ïðîèçâîä-

íàÿ 3x2 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x = 0, íî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ

íå èìååò ýêñòðåìóìà: îíà âñ¼ âðåìÿ âîçðàñòàåò.

Åñëè ðàñøèðèòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé f (x) è äî-

ïóñòèòü, ÷òî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ äâóñòîðîííåé êîíå÷íîé ïðî-

èçâîäíîé íå ñóùåñòâóåò, òî íå èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî

ýêñòðåìóì ïðèä¼òñÿ íà êàêóþ-ëèáî èç òàêèõ òî÷åê, âåäü òåîðåìà

Ôåðìà óòâåðæäàåò ðàâåíñòâî f ′(x) = 0 ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííÿÿ êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Íàïðèìåð,

ôóíêöèÿ x
2
3 , î÷åâèäíî, èìååò ìèíèìóì ïðè x = 0, â òî âðåìÿ

êàê â ýòîé òî÷êå å¼ ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà ðàâíà −∞, à ñïðàâà +∞;

òî÷íî òàê æå â òî÷êå x = 0 èìååò ìèíèìóì ôóíêöèÿ |x|, õîòÿ
äâóñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ó íå¼ â ýòîé òî÷êå íåò. Ñëåäîâàòåëü-

íî, è òî÷êè, â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííåé êîíå÷íîé

ïðîèçâîäíîé, òàêæå ìîãóò äîñòàâëÿòü ôóíêöèè ýêñòðåìóì. Ðà-

çóìååòñÿ, è â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ãàðàíòèðîâàíî íàëè÷èå

ýêñòðåìóìà âî âñåõ òàêèõ òî÷êàõ. Ïðèìåðàìè ñëóæàò ôóíêöèè

y = x
1
3 è y = sin 1

x (ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì y = 0 ïðè x = 0).

Ïåðâàÿ èç íèõ èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = 0,

âòîðàÿ æå âîâñå íå èìååò ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå, íî òî÷êà

x = 0 íå äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóìà íè òîé, íè äðóãîé ôóíêöèè

(ò. ê. â ëþáîé å¼ îêðåñòíîñòè îáå ôóíêöèè ïðèíèìàþò è ïîëî-

æèòåëüíûå, è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå îïðåäåëåíà,

áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèìè.
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1.12.2 Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè: äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

Ïåðâîå ïðàâèëî. Èòàê, åñëè òî÷êà x0 åñòü ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-

êà äëÿ ôóíêöèè f (x) èëè åñëè â ýòîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò äëÿ íå¼

äâóñòîðîííåé êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé, òî òî÷êà x0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ëèøü ¾ïîäîçðèòåëüíîé¿ ïî ýêñòðåìóìó è ïîäëåæèò äàëüíåéøå-

ìó èññëåäîâàíèþ.

Ýòî èññëåäîâàíèå ñîñòîèò â ïðîâåðêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè (x0−δ, x0+δ) òî÷êè x0 (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ x ̸= x0)

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) è êàê ñëåâà îò x0, òàê è

ñïðàâà îò x0 (â îòäåëüíîñòè) ñîõðàíÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûé çíàê.

Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

I. f ′(x) > 0 ïðè x < x0 è f ′(x) < 0 ïðè x > x0, ò. å. ïðîèçâîä-

íàÿ f ′(x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ìåíÿåò çíàê ïëþñ íà

ìèíóñ. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðîìåæóòêå [x0−δ, x0] ôóíêöèÿ f (x)

âîçðàñòàåò, à â ïðîìåæóòêå [x0, x0 + δ] óáûâàåò, òàê ÷òî çíà-

÷åíèå f (x0) áóäåò íàèáîëüøèì â ïðîìåæóòêå (x0− δ, x0+ δ),

ò. å. â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò ñîáñòâåííûé ìàêñèìóì.

II. f ′(x) < 0 ïðè x < x0 è f ′(x) > 0 ïðè x > x0, ò. å. ïðîèçâîä-

íàÿ f ′(x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ìåíÿåò çíàê ìèíóñ íà

ïëþñ. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî â òî÷êå x0
ôóíêöèÿ èìååò ñîáñòâåííûé ìèíèìóì.

III. f ′(x) > 0 êàê ïðè x < x0, òàê è ïðè x > x0, ëèáî æå f
′(x) < 0

è ñëåâà, è ñïðàâà îò x0, ò. å. ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 f
′(x) íå ìå-

íÿåò çíàêà. Òîãäà ôóíêöèÿ ëèáî âñ¼ âðåìÿ âîçðàñòàåò, ëèáî

âñ¼ âðåìÿ óáûâàåò; â ëþáîé áëèçîñòè îò x0 ñ îäíîé ñòîðîíû

íàéäóòñÿ òî÷êè x, â êîòîðûõ f (x) < f (x0), à ñ äðóãîé � òî÷-

êè x, â êîòîðûõ f (x) > f (x0), òàê ÷òî â òî÷êå x0 íèêàêîãî

ýêñòðåìóìà íåò.

Âòîðîå ïðàâèëî. Ïðè íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìîâ èññëåäîâà-

íèå çíàêà ïðîèçâîäíîé âáëèçè èñïûòóåìîé òî÷êè ìîæíî çàìå-

27



ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

íèòü èññëåäîâàíèåì çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé â ñàìîé ýòîé òî÷-

êå. Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) íå òîëüêî èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x)

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, íî è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â ñàìîé òî÷-

êå x0: f
′′(x0). Òî÷êà x0 � ñòàöèîíàðíàÿ, ò. å. f ′(x0) = 0. Åñëè

f ′′(x0) > 0, òî f ′(x) â òî÷êå x = x0 âîçðàñòàåò, ò. å. âáëèçè òî÷êè

x0 ñëåâà f ′(x) < f ′(x0) = 0, à ñïðàâà f ′(x) > f ′(x0) = 0. Èòàê,

ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò çíàê ìèíóñ íà ïëþñ, ñëåäîâàòåëüíî,

f (x) èìååò â òî÷êå x = x0 ìèíèìóì. Åñëè f ′′(x0) < 0, òî f ′(x)

â òî÷êå x = x0 óáûâàåò, ìåíÿÿ çíàê ïëþñ íà ìèíóñ, òàê ÷òî â

òî÷êå x = x0 ìàêñèìóì.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü âòîðîå ïðàâèëî äëÿ

èñïûòàíèÿ ¾ïîäîçðèòåëüíîãî¿ çíà÷åíèÿ x0: ïîäñòàâëÿåì x0 âî

âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′(x); åñëè f ′′(x0) > 0, òî ôóíêöèÿ èìååò

ìèíèìóì, åñëè æå f ′′(x0) < 0, � ìàêñèìóì.

1.12.3 Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5. Àñèìïòîòà ê êðèâîé � ïðÿìàÿ, ðàñòîÿíèå

äî êîòîðîé îò òî÷êè, ëåæàùåé íà êðèâîé ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ

ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè

ïî êðèâîé.

Àñèìïòîòû ìîãóò áûòü âåðòèêàëüíûå, ãîðèçîíòàëüíûå, íà-

êëîííûå.

Ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà

ôóíêöèè y = f (x), åñëè lim
x→a

f (x) = ∞, èëè lim
x→a−0

f (x) = ∞, èëè

lim
x→a+0

f (x) = ∞.

Óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû y = kx + b.

Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû lim
x→∞

f (x)

x
= k è

lim
x→∞

f (x) − kx = b, òî ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé

ôóíêöèè ïðè x → ∞, àíàëîãè÷íî ïðè x → −∞.

Çàìå÷àíèå. Ïðè k = 0 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà.

Ïðè x → ∞ è x → −∞ àñèìïòîòû ìîãóò áûòü ðàçíûå.
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Ïðèìåðû

1) y =
2

x + 1
;

2) y = 2
1

2−x ;

3) y =
x3

x2 − 3
.

1.12.4 Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

2. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò, èíòåðâàëû çíàêîïî-

ñòîÿíñòâà.

3. ×¼òíîñòü, íå÷¼òíîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè.

4. Íåïðåðûâíîñòü, òî÷êè ðàçðûâà.

5. Àñèìïòîòû.

6. Ýêñòðåìóìû, èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè.

7. Òî÷êè ïåðåãèáà, èíòåðâàëâ âûïóêëîñòè, âîãíóòîñòè.

8. Äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè (åñëè òðåáóåòñÿ).

9. Ãðàôèê ôóíêöèè.

Ïðèìåðû

1) y =
x

2
+ arctg x;

2) y =
ex

x + 1
;

3) y =
x3

x2 − 4
.
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1.13 Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà îòðåçêå

Íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè y = f (x) íà îòðåçêå [a; b]

íàçûâàþò òàêîå çíà÷åíèå max
x∈[a;b]

y = f (x0), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈

[a; b], x ̸= x0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f (x) ≤ f (x0).

Íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè y = f (x) íà îòðåçêå [a; b]

íàçûâàþò òàêîå çíà÷åíèå min
x∈[a;b]

y = f (x0), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈

[a; b], x ̸= x0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f (x) ≥ f (x0).

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî

çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a; b]

1. Íàõîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è ïðîâåðÿåì, ñîäåð-

æèòñÿ ëè â íåé âåñü îòðåçîê [a; b].

2. Íàõîäèì âñå òî÷êè, â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ïåðâàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ è êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â îòðåçêå [a; b]. Åñëè òàêèõ

òî÷åê íåò, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

3. Îïðåäåëÿåì âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ïîïàäàþùèå â îòðåçîê

[a; b]. Åñëè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íåò èëè íè îäíà èç íèõ íå

ïîïàäàåò â îòðåçîê, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

4. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îòîáðàííûõ ñòàöèîíàðíûõ

òî÷êàõ (åñëè òàêèå èìåþòñÿ), â òî÷êàõ, â êîòîðûõ íå ñóùå-

ñòâóåò ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ (åñëè òàêèå èìåþòñÿ), à òàêæå

ïðè x = a è x = b.

5. Èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáèðàåì íàèáîëüøåå è

íàèìåíüøåå � îíè è áóäóò èñêîìûìè íàèáîëüøèì è íàè-

ìåíüøèì çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåðû

1) Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) =

3x4 + 4x3 + 1 íà îòðåçêå [−2; 1];
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2) íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) =
x3 + 4

x2

• íà îòðåçêå [1; 4];

• íà îòðåçêå [1; 4].
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