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1 Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíèè, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè âòîðîé ñòåïå-

íè îòíîñèòåëüíî òåêóùèõ êîîðäèíàò

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0. (1)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íî ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A, B èëè C îòëè÷íî îò íóëÿ. Òàêèå ëèíèè

íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè (êðèâûìè) âòîðîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå (1)

îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü, ýëëèïñ, ãèïåðáîëó èëè ïà-

ðàáîëó.

1.2 Îêðóæíîñòü

Ïðîñòåéøåé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü.

Îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå M0(x0, y0) íàçûâàåò-

ñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

M0M = R. Ïóñòü òî÷êà M0 â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò èìååò êîîðäèíàòû x0, y0, à M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

îêðóæíîñòè. Òîãäà èç óñëîâèÿ M0M = R ïîëó÷àåì óðàâíåíèå√
(x− x0)2 + (y − y0)2 = R.

èëè

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2. (2)

Óðàâíåíèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè

M(x, y) äàííîé îêðóæíîñòè è íå óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû íè-

êàêîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè. Óðàâíåíèå (2) íàçû-

âàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ x0 = 0 è y0 = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò x2 + y2 = R2.

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (2) ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïðèìåò âèä x2+y2−2x0x−2y0y+x20+y20−R2 = 0. Ïðè ñðàâíåíèè
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ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ îáùèì óðàâíåíèåì (1) êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè âûïîëíåíû äâà

óñëîâèÿ:

• êîýôôèöèåíòû ïðè x2 è y2 ðàâíû ìåæäó ñîáîé;

• îòñóòñòâóåò ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ïðîèçâåäåíèå xy òåêóùèõ êî-

îðäèíàò.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (1) çíà-

÷åíèÿ B = 0, A = C ̸= 0, ïîëó÷èì

Ax2 + Ay2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:(
x +

D

A

)2

+

(
y +

E

A

)2

=
E2

A2
+

D2

A2
− F

A
.

Ïðè óñëîâèè
E2

A2
+
D2

A2
− F

A
> 0 ïîëó÷èëè óðàâíåíèå îêðóæíîñòè

ñ öåíòðîì â òî÷êå

(
−D

A
,−E

A

)
è ðàäèóñîì R =

√
E2

A2
+

D2

A2
− F

A
.

Åñëè R = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:(
x +

D

A

)2

+

(
y +

E

A

)2

= 0.

Åìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû åäèíñòâåííîé òî÷êè

O

(
−D

A
,−E

A

)
� ¾îêðóæíîñòü âûðîäèëàñü â òî÷êó¿ (èìååò íó-

ëåâîé ðàäèóñ).

Åñëè
E2

A2
+

D2

A2
− F

A
< 0, òî óðàâíåíèå íå îïðåäåëÿåò íèêàêîé

ëèíèè � ¾îêðóæíîñòü ìíèìàÿ¿.
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1.3 Ýëëèïñ

Îïðåäåëåíèå 1. Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé îò äâóõ ôèêñèðîâàííûõ

òî÷åê ïëîñêîñòè, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü ïîñòîÿííàÿ âå-

ëè÷èíà.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòà ïîñòîÿííàÿ áûëà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ôîêóñàìè. Ôîêóñû ýëëèïñà ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç F1

è F2.

Ðèñ. 1. Ýëëèïñ

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè F1 è F2.

Îòðåçêè F1M è F2M (òàê æå êàê è äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ) íà-

çûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êè M . Ïîñòîÿííóþ ñóììó

ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ òî÷êè ýëëèïñà îáîçíà÷èì ÷åðåç 2a. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè M ýëëèïñà èìååì:

F1M + F2M = 2a.

Ðàññòîÿíèå F1 è F2 ìåæäó ôîêóñàìè: 2c.

Îñü àáñöèññ � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç F1 è F2, íà÷àëî êî-

îðäèíàò � ñåðåäèíà îòðåçêà F1F2.

Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M è îáîçíà÷èì åå

êîîðäèíàòû ÷åðåç x è y. Îáîçíà÷èì, äàëåå, ÷åðåç r1 è r2 ðàññòî-

ÿíèÿ îò òî÷êè M äî ôîêóñîâ (r1 = F1, r2 = F2). Òî÷êà M áóäåò
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íàõîäèòüñÿ íà äàííîì ýëëèïñå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

r1 + r2 = 2a.

×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå óðàâíåíèå, íóæíî â ðàâåíñòâå çàìå-

íèòü ïåðåìåííûå r1 è r2 èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç êîîðäèíàòû x, y.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû ôîêóñîâ: F1(−c; 0), F2(c; 0) èìååì:

r1 =
√

(x + c)2 + y2, r2 =
√
(x− c)2 + y2,√

(x + c)2 + y2 +
√
(x− c)2 + y2 = 2a.

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñà, òàê êàê åìó

óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷êè M(x, y), êîãäà òî÷êà M ëå-

æèò íà ýòîì ýëëèïñå. Âîçâåä¼ì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò,

ïîëó÷èì:

(x + c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2,

èëè

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − cx.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, íàéäåì:

a2x2 − 2a2cx + a2c2 + a2y2 = a4 − 2a2cx + c2x2,

îòêóäà

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

Îáîçíà÷èì: b =
√
a2 − c2 (a > c ⇒ a2 − c2 > 0, b2 = a2 − c2),

òîãäà

b2x2 + a2y2 = a2b2,

èëè
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (3)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñà.

Óðàâíåíèå (3), îïðåäåëÿþùåå ýëëèïñ â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëü-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, åñòü óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè: òàêèì

îáðàçîì, ýëëèïñ åñòü ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Èññëåäîâàíèå ôîðìû ýëëèïñà ïî åãî óðàâíåíèþ

1. Óðàâíåíèå ñîäåðæèò x è y òîëüêî â ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ, ïî-

ýòîìó åñëè òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî åìó òàêæå

ïðèíàäëåæàò, òî÷êè (x,−y), (−x, y), (−x,−y). Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî ýëëèïñ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è Oy, à

òàêæå îòíîñèòåëüíî òî÷êè O(0; 0) � öåíòðà ýëëèïñà.

2. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ïî-

ëîæèâ y = 0, íàõîäèì äâå òî÷êè A1(a, 0) è A2(−a, 0), â êîòî-

ðûõ îñü Ox ïåðåñåêàåò ýëëèïñ. Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè x = 0,

íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ îñüþ Oy: B1(0, b) è

B2(0,−b). Òî÷êè A1, A2, B1, B2 íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýë-

ëèïñà. Îòðåçêè A1A2 è B1B2, à òàêæå èõ äëèíû 2a è 2b íà-

çûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé îñÿìè ýëëèïñà.

×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé

ïîëóîñÿìè ýëëèïñà.

3. Èç óðàâíåíèÿ
x2

a2
+

y2

b2
= 1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â

ëåâîé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, ò. å. èìåþò ìåñòî íåðà-

âåíñòâà
x2

a2
≤ 1 è

y2

b2
≤ 1 èëè −a ≤ x ≤ a è −b ≤ y ≤ b. Ñëå-

äîâàòåëüíî, âñå òî÷êè ýëëèïñà ëåæàò âíóòðè ïðÿìîóãîëüíè-

êà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè x = ±a, y = ±b.

4. Â óðàâíåíèè ýëëèïñà ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâ-

íà åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âîçðàñòàíèè îäíîãî ñëàãàå-

ìîãî äðóãîå áóäåò óìåíüøàòüñÿ, ò. å. åñëè |x| âîçðàñòàåò, òî
|y| óìåíüøàåòñÿ è íàîáîðîò.

Ýëëèïñ èìååò ôîðìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà íàçûâàåòñÿ îò-

íîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè ýòîãî ýëëèïñà ê äëèíå åãî

áîëüøîé îñè.
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Îáîçíà÷èâ ýêñöåíòðèñèòåò áóêâîé ε, ïîëó÷àåì: ε =
c

a
. Òàê êàê

c < a, òî ε < 1, ò. å. ýêñöåíòðèñèòåò êàæäîãî ýëëèïñà ìåíüøå

åäèíèöû.

c2 = a2 − b2 ⇒ ε2 =
c2

a2
=

a2 − b2

a2
= 1−

(
b

a

)2

,

îòñþäà

ε =

√
1−

(
b

a

)2

è
b

a
=
√
1− ε2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñöåíòðèñèòåò îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì îñåé

ýëëèïñà, à îòíîøåíèå îñåé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ýêñ-

öåíòðèñèòåòîì. Òàêèì îáðàçîì, ýêñöåíòðèñèòåò õàðàêòåðèçóåò

ôîðìó ýëëèïñà. ×åì áëèæå ýêñöåíòðèñèòåò ê åäèíèöå, òåì ìåíü-

øå 1 − ε2, òåì ìåíüøå, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå
b

a
, çíà÷èò,

÷åì áîëüøå ýêñöåíòðèñèòåò, òåì áîëåå ýëëèïñ âûòÿíóò. Â ñëó-

÷àå îêðóæíîñòè b = a è ε = 0.

Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè F1

è F2. Äëèíû îòðåçêîâ F1M = r1 è F2M = r2 � ôîêàëüíûå

ðàäèóñû. Î÷åâèäíî r1 + r2 = 2a.

Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû r1 = a + εx è r2 = a− εx.

r1 =
√
(x− c)2 + y2, y2 = b2

(
1− x2

a2

)
= b2 − x2b2

a2
, c2 = a2 − b2.

r1 =

√
(x− c)2 + b2 − x2b2

a2
=

√
x2 − 2xc + a2 − x2b2

a2
=

=

√
a2 − 2cx + x2

c2

a2
= a− c

a
x = a− εx.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà: r1 = a + εx.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê áîëüøîé îñè

ýëëèïñà è ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà

íà ðàññòîÿíèè
a

ε
(a > b) îò íåãî, íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè

ýëëèïñà.
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Óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò

âèä

x = −a

ε
è x = +

a

ε
.

Ïåðâóþ èç íèõ ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ëåâîé, âòîðóþ � ïðà-

âîé. Òàê êàê äëÿ ýëëèïñà ε < 1, òî
a

ε
> a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïðàâàÿ äèðåêòðèñà ðàñïîëîæåíà ïðàâåå ïðàâîé âåðøèíû ýëëèï-

ñà, àíàëîãè÷íî, ëåâàÿ äèðåêòðèñà ðàñïîëîæåíà ëåâåå åãî ëåâîé

âåðøèíû.

Òåîðåìà 1. Åñëè r � ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ýë-

ëèïñà äî êàêîãî-íèáóäü ôîêóñà, d � ðàññòîÿíèå îò ýòîé æå

òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ôîêóñó äèðåêòðèñû, òî îò-

íîøåíèå
r

d
åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòå-

òó ýëëèïñà:
r

d
= ε.

1.4 Ãèïåðáîëà

Îïðåäåëåíèå 4. Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-

ñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé îò äâóõ ôèêñè-

ðîâàííûõ òî÷åê ïëîñêîñòè, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü ïîñòî-

ÿííàÿ âåëè÷èíà.

Ðàçíîñòü áåðåòñÿ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ, êðîìå òîãî, òðå-

áóåòñÿ, ÷òîáû îíà áûëà ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè è

îòëè÷íà îò íóëÿ. Ôîêóñû ãèïåðáîëû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F1

è F2, à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè � ÷åðåç 2c.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè F1 è

F2. Îòðåçêè F1M è F2M (òàê æå, êàê è äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ)

íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êè M è îáîçíà÷àþòñÿ

÷åðåç r1 è r2 (r1 = F1M, r2 = F2M). Ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðáî-

ëû ðàçíîñòü ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ åå òî÷êè M åñòü ïîñòîÿííàÿ

âåëè÷èíà, ýòó ïîñòîÿííóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç 2a.
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Ðèñ. 2. Ãèïåðáîëà

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëó ñ ôîêóñàìè F1 è F2. Âîçüìåì íà ïëîñ-

êîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), ôîêàëüíûå

ðàäèóñû F1M = r1 è F2M = r2. Òî÷êà M áóäåò íàõîäèòüñÿ íà

(äàííîé) ãèïåðáîëå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

r1 − r2 = ±2a.

Ïóñòü F1F2 = 2c è ôîêóñû F1 è F2 ðàñïîëîæåíû íà îñè Ox

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, òî îíè èìåþò ñî-

îòâåòñòâåííî êîîðäèíàòû (−c; 0) è (+c; 0), íàõîäèì:

r1 =
√

(x + c)2 + y2, r2 =
√
(x− c)2 + y2,√

(x + c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = ±2a.

Ýòî óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ãèïåðáîëû, òàê êàê åìó óäîâëå-

òâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷êè M(x, y), êîãäà òî÷êà M ëåæèò íà

ãèïåðáîëå.

Âîçâåä¼ì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì:

(x + c)2 + y2 = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2,

èëè

cx− a2 = ±a
√
(x− c)2 + y2.
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Âîçâîäÿ â êâàäðàò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, íàéäåì:

c2x2 − 2a2cx + 2a4 = a2x2 − 2a2cx + a2c2 + a2y2,

îòêóäà

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2).

Îáîçíà÷èì: b =
√
c2 − a2 (c > a ⇒ c2 − a2 > 0, b2 = c2 − a2),

òîãäà

b2x2 − a2y2 = a2b2,

èëè
x2

a2
− y2

b2
= 1. (4)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáî-

ëû.

Óðàâíåíèå (4), îïðåäåëÿþùåå ãèïåðáîëó â äåêàðòîâîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò, åñòü óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè, òàêèì îáðàçîì,

ãèïåðáîëà åñòü ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èññëåäîâàíèå ôîðìû ãèïåðáîëû ïî åå óðàâíåíèþ

1. Óðàâíåíèå ñîäåðæèò x è y òîëüêî â ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ãèïåðáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è

Oy, à òàêæå îòíîñèòåëüíî òî÷êè O(0, 0), êîòîðóþ íàçûâàþò

öåíòðîì ãèïåðáîëû.

2. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Ïîëîæèâ y = 0 íàõîäèì äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû

ñ îñüþ Ox: A1(a, 0) è A2(−a, 0). Ïîëîæèâ x = 0 ïîëó÷àåì

y2 = −b2, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðáîëà îñü

Oy íå ïåðåñåêàåò.

Òî÷êè A1(a, 0) è A2(−a, 0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáî-

ëû, à îòðåçîê A1A2 = 2a � äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, îòðåçîê

OA1 = OA2 = a � äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû.

Îòðåçîê B1B2 (B1B2 = 2b), ñîåäèíÿþùèé òî÷êè B1(0, b) è
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B2(0,−b) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé îñüþ, ÷èñëî b � ìíèìîé ïî-

ëóîñüþ. Ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2a è 2b íàçûâàåòñÿ îñ-

íîâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ãèïåðáîëû.

3. Èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû ñëåäóåò, ÷òî óìåíü-

øàåìîå
x2

a2
íå ìåíüøå åäèíèöû, ò. å. ÷òî

x2

a2
≥ 1 èëè |x| ≥ a.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû ñïðàâà îò

ïðÿìîé x = a (ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû) è ñëåâà îò ïðÿìîé

x = −a (ëåâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû).

4. Èç óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû âèäíî, ÷òî êîãäà |x| âîçðàñòàåò, òî
è |y| âîçðàñòàåò. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàçíîñòü ñîõðàíÿåò
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò,

÷òî ãèïåðáîëà � êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ íåîãðàíè÷åííûõ

âåòâåé.

5. Âåòâè ãèïåðáîëû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì −x2

a2
+

y2

b2
= 1

ðàñïîëîæåíû ñâåðõó è ñíèçó îò ïðÿìûõ y = b è y = −b.

Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðÿìàÿ L íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé íåîãðàíè-

÷åííîé êðèâîé K, åñëè ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M êðèâîé K äî

ýòîé ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè

òî÷êè M âäîëü êðèâîé K îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ãèïåðáîëà
x2

a2
− y2

b2
= 1 èìååò äâå àñèìïòîòû: y =

b

a
x è

y = −b

a
x.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãèïåðáîëû öåëåñîîáðàçíî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü

îñíîâíîé ïðÿìîóãîëüíèê ãèïåðáîëû, ïðîâåñòè ïðÿìûå, ïðîõîäÿ-

ùèå ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, �

àñèìïòîòû ãèïåðáîëû è îòìåòèòü âåðøèíû A1 è A2 ãèïåðáîëû.
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Ðèñ. 3. Ïîñòðîåíèå ãèïåðáîëû

Îïðåäåëåíèå 6. Ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ îò-

íîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè ýòîé ãèïåðáîëû ê ðàñ-

ñòîÿíèþ ìåæäó åå âåðøèíàìè: ε =
c

a
.

Òàê êàê äëÿ ãèïåðáîëû c > a, òî ε > 1, ò. å. ýêñöåíòðèñèòåò

êàæäîé ãèïåðáîëû áîëüøå åäèíèöû.

Ó÷èòûâàÿâ, ÷òî c2 = a2 + b2, èìååì:

ε2 =
c2

a2
=

a2 + b2

a2
= 1 +

(
b

a

)2

,

îòñþäà

ε =

√
1 +

(
b

a

)2

, è
b

a
=
√
ε2 − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñöåíòðèñèòåò îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
b

a
,

à îòíîøåíèå
b

a
â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû õàðàêòåðèçóåò ôîðìó

åå îñíîâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, à çíà÷èò, è ôîðìó ñàìîé ãèïåðáî-

ëû.

×åì ìåíüøå ýêñöåíòðèñèòåò, ò. å. ÷åì áëèæå îí ê åäèíèöå, òåì

ìåíüøå ε2−1, òåì ìåíüøå, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå
b

a
, çíà÷èò,
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÷åì ìåíüøå ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû, òåì áîëåå âûòÿíóò å¼

îñíîâíîé ïðÿìîóãîëüíèê (â íàïðàâëåíèè îñè, ñîåäèíÿþùåé âåð-

øèíû). Â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû a = b è ε =
√
2.

Îïðåäåëåíèå 7. Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê òîé îñè ãè-

ïåðáîëû, êîòîðàÿ åå ïåðåñåêàåò, è ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷-

íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà íà ðàññòîÿíèè
a

ε
îò íåãî, íàçûâàþòñÿ

äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.

Óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò

âèä

x = −a

ε
è x = +

a

ε
.

Ïåðâóþ èç íèõ ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ëåâîé, âòîðóþ � ïðàâîé.

Òàê êàê äëÿ ãèïåðáîëû ε > 1, òî
a

ε
< a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðà-

âàÿ äèðåêòðèñà ðàñïîëîæåíà ìåæäó öåíòðîì è ïðàâîé âåðøèíîé

ãèïåðáîëû, ëåâàÿ äèðåêòðèñà ðàñïîëîæåíà ìåæäó öåíòðîì è ëå-

âîé âåðøèíîé.

Äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû èìåþò òî æå ñâîéñòâî
r

d
= ε, ÷òî è

äèðåêòðèñû ýëëèïñà.

1.5 Ïàðàáîëà

Îïðåäåëåíèå 8. Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî íåêîòîðîé ôèê-

ñèðîâàííîé òî÷êè ïëîñêîñòè, íàçûâàåìîé ôîêóñîì, ðàâíî ðàñ-

ñòîÿíèþ äî íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé äè-

ðåêòðèñîé (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç

ôîêóñ).

Ôîêóñ ïàðàáîëû îáîçíà÷èì áóêâîé F , ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà

äî äèðåêòðèñû � áóêâîé p. Âåëè÷èíó p íàçûâàþò ïàðàìåòðîì

ïàðàáîëû.

Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M(x, y). Îáîçíà-

÷èì äàëåå ÷åðåç r ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ôîêóñà (r = FM),
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Ðèñ. 4. Ïàðàáîëà

d � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî äèðåêòðèñû. Òî÷êà M áóäåò íàõî-

äèòüñÿ íà (äàííîé) ïàðàáîëå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

r = d.

Ôîêóñ F èìååò êîîðäèíàòû
(p
2
, 0
)
, ó÷èòûâàÿ ýòî, íàõîäèì:

r =

√(
x− p

2

)2

+ y2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç

òî÷êè M íà äèðåêòðèñó. Òî÷êà N èìååò êîîðäèíàòû
(
−p

2
, y
)

îòñþäà, ïîëó÷àåì:

d = MN =

√(
x +

p

2

)2

+ (y − y)2 = x +
p

2

x +
p

2
� ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M(x, y)

äîëæíà íàõîäèòüñÿ ñ òîé ñòîðîíû îò äèðåêòðèñû, ãäå íàõîäèòñÿ

ôîêóñ, ò. å. äîëæíî áûòü x > −p

2
, îòêóäà x +

p

2
> 0.
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Çàìåíÿÿ r è d, íàéäåì√(
x− p

2

)2

+ y2 = x +
p

2

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàáîëû, òàê êàê åìó

óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷êèM(x, y), êîãäà òî÷êà Ì ëåæèò

íà äàííîé ïàðàáîëå. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò,

ïîëó÷èì:

x2 − px +
p2

4
+ y2 = x2 + px +

p2

4
èëè

y2 = 2px. (5)

Óðàâíåíèå (5) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáî-

ëû. Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïàðàáîëó â äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, åñòü óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè, òàêèì îáðàçîì, ïàðà-

áîëà åñòü ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èññëåäîâàíèå ôîðì ïàðàáîëû ïî åå óðàâíåíèþ

1. Â óðàâíåíèè y2 = 2px ïåðåìåííàÿ y âõîäèò â ÷åòíîé ñòåïåíè,

çíà÷èò, ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Ox, îñü Ox

ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû.

2. Òàê êàê p > 0, òî èç y2 = 2px ñëåäóåò, ÷òî x > 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà ñïðàâà îò îñè Oy.

3. Ïðè x = 0 èìååì y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàáîëà ïðîõîäèò

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

4. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè x ìîäóëü y òàêæå íåîãðà-

íè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïàðàáîëà y2 = 2px èìååò âèä (ôîðìó),

èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 4. Òî÷êà O(0, 0) íàçûâàåòñÿ âåð-

øèíîé ïàðàáîëû, îòðåçîê FM = r íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíûì

ðàäèóñîì òî÷êè M .
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1.6 Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè

âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü äàíî îáùåå óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà (1):

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) îáðàçóþò ñëåäóþùèå ãðóïïû ÷ëå-

íîâ:

1) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ñîñòîÿùàÿ èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ

Ax2 + 2Bxy + Cy2;

2) ëèíåéíîé ôîðìû ÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè 2Dx + 2Ey;

3) ñâîáîäíîãî ÷ëåíà F .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñòàð-

øèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1):

∆ =

∣∣∣∣ A B

B C

∣∣∣∣ = AC −B2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíî óðàâ-

íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êî-

îðäèíàò, â êîòîðîé ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò îäèí èç âëåäóþ-

ùèõ äåâÿòè êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

1)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (∆ > 0), ýëëèïñ;

2)
x2

a2
+
y2

b2
= −1 (∆ > 0), ìíèìûé ýëëèïñ, ýòîìó óðàâíåíèþ íå

óäîâëåòâîðÿåò íè îäíà òî÷êà;

3) a2x2 + c2y2 = 0 (∆ > 0), òî÷êà (0, 0);
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4)
x2

a2
− y2

b2
= 1 (∆ < 0), ãèïåðáîëà;

5) a2x2 − c2y2 = 0 (∆ < 0), äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå;

6) y2 = 2px (∆ = 0), ïàðàáîëà;

7) y2 − a2 = 0 (∆ = 0), äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå;

8) y2 + a2 = 0 (∆ = 0), äâå ìíèìûå ïðÿìûå, ýòîìó óðàâíåíèþ

íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíà òî÷êà;

9) y2 = 0 (∆ = 0), äâå ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå.

Óðàâíåíèå Ax2 + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

Â ñëó÷àå, åñëè â óðàâíåíèèè (1) êîýôôèöèåíò B = 0,

Ax2 + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0, (6)

òî âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò è äåëàÿ çàìåíó x′ = x−x0, y
′ = y−y0

ïîëó÷àåì îäíî èç óðàâíåíèé óêàçàííûõ âèäîâ. Èìååì êðèâûå

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îñÿìè ñèììåòðèè ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîð-

äèíàò.

Â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ ýëëèïñà ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå:
(x− x0)

2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1,

ãèïåðáîëû:
(x− x0)

2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1,

ïàðàáîëû:

(y − y0)
2 = 2p(x− x0),

(y − y0)
2 = −2p(x− x0),

(x− x0)
2 = 2p(y − y0),

(x− x0)
2 = −2p(y − y0).
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Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþò ïî÷òè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâåííî, ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû.

Ïðèìåðû

Óñòàíîâèòü âèä è ïîñòðîèòü ëèíèè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè âòî-

ðîãî ïîðÿäêà:

1) 4x2 + 5y2 + 20x− 30y + 10 = 0;

2) x2 + 10x− 2y + 11 = 0;

3) 4x2 − y2 + 8x− 8y − 12 = 0.

Óðàâíåíèå Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

Ðàññìîòðèì îáùåå óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèç-

âåñòíûìè:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0. (7)

Îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ íàëè÷èåì ÷ëåíà ñ

ïðîèçâåäåíèåì êîîðäèíàò (B ̸= 0). Ìîæíî, ïóòåì ïîâîðîòà êî-

îðäèíàòíûõ îñåé íà óãîë α, ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå, ÷òîáû

â íåì ÷ëåí ñ ïðîèçâåäåíèåì êîîðäèíàò îòñóòñòâîâàë.

Îïðåäåëåíèå óãëà ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé

1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïîâîðîòà îñåé

x = x′ cosα− y′ sinα, y = x′ sinα + y′ cosα,

âûðàçèì ñòàðûå êîîðäèíàòû ÷åðåç íîâûå:

A(x′ cosα−y′ sinα)2+2B(x′ cosα−y′ sinα)(x′ sinα+y′ cosα)+

+C(x′ sinα + y′ cosα)2 + 2D(x′ cosα− y′ sinα)+

+2E(x′ sinα + y′ cosα) + F = 0.

Âûáåðåì óãîë α òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè x′y′ îáðàòèëñÿ

â íóëü, ò. å. ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

−2A cosα sinα + 2B(cos2 α− sin2 α) + 2C sinα cosα = 0,
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ò. å.

2B cos 2α = (A− C) = sin 2α.

Îòñþäà

tg 2α =
2B

A− C
. (8)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîâîðîòå îñåé íà óãîë α, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèþ (8), óðàâíåíèå (7) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (6) íå

ñîäåðæàùåì xy (ò. å. ñëó÷àé, êîãäà B = 0).

Çàìå÷àíèå. Åñëè A = C, òî óðàâíåíèå (8) òåðÿåò ñìûñë. Â

ýòîì ñëó÷àå cos 2α = 0, òîãäà 2α = 90◦, ò. å. α = 45◦.

Ïðèìåð.

Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèå:

5x2 + 4xy + 8y2 + 8x + 14y + 5 = 0.

A = 5, B = 2, C = 8, ∆ =

∣∣∣∣ 5 2

2 8

∣∣∣∣ = 40− 4 > 0 ⇒ ýëëèïñ.

tg 2α =
4

5− 8
= −4

3
.

Îòñþäà tgα = −1

2
(è tgα = 2).

Â ðåçóëüòàòå sinα = − 1√
5
, cosα =

2√
5
.

5

(
4

5
x′2 +

1

5
y′2

)
+ 4

(
−2

5
x′2 +

2

5
y′2

)
+ 8

(
1

5
x′2 +

4

5
y′2

)
+

+8

(
2√
5
x′ +

1√
5
y′
)
+ 14

(
− 1√

5
x′ +

2√
5
y′
)
+ 5 = 0,

4

(
x′ +

1

4
√
5

)2

+ 9

(
y′ +

2√
5

)2

− 9

4
= 0.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:(
x′ +

1

4
√
5

)2

9

16

+

(
y′ +

2√
5

)2

1

4

= 1.
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2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Ax2 + 2Bxy + Cy2 îáðàçóþò áàçèñ, â êîòîðîì óðàâíåíèå (7)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Óãîë ïîâîðîòà

êîîðäèíàòíûõ îñåé ìîæíî îïðåäåëèòü íàõîäÿ óãîë, îáðàçî-

âàííûé ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ñ îñÿìè êîîðäèíàò èñõîä-

íîé ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöè-

åíòû ïðè x′2 è y′2.

Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðåííîãî âûøå.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:∣∣∣∣ 5− λ 2

2 8− λ

∣∣∣∣ = 0.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà: λ1 = 4, λ2 = 9.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû: p⃗1 = (2;−1), p⃗2 = (1; 2).

Â ðåçóëüòàòå sinα = − 1√
5
, cosα =

2√
5
.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ñîñòîÿùàÿ èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíå-

íèÿ, â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåò âèä: 4x′2 + 9y′2.

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ:
2√
5
x′ +

36√
5
y′.

Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

4x′2 + 9y′2 +
2√
5
x′ +

36√
5
y′ + 5 = 0.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü:(
x′ +

1

4
√
5

)2

9

16

+

(
y′ +

2√
5

)2

1

4

= 1.
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1.7 Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû

1. Ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ ýëëèïñà â íåêîòîðîé òî÷êå M , ñîñòàâ-

ëÿåò ðàâíûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè F1M , F2M è

ïðîõîäèò âíå óãëà F1MF2.

2. Ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ ïàðàáîëû â íåêîòîðîé òî÷êåM , ñîñòàâ-

ëÿåò ðàâíûå óòëû ñ ôîêàëüíûì ðàäèóñîì FM è ñ ëó÷îì, êî-

òîðûé, èñõîäÿ èç òî÷êè M , èäåò ïàðàëëåëüíî îñè ïàðàáîëû

â òó ñòîðîíó, êóäà ïàðàáîëà áåñêîíå÷íî ïðîñòèðàåòñÿ.
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3. Ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ ãèïåðáîëû â íåêîòîðîé òî÷êå M , ñî-

ñòàâëÿåò ðàâíûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè F1M , F2M

è ïðîõîäèò âíóòðè óãëà F1MF2.

×òîáû âûÿâèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðèâåäåííûõ ïðåäëîæå-

íèé, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ýëëèïñ, ïàðàáîëà èëè ãèïåðáîëà âðà-

ùàåòñÿ âîêðóã îñè (ñîäåðæàùåé ôîêóñû). Òåì ñàìûì îáðàçó-

åòñÿ ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìàÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïñîèäîì, ïà-

ðàáîëîèäîì èëè ãèïåðáîëîèäîì. Ðåàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òàêîãî

âèäà, ïîêðûòàÿ àìàëüãàìîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ýëëèïòè÷åñêîå, ïàðàáîëè÷åñêîå èëè ãèïåðáîëè÷åñêîå çåðêà-

ëî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíûå â îïòèêå çàêîíû îòðàæå-

íèÿ ñâåòà, çàêëþ÷àåì, ÷òî:

1. Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ ýëëèï-

òè÷åñêîãî çåðêàëà, òî ëó÷è åãî, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà, ñî-

áèðàþòñÿ â äðóãîì ôîêóñå.

2. Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â ôîêóñå ïàðàáîëè÷åñêîãî

çåðêàëà, òî ëó÷è åãî, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà, èäóò ïàðàë-

ëåëüíî îñè.

3. Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ ãèïåð-

áîëè÷åñêîãî çåðêàëà, òî ëó÷è åãî, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà,

èäóò äàëåå òàê, êàê åñëè áû îíè èñõîäèëè èç äðóãîãî ôîêóñà.
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Íà óêàçàííîì ñåé÷àñ ñâîéñòâå ïàðàáîëè÷åñêîãî çåðêàëà îñíî-

âàíî óñòðîéñòâî ïðîæåêòîðà.

2 Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

2.1 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ ñ îñüþ d,

åñëè îíà ñîñòàâëåíà èç îêðóæíîñòåé, êîòîðûå èìåþò ööåíòðû íà

ïðÿìîé d è ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ýòîé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì ëèíèþ L, êîòîðàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè P , ïðîõîäÿùåé

÷åðåõ îñü âðàùåíèÿ d, áóäåì âðàùàòü å¼ âîêðóã ýòîé îñè. Êàæäàÿ

òî÷êà îïèøåò îêðóæíîñòü, à âñÿ ëèíèÿ � ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.

Ïóñòü ëèíèÿ âðàùåíèÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè Oxz, å¼ óðàâíåíèå

φ(x, z) = 0, îñü âðàùåíèÿ � îñü Oz. Òîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíî-

ñòè âðàùåíèÿ: φ(±
√

x2 + y2, z) = 0 èëè â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

φ(
√

x2 + y2, z)φ(−
√

x2 + y2, z) = 0.
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2.2 Ýëëèïñîèä

Ðàññìîòðèì ýëëèïñ
x2

a2
+

z2

c2
= 1, îñü âðàùåíèÿ � Oz, òîãäà

ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ:

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

c2
= 1.

Åñëè îñü âðàùåíèÿ � Ox, òî ïîëó÷èì:

x2

a2
+

y2

c2
+

z2

c2
= 1.

Òð¼õîñíûé ýëëèïñîèä (ðèñ. 5)

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1. (9)

Ðèñ. 5. Òð¼õîñíûé ýëëèïñîèä

2.3 Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Ãèïåðáîëà
x2

a2
−z2

c2
= 1, îñü âðàùåíèÿ � ìíèìàÿ îñü ãèïåðáîëû,

îñü Oz, òîãäà îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ:

x2

a2
+

y2

a2
− z2

c2
= 1.
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Â ðåçóëüòàòå ñæàòèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè ïëîñêî-

ñòè Oxz èëè Oyz ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèåì:

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, (10)

îäíîïîëîñòíâûé ãèïåðáîëîèä (ðèñ. 6).

Ðèñ. 6. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Êðîìå ýòîãî îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû çàäàþòñÿ óðàâíå-

íèÿìè:
x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1, −x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

2.4 Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Ãèïåðáîëà
x2

a2
− z2

c2
= 1, îñü âðàùåíèÿ � äåéñòâèòåëüíàÿ îñü

ãèïåðáîëû, îñü Ox, òîãäà äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ:

x2

a2
− y2

a2
− z2

c2
= 1.
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Â ðåçóëüòàòå ñæàòèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè ïëîñêî-

ñòè Oxz èëè Oyz ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèåì:

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1, (11)

äâóïîëîñòíâûé ãèïåðáîëîèä (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Êðîìå ýòîãî äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû çàäàþòñÿ óðàâíåíè-

ÿìè:

−x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, −x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1.

2.5 Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, çà-

äàâàåìûõ óðàâíåíèåì:
x2

a2
− z2

c2
= 0. Ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àåìàÿ
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âðàùåíèåì ýòîé ëèíèè âîêðóã îñè àïïëèêàò, èìååò óðàâíåíèå:

x2

a2
+

y2

a2
− z2

c2
= 0

è íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé êîíóñ.

Ñæàòèå ê ïëîñêîñòè Oxz èëè Oyz ïåðåâîäèò ïðÿìîé êðóãîâîé

êîíóñ â ïîâåðõíîñòü ñ óðàâíåíèåì:

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0. (12)

Ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êîíóñ èëè êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà,

èëè ýëëèïòè÷åñêèé êîíóñ.

Ðèñ. 8. Êîíóñ
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2.6 Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ïàðîáîëà x2 = 2pz, îñü âðàùåíèÿ � îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëû,

îñü Oz, â ðåçóëüòàòå èìååì ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ:

2z =
x2

a2
+

y2

a2
.

Â ðåçóëüòàòå ñæàòèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè îñè Ox

èëè Oy ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèåì:

2z =
x2

a2
+

y2

b2
, (13)

ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ðèñ. 9).

Ðèñ. 9. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

2.7 Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì (13) ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå

2z =
x2

a2
− y2

b2
. (14)

Ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (14) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

Ñå÷åíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè x = α ïðè ïðîèçâîëü-

íîì α � ïàðàáîëû. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè z = β ïðè ïðîèçâîëü-

íîì β � ãèïåðáîëû.
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Ðèñ. 10. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

2.8 Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìàÿ ïðÿ-

ìîé ëèíèåé (îáðàçóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè), êîòî-

ðàÿ äâèæåòñÿ, îñòàâàÿñü ïàðàëëåëüíîé çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ

è ñêîëüçÿ ïî çàäàííîé êðèâîé (íàïðàâëÿþùåé).

Åñëè îñü Oz ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíà

îáðàçóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, òî å¼ óðàâíåíèå èìååò

âèä F (x, y) = 0.

Â ñëó÷àå, åñëè íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

âòîðîãî ïîðÿäêà ñëóæèò ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêè, òî â çàâèñèìî-

ñòè îò âèäà íàïðàâëÿþùåé ðàçëè÷àþò ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

(ðèñ. 11), êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîãî:
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Ðèñ. 11. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
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ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð (ðèñ. 12):

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Ðèñ. 12. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

ïàðàáîëè÷åñêíé öèëèíäð (ðèñ. 13):

x2 = 2pz.

Ðèñ. 13. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð
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