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ÍÃÒÓ 1 Ðÿäû

1 Ðÿäû

1.1 Ðÿä è åãî ñóììà

×èñëîâîé ðÿä � ýòî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ âìåñòå ñ äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, êîòîðàÿ íàçû-

âàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì (ðÿäà).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷èñåë a1, a2, . . . , an, . . .. Ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ ÷èñåë ñóììà, îáî-

çíà÷àåìàÿ ñèìâîëîì

a1 + a2 + . . . + an + . . . =

∞∑
k=1

ak

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, à ñàìè ÷èñëà a1, a2, . . . , an, . . . íà-

çûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà; n-é ÷ëåí ðÿäà íàçûâàåòñÿ òàêæå îá-

ùèì ÷ëåíîì ðÿäà. Ðÿä ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè çàäàíî ïðà-

âèëî (ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà), ïîçâîëÿþùåå ïî èç-

âåñòíîìó íîìåðó n åãî ÷ëåíà çàïèñàòü ýòîò ÷ëåí ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà íàçûâàåòñÿ n-é

÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Sn

Sn = a1 + a2 + . . . + an =

n∑
k=1

ak.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë S = lim
n→∞

Sn,

òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ÷èñëî S � ñóììîé ðÿäà. Ðÿä

íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè lim
n→∞

Sn = ±∞ èëè íå ñóùå-

ñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðÿä, ïîëó÷åííûé èç ðÿäà
∞∑
k=1

ak îòáðàñûâàíè-

åì ïåðâûõ åãî m ÷ëåíîâ

am+1 + am+2 + . . . + am+n + . . . =

∞∑
n=1

am+n
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1 Ðÿäû ÍÃÒÓ

íàçûâàåòñÿ m-ûì îñòàòêîì ðÿäà è îáîçíà÷àåòñÿ Rm.

Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òîãäà Sm +Rm = S.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

1. Îòáðàñûâàíèå îò ðÿäà èëè ïðèñîåäèíåíèå ê ðÿäó ëþáîãî êî-

íå÷íîãî ÷èñëà íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ íå ìåíÿåò åãî ñõîäèìîñòè

èëè ðàñõîäèìîñòè.

2. Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, òî ïðåäåë åãî m-ãî îñòàòêà ïðè

m → ∞ ðàâåí íóëþ, ò. å. lim
m→∞

Rm = 0.

3. Åñëè ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
k=1

ak, èìåþùåãî ñóììó S,

óìíîæèòü íà ÷èñëî λ, òî ïîëó÷åííûé ðÿä
∞∑
k=1

λak áóäåò òàê-

æå ñõîäÿùèìñÿ, à ÷èñëî λS � åãî ñóììîé.

4. Óìíîæåíèå ÷ëåíîâ ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íà ÷èñëî λ ̸= 0 íå

íàðóøàåò åãî ðàñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 1 (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà).

Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, òî ïðåäåë åãî îáùåãî ÷ëåíà ðàâåí íó-

ëþ:

lim
n→∞

an = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. Òîãäà lim
n→∞

Sn = S, íî òîãäà è

lim
n→∞

Sn−1 = S ⇒ lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0 ÷. ò. ä.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî åñëè lim
n→∞

an ̸= 0, òî ðÿä ðàñõî-

äèòñÿ, ò. å. óñëîâèå:

lim
n→∞

an ̸= 0

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.
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ÍÃÒÓ 1 Ðÿäû

Åñëè æå lim
n→∞

an = 0, òî î ñõîäèìîñòè ðÿäà åùå íè÷åãî íåëü-

çÿ ñêàçàòü, íî åñòü ñìûñë èññëåäîâàòü ðÿä äàëüøå ñ ïîìîùüþ

äðóãèõ ïðèçíàêîâ.

Ïðèìåðû

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

n2

2n2 + 1
.

2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä :
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
+ . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî lim
n→∞

an = 0, ïîêàæåì ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïåðâûé ñïîñîá.

Èìååì lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþ-

áîì n ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(
1 +

1

n

)n

< e. Ëî-

ãàðèôìèðóÿ íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: n ln

(
1 +

1

n

)
< 1 èëè

1

n
> ln(n + 1)− lnn.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâî ïîî÷åðåäíî n = 1, 2, . . . , n−1, n,

ïîëó÷èì:

1 > ln 2,
1

2
> ln 3− ln 2,

1

3
> ln 4− ln 3,

. . .
1

n
> ln(n + 1)− lnn.

Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì Sn > ln(n + 1).

lim
n→∞

ln(n + 1) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñ-

õîäèòñÿ.
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Âòîðîé ñïîñîá.
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
+ . . . >

> 1 +
1

2
+

1

4
+

1

4︸ ︷︷ ︸
1/2

+
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8︸ ︷︷ ︸
1/2

+

+
1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16︸ ︷︷ ︸
1/2

. . .+ = 1+1+1+1+. . .

Îïðåäåëåíèå 5. Ðÿä
∞∑
k=1

ak, ó êîòîðîãî âñå a1 > 0, a2 > 0, . . . ,

an > 0, . . . íàçûâàåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîâûì

ðÿäîì.

1.2 Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷ëåíàìè

Ðàññìîòðèì äâà çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ ðÿäà:

a1 + a2 + . . . + an + . . . =

∞∑
k=1

ak, (1)

b1 + b2 + . . . + bn + . . . =

∞∑
k=1

bk. (2)

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 1. Ïóñòü äàíû äâà ÷èñëîâûõ ðÿäà (1)

è (2). Èññëåäóåòñÿ íà ñõîäèìîñòü ðÿä (1). Èçâåñòíî ïîâåäåíèå

ðÿäà (2). Åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n:

1) an ≤ bn � ÷ëåíû ðÿäà (1) íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ

ðÿäà (2), è ðÿä (2) ñõîäèòñÿ, òî è ðÿä (1) òàêæå ñõîäèòñÿ;

2) an ≥ bn � ÷ëåíû ðÿäà (1) íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëå-

íîâ ðÿäà (2), è ðÿä (2) ðàñõîäèòñÿ, òî è ðÿä (1) òàêæå ðàñ-

õîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ïóñòü ðÿä (2):
∞∑
k=1

bk � ñõîäèòñÿ.
∞∑
k=1

bk = S(b), íî S
(a)
n ≤ S(b) è

S
(a)
1 < S

(a)
2 < S

(a)
3 < . . . < S

(a)
n ⇒ ìîíîòîííî âîçðàñòàÿùàÿ è

îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⇒ lim
k→∞

S
(a)
n = S(a) ⇒ ðÿä

ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè æå
∞∑
k=1

bk = ∞ ⇒
∞∑
k=1

ak = ∞ � ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 2. Ïóñòü äàíû äâà ÷èñëîâûõ ðÿäà (1)

è (2). Èññëåäóåòñÿ íà ñõîäèìîñòü ðÿä (1). Èçâåñòíî ïîâåäåíèå

ðÿäà (2). Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→∞

an
bn

̸= 0, òî îáà

ðÿäà (1) è (2) ëèáî îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ, ëèáî îäíîâðåìåííî

ðàñõîäÿòñÿ. Åñëè æå lim
n→∞

an
bn

= 0, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ñëå-

äóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (1).

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, îáùèå ÷ëåíû ñðàâíèâàåìûõ ðÿäîâ ýêâèâà-

ëåíòíû êàê áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè n → ∞ (an ∼ bn), òî îáà

ðÿäà (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè) âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü lim
n→∞

an
bn

= A. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè:

∣∣∣∣anbn − A

∣∣∣∣ < ε ⇒ (A− ε)bn < an < (A + ε)bn.

Åñëè
∞∑
k=1

ak � ñõîäèòñÿ, òî
∞∑
k=1

(A−ε)bk òàêæå ñõîäèòñÿ ïî ïðè-

çíàêó 1 è
∞∑
k=1

(A + ε)bk ñõîäèòñÿ ïî ñâîéñòâó ðÿäîâ.

Ñðàâíåíèå èññëåäóåìûõ ðÿäîâ ïðîèçâîäèòñÿ îáû÷íî ñî ñëåäó-

þùèìè èçâåñòíûìè ðÿäàìè:

1)
∞∑
k=1

aqk−1, (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñõîäÿùàÿñÿ ïðè

|q| < 1 è ðàñõîäÿùàÿñÿ ïðè |q| ≥ 1);
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2)
∞∑
n=1

1

n
(ðàñõîäÿùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä);

3)
∞∑
n=1

1

np
(îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ ïðè

p > 1 è ðàñõîäÿùèéñÿ ïðè p ≤ 1).

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïóñòü äàí ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

ak. Åñëè

ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

an+1

an
= q, òî

• ïðè q < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ,

• ïðè q > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ,

• ïðè q = 1 âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî

Èìååì lim
n→∞

an+1

an
= q ⇒ an+1

an
< q + ε.

a2 < (q + ε)a1,

a3 < (q + ε)a2 < (q + ε)2a1,

a4 < (q + ε)a3 < (q + ε)3a1,

· · ·
an < (q + ε)an−1 < (q + ε)n−1a1.

Åñëè 0 < q + ε < 1, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ãåîìåòðè-

÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, îáðàçóþùàÿ ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ⇒ ðÿä
∞∑
k=1

ak

ñõîäèòñÿ (ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ).

Çàìå÷àíèå. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü òî-

ãäà, êîãäà îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñîäåðæèò ôàêòîðèàë èëè ñîäåðæèò

îäíîâðåìåííî ñòåïåííóþ è ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèè îòíîñèòåëü-

íî n.
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ÍÃÒÓ 1 Ðÿäû

Çàìå÷àíèå. Ïðè îöåíêå ôàêòîðèàëîâ áîëüøèõ ÷èñåë è âû÷èñ-

ëåíèè ïðåäåëîâ, ñîäåðæàùèõ n!, ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíà ôîðìóëà

Ñòèðëèíãà

n! ∼
√
2π · nn+1/2 · e−n.

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

n!√
2π · nn+1/2 · e−n

= 1.

Ïðèçíàê Êîøè (ðàäèêàëüíûé). Ïóñòü äàí ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

ak. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

n
√
an = q, òî

• ïðè q < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ,

• ïðè q > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ,

• ïðè q = 1 âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî

n
√
an < q èëè an < qn. Åñëè |q| < 1, òî an ìåíüøå ÷ëåíîâ ñõîäÿ-

ùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Çàìå÷àíèå. Ïðèçíàê Êîøè (ðàäèêàëüíûé) öåëåñîîáðàçíî ïðè-

ìåíÿòü â òîì ñëó÷àå, åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

n-þ ñòåïåíü íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ.

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè (îñíîâàí íà ñðàâíåíèè ðÿ-

äîâ ñ íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè). Ïóñòü îáùèé ÷ëåí ðÿäà

an = f (n) > 0. Åñëè ôóíêöèÿ f (x), ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êàõ

x = n, n = 1, 2, 3, . . . çíà÷åíèÿ f (n), ìîíîòîííî óáûâàåò â íåêî-

òîðîì èíòåðâàëå α < x < ∞ , ãäå α > 1, òî ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

ak è

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞̂

α

f (x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îä-

íîâðåìåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f (n) ìîíîòîííî óáûâàåò â íåêîòîðîì èíòåð-

âàëå α < x < n, îöåíèì ñíèçó è ñâåðõó

nˆ

α

f (x)dx ñ ïîìîùüþ

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ïðàâûõ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ. Ïðè øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ h = 1 èìååì:

f (2)+ f (3)+ . . .+f (n) <

nˆ

α

f (x)dx < f (1)+ f (2)+ . . .+f (n− 1).

èëè

a2 + a3 + . . . + an <

nˆ

α

f (x)dx < a1 + a2 + . . . + an−1.

èëè

Sn − a1 <

nˆ

α

f (x)dx < Sn − an.

• Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ:

∞̂

α

f (x)dx = A ⇒ Sn − a1 < A

èëè Sn < a1+A � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì âîç-

ðàñòàåò è îãðàíè÷åííà ñâåðõó ⇒ ∃ ïðåäåë ⇒ ðÿä ñõîäèòñÿ.

•
∞̂

α

f (x)dx = +∞, íî Sn >

nˆ

1

f (x)dx + an ⇒ Sn → ∞ ïðè

n → ∞. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåðû. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûå ðÿäû.

1.
∞∑
n=2

1

lnn
.

Òàê êàê n > lnn äëÿ n ≥ 2, òîãäà
1

lnn
>

1

n
, à

1

n
� îáùèé

÷ëåí ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, òî â ñèëó ïðèçíà-

êà ñðàâíåíèÿ 1 äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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ÍÃÒÓ 1 Ðÿäû

2.
∞∑
n=2

n
3
√

(2n− 3)8
.

Ïðèìåíèì ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 2. Èìååì an =
n

3
√
(2n− 3)8

.

Ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ðàâíà 1, ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 8/3.

Ïîäáåð¼ì äëÿ ñðàâíåíèÿ îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=2

1

np
, ãäå ïîêàçàòåëü p = 8/3 − 1 = 5/3 (p = ñòåïåíü

çíàìåíàòåëÿ − ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ). Ò. å. ðÿä äëÿ ñðàâíå-

íèÿ
∞∑
n=2

1

n5/3
, ãäå p = 5/3 > 1, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ è bn =
1

n5/3
. Òîãäà,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
3
√
n5

3
√
(2n− 3)8

=
1

3
√
28

{
< ∞
̸= 0

çíà÷èò, ñðàâíèâàåìûå ðÿäû âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èññëåäóåìûé ðÿä òîæå ñõîäèòñÿ.

3.
∞∑
n=1

ln
n4 + 2n2

n4 + 1
.

Èìååì: ln
n4 + 2n2

n4 + 1
= ln

(
1 +

2n2 − 1

n4 + 1

)
∼ 2n2 − 1

n4 + 1
∼ 2

n2
(çíàê

∼ îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðè n → ∞).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ln(1+α(n)) ∼ α(n) ïðè

α(n) → 0, òàê êàê lim
n→∞

2n2 − 1

n4 + 1
= 0. Òîãäà äàííûé ðÿä, ïî

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ 2, âåäåò ñåáÿ (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè) òàê

æå, êàê ðÿä
∞∑
n=1

ln
2

n2
. Ïîñëåäíèé ñõîäèòñÿ êàê îáîáùåííûé

ãàðìîíè÷åñêèé ñ ïîêàçàòåëåì p = 2 > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñõîäèòñÿ è èññëåäóåìûé ðÿä.

Îòâåò: ðÿä
∞∑
n=1

ln
n4 + 2n2

n4 + 1
ñõîäèòñÿ.
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4.
∞∑
n=1

2n

n!
.

Ïðèìåíÿåì ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïî èçâåñòíîìó ÷ëåíó ðÿäà

an, çàìåíÿÿ â íåì n íà n + 1, íàõîäèì ñëåäóþùèé çà íèì

÷ëåí an+1. Çäåñü

an =
2n

n!
, an+1 =

2n+1

(n + 1)!

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1n!

2n(n + 1)!
= lim

n→∞

2

n + 1
= 0 < 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
n=1

2n

n!
ñõîäèòñÿ.

5.
∞∑
n=1

n!

n
√
n
.

Ïðåäåë îòíîøåíèÿ
an+1

an
=

n
√
n

(n + 1)n
√
n+1−1

â äàííîì ñëó-

÷àå âû÷èñëèòü çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïðè-

çíàêà Äàëàìáåðà îòïàäàåò. Èñïîëüçóåì ïðèçíàê Êîøè (ðà-

äèêàëüíûé). Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-

ìóëîé Ñòèðëèíãà è çàìåíèì n! íà
√
2π · nn+1/2 · e−n:

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n!

n
√
n
= lim

n→∞

n

√√
2π · nn+1/2 · e−n

n
√
n

=

= lim
n→∞

2n
√
2π

e
·n1− 1√

n
+ 1

2n =
1

e
lim
n→∞

(2π)
1
2n · lim

n→∞
n
1− 1√

n
+ 1

2n = ∞ > 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

6.
∞∑
n=1

1

np
.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì Êîøè:
∞̂

1

1

xp
dx =

{
p > 1, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ,

p ≤ 1, èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, ñõîäèòñÿ

ïðè p > 1 è ðàñõîäÿùèéñÿ ïðè p ≤ 1.

7.
∞∑
n=2

1

n lnn
.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì Êîøè:

∞̂

2

dx

x lnx
= lim

A→∞

Â

2

dx

x lnx
= lim

A→∞

Â

2

d ln x

lnx
=

= lim
A→∞

(ln lnA− ln ln 2) = ∞ > 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî

ïðèçíàêà Êîøè.

8.
∞∑
n=1

1

(n + 2) ln3(n + 2)
.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷àåì, ÷òî

ðÿä ñõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà Êîøè.

9.
∞∑
n=1

(
3n + 1

n + 2

)n

.

Íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà �

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ äîñòà-

òî÷íûõ ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé n-þ ñòåïåíü íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ, ïîýòîìó óäîá-

íåå âñåãî ïðèìåíåíèå ïðèçíàêà Êîøè (ðàäèêàëüíîãî):

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
3n + 1

n + 2

)n

= 3 > 1.

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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1.3 Ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 6. Ðÿä
∞∑
k=1

ak (3)

ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì.

Åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îòðèöà-

òåëüíûõ ÷ëåíîâ, òî åãî èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòü ñâîäèòñÿ ê

èññëåäîâàíèþ çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà, òàê êàê îòáðàñûâàíèå

îò ðÿäà êîíå÷íîãî ÷èñëà íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ (äî ÷ëåíîâ îäíîãî

çíàêà) íå íàðóøèò åãî ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè. Àíàëîãè÷-

íî, åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷ëåíîâ, òàê êàê óìíîæåíèå ðÿäà íà (−1) íå ìåíÿåò

ïîâåäåíèå ðÿäà (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè).

Îïðåäåëåíèå 7. Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (3) íàçûâàåòñÿ àáñîëþò-

íî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|ak| (4)

ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà.

Çàìå÷àíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ

ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, ò. å. èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (4) âñåãäà

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (3).

Îïðåäåëåíèå 8. Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (3) íàçûâàåòñÿ óñëîâ-

íî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, à ðÿä (4), ñîñòàâëåííûé èç

ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ, ðàñõîäèòñÿ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

1. Ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (â òîì ÷èñëå è çíàêîïî-

ñòîÿííûé) îñòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è íå ìåíÿåò âåëè÷èíû ñóì-

ìû ïðè ëþáîé ãðóïïèðîâêå åãî ÷ëåíîâ, ïðîèçâåäåííîé áåç

èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èõ ñëåäîâàíèÿ.
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Çàìå÷àíèå. Îáðàòíàÿ òåîðåìà â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíà. Òàê,

íàïðèìåð, ðÿä 1− 1 + 1− 1 + . . . ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä (1− 1) +

(1−1)+ . . . = 0+0+ . . ., ïîëó÷åííûé ïîïàðíîé ãðóïïèðîâêîé

åãî ÷ëåíîâ, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

2. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (â òîì ÷èñëå è çíàêîïîñòîÿí-

íûé) îñòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è íå ìåíÿåò âåëè÷èíû ñóììû ïðè

ëþáîé ïåðåñòàíîâêå åãî ÷ëåíîâ.

3. Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ÷ëåíîâ â óñëîâíî ñõîäÿùåìñÿ

ðÿäå, ìîæíî ñäåëàòü ñóììó ðÿäà ðàâíîé ëþáîìó íàïåðåä çà-

äàííîìó ÷èñëó èëè äàæå ñäåëàòü ðÿä ðàñõîäÿùèìñÿ.

4. Åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ñõî-

äÿòñÿ ðÿäû ñîñòàâëåííûå èç åãî à) ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ;

á) îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Åñëè æå çíàêîïåðåìåííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ ëèøü óñëîâíî, òî óïîìÿíóòûå âûøå ðÿäû ðàñõî-

äÿòñÿ.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûé ðÿä � çíà÷èò íå

òîëüêî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñõîäèòñÿ îí èëè ðàñõîäèòñÿ, íî è êàê

ñõîäèòñÿ: àáñîëþòíî èëè óñëîâíî.

Ñðåäè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ îñîáî âûäåëÿþò êëàññ çíàêî-

÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ðÿä

u1 − u2 + u3 − u4 + . . . + (−1)n−1un+ =

∞∑
k=1

(−1)k−1uk (5)

â êîòîðîì âñå un, n ∈ N � ÷èñëà îäíîãî çíàêà, íàçûâàåòñÿ

çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ.

Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé äîñòà-

òî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.
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Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Ïóñòü äàí çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä (5).

Åñëè

1) |un+1| < |un| � ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîíîòîííî óáû-

âàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå,

2) lim
n→∞

|un| = 0 � âûïîëíåí íåîáõîäèìûé ïðèçíàê, òî ðÿä (5)

ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó

S2m = u1 − u2 + u3 − u4 + . . . + u2m−1 − u2m =

= (u1 − u2) + (u3 − u4) + . . . + (u2m−1 − u2m).

Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ïî óñëîâèþ òåîðåìû áîëüøå íóëÿ⇒ ñóììà

âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì íîìåðà.

S2m = u1 − (u2 − u3)− . . .− (u2m−2 − u2m−1)− u2m ⇒ S2m < u1.

Ñóììà îãðàíè÷åíà ñâåðõó⇒ ∃ lim
n→∞

S2m = S, ïðè÷¼ì 0 < S < u1.

Ïóñòü òåïåðü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ñîäåðæèò 2m + 1 ÷ëåíîâ.

S2m+1 = S2m + u2m+1.

lim
n→∞

S2m+1 = lim
n→∞

(S2m+u2m+1) = lim
n→∞

S2m+ lim
n→∞

u2m+1 = S+0 = S.

Ðÿä ñõîäèòñÿ.

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ ðåêîìåí-

äóåòñÿ íà÷èíàòü ñ èññëåäîâàíèÿ èõ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, òàê

êàê ýòî ÷àñòî áûñòðåå ïðèâîäèò ê öåëè, ÷åì ïðèìåíåíèå ïðèçíà-

êà Ëåéáíèöà ñ ïîñëåäóþùèì èññëåäîâàíèåì àáñîëþòíîé ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà.

Âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä åñòü ðÿä ñõîäÿùèéñÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ íà àáñîëþòíóþ ñõî-

äèìîñòü ïîëüçóþòñÿ âñåìè èçâåñòíûìè ïðèçíàêàìè ñõîäèìîñòè

äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà îñòàò-

êà:

|Rn| < |an+1|,
ò. å. îñòàòîê ðÿäà ìåíüøå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ïåðâîãî èç îò-

áðîøåííûõ ÷ëåíîâ.

Óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóì-

ìû ðÿäà ñ ëþáîé, íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ïðèìåðû. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ

ðÿäû:

1.
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
.

Ïðèìåíÿåì ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Òàê êàê

1) 1 >
1

3
>

1

5
> . . . >

1

2n− 1
>

1

2n + 1
> � ÷ëåíû ðÿäà

ìîíîòîííî óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå,

2) lim
n→∞

1

2n− 1
= 0 � âûïîëíåí íåîáõîäèìûé ïðèçíàê,

äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. Îäíàêî îí ñõîäèòñÿ ëèøü óñëîâíî, òàê

êàê ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ,
∞∑
n=1

1

2n− 1
�

ðàñõîäèòñÿ. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ïðèçíà-

êà ñðàâíåíèÿ.

Îòâåò: ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

2.
∞∑
n=1

(−n)n

(2n)!
.

Èññëåäóåì äàííûé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ñðàçó íà àáñî-

ëþòíóþ ñõîäèìîñòü. Ñ ýòîé öåëüþ ñîñòàâèì ðÿä èç ìîäóëåé

÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà:
∞∑
n=1

nn

(2n)!
. Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðÿäó ïðè-

çíàê Äàëàìáåðà:

an =
nn

(2n)!
, an+1 =

(n + 1)n+1

(2n + 2)!
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lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n + 1)n+1(2n)!

nn(2n + 2)!
=

= lim
n→∞

(
n + 1

n

)n

· lim
n→∞

(n + 1)(2n)!

(2n)!(2n + 1)(2n + 2)
= e · 0 = 0 < 1,

Ðÿä èç ìîäóëåé ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

1.4 Äåéñòâèÿ íàä ðÿäàìè

Îïðåäåëåíèå 10. Ñóììîé (ðàçíîñòüþ) äâóõ ðÿäîâ
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk

íàçûâàåòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

(ak ± bk) (6)

Åñëè ñõîäÿòñÿ ñëàãàåìûå ðÿäû, òî ñõîäèòñÿ è ñóììàðíûé ðÿä

(6), ïðè÷¼ì
∞∑
k=1

ak ±
∞∑
k=1

bk =

∞∑
k=1

(ak ± bk)

Îïðåäåëåíèå 11. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ðÿäîâ
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk (ïî

Êîøè) íàçûâàåòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

(a1bk + a2bk−1 + . . . + akb1) =

a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b3) + . . . (7)

Åñëè ïåðåìíîæàåìûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ è ïðèòîì õîòÿ áû îäèí

èç íèõ àáñîëþòíî, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä (7), ïðè÷¼ì

∞∑
k=1

ak ·
∞∑
k=1

bk =

∞∑
k=1

(a1bk + a2bk−1 + . . . + akb1)
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Ïðîèçâåäåíèå óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ëè-

áî ðÿäîì ñõîäÿùèìñÿ, ëèáî ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ïîíÿòèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþò-

ñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðÿäîâ. Êâàäðàò ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ïðîèçâåäåíèå ðÿäà ñàìîãî íà ñåáÿ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñòåïåíè ðÿäà òðåòüÿ, ÷åòâåðòàÿ è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 12. ×àñòíûì îò äåëåíèÿ ðÿäà
∞∑
k=1

ak íà ðÿä
∞∑
k=1

bk

íàçûâàåòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

ck òàêîé, ÷òî
∞∑
k=1

ck ·
∞∑
k=1

bk =
∞∑
k=1

ak. Åñëè âñå

òðè ðÿäà ñõîäÿòñÿ, òî
∞∑
k=1

ck =
∞∑
k=1

ak/
∞∑
k=1

bk.

Çàìå÷àíèå. Äàæå ïðè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑
k=1

ak è

∞∑
k=1

bk ðÿä
∞∑
k=1

ck ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå

èìååì:
∞∑
k=1

ck =
a1
b1

+

(
a2
b1

− a1b2
b21

)
+

(
a3
b1

− a1b3
b21

− a2b2
b21

+
a1b

2
2

b31

)
+ . . .

Ïðàêòè÷åñêè ðÿä íà ðÿä ìîæíî äåëèòü óãëîì ïî òåì æå ïðàâè-

ëàì, ïî êîòîðûì ìíîãî÷ëåí äåëÿò íà ìíîãî÷ëåí.

1.5 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 13. Ðÿä

f1(x) + f2(x) + . . . + fn(x) + . . . =

∞∑
k=1

fk(x),

ãäå ÷ëåíû ðÿäà åñòü ôóíêöèè îò àðãóìåíòà x, îïðåäåë¼ííûå íà

ìíîæåñòâå D � ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä.

Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ x ∈ D áóäóò èìååì ðàçëè÷íûå ÷èñ-

ëîâûå ðÿäû, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è
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ðàñõîäÿùèåñÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ � îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà. Òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü óñëîâíîé ñõîäè-

ìîñòè, îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè.

Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä èìååò íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ñâî-

åé ñóììîé ôóíêöèþ S(x) � ðÿä ñõîäèòñÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå ê

ôóíêöèè S(x).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàáëè÷íûå ðÿäû è äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè

ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Ïðèìåðû.

1.
∞∑
k=1

1

kx
. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè: 1 < x < ∞.

2.
∞∑
k=1

(−1)k−1

kx
.

x ∈ (1,∞) � ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî;

x ∈ (0, 1] � ñõîäèòñÿ óñëîâíî;

x ≤ 0 � ðàñõîäèòñÿ.

3.
∞∑
k=1

lnk x.

Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ q = ln x.

| lnx| < 1, x ∈ (e−1; e) � îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

1.5.1 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 14. Ñóììîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
k=1

fk(x) íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ S(x) = lim
n→∞

Sn(x), ãäå Sn(x) = f1(x)+f2(x)+

. . .+ fn(x) � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà äàííîãî ðÿäà. Îíà îïðåäåëå-

íà äëÿ òåõ çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû fk(x), k = 1, n

è äëÿ êîòîðûõ ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð. Òàê ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

1 + x + x2 + . . . + xn−1 + . . . ïðè |x| < 1 ðàâíà
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S(x) = lim
n→∞

(1 + x + x2 + . . . + xn−1) =
1

1− x
.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà â òî÷êå

x0 îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
k=1

fk(x0).

Â ýòîì ñëó÷àå lim
n→∞

Sn(x0) = S(x0)

∀ ε > 0 ∃ N0 : ∀ n > N0 ⇒ |Rn(x0)| = |S(x0)− Sn(x0)| < ε.

Îïðåäåëåíèå 16. Ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà â ïðîìå-

æóòêå:

∀ ε > 0 ∃ N = N(x, ε) : ∀ n > N(x, ε) ⇒ |S(x)− Sn(x)| < ε.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî N ïî çàäàííûì x è ε îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíî-

çíà÷íî.

1. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ N = N(x), îãðàíè÷åííàÿ â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ïðîìåæóòêå E ñõîäèìîñòè ðÿäà è òàêàÿ, ÷òî èç

n > N(x) ⇒ |S(x)−Sn(x)| < ε. Òîãäà ∃ òàêîé íîìåð N0, ÷òî

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà âåðíî íåðàâåí-

ñòâî N(x) ≤ N0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ∀ ε > 0 ∃ N0, íå

çàâèñÿùèé îò x, òàêîé ÷òî äëÿ ∀ n > N0 è âñåõ x ∈ E îäíî-

âðåìåííî ñïðàâåäëèâî |S(x)− Sn(x)| < ε.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèî-

íàëüíîãî ðÿäà â ïðîìåæóòêå E.

2. Íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè N = N(x), îãðàíè÷åííîé â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå è òàêîé, ÷òî èç n > N(x) (ïðè

∀ ε > 0) ñëåäîâàëî íåðàâåíñòâî |S(x) − Sn(x)| < ε. Òîãäà

íå íàéä¼òñÿ ÷èñëà N0 òàêîãî, ÷òî ïðè n > N0 è ∀ x ∈ E

âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî.

Â ýòîì ñëó÷àå íîìåðN ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïðè

ïðèáëèæåíèè x ê íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó.
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Îïðåäåëåíèå 17. Ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå E

ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

fk(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõî-

äÿùèìñÿ â ýòîì ïðîìåæóòêå, åñëè: ∀ ε > 0 ∃ íîìåð N0, íå

çàâèñÿùèé îò x è òàêîé, ÷òî äëÿ ∀ n > N0 ⇒
|Rn(x)| = |S(x) − Sn(x)| < ε îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé

x ∈ E.

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

fk(x) èìååò ñâîèìè

÷ëåíàìè íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèè è â

ýòîì ïðîìåæóòêå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî è åãî ñóììà S(x)

íåïðåðûâíà â ýòîì ïðîìåæóòêå.

Çàìå÷àíèå.Íåðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé ìîæåò èìåòü ðàçðûâíóþ ñóììó.
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Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíê-

öèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Òåîðåìà 3 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè ÷ëåíû ôóíêöèî-

íàëüíîãî ðÿäà
∞∑
k=1

fk(x) â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå íå ïðåâîñõî-

äÿò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ñõîäÿ-

ùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
k=1

ak ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè,

ò. å. |fn(x)| ≤ an, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî

è ðàâíîìåðíî.

Ò. å. ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, åñëè â ýòîì

ïðîìåæóòêå îí ìàæîðèðóåòñÿ íåêîòîðûì ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëî-

âûì ðÿäîì (ìàæîðèðóåìûé ðÿä ).

Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü ðÿä 1 + x + x2 + . . . + xn−1 + . . . íà

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â èíòåðâàëå (0; 1).

Ñóììà äàííîãî ðÿäà è ìîäóëü n-ãî îñòàòêà:

S(x) =
1

1− x
, |Rn(x)| = |S(x)−Sn(x)| =

∣∣∣∣ 1

1− x
− 1− xn

1− x

∣∣∣∣ = xn

1− x
.

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîïûòàåìñÿ îòûñêàòü íîìåð N

òàêîé, ÷òî èç n > N ⇒ |Rn(x)| < ε.

xn

1− x
èëè xn < (1− x)ε.

Ëîãàðèôìèðóåì:

n lnx < ln(1− x)ε, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lnx < 0 n >
ln(1− x)ε

lnx
.

N =

[
ln(1− x)ε

ln x

]
� íàèìåíüøåå èç âñåõ âîçìîæíûõ N .

Â ðåçóëüòàòå N = N(x, ε) � ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåò.

Îäíàêî â ïðîìåæóòêå (0; δ], ãäå 0 < δ < 1 ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî (ïîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
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1.5.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

fk(x) èìååò ñâîèìè

÷ëåíàìè íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè è ñõî-

äèòñÿ íà ýòîì îòðåçêå ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè S(x), òî åãî

ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà ýòîì îòðåçêå

∞∑
n=1

bˆ

a

fn(x)dx =

bˆ

a

S(x)dx.

(äîñòàòî÷íîå, íî íå íåîáõîäèìîå óñëîâèå)

Òåîðåìà 5. Åñëè â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå 1) ôóíêöèîíàëüíûé

ðÿä
∞∑
k=1

fk(x) ñõîäèòñÿ ê ñóììå S(x); 2) ÷ëåíû fn(x) ðÿäà èìåþò

íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå f ′
n(x); 3) ðÿä ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè S ′(x), òî äàííûé ôóíêöèîíàëüíûé

ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â êàæäîé òî÷êå ïðî-

ìåæóòêà:
∞∑
n=1

fn(x) = S(x) ⇒
∞∑
n=1

f ′
n(x) = S ′(x).

Ýòè òåîðåìû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììû ðÿäà.

Ïðèìåð. Íàéòè ñóììó ðÿäà: S(x) = x+
x2

2
+
x3

3
+. . .+

xn

n
+. . .,

x ∈ (−1; 1).

Äèôôåðåíöèðóåì äàííûé ðÿä:

S ′(x) = 1 + x + x2 + . . . + xn−1 + . . . =
1

1− x
.

Èíòåãðèðóåì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ:

S(x) =

ˆ
1

1− x
dx = − ln(1− x) + C.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S(0) = 0, èìååì C = 0.

Â ðåçóëüòàòå S(x) = − ln(1− x).
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1.6 Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü x0,c0, c1, c2, . . . , cn, . . . � çàäàííûå ÷èñ-

ëà. Ðÿä âèäà

c0 + c1(x− x0) + . . . + cn(x− x0)
n + . . . =

∞∑
n=0

cn(x− x0)
n. (8)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì. ×ëåíàìè ðÿäà (8) ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûå

ôóíêöèè un = cn(x − x0)
n, à c0, c1, c2, . . . , cn, . . . � íàçûâàåòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà (8).

Ýòîò ðÿä âñåãäà ñõîäèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå ïðè x = x0. Ïðè

ôèêñèðîâàííîì x ðÿä (8) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷èñëîâîé ðÿä,

êîòîðûé ëèáî ñõîäèòñÿ, ëèáî ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 19. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà íà-

çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x, äëÿ êîòîðûõ

ðÿä (8) ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(x − x0)
n ñõîäèòñÿ ïðè x = x1, òî îí ñõîäèòñÿ, è ïðè-

òîì àáñîëþòíî, äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-

âåíñòâó |x−x0| < |x1−x0|. Åñëè æå ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ

ïðè x = x1, òî îí ðàñõîäèòñÿ è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, äëÿ êîòî-

ðûõ |x− x0| > |x1 − x0|.

Èç òåîðåìû Àáåëÿ1 âûòåêàåò:

1) âñÿêàÿ òî÷êà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (8) ðàñïîëîæåíà íå

äàëüøå îò òî÷êè x = x0, ÷åì âñÿêàÿ òî÷êà åãî ðàñõîäèìîñòè;

2) ñóùåñòâóåò èíòåðâàë x0 − R < x < x0 + R, äëÿ âñåõ òî÷åê

x êîòîðîãî ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ, à äëÿ âñåõ x, òàêèõ ÷òî

|x− x0| > R � ðàñõîäèòñÿ.
1Íèëüñ Õåíðèê Àáåëü (íîðâ. Niels Henrik Abel; 5 àâãóñòà 1802, Ôèíã¼ � 6 àïðåëÿ 1829, Ôðîëàíä áëèç

Àðåíäàëÿ) � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê.
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Îïðåäåëåíèå 20. Èíòåðâàë (x0 − R;x0 + R), âíóòðè êîòîðî-

ãî ðÿä ñõîäèòñÿ, à âíå åãî ðàñõîäèòñÿ íàçûâàåòñÿ èíòåðâà-

ëîì ñõîäèìîñòè, à ÷èñëî R � ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè

ñòåïåííîãî ðÿäà. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ìîæíî

âû÷èñëÿòü ïî îäíîé èç ôîðìóë

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ èëè R = lim
n→∞

1
n
√
cn
. (9)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäåëû, â íèõ âõîäÿùèå, ñóùåñòâóþò.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ êàæäîãî ñòåïåííîãî ðÿäà âèäà (8) îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîøíîé ïðîìåæóòîê îò

x0 − R äî x0 + R, ñî âêëþ÷åíèåì êîíöîâ èëè íåò. Ïðîìåæóòîê

ýòîò ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì.

Çàìå÷àíèå. Âíóòðè îáëàñòè ñõîäèìîñòè, ñòåïåííîé ðÿä (8) ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî. Èññëåäîâàòü ñòåïåííîé ðÿä íà ñõîäèìîñòü �

çíà÷èò, íàéòè èíòåðâàë åãî ñõîäèìîñòè è âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ èëè

ðàñõîäèòñÿ ðÿä â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñòåïåííîé ðÿä (8) ïðåäñòàâ-

ëÿåò èç ñåáÿ êîíêðåòíûé ÷èñëîâîé ðÿä (çíàêîïåðåìåííûé � â

îáùåì ñëó÷àå). Äëÿ ýòîãî ðÿäà (åñëè îí çíàêîïåðåìåííûé) ñíà-

÷àëà ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü, ò. å.

ñîñòàâëÿåòñÿ ðÿä èç ìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè-

çíàê Äàëàìáåðà, ò.å. íóæíî íàéòè òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ

ïðåäåë lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ < 1, à çàòåì îòäåëüíî èññëåäîâàòü òå çíà÷å-

íèÿ x, ïðè êîòîðûõ äàííûé ïðåäåë ðàâåí åäèíèöå.

Ïðèìåðû. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

1.
∞∑
n=0

n2xn

2n
.

2.
∞∑
n=1

(−x)n

3n−1
√
n
.
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1.7 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Òåîðåìà 7. Íà âñÿêîì îòðåçêå, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåì èí-

òåðâàëó ñõîäèìîñòè, ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 8. Ñòåïåííîé ðÿä (8) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðî-

âàòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç íà ëþáîì îòðåçêå [a, b], öåëèêîì ïðè-

íàäëåæàùåì èíòåðâàëó ñõîäèìîñòè ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì:

bˆ

a

∞∑
n=0

cn(x− x0)
ndx =

∞∑
n=0

bˆ

a

cn(x− x0)
ndx.

Òåîðåìà 9. Ñòåïåííîé ðÿä (8) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðî-

âàòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç â êàæäîé òî÷êå x åãî èíòåðâàëà ñõî-

äèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì:( ∞∑
n=0

cn(x− x0)
n

)′

=

∞∑
n=0

(cn(x− x0)
n)′ .

1.8 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä

Åñëè ôóíêöèÿ f (x) èìååò â òî÷êå x = a è íåêîòîðîé åå îêðåñò-

íîñòè ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî â êàæäîé

òî÷êå ýòîé îêðåñòíîñòè îíà ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé Òåéëîðà

f (x) = f (a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+. . .+

f (n)(a)

n!
(x−a)n+Rn(x),

ãäå Rn(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà, êîòîðûé ìîæåò

áûòü çàïèñàí â âèäå Rn(x) = o((x− a)n) (ôîðìà Ïåàíî).

Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→a

Rn(x)

(x− a)n
= 0, ò. å. ÷òî îñòàòî÷-

íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ (x− a)n, ïðè x → a.

Åñëè ôóíêöèÿ f (x) èìååò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a ïðîèç-

âîäíûå äî (n+1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí
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ôîðìóëû Òåéëîðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Rn(x) =
f (n+1)(a + θ(x− a))

(n + 1)!
(x− x0)

n+1, 0 < θ < 1,

íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f (x) èìååò â òî÷êå x = a è íåêîòî-

ðîé åå îêðåñòíîñòè ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ÷èñëî

÷ëåíîâ ôîðìóëû Òåéëîðà) ìîæíî íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàòü è

ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå ïðè n → ∞ áåñêîíå÷íûé ðÿä

f (a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+ . . .+

f (n)(a)

n!
(x−a)n+ . . . (10)

Îïðåäåëåíèå 21. Ðÿä (10) íåçàâèñèìî îò òîãî, ñõîäèòñÿ îí ê

ôóíêöèè f (x) èëè íåò, íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè

f (x). Åñëè æå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f (x) = f (a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+. . .+

f (n)(a)

n!
(x−a)n+. . . ,

òî ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x = a (èëè ïî ñòåïåíÿì (x− a)).

Ïðè a = 0 ðÿä Òåéëîðà èìååò âèä

f (0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn + . . . ,

è íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà.

Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè f (x) â

ðÿä Òåéëîðà

Òåîðåìà 10. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) èìååò ïðîèçâîäíûå ñêîëü óãîä-

íî âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî

ïðè ëþáûõ x è n

|f (n)(x)| < C,

òî ôóíêöèÿ f (x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà.
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Ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû ïðèìåíÿþò ñëå-

äóþùèå ñïîñîáû.

1. Íåïîñðåäñòâåííîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (x) â ðÿä Òåéëîðà.

Ïðè¼ì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

a) ôîðìàëüíî ñîñòàâëÿþò ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f (x);

ñ ýòîé öåëüþ íàõîäÿò ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f (x) â òî÷êå

x = a (íàõîäÿò ñòîëüêî ïðîèçâîäíûõ, ñêîëüêî ïîòðåáó-

åòñÿ äëÿ âûâîäà ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ n-é ïðîèç-

âîäíîé) è ïîäñòàâëÿþò èõ â ðàçëîæåíèå (10);

b) íàõîäÿò îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà;

c) âûÿñíÿþò, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé x èç îáëàñòè ñõîäèìîñòè

ìåæäó ôóíêöèåé f (x) è ñóììîé åå ðÿäà Òåéëîðà ìîæíî

ïîñòàâèòü çíàê ðàâåíñòâà.

2. Èñïîëüçîâàíèå òàáëè÷íûõ ðàçëîæåíèé.

Îñíîâíûìè òàáëè÷íûìè ðàçëîæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ðÿäû Ìàêëîðåíà:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ . . . =

∞∑
k=0

xk

k!
, (x ∈ R);

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · · + (−1)n+1x

n

n
+ . . . =

=
∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
, (−1 < x ≤ 1);

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1, (x ∈ R);

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · + (−1)n

(2n)!
x2n + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k, (x ∈ R);
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arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− · · · + (−1)n

2n + 1
x2n+1 + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1, (|x| ≤ 1);

shx = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + 1

(2n + 1)!
x2n+1 + . . . =

=
∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
x2k+1, (x ∈ R);

chx = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + 1

(2n)!
x2n + . . . =

=
∞∑
k=0

1

(2k)!
x2k, (x ∈ R);

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α− 1)

2!
x2 + . . .

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
xn + . . . , (|x| < 1) (áèíîìèàëüíûé ðÿä);

1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · + xn + . . . =

∞∑
k=0

xk, (|x| < 1);

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+

x3

16
− · · · + (−1)n(2n)!

(1− 2n)n!24n
xn + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k(2k)!

(1− 2k)k!24k
xk, (|x| < 1).

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ, ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî íàõîäèòü

ðàçëîæåíèÿ ìíîãèõ äðóãèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì îòïàäàåò íåîáõî-

äèìîñòü èññëåäîâàòü îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîð-

ìóë Òåéëîðà ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ, ìîæíî ëè ìåæäó ñîñòàâëåííûì

ðÿäîì è ñàìîé ôóíêöèåé ïîñòàâèòü çíàê ðàâåíñòâà, òàê êàê îá-

ëàñòè ñõîäèìîñòè òàáëè÷íûõ ðÿäîâ èçâåñòíû.
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Ïðèìåðû.

1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 2x â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x = 3, èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ. Óêàçàòü îáëàñòü, â

êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå.

2. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 3
√
9 + 2x â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x = −3, èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ. Óêàçàòü

îáëàñòü, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå.

1.9 Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) â òî÷-

êå x0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðè¼ì. Ôóíêöèþ f (x) ðàñ-

êëàäûâàþò â ñòåïåííîé ðÿä. Â ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè ïîëà-

ãàþò x = x0 . Çàòåì, ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàòî÷íîãî

÷ëåíà ðÿäà, îïðåäåëÿþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå n (÷èñëî íà÷àëü-

íûõ ÷ëåíîâ), îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ

f (x0).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñëó÷àè.

1. Ïðè âû÷èñëåíèè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ÷èñëà âîñïîëüçóåìñÿ

ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé:

ex ≈ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
, (x ∈ R).

Ïðè x > 0 îöåíêó âîçíèêàþùåé ïîãðåøíîñòè Rn ìîæíî îöå-

íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rn =
xn+1

(n + 1)!
+

xn+2

(n + 2)!
+

xn+3

(n + 3)!
+ . . . =

=
xn

n!

(
x

n + 1
+

x2

(n + 1)(n + 2)
+

x3

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+ . . .

)
<

<
xn

n!

(
x

n + 1
+

x2

(n + 1)2
+

x3

(n + 1)3
+ . . .

)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∀ x ∈ R ∃ n ∈ N , ÷òî

∣∣∣∣ x

n + 1

∣∣∣∣ < 1 âûðàæåíèå

â ñêîáêàõ � ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Èìååì:

Rn(x) <
xn

n!
· x

n + 1− x
=

xn+1

n!(n + 1− x)
.

Ïðè x < 0 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ex èìååì çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ

ðÿä. Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè-

çíàêó Ëåéáíèöà, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà îñòàòêà:

|Rn| < |an+1|,

ò. å. îñòàòîê ðÿäà ìåíüøå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ïåðâîãî èç

îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ:

|Rn| <
∣∣∣∣ xn+1

(n + 1)!

∣∣∣∣ .
2. Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ñèíóñà è êîñèíóñà èìååì çíàêî÷å-

ðåäóþùèåñÿ ðÿäû:

sinx ≈ x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n−1

(2n− 1)!
x2n−1, (x ∈ R),

îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

|Rn| <
∣∣∣∣ x2n+1

(2n + 1)!

∣∣∣∣ ,
cosx ≈ 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · + (−1)n

(2n)!
x2n, (x ∈ R),

îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

|Rn| <
∣∣∣∣ x2n+2

(2n + 2)!

∣∣∣∣ .
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3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìîâ ÷èñåë ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðÿ-

äîì

ln

(
1 + x

1− x

)
= 2

(
x +

x3

3
+

x5

5
+ · · · + x2n−1

2n− 1

)
, (|x| ≤ 1);

Îöåíêó ïîðãåøíîñòè, âîçíèêàþùàÿ ïðè çàìåíå ñóììû ðÿäà

ñóììîé åãî ïåðâûõ n ñëàãàåìûõ, ìîæíî ïîëó÷èò àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ex:

|Rn| <
∣∣∣∣ 2x2n+1

(2n + 1)(1− x2)

∣∣∣∣ .
4. Ïðè âû÷èñëåíèè êîðíåé k-é ñòåïåíè èç ÷èñëà A > 0 ïîëà-

ãàþò A = ak + y, ãäå ak � ÷èñëî, áëèçêîå ê A, èç êîòîðîãî

èçâëåêàåòñÿ òî÷íûé êîðåíü, è òàêîå, ÷òî
∣∣∣ y
ak

∣∣∣ < 1, òîãäà

k
√
A = a k

√
1 +

y

ak
= a

(
1 +

y

ak

)1
k
.

Ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ îò y ðàñêëàäûâàþò â áèíîìèàëüíûé

ðÿä è áåðóò çàòåì íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ.

5. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

bˆ

a

f (x)dx åãî

ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ÷èñëîâîãî ðÿäà, äëÿ

ñóììèðîâàíèÿ êîòîðîãî áåðóò íåîáõîäèìîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ

÷ëåíîâ.

Ïðèìåðû.

1. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííî 3
√
68 ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 001.

Ïðåîáðàçóåì:

3
√
68 = 3

√
64 + 4 = 3

√
64

(
1 +

4

64

)
= 4

(
1 +

1

16

)1
3

.

34



1 Ðÿäû ÍÃÒÓ

Èñïîëüçóåì áèíîìèàëüíûé ðÿä:

(1 + x)
1
3 = 1 +

1

3
x +

1
3

(
1
3 − 1

)
2!

x2 +
1
3

(
1
3 − 1

) (
1
3 − 2

)
3!

x2 + . . . =

= 1 +
1

3
x− 1 · 2

32 · 2!
x2 +

1 · 2 · 5
33 · 3!

x3 − 2 · 5 · 8
34 · 4!

x4 + . . .

Ïîëàãàÿ â ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè x =
1

16
è óìíîæàÿ ðÿä

íà 4, ïîëó÷àåì

3
√
68 ≈ 4

(
1 +

1

3 · 16
− 2

32 · 2! · 162

)
= 1 +

1

12
− 1

576
≈ 4, 082.

Ïîëó÷èëè çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä. Ïî ñëåäñòâèþ èç ïðè-

çíàêà Ëåéáíèöà îñòàòîê ðÿäà ìåíüøå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ

ïåðâîãî èç îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ. Çäåñü âçÿòûå òðè ÷ëåíà ðÿ-

äà îáåñïå÷èâàþò íóæíóþ òî÷íîñòü, òàê êàê

|R3| ≤ 4 · 1 · 2 · 5
33 · 3! · 163

< 0, 001.

Îòâåò: 3
√
68 ≈ 4, 082± 0, 001.

2. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííî sin 10◦ ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 0001.

Èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó:

sinx ≈ x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n−1

(2n− 1)!
x2n−1, (x ∈ R),

îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

|Rn| <
∣∣∣∣ x2n+1

(2n + 1)!

∣∣∣∣ ,
Ïîñêîëüêó 10◦ =

π

180
ðàäèàí, òî

sin 10◦ ≈ π

180
− 1

3!

( π

180

)3
+

1

5!

( π

180

)5
− · · · ≈

≈ 0, 17453− 0, 00089 + 0, 000001− . . . .

Ïîëó÷èëè çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä. Ïî ñëåäñòâèþ

èç ïðèçíàêà Ëåéáíèöà îñòàòîê ðÿäà ìåíüøå àáñîëþòíîãî
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çíà÷åíèÿ ïåðâîãî èç îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ. Çäåñü âçÿòûå äâà

÷ëåíà ðÿäà îáåñïå÷èâàþò íóæíóþ òî÷íîñòü, òàê êàê

|R5| <
1

5!

( π

180

)5
≈ 0, 000001 < 0, 0001.

Â ðåçóëüòàòå sin 10◦ ≈ 0, 17453− 0, 00089 ≈ 0, 1736.

Îòâåò: sin 10◦ ≈ 0, 1736± 00001.

3. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííî 4
√
e ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 00001.

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó:

ex ≈ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
, (x ∈ R).

Rn(x) <
xn

n!
· x

n + 1− x
=

xn+1

n!(n + 1− x)
.

Ïîëàãàåì x = 1/4:

e1/4 = 1 +
1

4
+

1

42 · 2!
+

1

43 · 3!
+

1

44 · 4!
+ . . . .

Åñëè âçÿòü ïÿòü ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà (n = 4), òî îøèáêà âû-

÷èñëåíèé íå áóäåò ïðåâûøàòü 0, 00001:

R4(x) <
x4+1

4!(4 + 1− x)
=

1

45 · 4! · (5− 1/4)
≈ 0, 0000086 < 0, 00001.

Ïîäñ÷èòàâ ñóììó ïÿòè âûïèñàííûõ âûøå ÷ëåíîâ ðÿäà, ïîëó-

÷èì 4
√
e ≈ 1+0, 25+0, 03125+0, 002604+0, 000163 ≈ 1, 28402.

Îòâåò: 4
√
e ≈ 1, 28402± 0, 00001.

4. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííî ln 2 ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 0001.

Â ðàçëîæåíèè

ln

(
1 + x

1− x

)
= 2

(
x +

x3

3
+

x5

5
+ · · · + x2n−1

2n− 1
+ . . .

)
, (|x| ≤ 1);

|Rn| <
∣∣∣∣ 2x2n+1

(2n + 1)(1− x2)

∣∣∣∣ .
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ïîëîæèì
1 + x

1− x
= 2, òîãäà x = 1/3 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ln 2 = 2

(
1

3
+

1

33 · 3
+

1

35 · 5
+

1

37 · 7
+ . . .

)
,

Çàäàííóþ òî÷íîñòü îáåñïå÷èâàþò ÷åòûðå ÷ëåíà, òàê êàê äëÿ

ïîãðåøíîñòè èìååì íåðàâåíñòâî

|R4| <
∣∣∣∣ 2(1/3)2·4+1

(2 · 4 + 1)(1− (1/3)2)

∣∣∣∣ = 2 · 9
39 · 9 · 8

=
1

39 · 4
< 0, 0001.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 0001 ïîëó÷àåì

ln 2 ≈ 2

3

(
1 +

1

27
+

1

405
+

1

5103

)
≈ 0, 6931.

Îòâåò: ln 2 ≈ 0, 6931± 0, 0001.

5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1ˆ

0

sinx3

x
dx ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 001.

Èñïîëüçóÿ ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ sinx èìååì:

sinx3 ≈ x3 − x9

3!
+

x15

5!
− · · · + (−1)n−1

(2n− 1)!
x6n−3 + . . . , (x ∈ R),

Ïîýòîìó ïðè x ̸= 0:

sinx3

x
=

1

x

(
x3 − x9

3!
+

x15

5!
− · · · + (−1)n−1

(2n− 1)!
x6n−3 + . . .

)
=

= x2 − x8

3!
+

x14

5!
− · · · + (−1)n−1

(2n− 1)!
x6n−4 + . . .

Â ñèëó òîãî, ÷òî lim
x→0

sinx3

x
= 0 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ è ïðè x = 0.

Ïî ñâîéñòâàì ñòåïåííûõ ðÿäîâ èõ ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðè-

ðîâàòü âíóòðè îáëàñòè èõ ñõîäèìîñòè, ïîýòîìó
1ˆ

0

sinx3

x
dx =

1ˆ

0

x2dx−
1ˆ

0

x8

3!
dx +

1ˆ

0

x14

5!
dx− . . . =
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=
x3

3

∣∣∣∣1
0

− x9

9 · 3!

∣∣∣∣1
0

+
x15

15 · 5!

∣∣∣∣1
0

− . . . =
1

3
− 1

54
+

1

1800
− . . .

Ïîëó÷èëè çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä, ïî ñëåäñòâèþ

èç ïðèçíàêà Ëåéáíèöà îñòàòîê ðÿäà ìåíüøå àáñîëþòíîãî

çíà÷åíèÿ ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ñëàãàåìîãî. Â äàííîì ñëó-

÷àå
1

1800
< 0, 001, ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 001:

1ˆ

0

sinx3

x
dx ≈ 1

3
− 1

54
≈ 0, 315.

Îòâåò:

1ˆ

0

sinx3

x
dx ≈ 0, 315± 0, 001.

1.10 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 22. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ïåðèîäè-

÷åñêîé ôóíêöèè f (x) ñ ïåðèîäîì 2π, îïðåäåëåííîé íà ïðîìå-

æóòêå [−π, π] íàçûâàåòñÿ ðÿä

a0
2
+

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx), (11)

ãäå an =
1

π

πˆ

−π

f (x) cosnxdx, (n = 0, 1, 2, . . .),

bn =
1

π

πˆ

−π

f (x) sinnxdx, (n = 1, 2, . . .).

an, bn íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà Ôóðüå.

Åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, òî åãî ñóììà S(x) åñòü ïåðèîäè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π, ò.å. S(x + 2π) = S(x).
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Îïðåäåëåíèå 23. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîí-

íîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè ýòîò îòðåçîê ìîæíî ðàçáèòü êîíå÷-

íûì ÷èñëîì òî÷åê x1, x2, . . . , xn−1 íà èíòåðâàëû (a, x1),

(x1, x2),. . . , (xn−1, b) òàê, ÷òî íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ôóíê-

öèÿ ìîíîòîííà, ò.å. ëèáî íå âîçðàñòàåò ëèáî íå óáûâàåò.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f (x) êóñî÷íî-ìî-

íîòîííàÿ è îãðàíè÷åíà íà [a, b], òî f (x) èìååò ðàçðûâû òîëüêî

ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 24. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé,

åñëè íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå îíà è å¼ ïðîèçâîäíàÿ èìå-

þò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà, è ïðèòîì ëèøü

1-ãî ðîäà.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè

â ðÿä Ôóðüå

Òåîðåìà 11 (Òåîðåìà Äèðèõëå). Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ f (x) ñ ïåðèîäîì T = 2π óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé:

1) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ,

2) êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åíà,

òî ðÿä Ôóðüå, ïîñòðîåííûé äëÿ ýòîé ôóíêöèè, ñõîäèòñÿ âî

âñåõ òî÷êàõ.

Ñóììà ïîëó÷åííîãî ðÿäà S(x) ðàâíà çíà÷åíèþ ôóíêöèè f (x)

â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè

f (x) ñóììà ðÿäà ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïðåäåëîâ

ôóíêöèè f (x) ñïðàâà è ñëåâà, ò.å.

S(x) =

 f (x), x ̸= x0,
f (x0 − 0) + f (x0 + 0)

2
, x = x0,

ãäå x0 � òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f (x).
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Çàìå÷àíèå. Åñëè íåïåðèîäè÷åñêàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

f (x) çàäàíà ëèøü â èíòåðâàëå (−π, π), å¼ òîæå ìîæíî ðàçëîæèòü

â ðÿä Ôóðüå. Ïîëó÷åííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé

îñè, íî ê ôóíêöèè f (x) òîëüêî â òåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (−π, π),

â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà. Ñóììîé ðÿäà áóäåò ïåðè-

îäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f (x) íà âñþ îñü Ox. À â òî÷-

êàõ ðàçðûâà ñóììà ðÿäà áóäåò ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó

ïðàâîãî è ëåâîãî ïðåäåëîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äàííîé

ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â èíòåðâàëå (0, π), ìîæåò áûòü

ðàçëîæåíà â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé ëèáî òîëüêî â ðÿä êî-

ñèíóñîâ, ëèáî òîëüêî â ðÿä ñèíóñîâ. Äëÿ ýòîãî îíà äîëæíà áûòü

ïðîäîëæåíà â èíòåðâàëå (−π, 0) ëèáî êàê ÷¼òíàÿ, ëèáî êàê íå÷¼ò-

íàÿ.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â èíòåðâàëå (0, π), ìîæåò áûòü

ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ, ñìîòðÿ ïî

òîìó, êàê ïîñòðîåíî ïðîäîëæåíèå â èíòåðâàëå (−π, 0).

Åñëè ôóíêöèÿ f (x) çàäàíà íà ñåãìåíòå [−L,L], ãäå L � ïðî-

èçâîëüíîå ÷èñëî, òî ïðè âûïîëíåíèè íà ýòîì ñåãìåíòå óñëîâèé

Äèðèõëå óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ñóììû ðÿäà Ôóðüå:

a0
2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sin

nπx

L

)
, (12)

ãäå

an =
1

L

Lˆ

−L

f (x) cos
nπx

L
dx, (n = 0, 1, 2, . . .),

bn =
1

L

Lˆ

−L

f (x) sin
nπx

L
dx, (n = 1, 2, . . .).
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Â ñëó÷àå, êîãäà f (x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, å¼ ðÿä Ôóðüå ñîäåð-

æèò òîëüêî ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 è êîñèíóñû, ò. å.

a0
2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

L
, (13)

ãäå

an =
2

L

Lˆ

0

f (x) cos
nπx

L
dx, (n = 0, 1, 2, . . .).

Â ñëó÷àå, êîãäà f (x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, å¼ ðÿä Ôóðüå ñî-

äåðæèò òîëüêî ñèíóñû, ò. å.
∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
, (14)

ãäå

bn =
2

L

Lˆ

0

f (x) sin
nπx

L
dx, (n = 1, 2, . . .).

Â ñëó÷àå, êîãäà f (x) çàäàíà íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå (a, b),

òîãäà îáîçíà÷èì L =
b− a

2
, çàäàäèì êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ôóíê-

öèè íà îäíîì èç êîíöîâ èíòåðâàëà (íàïðèìåð, ïðè x = b) è ïðî-

äîëæèì äàííóþ ôóíêöèþ ïåðèîäè÷åñêè, ñ ïåðèîäîì T = 2L íà

âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå.

Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

an =
1

L

bˆ

a

f (x) cos
nπx

L
dx, (n = 0, 1, 2, . . .),

bn =
1

L

bˆ

a

f (x) sin
nπx

L
dx, (n = 1, 2, . . .).
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òîãäà ðÿä Ôóðüå ïðèíèìàåò âèä

a0
2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sin

nπx

L

)
. (15)

Ïðèìåðû

1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (x) =
x

2
+ 2 â ðÿä Ôóðüå â èíòåðâàëå

(2; 6).

Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ f(x) =
x

2
+ 2

Äàííàÿ ôóíêöèÿ (ðèñ. 2) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîé è

íåïðåðûâíîé â çàäàííîì èíòåðâàëå. Äîîïðåäåëèì å¼

f (6) = 5 è ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f (x), çàäàííóþ äëÿ x ∈ (2, 6]

ïåðèîäè÷åñêè, ñ ïåðèîäîì T = 4 íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ïî-

ëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû

Äèðèõëå.

Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (16), ìîæ-

íî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =
6− 2

2
= 2, a0 =

1

L

6ˆ

2

(x
2
+ 2
)
dx = 8.
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an =
1

L

6ˆ

2

(x
2
+ 2
)
cos

nπx

L
dx = 0, (n = 1, 2, . . .),

bn =
1

L

6ˆ

2

(x
2
+ 2
)
sin

nπx

L
dx =

2

πn
(−1)n+1, (n = 1, 2, . . .).

Â ðåçóëüòàòå ðÿä Ôóðüå äëÿ äàííîé ôóíêöèè èìååò âèä:

S(x) = 4 +

∞∑
n=1

2

πn
(−1)n+1 sin

nπx

2
.

Ïîëó÷åííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, íî ê

ôóíêöèè f (x) òîëüêî â òî÷êàõ x ∈ (2; 6). Ñóììîé ðÿäà S(x)

áóäåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f (x) íà âñþ îñü

Ox (ðèñ. 3). À â òî÷êàõ ðàçðûâà ñóììà ðÿäà

S(x0) = (f (x0−0)+f (x0+0))/2 = 4, ãäå x0 = 2±4n, n ∈ N �

òî÷êè ðàçðûâà ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f (x)

íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü.

Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ S(x)

2. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (x) =

{
π, −π < x < 0

π − x, 0 ≤ x < π
â ðÿä Ôó-
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ðüå â èíòåðâàëå (−π;π).

Ðèñ. 4.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ (ðèñ. 4a) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé â èí-

òåðâàëå (−π, π), à å¼ ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðè äîïîë-

íèòåëüíîì óñëîâèè f ((2k − 1)π) = π, k ∈ Z, óäîâëåòâîðÿåò

âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå.

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå:

a0 =
1

π

πˆ

−π

f (x)dx =
1

π

0ˆ

−π

πdx +
1

π

πˆ

0

(π − x)dx =
3π

2
;

an =
1

π

0ˆ

−π

π cosnxdx +
1

π

πˆ

0

(π − x) cosnxdx =
(−1)n+1 + 1

πn2
;

bn =
1

π

0ˆ

−π

π sinnxdx +
1

π

πˆ

0

(π − x) sinnxdx =
(−1)n

n
.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëó (11). Òîãäà

ðÿä Ôóðüå äëÿ äàííîé ôóíêöèè èìååò âèä:

S(x) =
3π

2
+

∞∑
n=1

(
(−1)n+1 + 1

πn2
cosnx +

(−1)n

n
sinnx

)
.

Ïîëó÷åííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, íî

ê ôóíêöèè f (x) òîëüêî â òî÷êàõ x ∈ (−π, π). Ñóììîé ðÿäà

S(x) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f (x) íà âñþ
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îñü Ox (ðèñ. 4b). À â òî÷êàõ ðàçðûâà ñóììà ðÿäà

S(x0) =
1

2
(f (x0−0)+f (x0+0)) =

π + 0

2
=

π

2
, ãäå x0 = π±2πn

(n = 0, 1, 2, . . .) � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f (x).

3. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ f (x) ñ ïåðèîäîì 2π, åñ-

ëè f (x) = x â èíòåðâàëå (0, π), ïðîäîëæèâ å¼ íà èíòåðâàëå

(−π, 0] ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì îáðàçîì.

Ðèñ. 5.

Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè (ðèñ. 5a) â ðÿä Ôóðüå äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ïðîäîëæåíèé èñõîäíîé ôóíêöèè.

(a) Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ íà èíòåðâàëå x ∈ (−π, 0] êàê

f (x) = −x. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ÷¼òíîé. Ïðîäîë-

æèì å¼ ïåðèîäè÷åñêè, ñ ïåðèîäîì T = 2L = 2π íà âñþ

÷èñëîâóþ îñü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå. Èñïîëüçóåì

ôîðìóëó (13). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åííîé ÷¼òíîé

ôóíêöèè bn = 0, n ≥ 1,

a0 =
2

π

πˆ

0

xdx = π;
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an =
2

π

πˆ

0

x cosnxdx =
2

πn2
((−1)n − 1) .

Îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû ñ íå÷¼òíûìè èí-

äåêñàìè a2n−1 = − 4

π(2n− 1)2
. Òîãäà ðÿä Ôóðüå äëÿ äàí-

íîé ôóíêöèè èìååò âèä:

S(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

1

π(2n− 1)2
cos(2n− 1)x.

Ðàâåíñòâî f (x) = S(x) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

x ∈ (0, π), îäíàêî ðÿä, ñòîÿùèé ñïðàâà, ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ

x. Ñóììîé ðÿäà S(x) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

ôóíêöèè f (x) íà âñþ îñü Ox (ðèñ. 5b).

(b) Àíàëîãè÷íî êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ñòðîèì íå÷åòíîå,

2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èñõîäíîé ôóíêöèè. Äî-

îïðåäåëèì ôóíêöèþ f (x) = x íà èíòåðâàëå (−π, 0]. Ïî-

ëîæèì äëÿ ïðîñòîòû f (π + 2πn) = 0. Èñïîëüçóåì ôîð-

ìóëó (14). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå: an = 0, n ≥ 0,

bn =
2

π

πˆ

0

x sinnxdx =
2

n
(−1)n+1.

Òîãäà ðÿä Ôóðüå äëÿ äàííîé ôóíêöèè èìååò âèä:

S(x) = 2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sinnx.

Äëÿ íàéäåííîãî ðàçëîæåíèÿ S(x) = f (x) ïðè âñåõ çíà-

÷åíèÿõ x ∈ (0, π), îäíàêî ðÿä, ñòîÿùèé ñïðàâà, ñõîäèòñÿ

ïðè âñåõ x. Ñóììîé ðÿäà áóäåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæå-

íèå ôóíêöèè f (x) íà âñþ îñü Ox (ðèñ. 5c). À â òî÷êàõ

ðàçðûâà ñóììà ðÿäà

S(x0) =
1

2
(f (x0 − 0) + f (x0 + 0)) =

π − π

2
= 0,
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ãäå x0 = π + 2πn, n ∈ Z � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f (x).

4. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ: f (x) = sin2 x.

sin2 x =
1 + cos 2x

2
=

1

2
+

1

2
cos 2x.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè êîñèíóñ-ðÿä Ôóðüå: bn = 0, n ∈ N ,

a0 = 1, a1 = 0, a2 =
1

2
, ïðè n > 2 an = 0.

Êîìïëåêñíàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå

Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå:
a0
2
+

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx). Ïðåîá-

ðàçóåì îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ýéëåðà:

an cosnx + bn sinnx = an
einx + e−inx

2
+ bn

einx − e−inx

2i
=

= an
einx + e−inx

2
− ibn

einx − e−inx

2
=

=
an − ibn

2
einx +

an + ibn
2

e−inx = cne
inx + c−ne

−inx,

ãäå cn =
an − ibn

2
, c−n =

an + ibn
2

.

Ïîëàãàÿ c0 =
a0
2
ïîëó÷àåì äëÿ ðÿäà Ôóðüå:

a0
2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+bn sinnx) = c0+

∞∑
n=1

cne
inx+c−ne

−inx =

∞∑
−∞

cne
inx.

Íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn:

cn =
an − ibn

2
=

1

2

1

π

πˆ

−π

f (x) cosnxdx− i
1

π

πˆ

−π

f (x) sinnxdx

 =

=
1

2π

πˆ

−π

f (x)(cosnx− i sinnx)dx =
1

2π

πˆ

−π

f (x)e−inxdx.
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Â ðåçóëüòàòå � êîìïëåêñíàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå:

f (x) =

∞∑
−∞

cne
inx, cn =

1

2π

πˆ

−π

f (x)e−inxdx. (16)

Ïðèìåð. Çàïèñàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (x) = x â èíòåðâà-

ëå (−2; 2) â ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

T = 2l, l = 2, n = 0, c0 = 0.

cn =
1

2l

lˆ

−l

f (x)e−inπx/ldx =
1

4

2ˆ

−2

xe−inπx/2dx = (−1)n+1 2i

nπ
.

Â ðåçóëüòàòå:

S(x) =
∞∑
−∞

(−1)n+1 2i

nπ
einπx/2.
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