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Предисловие

Процесс обучения в техническом вузе неразрывно связан с выполнением значительного количества вычислительных работ. Существенного облегчения своего труда при выполнении расчётно-графических, курсовых и дипломных работ студенты могут достичь, используя в своей работе тот или иной математический пакет: Mathematica, Maple, MATLAB, Mathcad и др. Чрезвычайная простота интерфейса сделала Mathcad одним из самых популярных и самым распространённым в студенческой среде математическим пакетом [6, 12, 15].
Настоящие методические указания, предназначенные для выполнения лабораторных работ, предполагают знакомство студентов с такими разделами высшей математики как линейная алгебра, аналитическая геометрия, математический анализ, дифференциальные уравнения. Кроме того, при выполнении заданий необходимы некоторые знания такого раздела физики как электричество.

По указанию преподавателя, отчёт допускается сдавать в электронной форме. 
Представляется, что после успешного выполнения предлагаемого цикла из 4-х лабораторных работ, студент сможет уверенно и самостоятельно использовать основные возможности пакета Mathcad при освоении циклов естественнонаучных, математических, общепрофессиональных и специальных дисциплин.
Составитель благодарит В.Р. Снурницина и А.Н. Яковлева за конструктивную критику и ценные предложения.  
Лабораторная работа  № 1

Первое знакомство с Математическим 
пакетом Mathcad

ЦЕЛЬ РАБОТЫ

Ознакомление с программным пакетом для математических расчетов Mathcad-2000 и получение первоначальных навыков его использования.

1.1. ПОЯСНЕНИЯ К РАБОТЕ
1.1.1. Введение

Mathcad – это программное средство и среда для выполнения на компьютере разнообразных численных и символьных расчетов, встречающиеся в инженерной практике, в том числе арифметические вычисления, табулирование функций, построение графиков функций, операции с матрицами, решение уравнений и их систем и др.

1.1.2. Пользовательский интерфейс

Запуск Mathcad производится стандартным для Windows способом. После запуска Mathcad на экране монитора открывается окно, содержащее главное меню, строки инструментов и рабочее поле, вид которых являются стандартным для Windows-приложения.

Ограничимся рассмотрением только тех пунктов меню, которые не являются стандартными для Windows и представляют наибольший интерес при выполнении математического моделирования радиотехнических цепей и процессов в них.

Меню View (Просмотр). Оно содержит средства настройки окна Mathcad. Установка символа 
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 в строках меню Toolbar (Панель инструментов), Formatting (Панель форматирования) или Math (Панель математических инструментов) означает, что соответствующая панель инструментов размещается на экране. 

Меню Insert (Вставить). Пункт меню Graph (График) открывает дополнительное меню построения различных типов графиков: X(Y Plot - функции одной переменной в декартовых координатах; Polar Plot ( функции одной переменной в полярных координатах; Surface Plot ( функции двух переменных в декартовых координатах; Contour Plot ( линий уровня функции двух переменных; 3D Scatter Plot ( изображение состоит из заданных в трехмерном пространстве точек; 3D Bar Plot ( трехмерная диаграмма; Vector Field Plot ( векторное поле.

Пункт Matrix… (Матрица) позволяет определить размерность и ввести элементы прямоугольной матрицы. Пункт Function… (Функция) открывает окно со списком встроенных функций Mathcad. 

Пункт Result… меню Format включает в себя операции определения форматов вывода числовых данных и результатов и опцию Graph (График), содержащую операции форматирования графиков.

Меню Math (Математика). Оно содержит операции управления вычислениями. Пункт Calculation (Вычислить) предписывает вычислить выражения, расположенные в рабочем документе выше и левее курсора. Щелчок по пункту Calculate Worksheet (Пересчитать рабочий документ) приведет к выполнению всех вычислений и перерисовке всех графиков, определенных в рабочем документе. Наличие символа ( в строке Automatic Calculation (Вычислять автоматически), повлечет за собой автоматическое вычисление любого выражения немедленно по окончании его ввода, а также автоматическое строительство графика после щелчка вне его поля. Рекомендуется убирать символ ( с целью уменьшения вероятности зависания компьютера, а для выполнения вычислений нажимать на клавишу F9. 

Меню Symbolics (Символьные вычисления). Данное меню содержит операции символьной математики. 

Пункт Evaluate (Вычислять) содержит три операции: Symbolically (Символьно), Floating Point (С плавающей запятой), Complex (Комплексное). Щелчок по этим клавишам приводит к вычислению выделенного в рабочем документе выражения, причем вычисления производятся соответственно символьно, численно, с плавающей запятой или с использованием арифметики комплексных чисел. 

В пункте Variable (Переменная) объединены операции математического анализа: решение уравнений (Solve); замена переменной; подстановка (Substitute); дифференцирование (Differentiate); интегрирование (Integrate); разложение по формуле Тейлора (Expand to Series); разложение дроби на простейшие дроби (Convert to Partial Fraction).

В пункте Transform (Преобразование) объединены прямые и обратные интегральные преобразования: Фурье (Fourier и Inverse Forier); Лапласа (Laplace и Inverse Laplace); Z-преобразование (Z и Inverse Z).

Каждая из восьми кнопок панели математических инструментов, показанных на рисунке ниже, открывает доступ к своей определенной группе операций – далее, как обычно, дополнительные панели открываются щелчком по соответствующей кнопке. Перечислим эти кнопки слева направо: кнопка панели простейших вычислений (калькулятор); кнопка панели равенств и отношений; кнопка панелей графиков; кнопка панели векторных и матричных операций; кнопка панели операций математического анализа; кнопка панели программирования; кнопка панели греческих букв; кнопка панели ключевых слов сим[image: image681.png]


вольных вычислений.
Пользовательский интерфейс других версий пакета Mathcad несколько отличается от рассмотренного, что, однако, не должно сильно усложнить процесс его освоения.
1.1.3. Некоторые из основных приемов работы с Mathcad
 Выполнение арифметических вычислений. Пусть необходимо вычислить следующее выражение:
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Щелкните по любому месту в рабочем документе - в поле появится крестик красного цвета, обозначающий позицию, с которой начинается ввод. Наберите на клавиатуре следующую последовательность символов (значком _ обозначен символ “пробел”): 25/8.1_-11*12/3=

На экране появится следующее изображение (при необходимости нажмите на клавишу F9):
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Вычисление значения функции. Пусть необходимо вычислить значение функции 
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 при следующем наборе значений х:  -2.3, -0.2, 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2.0. Аналогично предыдущему, щелкните в свободном месте рабочего документа и наберите соответствующую последовательность символов: 

f(x):(5*x^2_-2)/cos(exp(-4.8*x)) и затем щелкните по рабочему документу вне поля ввода. На экране появится следующее изображение: 
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Для получения значения f(x) в точке х=-2.3, щелкните в свободном месте рабочего документа, но правее или ниже и введите с клавиатуры

f(-2.3)=

Следствием этих действий будет появление на экране изображения

f(-2.3)=46.710452

Вычисления f(x) для оставшихся значений аргумента выполним иначе – в свободном месте рабочего документа сначала набираем

х:-0.2,0;2
, означающее, что первое значение х равно -0.2, следующее 0 (то есть шаг изменения параметра x составляет +0.2) и так далее до 2, а затем рядом справа вводим с клавиатуры f(x)=             . В результате на экране появится следующее изображение
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x:=-0.2,0..2             f(x)=
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Построение графика функции одной переменной. Построим график приведенной выше функции f(x) в декартовых координатах для промежутка изменения аргумента [-0.2, 2]. Будем исходить из того, что формула для f(x) уже находится в рабочем документе.

Щелкните сначала по свободному месту в рабочем документе, но правее или ниже, чем записано выражение для f(x), а затем - по кнопке 
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 в панели математических инструментов. Откроется панель (рис. 1.1) 
и в ней следует щелкнуть по кнопке 
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. В результате этих манипуляций на экране появится изображение, представленное на рис. 1.2. Курсор оказывается установленным внизу в помеченной позиции возле оси абсцисс. Введите с клавиатуры имя аргумента х, затем щелкните по помеченной возле оси ординат позиции, введите f(x) и щелкните вне внешней прямоугольной рамки.  На экране появится изображение графика, но граничные значения по оси абсцисс в общем случае не будут соответствовать требуемым. 
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Рис. 1.1. Панель графиков                                Рис. 1.2. Построение графика

Чтобы задать требуемые граничные значения для переменной x, следует сначала щелкнуть по полю графика, а затем – по числу в левом нижнем углу ограниченного рамкой поля графика. Уничтожьте имеющуюся запись и наберите на клавиатуре -0.2. Аналогичные действия проделайте и для числа в правом нижнем углу ограниченного рамкой поля графика. В результате получиться картина, представленная на рис. 1.3. Там показаны результаты построения графика одной и той же функции f(x), но для разных шагов изменения аргумента x: 0.2 − для верхнего и 0.01 − для нижнего.
Разный вид графиков свидетельствует о том, что в пакете Mathcad строительство графиков выполняется путём соединения отрезками прямых линий соседних точек и пользователю непременно следует учитывать это обстоятельство.
Внимание! Для упрощения работы с математическим пакетом Mathcad рекомендуется каждое задание выполнять на отдельном рабочем документе. 
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Рис. 1.3. Графики функции f(x)
Решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Общий вид у СЛАУ следующий:
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В матричном виде эта СЛАУ может быть записана в виде: 
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, где
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называется матрицей системы, 
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- вектор-столбцом свободных членов или правых частей системы, а 
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- вектор-столбцом неизвестных системы. Решением СЛАУ является всякий вектор-столбец 
[image: image19.wmf]x

, обращающий все уравнения системы в тождества.

Справедливо следующее утверждение. Если определитель 
[image: image20.wmf]detA

D
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 матрицы СЛАУ 
[image: image21.wmf]Axb

=

 отличен от нуля, то система имеет единственное решение. 

Для определения решения СЛАУ наиболее часто используются формулы Крамера и метод Гаусса.

При использовании формул Крамера значение i-ого компонента решения находится по формуле 
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i

x

D

D

=

, где 
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EMBED Equation.3[image: image24.wmf]i

D

- определитель, получающийся из определителя матрицы 
[image: image25.wmf]A

, в которой i-й столбец заменен на вектор-столбец свободных членов.

Порядок решения СЛАУ по формулам Крамера с использованием Mathcad следующий:
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1. Определяем основную матрицу и столбец свободных членов. Для этого следует ввести с клавиатуры имя матрицы 
[image: image26.wmf]A

 и знак присваивания <Shift>+<:>, а затем щелкнуть по кнопке панели векторных и матричных операций. В результате откроется панель операций с матрицами и векторами, показанная ниже.

Кнопки этой панели предназначены для выполнения следующих функций (перечислены слева направо и сверху вниз): определение размеров матрицы; ввод нижнего индекса; инвертирование; вычисление определителя матрицы; поэлементные операции с матрицами; определение столбца матрицы; транспонирование матрицы; задания диапазона изменения переменной; вычисление скалярного произведения векторов; вычисление векторного произведения векторов; суммирование всех элементов вектора; визуализация цифровой информации, сохраненной в матрице.

На этой панели следует щелчком по кнопке “Определение размеров матрицы” открыть окно диалога, в котором надо определить число строк (Rows), число столбцов (Columns), после чего окно необходимо закрыть, щёлкнув по кнопке    ОК.

В рабочем документе справа от знака присваивания откроется поле ввода матрицы с помеченными позициями для ввода элементов. Необходимо ввести в помеченные позиции числа или выражения, как показано на рис. 1.4 (исключая часть изображения, обведенную пунктирной линией). Аналогично вводится и вектор-столбец 
[image: image27.wmf]b

.

2. Вычисляем значение определителя 
[image: image28.wmf]D

. Для этого в рабочем документе вводим 
[image: image29.wmf]:A

D

=

, затем правее и/или ниже вводим символы 
[image: image30.wmf]D

= и завершаем нажатием на клавишу F9. Результат показан на рис. 1.4. Как видно, значение определителя матрицы 
[image: image31.wmf]A

 отлично от нуля – следовательно, система имеет единственное решение.
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Вычисляем значение определителя
Рис. 1.4. Порядок ввода исходных данных и вычисления определителя

3. Вычисляем значения определителей 
[image: image36.wmf]i

D

 (i=1, 2, ..., 5). Для вычисления 
[image: image37.wmf]D

1 на свободном поле рабочего вводим символы 
[image: image38.wmf]D

1, нажимаем комбинацию клавиш <Shift>+<:>, щелкаем последовательно по кнопкам “вычисление определителя матрицы” и “ определение размеров матрицы”, задаем размеры матрицы и вводим значения её элементов. Аналогичные действия следует произвести и для вычисления остальных определителей. Затем ниже вводим символы 
[image: image39.wmf]D

1=. Появится значение 
[image: image40.wmf]D

1. Аналогичные действия следует произвести и для получения значений остальных определителей.

4. Вычисляем значения xi (i=1, 2, ..., 5). Для вычисления x1 вводим в рабочий документ символы x1, потом нажимаем на комбинацию клавиш <Shift>+<:>, вводим символы 
[image: image41.wmf]D

1/
[image: image42.wmf]D

. Аналогично вычисляются значения и остальных корней. В результате выполнения описанных в пунктах 3 и 4 манипуляций, рабочий документ дополнится картиной, изображенной на рис. 1.5.
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Рис. 1.5. Решение СЛАУ по формулам Крамера

Сущность метода Гаусса, именуемого ещё методом последовательных исключений, состоит в следующем:

1. СЛАУ (1) приводят последовательным исключением неизвестных к эквивалентной системе (2) с треугольной матрицей. 
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(2)
Это достигается использованием следующих соотношений


[image: image45.wmf](k1)

kj

(k)

kj

(k1)

kk

a

a

a

-

-

=

, где k=1, 2, ..., n,     j
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и носит наименование прямого хода.

2. Решение системы (2) находят по рекуррентным формулам (это так называемый обратный ход)
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В Mathcad прямой и обратный ход выполняет функция rref(Ar), где матрица Ar называется расширенной матрицей системы (1) и получается из A путем добавления справа вектора-столбца свободных членов. В Mathcad  это действие выполняется путем использования функции augment(A,b). Ниже на рис. 1.6 приведена картина решения СЛАУ методом Гаусса в Mathcad. Там же выполнена проверка правильности вычислений. Здесь уместно указать, что из-за наличия ошибок машинной арифметики, далеко не во всех случаях справа от выражения 
[image: image49.wmf]=
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 будет располагаться нулевой вектор-столбец.
Для решения СЛАУ методом Гаусса Mathcad  располагает следующими функциями (пункт Function... в меню Insert):
· augment(A, B) – формируется матрица, первыми столбцами которой являются столбцы матрицы А, а последними – столбцы матрицы В. Матрицы А и В должны иметь одинаковое число строк.

· submatrix(A, ir, jr, ic, jc) – из строк (с номера ir по номер jr) и столбцов (с номера ic по номер jc) матрицы А формируется другая матрица. Нумерация строк и столбцов начинается с нуля.

rref(A) – матрица А приводится к треугольному виду.
Символьное интегрирование и дифференцирование функций. Пусть функция f(x), определена на промежутке (a, b). F(x) называется первообразной функции f(x) на промежутке (a, b), если в каждой точке этого промежутка выполняется F(x)’= f(x). Семейство первообразных F(x)+С называется неопределенным интегралом функции f(x) и обозначается:
[image: image50.wmf]f(x)dxF(x)C,   x(a, b).
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 Первообразная и подынтегральная функция связаны соотношением: (F(x)+С)’= f(x). Рассмотрим порядок применения инструментария Mathcad для вычисления производных и неопределенных интегралов на конкретном примере.
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Рис. 1.6. Решение СЛАУ по методу Гаусса
Пример. Подынтегральная функция задана следующим выражением:
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Необходимо вычислить её первообразную F(x), построить график одной из функций семейства первообразных для С=0 на отрезке [0, 2] и, предварительно вычислив производную от F(x), построить графики f(x) и F’(x) на том же отрезке. Ниже на рис. 1.7 представлен фрагмент рабочего документа Mathcad, демонстрирующий порядок выполнения указанного задания. 
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 Определяем функцию и находим её первообразную
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Делаем переприсвоение и берём производную
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Делаем переприсвоение, упрощаем и строим графики
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Рис. 1.7. Вычисление неопределенного интеграла и производной

При вычислении первообразной и производной следует использовать кнопку 
[image: image60.png]


 из панели ключевых слов символьных выражений. Для упрощения выражения следует использовать пункт Simplify из меню Symbolics.
Численное вычисление определенного интеграла. Оператор интегрирования в Mathcad предназначен для численного вычисления определенного интеграла функции по некоторому интервалу. Порядок вычисления определенного интеграла следующий: 

1. Щелкните в свободном месте и наберите символ &. Появится знак интеграла с пустыми полями для пределов интегрирования, подынтегрального выражения и переменной интегрирования.

2. Заполните пустые поля и нажмите на клавишу ‘=’, что приведет к появлению результата. Пример вычисления определенного интеграла приведен на рис. 1.8.
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Рис. 1.8. Вычисление определенного интеграла

В Mathcad при выполнении вычислений определенного интеграла необходимо соблюдать следующие правила:
  Подынтегральная функция может быть как вещественной, так и комплексной, но пределы интегрирования должны быть вещественными.
  Переменная интегрирования должна быть простой и без индексов.
  Все переменные в подынтегральном в выражении, кроме переменной интегрирования, должны быть определены ранее.
  Пределы и переменные интегрирования должны иметь одну размерность.

Решение задачи Коши для дифференциального уравнения и системы дифференциальных уравнений 1-го порядка. Если обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 1-го порядка 
[image: image62.wmf]3
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 имеет в области G решение, то, вообще говоря, таких решений бесконечно много и они могут быть заданы в виде функций 
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, где С - произвольная константа, такая,  что 
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 и 
[image: image65.wmf]y'(x, C)f(x, y(x, C))
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 при  произвольных значениях С. Если же необходимо найти решение, удовлетворяющее некоторому начальному условию y(x0)=y0, то говорят об отыскании решения задачи Коши.
Численное решение нормальной системы дифференциальных уравнений с системой начальных условий
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состоит в построении таблицы приближенных значений 
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 i=1, 2, ..., N, решения 
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 на отрезке [x0, xN] в точках x0, x1, ..., xN, которые называются узлами сетки.

В пакете Mathcad для решения задачи Коши, как для ОДУ, так и для системы ОДУ 1-го порядка методом Рунге-Кутта четвёртого порядка с постоянным шагом применяется функция rkfixed(y, x1, x2, npoints, D), где: y - вектор начальных условий размерности n, где n - порядок дифференциального уравнения или число уравнений в системе; x1 и x2 - начальная и конечная точки интервала, на котором ищется решение, соответственно. Начальные условия, заданные в векторе y - это значение решения в точке x1; npoints - количество узлов сетки, не считая начального, в которых ищется решение дифференциального уравнения; D - имя вектора-функции, содержащей правую часть дифференциального уравнения или системы. Шаг изменения независимой переменной х определяется выражением 
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. Метод Рунге-Кутта даёт погрешность порядка 
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Пример a. Найдем на отрезке 
[image: image73.wmf][0,]

p

 приближенное решение ОДУ 1-го порядка y’=sin (x.y), удовлетворяющее начальным условиям y(0)=1, и построим график найденного решения. Число узлов сетки - 9 и 40. Фрагмент соответствующего рабочего документа Mathcad представлен на рис. 1.9. Для того чтобы в одних координатах изобразить графики более чем одной функции, следует просто через запятую описать эти функции и их аргументы возле осей координат.
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Задаём начальные условия и определяем правую часть дифференциального уравнения 
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Находим решение дифференциального уравнения в виде таблиц значений (показаны не полностью) и строим графики (ломанные 

Эйлера) 
Рис. 1.9. Решение задачи Коши для ОДУ 1-го порядка
При задании на графике имени аргумента и функции следует использовать кнопку «определение столбца матрицы» в панели векторных и матричных операций. При выполнении задания переменной ORIGIN присвоено значение 1, чтобы нумерация компонент вектора начиналась с 1.
В радиотехнике ОДУ 1-го порядка применяются для анализа простейших электронных цепей во временной области, например, показанных на рис. 1.10. Там же приведены выражения, описывающие их. Искомыми при решении задачи анализа могут быть следующие параметры: 
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. Очевидно, что для решения задачи Коши необходимы также и начальные условия − для цепи рис. 1.10.а) их обычно задают в виде 
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Рис. 1.10. Простейшие электронные цепи и описывающие их уравнения
Для составления дифференциальных уравнений, описывающих электронные цепи, используют законы Кирхгофа, известные из курса физики. При этом напряжения и токи на резисторе R, индуктивности L и ёмкости C, связаны соответственно следующими выражениями: 
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Пример b. Для цепи рис. 10.а) построить зависимости 
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. Число узлов сетки выбрать равным 1000. Очевидно, что при 
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 мы имеем 
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 − это и будут наши начальные условия. Фрагмент соответствующего рабочего документа Mathcad, решающий поставленную задачу, представлен на рис. 1.11. Приведённый на рис. 1.11, удобный для восприятия вид графика достигается щелчком правой кнопки мыши по полю графика, последующем выбора пункта Format… в ниспавшем меню. В открывшемся окне следует обратиться к вкладкам Traces и Labels.
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Задаём начальные 

условия и определяем правую часть дифференциального уравнения 
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Находим решение дифференциального уравнения в виде таблицы значений и строим графики для искомых параметров 
[image: image111.wmf]I







0

1

0

1

2

3

4

5

6

7





0







0



-7



1.2·10







0



-7



2.4·10







0



-7



3.6·10







0



-7



4.8·10







0



-7



6·10







0



-7



7.2·10







0



-7



8.4·10







0



=


[image: image112.wmf]E







0

0

1

2

3

4

5

6

7





0







0







0







0







0







0







0







0



=


[image: image113.wmf]UR







0

0

1

2

3

4

5

6

7





0







0







0







0







0







0







0







0



=


[image: image114.wmf]0

3

.

10

5

6

.

10

5

9

.

10

5

1.2

.

10

4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

I(t), A

UR(t), B

UL(t), B

t, ñåê


[image: image115.wmf]UL







0

0

1

2

3

4

5

6

7





0







0







0







0







0







0







0







0



=


Рис. 1.11. Порядок анализа цепи рис. 10.а) во временной области

Пример c. Найдем на отрезке [0, 3] приближенное решение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений
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и построим графики для найденного решения. Процедура решения задачи Коши для системы дифференциальных уравнений аналогична описанной выше для одиночного уравнения. Фрагмент рабочего документа Mathcad при решении задачи Коши для системы дифференциальных уравнений представлен на рис. 1.12. Число узлов в сетке - 30. 
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Задаём начальные условия и определяем систему дифференциальных уравнений
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Находим решение системы дифференциальных уравнений в виде таблицы значений (показана не полностью) и строим графики (ломанные Эйлера)
Рис. 1.12. Решение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений

1.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ

1. Решить СЛАУ в соответствии с указанным преподавателем вариантом (см. таблицу 1.1) по формулам Крамера и методу Гаусса.
2. Рассматривая найденные компоненты вектора-столбца корня СЛАУ как коэффициенты степенного полинома типа 
[image: image125.wmf]2
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, построить график функции f(t) на отрезке [a, b].
3. Для подынтегральной функции f(x) (см. таблицу 1.2), вычислить первообразную F(x) и её производную F’(x). Построить графики трех упомянутых функций на произвольно выбранном отрезке.
Таблица 1.1
	N
вар.
	Система

уравнений
	a, b
	N
вар.
	Система

уравнений
	a, b

	0
	x1+x2+2x3+3x4=1

3x1-x2-x3-2x4=-4

2x1+3x2-x3-x4=-6

x1+2x2+3x3-x4=-4
	-5, 3
	8
	2x1-x2+3x3+2x4=4

3x1+3x2+3x3+2x4=6

3x1-x2-x3+2x4=6

3x1-x2+3x3-x4=6
	6, 9

	1
	x1+2x2+3x3+4x4=5

2x1+x2+2x3+3x4=1

3x1+2x2+x3+2x4=1

4x1+3x2+2x3+x4=-5
	2, 16
	9
	x1+2x2-x3+x4=8

2x1+x2+x3+x4=5

x1-x2+2x3+x4=-1

x1+x2-x3+3x4=10
	2, 5

	2
	x2-3x3+4x4=-5

x1-2x3+3x4=-4

3x1+2x2-5x4=12

4x1+3x2-5x3=5
	1, 5
	10
	2x1+x3+4x4=9

x1+2x2-x3+x4=8

2x1+x2+x3+x4=5

x1-x2+2x3+x4=-1
	1, 4

	3
	x1+3x2+5x3+7x4=12

3x1+5x2+7x3+x4=0

5x1+7x2+x3+3x4=4

7x1+x2+3x3+5x4=16
	2, 6
	11
	2x1-6x2+2x3+2x4=12

x1+3x2+5x3+7x4=12

3x1+5x2+7x3+x4=0

5x1+7x2+x3+3x4=4
	0, 6

	4
	x1+5x2+3x3-4x4=20

3x1+x2-2x3=9

5x1-7x2+10x4=-9

3x2-5x3=1
	-4, -1
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	x1+5x2=2

2x1-x2+3x3+2x4=4

3x1-x2-x3+2x4=6

3x1-x2+3x3-x4=6
	-5, -1

	5
	x1+2x2+x3=8

x2+3x3+x4=15

4x1+x3+x4=11
x1+x2+6x4=25
	0, 20
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	-x1+x2+x3-x4=-2

x1+2x2-2x3-x4=-5
2x1-x2-3x3+2x4=-1
x1+2x2+3x3-6x4=-10
	0, 2
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	x1+2x2+3x3-2x4=6

2x1-x2-2x3-3x4=8

3x1+2x2-x3+2x4=5

2x1-3x2+2x3+x4=-8
	-2, 2
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	6x1+5x2-2x3+4x4=-4

9x1-x2-x3-x4=13
3x1+4x2+2x3-2x4=1

3x1-9x2+2x3-11x4=0
	-10, 5

	7
	2x1+2x2-x3+x4=4

4x1+3x2-x3+2x4=6

8x1+5x2-3x3+4x4=12

3x1+3x2-2x3+2x4=10
	-1, 1
	15
	2x1-5x2+3x3+x4=5
3x1-7x2+3x3-x4=-1
5x1-9x2+6x3+2x4=7
4x1-6x2+3x3+x4=8
	-5, 5


4. Вычислить значение определенного интеграла с 5-ю значащими цифрами в соответствие с вариантом задания (см. таблицу 1.3, где a и b - соответственно нижний и верхний пределы интегрирования).
5. Найти численное решение задачи Коши для дифференциального уравнения 1-го порядка на отрезке [x0, x0+1] для числа узлов сетки 6 и 32. Вариант задания взять из таблицы 1.4.

6. Выполнить анализ (в данном случае это поиск 
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 во временном диапазоне от 0 и до Т области одной из схем рис. 1.10 (по указанию преподавателя). Значения параметров схемы взять из таблицы 1.5; 
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=×

. Для задания начальных условий следует использовать знания, полученные при изучении физики. При составлении выражения для вычисления функции 
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 рекомендуется использовать, известное из аналитической геометрии уравнение прямой линии, проходящей через две заданные точки.



         
    
          Таблица 1.2
	N вар.
	Подынтегральная функция
	N вар.
	Подынтегральная функция
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Таблица 1.3
	N вар.
	Подынтегральная функция
	a
	b
	N вар.
	Подынтегральная функция
	a
	b
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Таблица 1.4
	N вар.
	y’=f(x,y),        y(x0)=y0
	N вар.
	y’=f(x,y),         y(x0)=y0

	0
	y’=y2+x2,        y(0)=0.5
	8
	y’=y-x,             y(0)=1

	1
	y’=cos(x+y),   y(0)=0
	9
	y’=1+x-y2,       y(0)=1

	2
	y’=e-y+x2,         y(1)=0
	10
	y’=x3+y2,         y(0)=0.5

	3
	y’=x ln(y),       y(1)=1
	11
	y’=2.x+cos(y), y(0)=0
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	y’=ex-y2,          y(0)=0
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Таблица 1.5

	Вид 
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7. Найти решение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений 1-го порядка


[image: image257.wmf]'

1112

'

2212

yf(x, y, y),

yf(x, y, y),

ì

=

ï

í

=

ï

î

       
[image: image258.wmf]

EMBED Equation.3[image: image259.wmf]10,1

20,2

y(a)y,

y(a)y,

=

ì

ï

í

=

ï

î


на отрезке [a, b] с постоянным шагом h=0.1. Изобразить график найденного решения. Вариант задания взять из таблицы 1.6.
1.3. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА

1. Цель работы.

2. Вариант задания.

3. Рабочий документ решения СЛАУ по формулам Крамера и методу Гаусса. 

4. Рабочий документ вычисления первообразной определенного интеграла и её производной.

5. Рабочий документ вычисления определенного интеграла.

6. Рабочий документ решения задачи Коши для дифференциального уравнения.

7. Рабочий документ решения задачи Коши для системы дифференциальных уравнений.

8. Выводы о достоинствах и недостатках способа выполнения заданий  с использованием пакета Mathcad по сравнению с уже известными.

Таблица 1.6 

	N вар.
	f1(x,y1,y2)
	f2(x,y1,y2)
	y1(a)
	y2(a)
	a
	b
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1.4. Контрольные вопросы

1. Каков порядок выполнения арифметических вычислений?

2. Как вычисляется значение таблицы функции?

3. Каков порядок построения графика функции?

4. Каковы сущность и порядок решения СЛАУ по формулам Крамера и методу Гаусса?

5. Что такое первообразная и неопределенный интеграл?

6. Каков порядок вычисления неопределенного интеграла и производной?

7. Что такое задача Коши для дифференциального уравнения 1-го порядка и системы дифференциальных уравнений 1-го порядка?

8. Каков порядок решения задачи Коши для уравнения и системы уравнений средствами Mathcad?

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2

Разработка программных модулей 

в среде математического пакета Mathcad 

ЦЕЛЬ РАБОТЫ

Ознакомление с основными приемами программирования в среде  Mathcad  и получение навыков их использования.

2.1. ПОЯСНЕНИЯ К РАБОТЕ

2.1.1. Введение

 Математический пакет Mathcad  позволяет разрабатывать программные конструкции во многом подобные аналогичным программным конструкциям языков программирования. Разумеется, среда Mathcad не предоставляет программисту того набора возможностей, что имеется у языков программирования.

Нередко записать формулу в одну строку не удаётся. Назначение программных модулей как раз и заключается в определении выражений, переменных и функций в несколько строк, часто с применением специфических программных операторов.
Познакомимся вначале с основными инструментами Mathcad, позволяющими составлять программные конструкции.
Панель программирования, изображенная на рисунке снизу, содержит следующие 10 кнопок:

· Add Line – открытие и дополнение полей ввода дополнительных операторов;

·       ( локальный оператор присваивания;
· if – условный оператор;
· while и for – операторы цикла “пока” и “для”;

· break – оператор прерывания – используется для прерывания работы программы;

· otherwise – оператор “в противном случае” - обычно используется в паре с оператором if;

· return – оператор возврата – прерывает выполнение программы и возвращает значение стоящего следом за ним оператора;

· on error – оператор обработки ошибки – используется для создания конструкции обработчиков ошибок;

· continue – оператор продолжения – применяется вместе с операторами цикла for и while для перехода на следующую итерацию.

2.1.2. Линейные алгоритмы
 Пусть необходимо вычислить значение выражения 
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 для произвольных значений x, y и z. Процесс вычислений может быть выполнен следующими способами:

· в первом случае сначала задаются значения аргументов, затем определяется выражение для искомой функции и в последнюю очередь выполняется сама процедура вычисления;
· во втором случае после определения выражения для искомой функции выполняется процедура вычисления ее значения для конкретных значений аргументов.

Иллюстрация этих 2-х способов представлена во фрагменте рабочего документа Mathcad на рис. 2.1 - слева и справа от разделительной линии соответственно. В обоих случаях результат вычислений появляется после нажатия на клавишу '='. 


Рис. 2.1. Два способа вычисления значения f(x,y,z)
Вычисления можно выполнять также с использованием промежуточных выражений - как показано на рис. 2.2, где приведен фрагмент рабочего документа Mathcad вычисления корней квадратного уравнения. 


Рис. 2.2. Вычисления корней квадратного уравнения с использованием 
промежуточных выражений
2.1.3. Разветвляющиеся алгоритмы

Реализацию программы для этого типа алгоритма рассмотрим на примере. Пусть необходимо вычислить значение следующей функции:
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Вычисления f(x,y) могут быть выполнены, как показано на рис. 2.3 во фрагменте рабочего документа. Программа является также примером использования оператора otherwise.

Рис. 2.3. Вычисление f(x,y) с использованием программного модуля
2.1.4. Циклические алгоритмы
 Для многократного выполнения некоторой последовательности операторов Mathcad располагает двумя видами циклов: 

· for – его целесообразно использовать, если заранее известно число итераций в цикле;

· while – его следует использовать, если цикл должен завершиться при выполнении некоторого условия и число итераций заранее не известно.

Пусть необходимо вычислить выражение вида:
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Составим программы вычисления F(x,n) с использованием операторов for и while.

В операторе цикла for число итераций определяется параметром цикла, задаваемым в его начале, а в операторе цикла while тело цикла будет выполняться при истинности некоторого условия, записанного справа от ключевого слова while. Фрагмент документа, выполняющего вычисления для обоих операторов цикла, изображен на рис. 2.4. Из рисунка видно, что фактический ввод значений x и n выполняется после определения функции F(x,n).



Рис. 2.4. Два способа вычисление F(x,n) с использованием 
программных модулей
2.1.5. программные Модули
Одна из положительных сторон в применении программных модулей состоит в упрощении алгоритма. При этом, зачастую, схема самого алгоритма разрастается. Предположим, что требуется вычислить значение следующей функции:
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Покажем, как можно упростить алгоритм, применив подпрограммы. Для этого вначале перепишем нашу функцию несколько иначе:
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Теперь вычисление значения С(x,y,z) можно выполнить, используя программный модуль для вычисления B(x,y,z) как показано на рис. 2.5.



Рис. 2.5. Вычисление C(x,y,z) с использованием программного модуля
Примером использования подпрограмм может служить реализация средствами пакета Mathcad разложение функций в ряд Фурье, которое чрезвычайно широко используется в радиотехнике. 
Периодическая с периодом 
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, где n − любое целое число, называется абсолютно интегрируемой на отрезке 
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, если существует интеграл 
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. Каждой абсолютно интегрируемой на отрезке 
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 функции f(x) можно поставить в соответствие её тригонометрический ряд Фурье:
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Коэффициенты тригонометрического ряда Фурье вычисляют по формулам Эйлера-Фурье:
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Справедливо следующее утверждение. Если функция f(x) кусочно-гладкая на отрезке 
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, то её тригонометрический ряд Фурье S(x) сходится в каждой точке этого отрезка. Выражение вида
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называется n-ой частичной суммой ряда Фурье. При этом 
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, если f(x) терпит разрыв первого рода (скачок) в точке 
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Пример. Построим графики 
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 функции f(x), заданной следующим графиком на 
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Справа от графика функции f(x) записано её аналитическое выражение.

Порядок выполнения задания следующий:
1. Определяем функцию f(x). Для этого следует ввести  клавиатуры символы f(x), нажать комбинацию клавиш <Shift>+<:>, затем следует щелкнуть по кнопке панели программирования. В открывшейся панели следует щелкнуть по кнопке   Add Line  , после чего, используя кнопки  if  этой же панели, кнопку  |x|  панели “калькулятор”, а также кнопки  
[image: image320.wmf]£

  и  >   панели равенств и отношений строится определение функции f(x).

2. Задаем диапазон изменения k (аналогично тому, как это делалось выше при построении таблицы функции).

3. Определяем ak, bk и S(x,n). Здесь следует использовать панель “операций математического  анализа”, а  для  ввода  в рабочий документ, например, выражения ak:= следует нажать клавиши: a[k и комбинацию клавиш <Shift>+<:>.
4. В заключении строим график функции S(x,n), что также было рассмотрено ранее.

В результате выполнения указанных манипуляций в рабочем документе появится картина, показанная на рис. 2.6.

Записываем аналитическое выражение 

для f(x)
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Вычисляем значения коэффициентов
Записываем аналитическое выражение 

S(x,n) и строим

её график
Рис. 2.6. Разложение функции в ряд Фурье

2.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ

1. Разработать в соответствии с номером варианта программу вычисления выражения из таблицы 2.1. Программу разработать с использованием условного оператора и обоих операторов цикла, а также подпрограмм. По результатам вычислений построить график.

2. Построить график частичной суммы ряда Фурье для  указанного  преподавателем варианта функции f(x) (см.  таблицу 2.2)  при количестве слагаемых 5, 10 и 20. Здесь при составлении подпрограммы вычисления функции следует применить, известное из аналитической геометрии уравнение прямой линии, проходящей через две заданные точки.
    Таблица 2.1 
	Номер варианта
	Исходные данные

	0
	
[image: image327.wmf]2

5

cos(xy)

2

i1

xyzcos(xyz)

,  

если  xyz

arctg(xyz)

R(x,y,z)

1

xe,                  

если  xyz

i

+

=

ì

++-++

ï

>+

++

ï

=

í

ï

×+£+

ï

î

å



[image: image328.wmf]y0.032     z0.95     -1x2       x0.25

D

==££=



	1
	
[image: image329.wmf]2

z

22z

3

6

n1

ln1(xy)

esin(xy),  

если  zxy

(xy)

R(x,y,z)

(xyz)

cos(nx),          

если  zxy

2th(xy)

=

ì

++

ï

+×+>+

ï

+

=

í

ï

--

+×£+

ï

--

î

å



[image: image330.wmf]x2.1     y3.73     -0.5z3       z0.35

D

==££=



	2
	
[image: image331.wmf]2

4

5

2

2

5

n1

lg(ch(xyz))

xyz,  

если  zxy

sin(xyz)

R(x,y,z)

sin(x-y)1x

,                 

если  zxy

6cos(n(yz))

=

+-

ì

+-->+

ï

+-

ï

ï

=

++

í

£+

ï

ï

-×+

ï

î

Õ



[image: image332.wmf]x0.86     y1.9     -8z7       z1.5

D

=-=££=



	3
	
[image: image333.wmf]x2

7

n1

22y

cos(e)(yz)

,  

если  sin(xz)y

arcctg(tg(xyz))

R(x,y,z)

th(n(x2))

,          

если  sin(xz)y

(xz)

-

=

ì

-+

+>

ï

++

ï

ï

=

í

×+

ï

ï

+£

ï

+

î

Õ



[image: image334.wmf]x2.1     y3.73     -0.5z3       z0.35

D

==££=



	4
	
[image: image335.wmf]222

4

5

2

5

n1

ln(ctg(xyz))xy

,  

если  cos(x)0

ch(xyz)

R(x,y,z)

sin(x-y)1x

,                  

если  cos(x)0

6cos(n(yz))

=

ì

-+++

ï

>

-+

ï

ï

=

í

++

£

ï

ï

-×+

ï

î

Õ



[image: image336.wmf]y3.16     z1.7     -3.5x3.5       x0.35

D

==-££=



	5
	
[image: image337.wmf]4

xy

22

6

y

n1

lg((xz))

cos(e)y,           

если  yxz

yz

R(x,y,z)

arctg(xy)

sin(xyzn),    

если  yxz

e

-×

=

ì

+

+×>+

ï

ï

+

=

í

ï

-

+×××£+

ï

î

å



[image: image338.wmf]x3.56     z3.73     -3y3       y0.5

D

==££=



	6
	
[image: image339.wmf]3

2

xy

5

k1

zcos(z)

arctg(1z),  

если  yx

e

R(x,y,z)

ch(yz)k

,            

если  yx

xy51k

+

=

×

ì

++>

ï

ï

=

í

+

ï

+£

ï

-++

î

Õ



[image: image340.wmf]y0.3     z3.8     -1x2       x0.3

D

==££=



	7
	
[image: image341.wmf]5

7

2

k2

(yz)

lg(sin(xy)),        

если  sin(z)0

sin(xy)

R(x,y,z)

ln(ch(xyz))k

,  

если  sin(z)0

2sin(xyz)

1k

=

ì

+

++>

ï

-

ï

=

í

--

ï

-£

ï

+--

+

î

å



[image: image342.wmf]x1.7     y0.72     -1z3.8       z0.4

D

==-££=



	8
	
[image: image343.wmf]5

sin(x)

n1

xyzxyz

lntg,  

если  tg(y)xz

xyzch(xyz)

R(x,y,z)

cos(n(xy))

e,       

если  tg(y)xz

3th(yz)

=

ì

××××

+>+

ï

++++

ï

ï

=

í

×+

ï

ï

+£+

ï

-+

î

å



[image: image344.wmf]x1.36     z0.59     -1y3       y0.4

D

==-££=



	9
	
[image: image345.wmf]222

4

7

n1

ln(ctg(xyz))xy

,  

если  sin(y)0

ch(xyz)

R(x,y,z)

ln(ch(z))xn

,                  

если  sin(y)0

sin(xy)yn

=

ì

-+++

ï

>

-+

ï

=

í

+

ï

-£

ï

++

î

å



[image: image346.wmf]x3.9     z4.7     1y8.5       y0.75

D

==££=



	10
	
[image: image347.wmf]-×

=

ì

-

+×>+

ï

ï

=

í

-

ï

+×××£+

ï

î

å

2

cos(xy)

6

y

n1

(xz)

ey,  

если  yxz

arccos(z)

R(x,y,z)

arctg(xy)

sin(xyzn),  

если  yxz

e



[image: image348.wmf]==££=

x3.0     z0.73     1y3.5       y0.05

D



	11
	
[image: image349.wmf]=

--

ì

+×->

ï

+--

ï

ï

=

++

í

£

ï

ï

-×+

ï

î

Õ

2

3

5

2

2

8

n1

ln(ch(xyz))

xyz,  

если  zx

2sin(xyz)

R(x,y,z)

cos(x+y)1x

,                 

если  zx

9sin(n(yz))



[image: image350.wmf]=-=££=

x0.86     y2     -1z7       z0.1

D



	12
	
[image: image351.wmf](

)

=

ì

+

++>

ï

-

ï

=

í

+-

ï

-£

ï

-+

+

î

å

5

3

2

7

3

k2

(yz)

arctg1z,        

если  tg(z)0

sh(xy)

R(x,y,z)

ln(ch(xyz))k

,  

если  tg(z)0

3th(yz)

6k



[image: image352.wmf]==-££=

x7     y0.2     -1z4       z0.1

D



	13
	
[image: image353.wmf]-

=

××

ì

++>

ï

ï

=

í

ï

+-+£

ï

+×

î

Õ

3

2y

xz

5

y

k1

zcos(yz)

arctg(1z),  

если  ex

e

R(x,y,z)

k

lg(sin(xyz)),  

если  ex

1xk



[image: image354.wmf]=-=-££=

y0.3     z1.8     -1x1.5       x0.2

D



	14
	
[image: image355.wmf]=

ì

××××

+>+

ï

+-+

ï

ï

=

í

×+

ï

ï

+£+

ï

+

î

å

6

tg(x)

n1

22y

xyzxyz

lgtg,  

если  tg(y)tg(xz)

xyzch(xy)

R(x,y,z)

cos(nxy))

e,       

если  tg(y)tg(xz)

(xz)



 EMBED Equation.3  [image: image356.wmf]=-=££=

y0.9     z1     0.1x1.1       x0.1

D



	15
	
[image: image357.wmf]+

=

ì

×-++

>+

ï

-+

ï

=

í

ï

+-+£+

ï

î

å

cos(xy)

2

5

4

i1

xearctg(xyz)

,  

если  xyz

cos(xyz)

R(x,y,z)

1

xycos(z),  

если  xyz

i



[image: image358.wmf]=-=££=

y0.7     z2.5     0x8       x0.2

D




 Таблица 2.2
	 N вар.
	Вид функции f(x)
	 N вар.
	Вид функции f(x)

	
0


	                  
[image: image359.wmf]p


   -
[image: image360.wmf]p

                    
[image: image361.wmf]p


                   -
[image: image362.wmf]p

        
	8

	                
[image: image363.wmf]p

    

  -
[image: image364.wmf]p

                   
[image: image365.wmf]p


                 -
[image: image366.wmf]p

         

	
1


	                   
[image: image367.wmf]p


   -
[image: image368.wmf]p

                    
[image: image369.wmf]p

         

                   -
[image: image370.wmf]p

               
	9

	                1

 -
[image: image371.wmf]p

                     
[image: image372.wmf]p

 

                 -1                               

	
2


	                   1

  -
[image: image373.wmf]p

                     
[image: image374.wmf]p

    

    -              -1                                 
	10

	                1

-
[image: image375.wmf]p

                     
[image: image376.wmf]p


                 -1                                    

	
3


	                   
[image: image377.wmf]p

/2

   -
[image: image378.wmf]p

                    
[image: image379.wmf]p

      

                   -
[image: image380.wmf]p

/2   
	11

	                 
[image: image381.wmf]p

/2

-
[image: image382.wmf]p

 -
[image: image383.wmf]p

/2     
[image: image384.wmf]p

/2  
[image: image385.wmf]p


                 -
[image: image386.wmf]p

/2               

	
4


	                   
[image: image387.wmf]p

/2

  -
[image: image388.wmf]p

 -
[image: image389.wmf]p

/2             
[image: image390.wmf]p


                   -
[image: image391.wmf]p

/2
[image: image392.wmf]    
	12

	                 
[image: image393.wmf]p

/2

-
[image: image394.wmf]p

 -
[image: image395.wmf]p

/2      
[image: image396.wmf]p

/2 
[image: image397.wmf]p


                 -
[image: image398.wmf]p

/2                    

	
5

	                  
[image: image399.wmf]p


   -
[image: image400.wmf]p

                    
[image: image401.wmf]p


                   -
[image: image402.wmf]p

        
	13

	                
[image: image403.wmf]p

    

  -
[image: image404.wmf]p

                   
[image: image405.wmf]p


                 -
[image: image406.wmf]p

         

	
6

	                   
[image: image407.wmf]p

/2

                          

  -
[image: image408.wmf]p

 -
[image: image409.wmf]p

/2             
[image: image410.wmf]p


                   -
[image: image411.wmf]p

/2
[image: image412.wmf]    
	14

	                 
[image: image413.wmf]p

/2


-
[image: image414.wmf]p

 -
[image: image415.wmf]p

/2      
[image: image416.wmf]p

/2 
[image: image417.wmf]p


                 -
[image: image418.wmf]p

/2                    

	
7

	                   
[image: image419.wmf]p

/2

   -
[image: image420.wmf]p

                    
[image: image421.wmf]p

      

                   -
[image: image422.wmf]p

/2   
	15

	                 
[image: image423.wmf]p

/2

             

-
[image: image424.wmf]p

 -
[image: image425.wmf]p

/2     
[image: image426.wmf]p

/2  
[image: image427.wmf]p


                 -
[image: image428.wmf]p

/2               


2.3. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА

1. Цель работы.

2. Вариант задания.

3. Схему алгоритма программы.

4. Текст рабочего документа с результатами вычислений.
5. Рабочий документ разложения функции f(x) в ряд Фурье.

6. Выводы ( сравнить процесс разработки линейных, разветвляющихся и циклических алгоритмов, а также подпрограмм на языке С++ и в пакете Mathcad.

2.4. Контрольные вопросы 

1. Как выполнять программирование условных выражений в  пакете Mathcad?
2. Как выполнять программирование циклических выражений в пакете Mathcad?
3. Как выполнять программирование с использованием подпрограмм в пакете Mathcad?
4. Как по схеме алгоритма записать код программы в пакете Mathcad и наоборот, как по коду программы изобразить соответствующий ей алгоритм?
5. Каковы сущность и порядок разложения функции в ряд Фурье?

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 3

Решение нелинейных уравнений и их систем

ЦЕЛЬ РАБОТЫ

Ознакомление с особенностями решения нелинейных уравнений и их систем с использованием пакета Mathcad.

3.1. ПОЯСНЕНИЯ К РАБОТЕ

3.1.1. решение нелинейного уравнения

Нелинейным уравнением называется выражение вида 
[image: image429.wmf]f(x)0

=

, где 
[image: image430.wmf]f(x)

 - некоторая нелинейная функция. Корнем или решением уравнения называется всякое значение 
[image: image431.wmf]x

, обращающее уравнение в тождество, т. е. 
[image: image432.wmf]f()0

x

=

. В дальнейшем ограничимся рассмотрением лишь нелинейных уравнений с изолированными корнями, т. е. случая, когда для каждого корня уравнения существует окрестность, не содержащая других корней этого уравнения. 

Функция 
[image: image433.wmf]f(x)

, определённая и непрерывная на некотором конечном или бесконечном интервале 
[image: image434.wmf]axb

<<

, называется алгебраической, если она имеет вид 
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, где 
[image: image436.wmf]i
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 - некоторые действительные или комплексные числа. К трансцендентным уравнениям относятся неалгебраические нелинейные уравнения.

К численным методам решения нелинейных уравнений приходиться обращаться в случае отсутствия у них аналитических выражений для решений или же если выполнение вычислений по ним является крайне трудоёмким делом.

Приближенное нахождение изолированных действительных корней обычно складывается из двух этапов:

1. отделение корней, т. е. нахождение возможно узких промежутков 
[image: image437.wmf]ii

[, ]

ab

, в которых содержится один и только один корень уравнения 
[image: image438.wmf]iii
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, i=1, 2, …;

2. уточнение приближенных корней, т. е. нахождение их положения с заданной степени абсолютной точности 
[image: image439.wmf]0

e

>

. Под этим может пониматься выполнение одного из двух условий: 
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[image: image441.wmf]или 
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Для отделения корней полезна известная теорема существования корней нелинейного уравнения из математического анализа.

Теорема. Если непрерывная функция 
[image: image443.wmf]f(x)

 принимает значения разных знаков на концах отрезка 
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, т. е. 
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, то найдётся хотя бы одно число 
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 такое, что 
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Корень 
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 заведомо будет единственным, если производная 
[image: image449.wmf]f'(x)

 существует и сохраняет постоянный знак внутри интервала 
[image: image450.wmf]ii
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, т. е. если 
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 (или 
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) при 
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Пример 1. Отделить корни уравнения  
[image: image454.wmf]3

f(x)x6x20

º-×+=

 на отрезке 

[-10, +10]. 

Решение. Строим графики функций 
[image: image455.wmf]f(x)

 и её первой производной 
[image: image456.wmf]f'(x)

, как показано на рис. 3.1. Из его рассмотрения видно, что корни уравнения находятся на отрезках [-3, -2], [0, 1] и [2, 3].
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Рис. 3.1. Отделение корней нелинейного уравнения

Для реализации второго этапа решения нелинейного уравнения вида 
[image: image462.wmf]f(x)0

=

 в пакете Mathcad  имеется функция root, которая, в зависимости от типа решаемой задачи, имеет либо два, либо четыре аргумента и, соответственно, работает по-разному:

root(f(x), x),

root(f(x), x, a, b),

где f(x) – левая часть уравнения 
[image: image463.wmf]0
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; х – скалярная величина, относительно которой решается уравнение; a, b – границы интервала, внутри которого происходит поиск значения корня.
Если используется первая форма функции root, то следует перед ней задавать начальное приближение для искомого корня, присвоив х некоторое значение (для второй формы этого делать не надо). 

Первая форма функции root для численного поиска корня нелинейного уравнения использует метод секущих, а второй формы – альтернативный метод Риддера или Брента. В обоих случаях итерационный процесс заканчивается при выполнении условия 
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, где TOL>0 – вспомогательная константа, значение которой устанавливает пользователь (по умолчанию TOL=0.001). Кроме того, при использовании первой формы функции root, значения границ исходного интервала для поиска корня определяются следующим образом:  
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Метод секущих уточнения корня нелинейного уравнения. Пусть имеется уравнение 
[image: image466.wmf]f(x)0
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, где 
[image: image467.wmf]f(x)

 – нелинейная функция, которая определена и непрерывна на 
[image: image468.wmf][a,  b]

, 
[image: image469.wmf]f(a)f(b)0
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 и 
[image: image470.wmf]f'(x)

 определена и знакопостоянна на 
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. Обозначим 
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. Тогда значение n-ого (
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) приближения к корню уравнения 
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 вычисляется по формуле
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На рис. 3.2 представлена графическая иллюстрация этого метода. Через две исходные точки с координатами 
[image: image476.wmf]00

[x,  f(x)]

 и 
[image: image477.wmf]11

[x,  f(x)]

 проводится прямая линия – первая секущая. Абсцисса точки её пересечения с осью 0х принимается за первое приближение к корню 
[image: image478.wmf]2
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. Вторая секущая проводится через точки с координатами 
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 и 
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 и т. д. Итерационный процесс не является монотонным и прекращается при выполнении условия 
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 − некоторое наперёд заданное число. 
Пример 2. Уточнить положение корня уравнения  
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 на отрезке [-3, -2] с точностью 
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. Порядок решения этой задачи с использованием разных форм функции root показан на рис. 3.3.
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Рис. 3.2. Уточнение положения корня нелинейного уравнения методом секущих
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Рис. 3.3. Уточнение положения корня нелинейного уравнения

В радиотехнике решение нелинейных уравнений требуется, в частности, для анализа цепей, содержащих нелинейные элементы, например, полупроводниковые диоды, как в простейшем случае показано на рис. 3.4. Для приближения зависимости тока через диод как функции падения напряжения на нём 
[image: image503.wmf]V
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 чаще всего используют степенной 
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 или экспоненциальный 
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 полиномы невысокого порядка. Если эта зависимость определена, то процесс анализа нелинейной цепи с использованием пакета Mathcad становится достаточно простым, что показано на рис. 3.5.
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Рис. 3.4. Цепь, содержащая полупроводниковый диод
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Строим ВАХ диода, 

составляем нелинейное уравнение и решаем его
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Напряжение на диоде
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Напряжение на резисторе

Рис. 3.5. Анализ нелинейной цепи

На рис. 3.5 не показан процесс определения коэффициентов степенного интерполяционного полинома, которые являются решением СЛАУ вида 
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где 
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) экспоненциального полинома следует решить систему нелинейных уравнений вида
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3.1.2. решение системы нелинейных уравнений

Системой нелинейных уравнений (СНУ) называется выражение вида
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где 
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 − i−ое нелинейное уравнение n переменных. Решением СНУ является всякий вектор 
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, который при подстановке в систему уравнений, обращает его в тождество. Если ввести обозначения 
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 то СНУ можно представить в более лаконичной форме 
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, что напоминает запись ранее рассмотренного нелинейного уравнения.

В отличие от систем линейных алгебраических уравнений, для СНУ не известны прямые методы решения и поэтому всегда применяются итерационные. Один из наиболее часто используемых методов решения СНУ состоит из следующих двух этапов:

1. задаются начальным приближением к решению 
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. При этом важно, чтобы оно находилось в так называемой области сходимости (поиск которой является самостоятельной проблемой вычислительной математики), что является необходимым условием для удачного окончания второго этапа. 

2. используя один из итерационных методов, находят последующие более точные приближения к искомому решению. Итерационный процесс заканчивают на n−ом (
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) этапе при выполнении одного из двух условий (зависит от метода или от произвола пользователя): 
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Порядок использования среды Mathcad для решения СНУ состоит в следующем:

1. Определяют левые части уравнений решаемой СНУ.

2. Задают начальное приближение по каждой из компонент решения.

3. Записывают ключевое слово Given.
4. Записывают СНУ, с использованием принятых в п.1 обозначений. Здесь для записи логического знака равенства 
[image: image537.wmf] следует использовать панель инструментов Boolean (булевские операторы). 

5. Используют встроенную функцию 
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 для решения СНУ относительно переменных 
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Для определения начального приближения к решению 
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 с использованием пакета Mathcad при n=2 удобно построить трёхмерные графики функций 
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, как показано на рис. 3.6 и 3.7. Для этого сначала функции определяют (в рассматриваемом примере это f1(x1,x2) и f2(x1,x2)), а затем на панели графиков щелкают по кнопке [image: image542.png]


 для построения линий уровня. В нижнем левом углу появляющейся после этого рамки записывают имя функции (f1 или f2). В результате Mathcad строит на экране изображение, аналогичное, показанному на рис. 3.6. Для того чтобы получить искомое приближение к решению, необходимо придать линиям уровня более удобный для использования вид − левой кнопкой мыши выполнить двойной щелчок на изображении и в открывшемся меню установить:

· на вкладке QuickPlot Data желаемые диапазоны изменения независимых переменных (Range 1 и Range 1);

· на вкладке Special установить пункт Numbered (нумерация).
Одно из возможных исходных приближений для решения СНУ можно получить из рис. 3.7, а именно x1=−0.1 и x2=−0.2 − следует брать те значения независимых переменных, при которых значения обоих функций близки к нулю. Поскольку решением являются те значения независимых переменных, при которых все уравнения системы обращаются в ноль, то иногда удобно для получения приближения сконструировать некоторую вспомогательную функцию (на рис. 3.7 она обозначена как f3(x1,x2)).
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Рис. 3.6. Построение линий уровня функций двух переменных
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Рис. 3.7. Поиск исходного приближения для решения СНУ
На рис. 3.8 приведен пример уточнения решения СНУ 3-го порядка с использованием пакета Mathcad.
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Рис. 3.8. Уточнение положения корня СНУ
Те же действия можно реализовать, используя более краткую запись, показанную на рис. 3.9, которая, однако, не позволяет найти величину невязки (т. е. оценить насколько найденное приближение отличается от точного решения). Итерационный процесс прекращается, если либо 
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, где CTOL>0 – вспомогательная константа, значение которой устанавливает пользователь (по умолчанию CTOL=0.001).
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Рис. 3.9. Уточнение положения корня СНУ

Функция 
[image: image584.wmf])
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 может выполнять поиск решения СНУ тремя различными методами (сопряженных градиентов, квази-ньютоновский или Левенберга). Для выбора метода решения следует:

1. Щелкнуть правой кнопкой мыши на названии функции 
[image: image585.wmf]Find

.

2. В ниспадающем контекстном меню установить указатель мыши на пункт Nonlinear. В появившемся подменю выбрать один из трёх методов: Conjugate Gradient (сопряжённых градиентов), Quasi-Newton (квази-ньютоновский) или Levenberg-Marquardt (Левенберга).
3.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ

1. Установить формат чисел в среде Mathcad с не менее шестью значащими цифрами.

2.  Решить нелинейное уравнение (т. е. сначала отделить корни, а затем уточнить их положение с заданной точностью 
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) в соответствии с указанным преподавателем вариантом (см. таблицу 3.1), используя для уточнения положения каждого корня обе формы функции root. Сравнить формы функции root по величине невязки 
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Таблица 3.1 
	N вар.
	Вид уравнения 
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3. Для одного из корней уравнения, выполнив необходимые вычисления c точностью 
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, заполнить таблицу 3.2. Определить значение n, начиная с которого значение корня 
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 перестаёт изменяться. Ограничиться применением лишь второй формы функции root.
Таблица 3.2

	n
	N-5
	N-4
	N-3
	N-2
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4. Найти решение СНУ при 
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 (см. таблицу 3.3). Решение СНУ искать в параллелепипеде 
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. Для уточнения положения решения использовать все три метода (Conjugate Gradient, Quasi-Newton, и Levenberg-Marquardt). Результаты занести в таблицу 3.4. Сравнить методы по величине невязки (
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  Таблица 3.3 
	N вар.
	Вид СНУ
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      Таблица 3.4

	Метод
	Conjugate Gradient
	Quasi-Newton
	Levenberg-Marquardt
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5. Выполнить анализ нелинейной цепи (рис. 3.4). Искомыми являются напряжения на резисторе и диоде. Исходные данные и тип интерполяционного полинома взять из таблицы 3.5.

          










  Таблица 3.5

	N вар.
	Векторы значений
	Тип полинома
	E, 

В
	R, Ом

	
	напряжения
	тока
	
	
	

	0
	[0.2, 0.4, 0.5]-1
	[0, 0.01, 0.04]-1
	степенной
	5
	200

	1
	[0.35, 0.5]-1
	[0.04, 0.6]-1
	экспоненциальный
	10
	100

	2
	[0.4, 0.6, 0.8]-1
	[0.002, 0.007, 0.017]-1
	степенной
	3
	300

	3
	[0.5, 0.7]-1
	[0.01, 5]-1
	экспоненциальный
	20
	800

	4
	[0.2, 0.4, 0.6]-1
	[0.0, 0.1, 0.26]-1
	степенной
	40
	300

	5
	[0.4, 0.6]-1
	[0.02, 0.065]-1
	экспоненциальный
	12
	240

	6
	[0.4, 0.6, 0.8]-1
	[0.02, 0.06, 0.14]-1
	степенной
	18
	300

	7
	[0.4, 0.8]-1
	[0.01, 0.06]-1
	экспоненциальный
	1,5
	40

	8
	[0.3, 0.4, 0.5]-1
	[0.003, 0.01, 0.04]-1
	степенной
	8
	280

	9
	[0.2, 0.4]-1
	[0.0005, 0.0035]-1
	экспоненциальный
	1
	120

	10
	[0.2, 0.4, 0.5]-1
	[0, 0.01, 0.04]-1
	экспоненциальный 
	5
	200

	11
	[0.35, 0.5]-1
	[0.04, 0.6]-1
	степенной
	10
	100

	12
	[0.4, 0.6, 0.8]-1
	[0.002, 0.007, 0.017]-1
	экспоненциальный 
	3
	300

	13
	[0.5, 0.7]-1
	[0.01, 5]-1
	степенной
	20
	800

	14
	[0.2, 0.4, 0.6]-1
	[0.0, 0.1, 0.26]-1
	экспоненциальный 
	40
	300

	15
	[0.4, 0.6]-1
	[0.02, 0.065]-1
	степенной 
	12
	240


3.3. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА

1. Цель работы.

2. Текст рабочего документа с исходными данными, машинным кодом и результатами вычислений (графики не обязательны) − только в электронном виде.

3. Текст исходных заданий.

4. Найденные корни.

5. Таблицы 3.2 и 3.4.

6. Выводы по пунктам 3.2−3.4 задания.

3.4. Контрольные вопросы и задания 

1. Дайте определение нелинейного уравнения и его корня.

2. Какие нелинейные уравнения называются алгебраическими и трансцендентными?

3. В чём содержание этапов нахождения корней нелинейного уравнения?

4. Сформулируйте теорему существования корней нелинейного уравнения.

5. В чём сущность метода секущих уточнения положения корня нелинейного уравнения?

6. Представьте алгоритм метода секущих в графической и текстуальной формах.

7. Дайте определение системы нелинейных уравнений и её корня.

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 4

Применение интерполяционных методов 

для приближения ВАХ транзистора
ЦЕЛЬ РАБОТЫ

Ознакомление с особенностями выполнения интерполяции и сплайн-интерполяции с использованием пакета Mathcad.

4.1. ПОЯСНЕНИЯ К РАБОТЕ

4.1.1. Введение

Базовыми при проектировании многих радиотехнических устройств на транзисторах являются его  входная Iб(Uбэ, Uкэ) и выходная Iк(Uкэ, Iб) вольт-амперные характеристики (ВАХ), показанные на рис. 4.1, где Iб – ток базы, Uбэ – напряжение база-эммитер, Uкэ – напряжение коллектор-эммитер, Iк – ток коллектора. Поэтому вопросы приближения этих характеристик являются весьма актуальными в инженерной практике.

4.1.2. Интерполяция таблично заданной функции 

одной независимой переменной

В практике вычислений часто требуется определить значение функции f(x), определенной своими значениями f(x0), f(x1), …, f(xn) на определенном наборе точек (узлов) 
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, в некоторой промежуточной точке 
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, где i=0, 1, … , n-1. Построение функции F(x), позволяющей вычислить значение функции f(x) в точках, не совпадающих с заданным набором узлов, называется задачей интерполяции функции одной переменной. При этом f(x) называют интерполируемой, а F(x) – интерполирующей функциями. Определение значения функции f(x) для x<a или x>b, называется задачей экстраполяции. При решении этих двух задач часто используются интерполяционная формула Лагранжа для неравноотстоящих узлов, приведенная ниже
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С помощью этой формулы можно выполнить интерполяцию одной из  ветвей входной (например, для Uкэ = 5 В) или выходной (например, для Iб = 0,3 мА) ВАХ. 
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 Рис. 4.1. Входная – а) и выходная – б) ВАХ транзистора типа КТ312Б

4.1.3. Интерполяция таблично заданной функции 

двух независимых переменных

 Предположим, что на некотором наборе узлов на плоскости таблично задана функция двух независимых переменных f(x,y), определенная своими значениями f(x0, y0), f(x1, y1), f(x2, y2)…, f(xn, yn). Примерами функций двух переменных могут служить, представленные на рис. 4.1, зависимости Iб(Uкэ, Uбэ) и Iк(Uкэ, Iб). Построение функции F(x,y), позволяющей вычислить значение функции f(x,y) в точках, не совпадающих с заданным набором узлов, называется задачей интерполяции функции двух переменных. При этом f(x,y) называют интерполируемой, а F(x,y) – интерполирующей функциями. Для интерполяции таблично заданной на прямоугольной (k+1)*(m+1) сетке узлов функции двух независимых переменных можно использовать, например, интерполяционную формулу Лагранжа. Однако, при применении интерполяционных полиномов для выполнения интерполяции возможно появление явления волнистости, при котором значение интерполирующей функции между узлами сколь угодно сильно отличается (осциллирует) от значений интерполируемой функции в близлежащих узлах. Это является свойством степенного полинома. 
Так как явление волнистости не проявляется для полиномов степени три и менее, то для его преодоления используют  линейную, квадратичную или кубическую сплайн-интерполяцию. 

4.1.4. Сплайн-интерполяция

Функция одной переменной S(x), заданная на отрезке [a, b], называется сплайном порядка p, если она:

1. На каждом из частичных отрезков 
[image: image643.wmf]ii1

[x, x][a, b]

+

Î

, i = 0, 1, …, n-1 заданной степени 
[image: image644.wmf]p2

³

, то есть может быть записана как 
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2. р-1 раз непрерывно дифференцируема на [a, b]. При сплайн-интерполяции интерполируемая функция представляется набором полиномов первой, второй или третьей степени соответственно – своим для каждого из внутренних подотрезков 
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Для реализации одномерной и двумерной сплайн-интерполяции в пакете Mathcad имеются следующие функции:

· interp(vs,Mx,My,x) – возвращает значение, найденное сплайн-интерполяцией для заданных параметров vs, Mx, My и x, где Mx и My − матрицы входных данных; vs − выходной вектор функций cspline, pspline или lspline; x − вектор размерности n
[image: image647.wmf]´

1.
· cspline(Mx,My) – возвращает вектор вторых производных (первый из аргументов в функции interp(vs,Mx,My,x)) по исходным данным Mx (матрица размерности n
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1 или n
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2) и My (матрица размерности n
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1 или n
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n) для кубичного сплайна.

· pspline(Mx,My) - возвращает вектор вторых производных (первый из аргументов в функции interp(vs,Mx,My,x)) по исходным данным Mx (матрица размерности n
[image: image652.wmf]´

1 или n
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2) и My (матрица размерности n
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1 или n
[image: image655.wmf]´

n) для параболического сплайна.

· lspline(Mx,My) - возвращает вектор вторых производных (первый из аргументов в функции interp(vs,Mx,My,x)) по исходным данным Mx (матрица размерности n
[image: image656.wmf]´

1 или n
[image: image657.wmf]´

2) и My (матрица размерности n*1 или n*n) для линейного сплайна.

На рис. 4.2 для случая функции одной независимой переменной f(x) показана программа для Mathcad, реализующая кубическую сплайн-интерполяцию, а на рис. 4.3 − соответствующая программа для Mathcad, реализующая кубическую сплайн-интерполяцию для функции двух переменных.

Задаём исходные данные.

Размерность векторов X и f должна быть одинаковой.
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Формируем интерполяционный 

полином и строим его график
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Формируем вектор вторых 

производных кубического сплайна
Рис. 4.2. Реализация кубической сплайн-интерполяция функции 

одной переменной в пакете Mathcad
4.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ

1. Выполнить одномерную интерполяцию одной из средних ветвей предложенной преподавателем выходной статической ВАХ (см. таблицу 4.1) с использованием формулы Лагранжа и построить соответствующий график. 
Примечание. При построении графиков рекомендуется для уменьшения времени счета предварительно задавать диапазон и шаг изменения переменной по оси абсцисс, а также, при наличии волнистости, использовать по оси ординат логарифмическую шкалу.
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Рис. 4.3. Реализация кубической сплайн-интерполяция функции 

двух переменных в пакете Mathcad
2. Выяснить, имеет ли место явление волнистости при выполнении интерполяции, и найти значение из диапазона входных данных, при которых оно проявляется больше всего. Скорректировать исходные данные, добавив в исходные данные узел из области с наибольшим уровнем волнистости и вновь выполнить п.1. 
3. Выполнить одномерную сплайн-интерполяцию (линейную, квадратичную и кубическую) одной из ветвей выходной ВАХ. Сделать сравнительные выводы по результатам пп. 1, 2 и 3. Указать, какая из трех одномерных сплайн-интерполяций (линейная, квадратичная или кубическая) менее всего отличается от интерполируемой зависимости.
4. Выполнить двумерную сплайн-интерполяцию (линейную, квадратичную и кубическую) для выходной ВАХ. Сделать сравнительные выводы по результатам двумерной сплайн-интерполяции.
5. Аналогично п.4, выполнить последовательную двумерную сплайн-интерполяцию для входной ВАХ. При выполнении этого пункта проще и разумнее интерполировать не зависимость Iб(Uкэ, Uбэ), а зависимость Uбэ(Uкэ, Iб).
4.3. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА

1. Цель работы.
2. Текст рабочего документа с исходными данными, машинным кодом и результатами вычислений.
3. Выводы по каждому из пунктов задания.

4.4. Контрольные вопросы и задания 

1. Что такое интерполяция? 

2. Что называется интерполирующей и интерполируемой функциями?
3. Запишите интерполяционную формулу Лагранжа для функции одной переменной.
4. Что понимается под явлением волнистости?

5. Дайте определение сплайн-интерполяции для функции одной переменной.

Таблица 4.1

	N вар.
	Тип транз-ра
	Вид ВАХ

	0
	ГТ-405А,
ГТ-405В
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	ГТ122А-Б
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