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Моим сыновьям Константину 

и Филиппу посвящается.

Введение

Универсальная алгебра ( сравнительно молодая наука, изучающая поведение функций на произвольных множествах. Её основы были заложены работами Г.Биркгофа 30-х годов. Впоследствии значительный вклад в неё внесли работы А. Тарского, А.И. Мальцева, Б. Йонсона, Р. МакКензи и многих других. Возникшая на стыке математической логики и классической алгебры, универсальная алгебра, в свою очередь, оказала влияние, как на эти разделы математики, так и на более далекие области этой науки. Развитие универсальной алгебры связано не только с решением внутренних математических проблем, но и с большим числом приложений её методов и результатов в различных областях знаний от социологии до информатики. В частности, непосредственное применение универсальная алгебра нашла в программировании, в теории баз данных и ряде других областей, получивших развитие в нынешнюю эпоху широкого применения вычислительных машин. Тем не менее, круг людей, знакомых с универсальной алгеброй и владеющих её методами, довольно узок. Сам курс универсальной алгебры читается в виде спецкурсов в довольно ограниченном числе университетов. В связи с этим, смелым и новаторским шагом было решение руководства факультета прикладной математики и информатики Новосибирского государственного технического университета и, в частности, его бывшего декана проф. В.И.Хабарова о введении этого курса в обязательную программу обучения прикладных математиков НГТУ. Чтение этого курса было предложено мне и я благодарен за это руководству факультета.

Одной из проблем, с которой я столкнулся при подготовке и чтении этого курса, ( отсутствие подходящей учебной литературы на русском языке. Классический учебник А.И.Мальцева "Алгебраические системы" является в настоящее время библиографической редкостью, да и материал этой книги, написанный в 60-е годы, далеко не полностью отражает современные достижения универсальной алгебры. То же можно сказать и о имеющейся на русском языке книге П.Кона "Универсальная алгебра". Учебники А.Г.Куроша "Лекции по общей алгебре" и Л.А.Скорнякова "Общая алгебра" вопросов универсальной алгебры касаются лишь косвенно. Книга Д.М.Смирнова "Многообразия алгебр" носит скорее монографический, а не учебный характер, да и изданная малым тиражом, малодоступна студентам. На английском языке можно указать на книгу Г.Гретцера "Универсальная алгебра" и С.Барриса,

Х.П.Санкапанавара "Курс универсальной алгебры", но они велики по объёму материала и недоступны для российского студенчества. Прекрасным учебником по универсальной алгебре является книга Т.Ирингера “Общая алгебра" соответствующая по объёму университетскому курсу, но, написанная на немецком языке и практически отсутствующая в России, она также является вещью в себе для студентов НГТУ.

Эти обстоятельства и подтолкнули меня на написание учебника под тот курс универсальной алгебры, который в течение нескольких лет читается мной студентам НГТУ, специализирующимся по прикладной математике. Результат перед Вами. Безусловно, на содержании курса сказались и личные пристрастия автора в широкой области универсальной алгебры, в том числе в виде включения в содержание книги главы 3, в которой представлены результаты его исследований. Автор искренне надеется, что этот учебник послужит более широкому знакомству молодых математиков с методами и результатами близкой ему науки.

А.Пинус.

Мэдисон. Висконсин.

Февраль, 1998г.

Предисловие к третьему изданию.

В настоящем издании исправлен ряд опечаток замеченных в предыдущих изданиях, расширен круг задач и добавлена глава 4, посвященная приложениям универсальной алгебры.

А. Пинус.

Новосибирск, Россия.

Июнь, 2004 г.

Глава 1. Основные понятия универсальной алгебры.

§1. Универсальные алгебры, модели и алгебраические системы.      Эквивалентность на множестве.

Как уже сказано выше, основным предметом изучения универсальной алгебры являются множества с наборами функций, определенных на этих множествах. Однако, на протяжении всего курса важную роль будут играть не только функции на множествах, но и различные отношения, определенные на этих множествах. Мы будем предполагать известным читателю, в пределах "наивного курса" понятия множества, его элемента, подмножества, декартова и прямого произведения множеств, отображения одного множества в другое, n-местной функции и n-местного отношения на множестве, мощности множества.

На протяжении всего курса мы будем отождествлять n-местное отношение определенное на множестве А с соответствующим подмножеством n-ой декартовой степени множества А. Более точно, n-местное отношение R(x1,...,xn) на множестве А сопоставляет каждому набору элементов a1,...,an множества А элементы двухэлементного множества {И;Л}: истину, либо ложь. Если R(a1,...,an)=И, то будем говорить, что отношение R истинно на элементах a1,...,an, если R(a1,...,an)=Л, то, соответственно, ( R ложно на a1,...,an. В первом случае будем часто ограничиваться записью R(a1,...,an), во втором ( (R(a1,...,an). Каждому n-местному отношению R на множестве А мы можем сопоставить некоторое подмножество n-ой степени An множества А (как правило обозначаемое той же буквой R) и определяемое следующим образом:

(a1,...,an((R(R(a1,...,an)=И ( R(a1,...,an).

Очевидно, что это сопоставление является взаимно однозначным отображением совокупности всех n-местных отношений на множестве А на совокупность всех подмножеств n-ой декартовой степени An множества А. Как сказано выше, в дальнейшем мы, пользуясь этим сопоставлением, будем отождествлять n-местные отношения на А и подмножества множества An.

Аналогичным образом мы будем отождествлять понятие n-местной функции f на множестве А f : An( A с некоторым подмножеством gr f (n+1)-ой степени множеств A – графиком этой функции: для любых a1,...,an,b из A

f(a1,...,an)=b ( (a1,...,an,b( ( gr f ( An+1. 
Ввиду этих двух замечаний возможно сопоставление каждой n-местной функции f : An(A на множестве А некоторого (n+1)-местного отношения Rf такого, что для любых элементов a1,...,an,b  из А

f(a1,...,an)=b ( Rf (a1,...,an,b) (т.е. Rf(a1,...,an,b)=И).

Очевидно, что для различных n-местных функций f и g на множестве А отношения Rf и Rg также будут различны. Однако, далеко не любое (n+1)-местное отношение на множестве А будет иметь вид отношения Rf для некоторой функции f : An(A. Необходимым и достаточным условием для этого является функциональность отношения. 

(n+1)-местное отношение R на множестве А назовем функциональным, если имеет место условие 

( a1,...,an(A  (( b(A R(a1,...,an,b).

В дальнейшем мы довольно часто будем пользоваться стандартными сокращениями в математических текстах вида ( (для всех...), ( (существует...) и (! (существует единственный...). Таким образом, приведенное выше условие функциональности отношения R читается так: для любых элементов а1,…,аn множества A существует и единственный элемент b(A такой, что R(a1,…,an,b). Нетрудно заметить, что если R (n+1)-местное функциональное отношение на A, то существует n-местная функция f на множестве A такая, что R=Rf. Таким образом, сопоставление n-местной функции f на A (n+1)-местного функционального отношения Rf является взаимно однозначным отображением совокупности всех n-местных функций на множестве A на совокупность всех (n+1)-местных функциональных отношений на A.

 Одно- и двухместные функции и отношения, определенные на конечных (и небольших) множествах A, удобно задавать с помощью их так называемых таблиц Кэли. Проиллюстрируем это на примерах, избегая многословного и нудного описания. Пусть A={1,2,3} и функции f и g являются соответственно одно- и двухместной функциями на множестве A со следующими таблицами Кэли:

	для f:
	x
	f(x)
	, для g:
	x \ y 
	1
	2
	3

	
	1
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	1
	2
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Это будет означать, что имеют место следующие равенства:

f(1)=2, f(2)=3, f(3)=2 и

g(1,1)=1, g(2,1)=1, g(3,1)=1, g(1,2)=1, g(2,2)=2,

g(3,2)=3, g(1,3)=2, g(2,3)=1, g(3,3)=3.

Если R и Q соответственно одно- и двухместное отношения на A с таблицами Кэли

	для R
	x
	R(x)
	, для Q
	x \ y
	1
	2
	3
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	И
	
	1
	И
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	И
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	И
	И
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	Л
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то это, в свою очередь, означает, что имеют место R(1),R(3) и Q(1,1), Q(2,1), Q(2,2), Q(3,2), Q(1,3), Q(2,3), а для остальных ситуаций отношения R и Q ложны.

Перейдем теперь к определению понятий универсальная алгебра, модель, алгебраическая система. Важную роль при этом будет играть понятие сигнатуры ( списка обозначений для основных рассматриваемых (на фиксированном множестве) функций, отношений, констант. В дальнейшем мы будем, для простоты, рассматривать, как правило, лишь конечные сигнатуры, хотя это ограничение часто не является принципиальным. Под сигнатурой ( мы понимаем конечный кортеж (последовательность) элементов трех типов fi(i(r), pj (j(m), cl (l(k), где r, m, k некоторые натуральные числа, при этом каждому из элементов fi, pj будут сопоставлены некоторые положительные натуральные числа, si и qj соответственно, называемые их местностью или арностью. Итак, 

( = (
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[image: image1343.wmf]Элементы fi будем называть функциональными символами сигнатуры (, элементы pi ( предикатными символами (или символами отношений), а   cl ( константными символами сигнатуры (. Фиксация сигнатуры означает, что в дальнейшем мы будем иметь дело с si-местными фиксированными функциями на некотором множестве A, обозначаемыми как fi (i(r), с            qi-местными отношениями (предикатами) на том же множестве A, обозначаемыми как pj (j(m) и с константами (некоторыми фиксированными элементами) из A, обозначаемыми как cl (l(k). Сигнатуру ( будем называть функциональной, если предикатные символы 
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 в ней отсутствуют и предикатной ( если в ( отсутствуют символы 
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.Под алгебраической системой A=(A;(( сигнатуры ( мы будем понимать некоторое фиксированное множество A (базовое или основное множество алгебраической системы A) с фиксированным на нем набором si-местных функций fi (i(r), qj-местных отношений pj (j(m) и константами c0,…,ck (элементами множества A). Алгебраическую систему A=(A;(( будем называть универсальной алгеброй, если ее сигнатура ( функциональна или моделью, если ее сигнатура ( предикатна. Заметим так же, что константы cl в сигнатуре ( могут отсутствовать. Функции 
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 будем называть базовыми или основными или сигнатурными функциями (операциями) алгебраической системы A, отношения Pj ( 
[image: image5.wmf]A
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 - базовыми или основными или сигнатурными отношениями (предикатами) алгебраической системы A.

Приведем ряд примеров, иллюстрирующих введенные понятия.

Пусть ( = (
[image: image6.wmf]2212
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(. Первый пример алгебраической системы N=(N,(( этой сигнатуры  имеет основным множеством совокупность N={0,1,2,...,n,n+1,...} всех натуральных чисел и сигнатурные символы интерпретируются в системе N следующим образом:

для любых n,m(N

f0(n,m)=n+m, f1(n,m)=n(m, f2(n)=n+1,

P0(n,m)= И ( n ( m, c0 = 0, c1 = 1.

Мы можем на том же основном множестве N строить абсолютно иные алгебраические системы, иным образом интерпретируя сигнатурные символы. К примеру, пусть M = (N;(( и для любых n, m ( N

f0(n,m) = 0, f1(n,m) = nm, f2(n) = 2n,

P0(n,m) = И ( n и m взаимно просты, с0=0, с1=0.

[image: image1344.wmf]Другие примеры алгебраических систем этой сигнатуры получим, рассматривая, к примеру, для любого множества А алгебраическую систему A=(P(A),((. Здесь и далее P(A) будет обозначать совокупность всех подмножеств множества A. В качестве интерпретации сигнатурных символов в системе A выберем следующие: для любых B,C ( A 

f0(B,C)=B (C, f1(B,C)=B(C, f2(B)=(B.

(т.е. дополнение подмножества В в множестве А),

P0(B,C) = И ( B(C, c0=(, c1=A.

Наконец, в качестве последнего, рассмотрим следующий пример алгебраической системы сигнатуры ( : B=(B,((, где В ( совокупность всех геометрических векторов трехмерного пространства. При этом, для любых 
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Еще раз подчеркнем, что единственным ограничением при построении алгебраической системы сигнатуры ( на любом основном множестве А является то, что функциональные символы сигнатуры ( должны интерпретироваться на А функциями соответствующей арности, предикатные символы - отношениями соответствующей арности на А, а константные символы - фиксированными элементами из А.
Мы введем сейчас в наш обиход ряд алгебраических систем различных сигнатур, которые будут в дальнейшем играть принципиально важную роль при работе с произвольными универсальными алгебрами.

1. Частично упорядоченное множество ( это любая модель A=(A;(( сигнатуры ( =(
[image: image12.wmf]P

0

2

(, удовлетворяющая следующим условиям для любых элементов a, b, c из А:

1) P(a, a) - рефлексивность P,

2) из P(a, b) и P(b, a) следует, что a=b - антисимметричность P,

3) из P(a, b) и P(b, c) следует P(a, c) - транзитивность P.

Поскольку отношение P на частично упорядоченном множестве призвано интуитивно отображать сравнение элементов по принципу "больше - меньше", то в дальнейшем предикат P(x, y) будем обозначать как отношение x(y.

Примеры частично упорядоченных множеств:

I. N=(N(((, здесь отношение x(y является стандартным отношением порядка: x не превышает y;

II. R=(R;((, здесь R - совокупность всех действительных чисел и x(y - стандартное отношение порядка на R;

III.  A=(P(A);((, здесь В(С (для В,С(А) имеет место и тогда, когда В(С;

IV. C=(N|;((,здесь N|=N\{0} и n(m тогда и только тогда, когда n нацело делит m.

Далее через а<b будем обозначать ситуацию когда а(b и а(b.

Нам будет удобно, в дальнейшем, конечные (небольшие) частично упорядоченные множества (C;(( задавать с помощью диаграмм Хассе, в которых элементы множества С изображаются точками плоскости и отрезок, соединяющий точку а с точкой b, идущий сверху вниз, соответствует отношению покрываемости элемента b элементом а, т.е. ситуации: b<а и для любого с(С из b(с(а вытекает, что с=b или с=а.

В этом случае для с,d(C отношение с(d соответствует наличию ломанной идущей из точки d в точку с сверху вниз.

К примеру диаграмма Хассе:

[image: image1345.png]


                                        d                           e
                                        b                           c
                                                         a
описывает частично упорядоченное множество ({a,b,c,d,e};(( со следующей таблицей Кэли:

	
	
	x\ y
	a
	b
	c
	d
	e

	
	
	a
	И
	И
	И
	И
	И


	
	
	b
	Л
	И
	Л
	И
	И

	
	
	c
	Л
	Л
	И
	И
	И

	
	
	d
	Л
	Л
	Л
	И
	Л

	
	
	e
	Л
	Л
	Л
	Л
	И


2. Линейно упорядоченные множества или цепи это частично упорядоченные множества A=(A:P( удовлетворяющие дополнительному условию:

       4) для любых a,b(P либо P(a, b), либо P(b, a).

Из приведенных выше четырех примеров частично упорядоченных множеств два первых являются цепью, последний – не является, а третий пример есть цепь тогда и только тогда, когда А либо пусто, либо одноэлементно.

Чтобы доказать, что данное частично упорядоченное множество C=(C;(( не является цепью необходимо и достаточно указать в С пару несравнимых элементов, т.е. таких а,b(С, что ни а(b, ни b(а не имеют места. Впредь свойство несравнимости элементов а,b частично упорядоченного множества C=(C;(( будем обозначать как а||b, а ложность отношения a(b – как 
[image: image13.wmf]ab

£

/

. Таким образом, а||b – означает, что 
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3. Решеточно упорядоченные множества это частично упорядоченные множества A=(A;((, удовлетворяющие условию: для любых элементов а,b(А в A существуют их наименьшая верхняя (обозначаемая как supA(a,b) или просто sup(a,b) и наибольшая нижняя (infA(a,b) или inf(a,b)) грани. Напомним, что элемент с(А называется верхней гранью элементов а и b, если имеют место отношения а(с и b(с. Элемент с называется наименьшей верхней гранью или супремумом элементов а и b,если с верхняя грань элементов а и b и для любой верхней грани d элементов а и b имеет место неравенство с(d. Аналогично определяются понятия нижней грани и наибольшей нижней грани или инфинума пары элементов из A. Частично упорядоченное множество с приведенной на предыдущей странице диаграммой Хассе не является решеточно упорядоченным: элементы d и e вообще не имеют верхней грани, нижними гранями для них будут элементы a, b, c, но среди этих нижних граней нет наибольшей.
Очевидным образом любая цепь является решеточно упорядоченным множеством. Пример ||| частично упорядоченных множеств так же является решеточно упорядоченным множеством (причем, не являющимся цепью в случае когда А содержит более одного элемента). При этом для любых В,С(P(А) sup(B,C)=B(C и inf(B,C)=B(C.

4. Решеткой будем называть универсальную алгебру A=(A;(( сигнатуры (=(
[image: image16.wmf]22
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(, удовлетворяющую условиям 1)–4). В написании этих условий будем использовать традиционные знаки (, ( вместо f0, f1, т.е. далее вместо f0(a,b) будем писать a(b,а вместо f1(a,b) - a(b. Итак, в решетке для любых а,b,с(А должны выполнятся условия:

     1. a(a=a, a(a=a - идемпотентность операций ( и (;

     2. a(b=b(a, a(b=b(a - коммутативность операций ( и (;

     3. a((b(c)=(a(b)(c, a((b(c)=(a(b)(c - ассоциативность операций ( и (;

     4. a((a(b)=a, a((a(b)=a - поглощаемость операций ( и (.

Для любого множества А алгебра A=(P(A);((, где (=((,(( и для произвольных B,C(P(A) B(C=B(C, B(C=B(C является решеткой.

(() Если A=(A;(( решёточно-упорядоченное множество, то определим двухэлементные операции ( и ( на А следующим образом: для любых а, b из А пусть a(b=sup(a,b) и a(b=inf(a,b). Универсальная алгебра Al=(A;(,(( является решёткой. Обратно, если B=(B;(,(( произвольная решётка, то на В определим двухместное отношение 
[image: image17.wmf]£

: a(b(a(b=a  (что эквивалентно равенству a(b=b). Частично-упорядоченное множество Bord=(B;(( является решёточно-упорядоченным, причём для любых a, b из B 
[image: image18.wmf]ordord
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. Кроме того для любой решётки C и любого решеточно упорядоченного множества A имеет место равенства (Cord)l=C  и  (Al)ord=A.

В дальнейшем, работая с решётками. будем постоянно использовать отношение порядка ( на элементах решётки, определённое выше.

 5. Модулярной решёткой будем называть решётку A=(A;(,((, удовлетворяющую условию: для любых а, b, с из А 

(a(b)((b(c)=b(((a(b)(c).

Проверьте, что решётка (P(A);(,(( является модулярной для любого множества А.

 6. Дистрибутивная решётка это любая решётка A=(A;(,((, удовлетворяющая условию: для любых элементов а, b и с из А

a((b(c)=(a(b)((a(c).   

      Проверьте, что решётка (P(A);(,(( является дистрибутивной для любого множества А.

Любая дистрибутивная решётка A=(A;(,(( является модулярной.

     Действительно, пусть а, b, с из А, тогда b(((a(b)(c)= (в силу дистрибутивности A) (b((a(b))((b(c). В силу коммутативности, ассоциативности и идемпотентности операции ( имеет место цепочка равенств: 

b((a(b)=b((b(a)=(b(b)(a=b(a=a(b.

Тем самым, b(((a(b)(c = (a( b)((b(c) и модулярность дистрибутивной решётки A доказана.

   7. Булевой алгеброй называется универсальная алгебра A=(A;(( сигнатуры ( =((,(,
[image: image19.wmf]f
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,0,1( (одноместная операция 
[image: image20.wmf]f
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 обозначается далее как (: f3(a)=(a и 0, 1 – константные символы сигнатуры (), удовлетворяющая условиям:

1)  (A;(,(( ‑ дистрибутивная решётка и 

для любого а из А:

1)  0(a=a, a(1=a,

2)  a(((a)=1, a((a=0. 

Для любого множества А универсальная алгебра (P(A);(,(,(,0,1( является булевой алгеброй. Здесь под (В, для В из Р(А), понимаем теоретико-множественное дополнение множества В в множестве А и 0 отождествляем с множеством (, а 1 – c множеством А.

8. Полугруппой называется универсальная алгебра A=(A;(( сигнатуры ( =(
[image: image21.wmf]f
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( если она удовлетворяет условию ассоциативности операции f0. Далее, традиционным образом операцию f0  для полугруппы будем обозначать как умножение ( (f0(a,b)=a(b). Таким образом, универсальная алгебра A=(A; (( является полугруппой, если для любых элементов а, b, с из А имеет место равенство a((b(c)=(a(b) (c.

Через AA обозначим совокупность произвольных отображений множества А в себя. На AA определим операцию ( как обычную суперпозицию отображений. Таким образом, для f, g из AA и любого х из А имеет место равенство (f(g)(x)=f(g(x)).


Универсальная алгебра A=(AA; (( является полугруппой.

9. Группой называется универсальная алгебра A=(A;(( сигнатуры (=((,
[image: image22.wmf]1

1

f

,e( (
[image: image23.wmf]1

1

f

 ( одноместная операция на А обозначаемая далее как 
[image: image24.wmf]1

-

, то есть f1(a)=a-1 и e ‑- константный символ), если она удовлетворяет следующим условиям:

1)  (A; (( полугруппа и

 для любого а из А:

2)  a(e=e(a=a, 

3)  a(a-1=a-1(a=e.

Для произвольного множества А через Bi(A) обозначим совокупность всех взаимно-однозначных отображений множества А на себя. Таким обра​зом, Bi(A)(AA. Операцию умножения 
[image: image25.wmf]·

 на Bi(A) определим так же как и на множестве AA. Через f (1 обозначим обратное отображение к отображению f из Bi(A). Таким образом, для х, у из А f--1(x)=y(f(y)=x. Через idA обозначим тождественное отображение на А: для любого х из А idA(x)=x. Универсаль​ная алгебра (Bi(A);(,--1,idA( является группой.


Группа A=(A;(,--1,e( называется абелевой (или коммутативной) если для любых а, b из А имеет место равенство a(b=b(a.

10.  Кольцом называется универсальная алгебра A=(A;(( сигнатуры (+,
[image: image26.wmf]1
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‑- одноместная функция на А, обозначаемая далее как (, то есть f1(a)= – a, 0 – константный символ), если она удовлетворяет условиям:

1)  (A;+,(,0(  абелева группа

2)  (A; (( полугруппа и 

для любых а, b, с из А:

3)  a((b+c)=(a(b)+(a(c),

     (b+c) (a=(b(a)+(c(a). 

Пусть Z - множество всех целых чисел и операции 
[image: image28.wmf],
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 константа 0 определяются на Z как традиционное сложение, умножение, взятие проти​воположного элемента и нуль. Тогда универсальная алгебра (Z;+,(,(,0( яв​ляется кольцом.

Как неоднократно говорилось выше, основным предметом изучения универсальной алгебры являются действия различных функций на произ​вольных множествах. В этом случае конкретное представление элементов этих множеств не играет принципиальной роли. Таким образом копирование или клонирование элементов универсальной алгебры, создание алгебры-близнеца не порождает, при изучении этих алгебр, существенно новой си​туации. К примеру, рассмотрим алгебру A=({1,2,3};(( сигнатуры ( =(
[image: image29.wmf]1
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( со следующей таблицей Кэли для функции f0:

	x
	f0(x)

	1
	3

	2
	2

	3
	1


Мы переобозначим (закодируем) элемент 1 как новый элемент а, эле​мент 2 – как b, элемент 3 ( как с и рассмотрим функцию f0, определённую на множестве {a,b,c} с помощью таблицы Кэли:

	x
	f0(x)

	a
	c

	b
	b

	c
	a


В этом случае новая алгебра B=({a,b,c};((, полученная из алгебры A указанной кодировкой сохранит, очевидным образом, все родовые черты алгебры A, связанные с действием функции f0 на основном множестве алгебры. Таким образом, с точки зрения универсальной алгебры A и B представляют собой одну и ту же универсальную алгебру. Однако изучение алгебры A вместо алгебры B или наоборот может быть предпочтительнее с точки зрения наглядности, интуитивной прозрачности и так далее, связанной с конкретной природой множества {1,2,3} или {a,b,c}.

Данный подход закреплён в понятии изоморфизма, рассматриваемом нами в более общем контексте алгебраических систем, а не только универсальных алгебр. Фиксируем некоторую сигнатуру

(=(
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Пусть A=(A;(( и B=(B;(( ‑ пара произвольных алгебраических систем сигнатуры (. Пусть ( ‑ некоторая биекция основного множества А алгебры A на основное множество В алгебры B. Биекцию ( назовём изоморфизмом системы A на систему B, если выполняются следующие условия:

1)  для любого l
[image: image31.wmf]£

r, для любых элементов 
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a,...,a

 из А имеет место равенство ((fl(
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))=fl(((a1)
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(( 
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)) (здесь символ fl из левой части равенства означает функцию, интерпретирующую сигнатурный символ fl в системе A, а символ fl из правой части равенства – аналогичную функцию в системе B); 

2)  для любого l
[image: image36.wmf]£

m, для любых элементов 
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 из А, Pl(
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)=И(Pl(((a1)
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[image: image40.wmf]l

q

a

))=И (здесь как и выше символ Pl слева от равенства означает отношение, интерпретирующее сигнатурный символ Pl в системе A, а справа – в системе B);

3)  для любого l
[image: image41.wmf]£

k ((cl)=cl (здесь также левое cl означает элемент, интерпретирующий константный символ cl в системе A, а правое  cl ‑ в системе B).

Очевидно, что приведенное понятие изоморфизма и соответствует интуитивному понятию копирования алгебраических систем.

Ещё раз попытаемся проиллюстрировать понятие изоморфизма алгебраических систем сигнатуры ( =(
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( (см. рисунок).
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здесь P0(A)={a(A|P0(a)} и P0(B)={b(B|P0(b)}.

Укажем несколько конкретных примеров изоморфизма алгебраических систем.

1) Пусть алгебраические системы A=(N;(( и B=({2n|n(N};(( имеют сигнатуру ( =(
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( и таковы, что для любых a1,a2 из A, b1,b2 из B имеет место:
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Здесь +, ( и (  - традиционные сложение, умножение и отношение порядка на натуральных числах. Нетрудно заметить, что отображение (:N({2n|n(N}, определённое как ((n)=2n, является изоморфизмом алгебраических систем A и B.

      2) Пусть алгебры A=({0,1),(( и B=(P({b}),(( имеют сигнатуру ( = (
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( и таковы, что ( ‑ символы алгебры B определяются на P0({b}) условиями: для любых C,D({b}


[image: image46.wmf]012

BB

01

(,), (,), () ,

, {}.

fCDCDfCD=CDfC=C

ccb

=ÈÇØ

=Æ=


Пусть ( символы алгебры A, определяются следующими таблицами Кэли:

	
	
	для f0
	x\y
	0
	1

	
	
	
	0
	0
	1

	
	
	
	1
	1
	1


	
	
	для f1
	x\y
	0
	1

	    
	
	
	0
	0
	0

	
	
	
	1
	0
	1


	
	
	для f2
	x
	f2(x)

	
	
	
	0
	1

	
	
	
	1
	0
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Нетрудно проверить, что отображение (:{0,1}(P({b}) такое, что ((0)=(, ((1)={b} является изоморфизмом алгебр A и B.

Непосредственно проверяется следующее утверждение:

((()  а) тождественное отображение любой алгебраической системы A на себя является изоморфизмом A на A;

б) если ( ‑ изоморфизм алгебраической системы A на систему B, то обратное отображение ((1 является изоморфизмом алгебраической системы B на A;

в) если ( ( изоморфизм алгебраической системы A на B, а ( ( изоморфизм алгебраической системы B на C, то суперпозиция отображений ( и (, отображение (( является изоморфизмом алгебраической системы A на C.

Алгебраические системы A и B назовём изоморфными, если существует некоторый изоморфизм систем A на B. Эту ситуацию будем обозначать как A
[image: image48.wmf]@
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Автоморфизмом алгебраической системы A будем называть любой изоморфизм этой системы на себя.

К примеру, пусть A =(Z;((, где Z - совокупность всех целых чисел, (=(+(. Тогда тождественное отображение idZ множества Z на себя и отображение ( : Z(Z такое, что ((n)= (n являются автоморфизмами алгебры A и других автоморфизмов алгебры A не существует.

Для любой алгебраической системы A=(A;(( сигнатуры ( и любой биекции ( множества А на множество В мы можем определить систему B=(B;(( с основным множеством В так, что ( будет изоморфизмом системы A на систему B, полагая: для любых l(r, u(m, ((k и любых элементов 
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Мы закончим этот параграф более подробным рассмотрением отношения эквивалентности на произвольном множестве и конструкциями, связанными с отношениями эквивалентности.

Отношением эквивалентности на множестве А называется двухместное отношение Q удовлетворяющее следующим условиям: для любых а, b, с из А:

1) Q(a,a) ( рефлексивность Q, 

2) из Q(a,b) следует Q(b,a) ( симметричность Q,

3) из Q(a,b) и Q(b,c) следует Q(a,c) ( транзитивность Q.

Очевидно, что отношение равенства (Q(a,b) ( a = b) является отношением эквивалентности на любом множестве А. Далее будем обозначать это отношение как (A (т.е. (A (a,b) ( a = b). Отношение коллапса (или универсальное отношение) на А также является отношением эквивалентности на А (Q(a,b)=И для любых элементов а, b множества А).

Обозначим в дальнейшем это отношение как (A. Очевидно, что для любого отношения эквивалентности Q на A имеют место включения (A(Q((A.

Пусть A={0,1,2,3} и отношения Q1 и Q2 определяются на А следующими таблицами Кэли:

	
	для Q1
	x\y
	0
	1
	2
	3

	
	
	0
	И
	И
	Л
	Л

	
	
	1
	И
	И
	Л
	Л

	
	
	2
	Л
	Л
	И
	Л

	
	
	3
	Л
	Л
	Л
	И


	
	для Q2
	x\y
	0
	1
	2
	3

	
	
	0
	И
	И
	Л
	Л

	
	
	1
	И
	И
	Л
	Л

	
	
	2
	Л
	Л
	И
	И

	
	
	3
	Л
	Л
	И
	И


Убедитесь, что оба эти отношения являются отношениями эквивалентности на А.

Пусть А произвольное множество. Набор непустых подмножеств B={Bi|i(I}  назовём разбиением множества А, если выполнены следующие условия:

1) 
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2) для различных i1, i2 ( I   
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Мы покажем, что в каком-то смысле понятия отношения эквивалентности на множестве А и разбиения множества А равносильны.

Пусть Q ‑ отношение эквивалентности на А. Для любого элемента a из A классом эквивалентности Q для элемента а назовём подмножество {b(A|Q(a,b)} множества А. Будем в дальнейшем обозначать это подмножество как [a]Q или a/Q.

Покажем что совокупность попарно различных классов эквивалентности Q образует разбиение множества А. Прежде всего заметим, что в силу рефлексивности отношения Q, для любого а из А имеет место включение a([a]Q. Пусть теперь [a]Q ( [b]Q ( (. Покажем, что в этом случае [a]Q=[b]Q. Достаточно показать. что имеет место включение [a]Q ( [b]Q, тогда в силу симметричности ситуации, будет иметь место и включение [b]Q ( [a]Q а, значит, и равенство [a]Q = [b]Q. Действительно, пусть d([a]Q. Так как [a]Q ( [b]Q ( (, то найдётся элемент c([a]Q ( [b]Q. То есть имеет место Q(a,c) и Q(b,c). В силу симметричности отношения Q истинно отношение Q(c,a) и, значит по транзитивности Q, имеет место Q(b,a). Опять же в силу транзитивности Q, из Q(b,a) и Q(a,d) следует Q(b,d), что и доказывает включение d([b]Q. Как замечено выше последнего достаточно для доказательства равенства [a]Q=[b]Q.

Совокупность всех (попарно различных) классов эквивалентности по Q множества А назовём фактор-множеством множества А по отношению эквивалентности Q. Обозначать этот фактор-множество будем как 
[image: image58.wmf]A
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. Таким образом, для любого элемента х включение x(
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 равносильно тому, что для некоторого а из А x=[a]Q. Заметим, что 
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 образует разбиение множества А. Действительно, так как для любого а из А a([a]Q, то 
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. С другой стороны, как доказано выше, если для a, b из А имеет место неравенство [a]Q ( [b]Q, то[a]Q ( [b]Q = (. Это и доказывает то, что 
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 является разбиением множества А (разбиением соответствующим эквивалентности Q).

Пусть теперь B={Bi|i(I} (произвольное разбиение множества А. На А определим отношение QB следующим образом: для любых a, b из А: QB(a,b) (  существует i(I такой, что a ( Bi и b ( Bi.

Предоставим читателю самому убедиться в том, что QB является отношением эквивалентности на А и, более того, имеет место:

( ((() а) для любого отношения эквивалентности Q на А имеет место равенство Q =
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б) для любого разбиения B множества А имеет место равенство B=
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Таким образом эквивалентность, построенная по фактор-множеству относительно некоторой эквивалентности, совпадает с исходной эквивалентностью, а фактор-множество, построенное по отношению эквивалентности, порождённому некоторым разбиением, совпадает с этим разбиением.

Заметим, что разбиение 
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 состоит из одноэлементных множеств, а 
[image: image66.wmf]A

A

Ñ

 состоит из одного единственного множества А.

На совокупности Eq(A) всех отношений эквивалентности на множестве А введём отношение (, совпадающее с теоретико-множественным включением: для Q1,Q2(Eq(A) пусть Q1 ( Q2тогда и только тогда, когда Q1 ( Q2 (как подмножества множества A(A). Непосредственно замечается, что (Eq(A);(( является частично упорядоченным множеством. Более того:

((((() (Eq(A);(( решёточно-упорядоченное множество, где для любых Q1,Q2 ( Eq(A) отношение inf(Q1,Q2) определяется как пересечение отношений Q1 и Q2, рассматриваемых как подмножество множества A(A, т.е. для любых a, b из А

inf(Q1,Q2)(a,b) ( Q1(a,b) и Q2(a,b).

Наименьшая верхняя грань отношений Q1 и Q2 (sup(Q1,Q2)) в (Eq(A);(( определяется более сложным образом:

для любых a, b из А sup(Q1,Q2)(a,b) ( существует конечная последовательность a = a0,a1,a2,...,a2n-1,a2n=b (необязательно различных) элементов множества А такая, что для любого i ( n(1 имеют место Q1(a2i,a2i+1) и Q2(a2i+1,a2i+2).

Доказательство утверждения ((((() предоставляем читателю.


Решётку (Eq(A);(,((, соответствующую решёточно-упорядоченному множеству (Eq(A);((, будем называть решёткой эквивалентностей на множестве А. 

Задачи.

1. ПустьA(( частично упорядоченное множество. Определим новое двухместное отношение P на  следующим образом: для любых a,b пусть P(a,b) истинно тогда и только тогда, когда ba. Покажите, что модель (P( так же является частично упорядоченным множеством. Отношение порядка P на  называется двойственным к порядку  и обозначается как *(a*b ba). Будет ли частично упорядоченное множество двойственное к цепи (к решеточно упорядоченному множеству) само являться цепью (решеточно упорядоченным множеством)?

2. Покажите, что частично упорядоченное множество из примера IV частично упорядоченных множеств является решеточно упорядоченным. Какие числа играют роль sup(n,m) и inf(n,m) для m,n в этом частично упорядоченном множестве?

3. Докажите утверждение (() из §1.

4. Пусть L ( произвольное линейное пространство (над любым полем) и SubL ( совокупность всех подпространств пространства L. На SubL определим операции  и  : для любых L1L2SubL пусть L1L2L1L2 и L1L2 является подпространством порожденным множеством элементов L1L2 пространства L. Докажите, что SubL является модулярной решеткой.

5. Докажите, что для любого множества  решетка (( дистрибутивна.

6. Пусть L, в условиях задачи 4, двухмерное линейное пространство геометрических векторов. Докажите, что модулярная решетка (Sub L( не является дистрибутивной.

7. Докажите, что условие определяющее модулярность решетки A=(( эквивалентно следующему: для любых a,b,c, если ab, то a(bc) = b(ac).

8. Докажите, что условие определяющее дистрибутивность решетки A=  (( эквивалентно следующему: для любых a,b,c, a(bc) = (ab)(ac).

9. Является ли решетка C(, где C решеточно упорядоченное множество из примера IV частично упорядоченных множеств, модулярной, дистрибутивной?

10. Пусть B= (( произвольная решетка,  ( отношение порядка определенное на  с помощью решетки B стандартным образом. Покажите, что B*=(f0f1( ( решетка определяемая решеточно упорядоченным множеством (*(, такова, что для любых a,bf0(a,b) = abf1(a,b) = ab.

11. Пусть решетки 3 и  определяются следующими диаграммами Хассе:

 
[image: image67.png]



Докажите, что решетка  не модулярна, а решетка 3 модулярна, но не дистрибутивна.

12. На множестве  определим операции сигнатуры = (,( следующими таблицами Кэли:

	
	для 
	x\y
	0
	1
	 Для 
	x\y
	0
	1
	 для (
	x
	(x

	
	
	0
	0
	1
	
	0
	0
	0
	
	0
	1

	
	
	1
	1
	1
	,
	1
	0
	1
	,
	1
	0


Выберем для константного символа  значение , а для константного символа  ( значение . Докажите, что A = ({0,1};( является булевой алгеброй.

13. Покажите, что для полугруппы (R;(( где R ( совокупность всех действительных чисел, а операция  ( традиционная операция умножения действительных чисел, невозможно доопределить операцию (1 и константу e так, что бы универсальная алгебра (R;(,(1,e( стала группой.

14. Покажите, что для полугруппы (R;+(, где роль полугрупповой операции умножения  играет роль традиционная операция сложения действительных чисел возможно (как?) доопределить операцию (1 и константу e так, что бы универсальная алгебра (R;+,(1,e( стала группой.

15. Пусть A = (A;(1e( группа. Для произвольных элементов a,b,c выразите элементы (ab)(1, a(bc)(1, ((ab)(1((c(a(1))b))(1 через произведения элементов a, b, c, a(1, b(1, c(1.
16. Пусть A = (A;(1e( группа. Докажите, что e единственный элемент x из A такой, что для любого a ( A имеют место равенства a • x = x • a = a и для любого элемента b ( A элемент b-1 это единственный в A элемент y такой, что by = yb = e.
17. Покажите, что если множество  содержит по крайней мере три элемента, то группа Bi-1id не является абелевой.

18. Докажите утверждение (((() из §1.

19. Докажите утверждение ((((() из §1.

20. Пусть B1{BiiI и B2CjjJ разбиения множества . Сформулируйте на языке подмножеств Bi и Cj множества  отношение BB имеющее место тогда и только тогда, когда имеет место отношение QB1QB2. Опишите разбиения множества  отвечающие эквивалентностям QB1QB2  и QB1QB2 на языке подмножеств Biи Cj множества . Через Part() будем впредь обозначать совокупность всех разбиений множества . Тем самым (Part(A);(( решёточно упорядоченное множество. При этом sup(B1B2) = QB1 QB2inf(B1B2 QB1QB2. Обозначая, как обычно, sup(B1B2 как B1B2, а inf(B1B2 как B1B2 получаем решетку (Part(A);(,(( разбиений множества .

21. Докажите утверждение ((() из §1.

22. Пусть  некоторая совокупность алгебраических систем сигнатуры . Докажите, что отношение изоморфности (AB) на совокупности  является отношением эквивалентности.

23. Докажите, что частично упорядоченные множества N, R, A, C из примеров I) - IV) частично упорядоченных множеств не являются изоморфными.

24.Докажите, что для любой алгебраической системы A=(A;((  совокупность Aut A всех автоморфизмов системы A, относительно операций суперпозиции, взятия обратного отображения с константой id, образует группу.

§2. Подалгебры и теоремы представлений для групп, булевых 

алгебр,  дистрибутивных решеток.

К важнейшим понятиям универсальной алгебры относится понятие подалгебры. Пусть A=(A;(( некоторая универсальная алгебра сигнатуры (((
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,c0,...,ck(. Подмножества множества А разбиваются на два принципиально различных класса: первый ( содержащие константы c0,...,ck алгебры A и замкнутые относительно сигнатурных функций f0,...,fr и второй ( не удовлетворяющие какому-либо из этих условий. Мы говорим, что подмножество B множества А замкнуто относительно функции fi(x1,..., 
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) так же лежит в B. На подмножествах B первого типа не составляет труда определить алгебру сигнатуры ( ( наследницу алгебры A используя для интерпретации сигнатурных функций и констант сигнатурные функции и константы алгебры A. Подобную новую алгебру B((B;(( и будем называть подалгеброй алгебры A. Итак, алгебра B((B;(( является подалгеброй алгебры A=(A;(( если выполнены следующие условия: 

1) В(А; 

2) 
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 и, тем самым, для любого i ( k 
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) ( B. Здесь, как и во всех подобных случаях, индекс C у констант и функций 
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 означает, что рассматривается интерпретация константного, функционального сигнатурного символа ci, fj в алгебре C. 

К примеру, пусть ( =(+(, A=(N;+( и B = {n ( четное(n(N}, тогда B=(B;+( (и в A и в B + (  это стандартное сложение натуральных чисел) будет подалгеброй алгебры A. Легко видеть, что если С ( произвольное конечное подмножество множества N отличное от {0} или С ( совокупность всех нечетных натуральных чисел, то невозможно определить подалгебру алгебры A с основным множеством С. 

   Отношение теоретико-множественного включения ( между основными множествами подалгебр алгебры A очевидным образом является частичным порядком на множестве Sub A ( множестве всех подалгебр алгебры A. Обозначим это частично упорядоченное множество как 

Sub A =(Sub A; ((. 

Заметим, что сама алгебра A является подалгеброй алгебры A. С другой стороны, когда сигнатура ( не содержит констант, то, чисто формально, пустое подмножество ( удовлетворяет условиям 1)-3) и, тем самым, в случае бесконстантной сигнатуры ( мы будем говорить о пустой подалгебре (A алгебры A. Подалгебра A ( наибольший элемент, а подалгебра (A ( наименьший элемент частично упорядоченного множества Sub A  (последнее ( в случае бесконстантной сигнатуры). Подалгебры алгебры A отличные от A и от (A будем называть собственными подалгебрами алгебры  A.  

Для любой совокупности {Ai=(Ai;( (( i(I } подалгебр алгебры  A непосредственно проверяется, что множество 
[image: image83.wmf]A

i

iI

Î

I

 содержит все константы алгебры A и замкнуто относительно всех сигнатурных функций. Таким образом, на множестве 
[image: image84.wmf]A
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существует подалгебра алгебры A. Обозначим  эту подалгебру как 
[image: image85.wmf]A
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. Для любого i(I  имеет место включение       
[image: image86.wmf]A
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( Ai. Кроме того, для любой подалгебры C алгебры A, если для любого i(I имеют место включения  C ( Ai, то справедливо и включение  C (
[image: image87.wmf]A
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. Иначе говоря, подалгебра 
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является наибольшей нижней гранью совокупности подалгебр {Ai(i(I} в частично упорядоченном множестве SubA. В частности, для любых подалгебр B, C алгебры A 

inf (B,C)=B(C.

Пусть D ( произвольное подмножество основного множества А алгебры A и {Ai(i(I} ( совокупность всех подалгебр алгебры A основные множества которых включают в себя подмножество D. Таким образом, основное множество алгебры  
[image: image89.wmf]A
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 так же включает в себя множество D. С другой стороны, любая подалгебра B алгебры  A, включающая в себя D (одна из  Ai), будет включать в себя и подалгебру  
[image: image90.wmf]A
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. Тем самым, 
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 ( наименьшая из подалгебр алгебры  A включающая в себя множество D. Будем обозначать эту подалгебру как (D(A и назовем ее подалгеброй алгебры   A  порожденной множеством D. Заметим, в частности, что для любых подалгебр B=(B;(( и C=(С;(( алгебры A в частично упорядоченном множестве SubA имеет место равенство 

(BUC(A= sup(B,C).

Таким образом частично упорядоченное множество SubA  подалгебр алгебры  A является решеточно упорядоченным. Соответствующую решетку (SubA; (,(( мы будем обозначать тем же символом SubA, и называть решеткой подалгебр алгебры A.

Итак, ещё раз, для B=(B;(( и C=(С;(( ( SubA:

B(C=(BUC(A,

B(C=B(C.

Остановимся теперь более подробно на конструкции подалгебры порождённой данным множеством. Итак, пусть A=(A;(( и D(A. Рассмотрим подмножество D( множества А определённое следующим образом:

D( = D ( { fi(d1,..., 
[image: image92.wmf]i
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то есть D(  получается добавлением к D всех констант алгебры A и всех значений сигнатурных функций на произвольных элементах из D. Очевидно, что D(D(. Обозначим теперь множество D как D0 и для любого натурального числа n определим подмножество Dn+1 равным (Dn)(. Таким образом, мы имеем дело с неубывающей бесконечной последовательностью 

D = D0 ( D1 ( D2 ( ... ( Dn( ... ( A.

Пусть D( = 
[image: image94.wmf]D
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. Покажем, что D( замкнуто относительно сигнатурных функций алгебры A. Действительно, пусть d1,..., 
[image: image95.wmf]i
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( D(, тогда найдётся n(N такое, что d1,..., 
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( Dn. В силу определения Dn+1 = (Dn)( , имеет место включение fi(d1,..., 
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)(Dn+1 ( D(. Так же, в силу определения D1 , все константы алгебры A содержатся в D(. Тем самым, существует подалгебра алгебры A с основным множеством D(. С другой стороны, если C=(C;(( некоторая подалгебра алгебры A включающая в себя D, без труда, индукцией по натуральному n, доказываются включения Dn(C для любого n(N. Таким образом, 
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( C. Последнее означает, что D(=
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 является основным множеством наименьшей в SubA  подалгебры алгебры A содержащей множество D, т.е. 

(
[image: image100.wmf]D
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;((=(D(A.

Опишем теперь строение подалгебры порожденной множеством D в иных терминах. Для этого нам понадобиться понятие терма сигнатуры (. Пусть Х некоторое фиксированное счетное множество символов:    X={x0, x1,...,xn,...} ( множество переменных. Пусть (=(
[image: image101.wmf]0
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,c0,...,ck( ( фиксированная сигнатура. Термами сигнатуры ( будут являться конечные последовательности символов множества X(( ({(,)}. Здесь (,) ( чисто технические символы ( скобки. Понятие терма сигнатуры ( будет определяться следующей индукцией по длине терма (длина терма ( длина соответствующей последовательности символов): 

1) переменные из Х и константы сигнатуры ( являются термами сигнатуры ( ( базис индукции определяющий самые короткие термы);

2) если 
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( термы сигнатуры (, то 
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) так же терм сигнатуры ( (индукционный шаг);

3) любой терм сигнатуры ( строится за конечное число шагов согласно правилом 1), 2).

Для любого терма t сигнатуры ( определяется (опять же индукцией по построению терма) совокупность переменных Var(t) от которых зависит терм t : 

1) Var(xi) = xi,  Var(ci) = (
2) Var(fi(t1,..., 
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Таким образом, терм t зависит от переменной хi, если эта переменная в явном виде входит в запись терма t. В случае когда Var(t) = {
[image: image108.wmf]1

k

ii

x,...,x

} мы будем употреблять запись t(
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 кортеж (
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К примеру, если ( = ((,(,0,1(, то следующие последовательности символов являются термами сигнатуры (:

1) t1=(((x1+x2)(0)+(1(x3 ))(x1, здесь Var(t1)={x1, x2, x3}, т.е. t1=t1(x1, x2, x3);

2) t2=(((x1+x1)(0)+(1(x1 ))(x1, здесь Var(t2)={x1}, т.е. t2=t2(x1);

3) t3=(0(1)+(1(0), здесь Var(t3)=(.

Для удобства записи в написании этих термов как и ранее, запись +(x,y) и ((x,y). заменяется на традиционную (x+y) и (x(y).


Нетрудно убедиться, что приведенные ниже последовательности символов не являются термами сигнатуры (:

1) (x1+x2)(x1(x3;

2) (x1;

3) 
[image: image113.wmf]2
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4) 1+1+1+1.

        Каждому терму t(x1,...xn) сигнатуры ( на любой универсальный алгебре A=(A;(( этой сигнатуры соответствует термальная функция tA(
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)  обозначаемая далее просто как t(
[image: image115.wmf]1

n

ii

x,...,x

)  и определенная индукцией по построению терма: 

1) если t=t(xi)=xi , то для любого a(A t(a)=a; если t=ci, то рассматриваем t как 0-местную функцию принимающую одно и то же значение 
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2) если t(
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 ( некоторые подмножества переменных из множества {
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}), то для любых a1,...,an(A t(a1,...,an)=b, если fi(d1,..., 
[image: image122.wmf]i

s

d
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. Здесь tj(
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) ( значение термальной (более простой чем t и, тем самым, уже определенной по индуктивному предположению) функции tj(
[image: image126.wmf]j
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 принимающих соответствующие значения  из элементов a1,...,an.

       К примеру, нетрудно подсчитать, что  для термов t1 ,t2 ,t3 , из приведенных выше примеров термов, на алгебре A=(N;(,(,0,1( имеют место равенства:

1) t1(0,1,2)=0,
[image: image128.wmf]t1(2,2,3)=6 ;

2) t2(0)=0, t2(1)=1, t2(2)=4 ;

3) t3=0.

Если вместо алгебры A рассмотрим алгебру B=(P({1,2,3}); (,(,(,{1,2,3}(, т.е. алгебру с основным множеством P({1,2,3}) на котором двухместные сигнатурные функции +, (  интерпретируются как ( и ( соответственно, а константные символы 0 и 1 как ( и {1,2,3,}, то получаем  следующие равенства :

1) t1 ({1},{2,3},{1,3})={1},  t1({1,2,3},(,{1,2})={1,2,};

2) t2(A)=A  для любого A ({1,2,3}.

Индукцией по длине терма t(x1,...,xn)  нетрудно доказать, что 

(() для любой подалгебры B=(B;(( алгебры A=(A;(( и любых элементов b1,...,bn(B имеет место включение t(b1,...,bn)(B.

Таким образом  подалгебры замкнуты относительно термальных функций.

Пусть теперь D ( произвольное подмножество множества А. Определим  множество DT следующим образом:

DT={t(a1,...,an)(t(x1,...,xn) ( произвольный терм сигнатуры (, a1,...,an ( произвольные элементы из D}.

Множество DT содержит все константы алгебры A и замкнуто относительно сигнатурных функций. Действительно, если fi(x1,...,xn)(( и d1,..., 
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 множества D такие, что d1=t1(
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. При этом, можно считать, что совокупности переменных 
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 попарно дизъюнктны. В этом случае, 

fi(d1,..., 
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где  t(
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) ( терм сигнатуры (. Тем самым, действительно, fi(d1,...,
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)(DT, т.е. DT замкнуто относительно термальных функций. С другой стороны, рассматривая терм 
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 убеждаемся в справедливости включения  D(DT .


Доказанные свойства множества DT , наряду с утверждением (*), демонстрируют справедливость равенства 

(DT;( ( =(D(A
для любой алгебры A и любого ее подмножества D.


Перейдем теперь к доказательству некоторых теорем представлений для  “классических” алгебр введенных в (1 .Ряд примеров  этих алгебр представленные в том же параграфе являются достаточно естественными и наглядными: группы биекций некоторого множества самого на себя, булевы алгебры подмножеств некоторого множества и т.д. Основная цель доказываемых ниже теорем  представления и состоит в том, чтобы показать, что ряд абстрактно определенных (через свойства этих алгебр, а не через природу их элементов и сигнатурных функций) классических алгебр, с точностью до изоморфизма можно представлять как подобные наглядно устроенные алгебры. Полезность такого представления заключается в возможности использовать нашу интуицию, основанную на наглядных представлениях, при изучении произвольных абстрактно заданных алгебр.


Начнем с групп. В (1 для любого множества А была определенна группа (Bi(A);(,(1,idA( ( группа всех биекций множества А самого на себя. Обозначим далее эту группу как Sym A и будем называть ее симметрической группой множества А. Подалгебры произвольной группы будем далее именовать ее подгруппами. Имеет место следующая теорема представления для групп.

ТЕОРЕМА КЭЛИ. Для любой группы G = (G;(,(1,e( существует изоморфизм этой группы на некоторую подгруппу симметрической группы множества G.
Доказательство. Для любого элемента а из G через (a обозначим отображение  множества G в себя определенное равенством

(a(x)=a(x
для любого х(G. Так как х = a((a(1(x) = (a(a(1(x), то отображение (a, будет отображением G на G. Если (a(x) = (a(y), то 
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 и, значит, х=e(x=(a(1(a)(x=a(1((a(x)= 
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=a(1(a(y)=(a(1(a)(y=e(y=y.

Таким образом, любое отображение вида (a является биекцией множества G самого на себя, т.е. (a(Bi(G)

Так как для любого х(G   (e(x)=e(x=x,  то (e=idG.

Для любых a,b(G и любого х из G

(a(b(x)=(a(b)(x=a((b(x)=(a((b(x))=((a((b)(x)

Последнее произведение (a((b подразумевается как произведение в группе Sym G(Таким образом имеет место 

(a(b = (a((b.

В силу того, что имеют место равенства 

idG(x)=x=e(x=(a(1(a)(x=a(1((a(x)=(
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idG(x)=x=e(x=(a(a(1)(x=a((a(1(x)=(a((
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 является биекцией обратной к биекции (a , т.е. 

                                             (
[image: image150.wmf]a

-

1

 = ((a)(1.

Кроме того, если для некоторых a,b(G и любого х(G  имеют место равенства (a(x) = (b(x), то, в частности, (a(e) = (b(e) и, значит, 

a=a(e=(a(e)=(b(e)=b(e=b.
Тем самым, во-первых, совокупность {(a(a(G} являются подгруппой группы Sym G и, во-вторых, отображение ( : G ( Bi(G), определенное как 

((a) = (a
для любого a(G, является изоморфизмом группы G=(G;(,(1,e( на подгруппу ({(a(a(G};(,(1, idG( симметрической группы Sym G. Теорема доказана.

В (1 для любого множества А рассмотрена полугруппа (AA;(( всех отображений множества А в себя. Обозначим эту полугруппу далее как F(A) и будем  называть ее полугруппой отображений множества А.

Аналогично доказательству теоремы Кэли с добавлением к полугруппе единицы доказывается следующая теорема представления для полугрупп.

ТЕОРЕМА 1. Для любой полугруппы S=(s;(( существует изоморфизм этой полугруппы на некоторую подалгебру (подполугруппу) полугруппы отображений некоторого множества.
Теорема Кэли и теорема 1 позволяют при работе с произвольными группами и полугруппами интуитивно считать их элементы некоторыми биекциями, соответственно отображениями в себя, какого-либо множества.

Перейдем теперь к доказательству теоремы представления для булевых алгебр.

Для доказательства этой теоремы нам потребуется аксиома выбора, точнее некоторое утверждение, лемма Цорна, эквивалентное аксиоме выбора и играющее в алгебре важную роль.

Аксиома выбора представляет собой следующее теоретико-множественное утверждение: для любой функции F, определенной на произвольном множестве I и принимающей в качестве  значений F(i) (i(I) некоторые непустые множества, существует функция f : I ( 
[image: image151.wmf]()
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 такая, что для любого i(I f(i)(F(i), т.е. аксиомой выбора утверждается возможность одновременного (для любого i(I) выбора во множествах F(i) некоторых элементов f(i). Возможность такого выбора для конечных множеств I не вызывает сомнения. Проблематичным это становится в случае бесконечного I и произвольных непустых множеств F(i). Проблема принятия или не принятия аксиомы выбора относится к основаниям математики и не будет здесь дискутироваться. Было доказано, что аксиома выбора является  независимой  от стандартных, общепризнанных аксиом теории множеств  известных под аббревиатурой ZF-аксиом  Цермело-Френкеля, т.е. как принятие утверждения аксиомы выбора, так и принятие отрицание ее утверждения не ведут к противоречиям с аксиомами ZF. В начале этого века была широкая дискуссия вокруг возможности использования аксиомы выбора в математике, поскольку ее принятие влекло в качестве следствий некоторые парадоксальные, на первый взгляд, утверждения. Однако неприятие аксиомы выбора существенно обедняло интуитивно приемлемое содержание конкретной (не связанной с вопросами философии математики и теории множеств) математики, в том числе и алгебры. В результате аксиома выбора стала широко использоваться в конкретных математических исследованиях. Не будем чураться этого использования  и мы. 

Нам потребуется некоторое эквивалентное аксиоме выбора (относительно ZF) утверждение известное под именем леммы Цорна. Доказательство эквивалентности утверждения леммы Цорна и аксиомы выбора мы опускаем, желающие могут найти его, к примеру, в книге [4].

Для формулировки  леммы Цорна нам потребуются некоторые определения. Подмножество С некоторого частично упорядоченного множества (A;( ( называется цепью в (A;( (, если для любых a,b(C имеет место либо a(b, либо b(a. Иными словами подмножество С является цепью в (A;( ( если частично упорядоченное множество (C;( (, с порядком  индуцированным  на С порядком из (A;( (, является цепью. Как и ранее, элемент d из А называется верхней гранью для С,  если для любого b из С имеет место неравенство b(d. Элемент а частично упорядоченного множества (A;( ( называется наибольшим, если для любого b(A имеет место  неравенство b(a. Элемент а множества (A;( (  называется максимальным в (A;( (, если в А нет элементов строго больше чем а, т.е. если для любого b из А неравенство a(b влечет равенство a=b. Очевидно, что наибольший элемент частично упорядоченного множества, если он существует, единственен и является максимальным в этом множестве. В отличии от наибольших элементов множества (A;( ( число максимальных элементов в частично упорядоченном множестве неограниченно. В то же время  максимальных элементов в частично упорядоченном множестве может и не быть. Следующие примеры призваны прояснить введенные понятия.

1). В частично упорядоченных множествах (N;( ( и (N\{0};(-1( (где (  ( обычное отношение порядка на натуральных числах, а для m,n ( N\{0} отношение n (1 m означает, что n нацело делит m) нет ни максимальных, ни наибольших элементов.

2). Пусть ({1,2,3,4};(1( частично упорядоченное множество с  отношением порядка (1 определенным следующей таблицей Кэли:

	x \ y
	1
	2
	3
	4

	1
	И
	И
	Л
	Л

	2
	Л
	И
	Л
	Л

	3
	Л
	Л
	И
	И

	4
	Л
	Л
	Л
	И


Очевидно, что это множество не имеет наибольшего элемента, а элементы 2,4 являются максимальными. 

Будем говорить, что элемент а содержится в элементе b частично упорядоченного множества (A;( (, если имеет место a(b.

ЛЕММА ЦОРНА. Если любая цепь в частично упорядоченном множестве (A;( ( обладает верхней гранью, то любой элемент этого множества содержится в некотором максимальном элементе, т.е. для любого a(A существует  в А  максимальный элемент b такой, что a(b.
Рассмотрим теперь произвольную булеву алгебру B=(B;(,(,(,0,1(.  Непустое  подмножество С множества В называется фильтром булевой алгебры B, если выполняются  условия:

1) для  любого c(C и любого b(B неравенство c(b влечет включение b(C;

2) для любых c1,c2(C имеет место включение c1(c2(C;

Здесь и далее под отношением порядка ( на булевой алгебре B имеется в виду порядок определенный на B как на решетке, т.е.

a(b ( a(b = a ( a(b = b.                             

В качестве примеров фильтров в булевой алгебре B прежде всего укажем на само множество В. Кроме того, для любого элемента а из В через Fa обозначим подмножество {c(B(a(c}. Очевидно, что для любого a(B множество Fa является фильтром булевой алгебры B (главным фильтром порожденным элементом а). В данном  констенте B = F0 (т.к. для любого a(B 0(a). Фильтры булевой алгебры B отличные от B = F0  будем называть собственными фильтрами. Заметим так же, что из неравенства a(1  для любого элемента а из В следует, что любой фильтр булевой алгебры содержит единицу 1 этой булевой алгебры.

Нетрудно заметить справедливость следующего утверждения:

 (**)  Любой фильтр конечной булевой алгебры ( является главным.

С другой стороны на любой бесконечной булевой алгебре B существует неглавные фильтры. Не  доказывая в полном объеме, проиллюстрируем это на примере булевой алгебры B=(P(A);(,(,(,(,(( для бесконечного множества А. Пусть F(={C(A((C конечно}. Предоставляем читателю самому убедиться в том, что F( ( фильтр булевой алгебры B (именуемый в дальнейшем фильтром Фреше). Так же очевидно, что F( ( неглавный фильтр этой алгебры.

Пусть F(B) - совокупность всех собственных фильтров булевой алгебры B. Теоретико-множественное отношение ( является, очевидно, частичным порядком на множестве F(B). Максимальные элементы частично упорядоченного множества (F(B);(( будем называть ультрафильтрами булевой алгебры B.  

Прежде всего докажем, что любой фильтр булевой алгебры B содержится в некотором ультрафильтре. Для этого, в силу леммы Цорна, достаточно доказать, что любая цепь в частично упорядоченном множестве (F(B);((  фильтров булевой алгебры B имеет верхнюю грань. Действительно, пусть {Fi(i(I} некоторая цепь упорядоченного множества (F(B);((, т.е. Fi собственные фильтры булевой алгебры B и для любых i,j(I либо Fi ( Fj, либо Fj ( Fi. Положим F = 
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. Нетрудно заметить, что F является фильтром на B. Т.к. для любого i(I, 0(Fi, то 0(
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, т.е. фильтр F ( собственный. Очевидно, что для любого i(I Fi(F. Итак, в частично упорядоченном множестве (F(B);(( цепь {Fi(i(I} имеет верхнюю грань F, а значит, каждый фильтр булевой алгебры B содержится в некотором ультрафильтре.

Сформулируем и докажем теперь иную более конструктивную характеризацию ультрафильтров.

  ЛЕММА 1. Фильтр F булевой алгебры B является ультрафильтром тогда и только тогда, когда для любого элемента а из B выполнено ровно одно условие: либо a(F, либо (a(F.

Доказательство. Пусть F некоторый ультрафильтр булевой алгебры B. Прежде всего заметим, что ни для какого элемента а условия a(F и (a(F не могут быть выполнены одновременно. Действительно, в противном случае 0=a((a(F, что противоречит собственности фильтра F. Допустим теперь, что для некоторого элемента a(B ни а, ни (a не входят в F. Рассмотрим множество D={a(b(b(F}. Заметим, что для любых c1,c2(D элемент c1(c2 так же входит в D. Действительно, существуют b1, b2( F такие, что c1= a(b1, c2=a(b2. Но тогда, 

c1(c2=(a(b1)((a(b2)=a(((b1(a)(b2)=a(((a(b1)(b2)=

 =a((a((b1(b2))=(a(a)((b1(b2) =a((b1(b2)
и т.к. b1(b2(F то c1(c2(D. Заметим так же, что 0(D. Иначе, найдется b(F такой, что 0=a(b. Но тогда (a=(a(0=(a((a(b)=((a(a)(((a(b)=1(((a(b)= (a(b, т.е. b((a и, т.к. b(F, то (a(F.  Полученное противоречие с условием, что a(F, (a(F и доказывает требуемое: 0(D.

Пусть теперь F(={d(B(для некоторого с из D имеет место неравенство c(d}. Очевидно, что F(F( и a(F(. Предоставляем  читателю убедиться в том, что F( является собственным фильтром булевой алгебры B. При этом F( строго больше  F в частично упорядоченном множестве (F(B);((, что противоречит выбору F как ультрафильтра. Таким образом, действительно, для любого ультрафильтра F булевой алгебры B и любого элемента а из B выполняется ровно одно  из условий: либо a(F, либо (a(F.

Докажем обратное. Пусть F фильтр булевой алгебры B и для любого a(B имеет место либо a(F , либо (a(F. Допустим, что F не ультрафильтр. Тогда найдется некоторый собственный фильтр F* включающий F и отличный от него. Пусть c(F*\F, но тогда (c(F и, значит, 0=(c(c(F, что противоречит собственности фильтра F*. Лемма доказана.

Мы можем, наконец, приступить к доказательству теоремы представления для булевых алгебр. Через StB будем обозначать совокупность всех ультрафильтров булевой алгебры B.

ТЕОРЕМА СТОУНА. Для любой булевой алгебры B существует подалгебра булевой алгебры (P(StB);(,(,(,(,StB( всех подмножеств множества StB  изоморфная булевой алгебре B.

Доказательство. Отображение ((B(P(StB) определим следующим образом: для b(B ((b)={F(StB(b(F}, т.е. ((b) это совокупность всех ультрафильтров алгебры B содержащих элемент b.

В силу замеченного вслед за определением фильтров, ((0)=( и ((1)=StB.

Пусть b1, b2,(B. Покажем, что:

((b1(b2)=((b1) ( ((b2), 

((b1(b2) =((b1) (((b2),

(((b1)= StB\((b1).

Действительно, если F(((b1), то b1(F, но b1(b1(b2 и, значит, b1(b2 (F, т.е. ((b1)(((b1(b2). Точно так же имеет место включение ((b2)(((b1(b2). Включение ((b1) ( ((b2) ( ((b1(b2)  доказано. Пусть теперь F(((b1(b2) и F(((b1) ( ((b2), тогда b1(b2(F, b1(F,b2(F. В силу того, что F ультрафильтр, по лемме 1, (b1 (F , (b2(F и значит ((b1(b2)=(b1((b2(F. Включения b1(b2(F, ((b1(b2)(F противоречат лемме 1. Таким образом, ((b1(b2)(((b1) ( ((b2) и первое равенство ((b1(b2) = ((b1) ( ((b2) доказано.

Доказательство равенств ((b1(b2)= ((b1) ( ((b2), (((b1) = StB\((b1). предоставляем читателю.

Для доказательства теоремы теперь достаточно доказать, что для b1 ( b2 из B ((b1) ( ((b2).
Действительно, если b1 ( b2 , то либо b1 ((b2 ( 0, либо b2 ((b1 ( 0. Допустим первое (второе рассматривается аналогично). Тогда главный фильтр 
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 содержится в некотором ультрафильтре F и, тем самым, b1((b2(F. В этом случае b1((b2 ( b1 и, значит, b1(F, то есть F(((b1). В то же время F(((b2), т.к. в противном случае, b2(F и т.к. b1((b2(F, то 0=b1(0=b1(((b2(b2)=(b1((b2)(b2(F в противоречии с собственностью фильтра F.

Итак, действительно, доказано, что отображение ( является изоморфизмом булевой алгебры B на некоторую подалгебру булевой алгебры (P(StB);(,(,(,(,StB(. Теорема доказана.

Основной смысл утверждения теоремы Стоуна сводится к тому, что работая с произвольной булевой алгеброй, мы можем считать элементы булевой алгебры подмножествами некоторого фиксированного множества, а операции сигнатуры ( =((,(,(,0,1( ( теоретико-множественными объединением, пересечением, дополнением соответственно.

Без доказательства приведем так же следующий результат (теорему представления для дистрибутивных решеток).

ТЕОРЕМА 2. Для любой дистрибутивной решетки B существует множество А и некоторая подалгебра (подрешетка) дистрибутивной решетки (P(A);(,(( изоморфная решетке B.

Полное доказательство этого результата см., к примеру, в [5].
В  заключении параграфа сформулируем без доказательства на языке подалгебр критерии модулярности и дистрибутивности решеток. 
Решетки M3 и ( определены в задаче 12 параграфа №1.

ТЕОРЕМА ДЕДЕКИНДА-БИРКГОФА. Решетка B является модулярной тогда и только тогда, когда она не содержит подрешеток изоморфных решетке N. Решетка B является дистрибутивной тогда и только тогда, когда она не содержит подрешеток, изоморфных решеткам M3, (.

Полное доказательство этого результата можно найти в [5].
Задачи.

1. Приведите примеры бесконечного числа различных подалгебр алгебры A=(N;+(.

2. Сколько подалгебр имеет алгебра A=(P({1,2,3});(((((,(, {1,2,3}(. Укажите  все эти подалгебры.

3. Пусть A(({0,1,...,n (1};
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(, где функция f0 определена на {0,1,...,n (1} по правилу f0(m)=m+1(mod n), т.е. f0(m)=m+1 для m<n (1 и f0(n (1)=0. Найдите все подалгебры алгебры A.

4. Пусть A(({0,1,...,n (1};
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(, где функция f0 определена на {0,1,...,n (1} по правилу f0(m,k)=m+k(mod n). Найдите все подалгебры алгебры A.

5. Докажите, что в решетке (Sub A(  подалгебр алгебры A = (Z;+,-(  
[image: image157.wmf] наименьшая подалгебра ((0(;+,-(   не имеет покрытий.
6. В алгебре A((N;(( укажите наиболее простой общий вид элементов подалгебры порожденной множеством  {2,3,4}.

7. Подалгебра B алгебры A называется конечно порожденной, если существует конечное подмножество С основного множества алгебры A такое, что BA. Докажите, что в решетке SubA для любых двух конечно порожденных подалгебр B, C алгебры A подалгебра B(C так же является конечно порожденной.

8. Пусть a,b различные элементы отличные от элементов множества целых чисел Z. Сигнатура ( равна (
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(. Алгебру A=(Z({a,b};(( определим следующими  условиями: для любых m,n из Z: f0(n,m)=n+1, f0(a,n) = f0(b,n) = (n, f0(n,a) = f0(n,b) = 0, f0(a,a) = f0(b,b) = f0(a,b) = f0(b,a) = 0. Приведите примеры двух конечно порожденных подалгебр B и C алгебры A таких, что алгебра B(C не является конечно порожденной.

9. Пусть сигнатура алгебры A содержит константы c0,..., 
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. Какая подалгебра алгебры A является наименьшим элементом решетки SubA, укажите общий вид элементов этой подалгебры.

10. Докажите утверждение (*) из параграфа 2.

11. Укажите все подгруппы групп Sym{1,2} и Sym{1,2,3}.

12. Пусть ( =(+,(,0,1( и A=(Z;+,(,0,1(, где сигнатурные символы сигнатуры ( имеют традиционную интерпретацию на множестве Z всех целых чисел. Докажите, что любая термальная функция f(x) одного аргумента х на алгебре A имеет вид многочлена с натуральными коэффициентами от х.      


13. Докажите теорему 1 из параграфа 2.

14. Докажите утверждение (**) из параграфа 2.

15. Элемент а булевой алгебры B=(B;(((((,0,1( называется атомом, если a(0 и для любого элемента b(B либо a(b=a, либо a(b=0. Докажите, что элемент а является атомом булевой алгебры B тогда и только тогда, когда а минимальный элемент в частично упорядоченном множестве ненулевых элементов булевой алгебры B. Докажите, что главный фильтр Fb булевой алгебры B является ультрафильтром тогда и только тогда, когда b атом булевой алгебры B.

16. Для булевой алгебры B=(P({0,…,n-1});(,(,(,(,{0,…,n-1}( докажите, что число ее подалгебр совпадает с числом разбиений множества  {0,…,n-1}. Затем докажите изоморфизм решеток         (Sub B( и (Part {0,…,n-1};((((.
§3. Алгебраические решетки.

Предметом рассмотрения этого параграфа являются так называемые алгебраические решетки, играющие важную роль в универсальной алгебре.

Решетку B=(B;(,(( назовем полной, если любое подмножество C множества B обладает в B наименьшей верхней (sup C) и наибольшей нижней (inf C) гранью, т.е. в B существуют элементы a=sup C и b=inf C такие, что:

1) для любого с(С справедливы неравенства b(c(a и

2) для любых b1, a1(B таких, что для произвольного с(С b1(с(a1 имеют место неравенства b1(b и a(a1.

В качестве примера полной решетки укажем на решетку (P(A);(,(( для любого множества A. Действительно, если C=(Bi | i(I( ( некоторая совокупность подмножеств множества A, то sup C = 
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. С другой стороны, решетка A=(Z;(,((, где для m,n(Z m(n=min(m,n) и m(n=max(m,n) дает пример не полной решетки: само множество Z не имеет в A ни наименьшей верхней, ни наибольшей нижней грани.

Из последнего примера вытекает следующее требование к полной решетке :

любая полная решетка обладает наибольшим и наименьшим элементами. Действительно, если B=(B;(,(( полная решетка, то sup B     ( inf B ) является наибольшим ( наименьшим ) элементом этой решетки.

Далее наибольший элемент любой решетки B (если он существует) будем называть единицей этой решетки и обозначать как 1B, а наименьший - нулем 0B решетки B. Решетка обладающая единицей и нулем называется ограниченной решеткой. Таким образом, всякая полная решетка ограничена.

Следующий пример показывает, что требование ограниченности решетки слабее требования ее полноты. Пусть B=(Z;(,(( и для любых n,m(N (Z \ N) m(n=min(m,n) и m(n=max(m,n), а для n(N и m(Z \ N m(n=min(m,n), m(n=max(m,n).Проверьте, что в этой решетке B множество N не имеет наименьшей верхней, а множество Z \ N ( наибольшей нижней грани. В то же время -1=1B и 0=0B.

Большим и естественным классом полных решеток является класс решеток подалгебр SubA произвольных алгебр A. Действительно, не представляет труда убедиться в том, что:

(*) для любого множества D={C i=(Ci;(( | i(I} подалгебр алгебры A подалгебра 
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 совпадает с inf D в решетке SubA, а подалгебра (
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(A ( c sup D.

Элемент a решетки B=(B;(,(( назовем компактным, если для любого подмножества C множества B неравенство a ( sup С влечет существование конечного подмножества C1(C такого, что a ( sup C1.

Пусть B=(P(A);(,((, тогда для любого С(A имеет место равенство C=sup{{d} | d(C}. Тем самым, компактными элементами в решетке B являются конечные подмножества множества A и только они.

Выясним теперь, каковы компактные элементы в решетке SubA для любой универсальной алгебры A. Для любого множества B через P((B) обозначим совокупность всех  конечных подмножеств множества B. Подалгебра B=(B;(( алгебры A называется конечно порожденной, если существует конечное подмножество D(B такое, что B=(D(A. Для любой подалгебры C=C;(( алгебры A имеет место равенство

C = sup{(D(A | D(P((C)}.

Таким образом, если C компактна, то должна существовать конечная совокупность D1,...,Dn конечных подмножеств множества C такая, что

C = sup{(D1(A,...,(Dn(A} = (D1(...(Dn(A.

То есть C должна быть конечно порожденной подалгеброй алгебры A. Нетрудно заметить, справедливость и обратного утверждения:

(**) любая конечно порожденная подалгебра произвольной алгебры A является компактным элементом решетки SubA.

Итак, компактные элементы решетки SubA суть конечно порожденные подалгебры алгебры A.

Нетрудно заметить, что если a,b компактные элементы некоторой решетки B, то и a(b является компактным элементом этой решетки.

Решетка B=(B;(,(( называется алгебраической решеткой, если она полна и любой ее элемент является наименьшей верхней гранью какой-либо совокупности компактных элементов.

Решетка B=(P(A);(,(( является алгебраической для любого множества A. Действительно, если C(A, то справедливо равенство 

C = 
[image: image164.wmf]
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Аналогично замечается алгебраичность решетки SubA для любой универсальной алгебры A.  Пусть B=(B;(( подалгебра алгебры A, тогда очевидно равенство 

B = 
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На самом деле справедливо и обратное утверждение: любая алгебраическая решетка изоморфна решетке  подалгебр некоторой универсальной алгебры. Правда, при этом нам придется отказаться от ограничения на рассмотрение лишь  конечных сигнатур. То есть в утверждении следующей теоремы предполагается, что сигнатура универсальной алгебры может являться произвольной (не обязательно конечной) совокупностью символов.

Теорема Биркгофа-Фринка. Для любой алгебраической решетки B=(B;(,(( существует универсальная алгебра A=(A;(( такая, что B(SubA.

Доказательство. Пусть A ( совокупность всех компактных элементов решетки B. Заметим, что A((, так как элемент 0B, являющийся, очевидно, компактным элементом решетки B, должен входить в A. На совокупности P(A) всех подмножеств множества A рассмотрим операцию ( (: P(A) ( P(A): для любого C(A пусть 

(C( = {b(A| b ( sup C}.

Так как B ( полная решетка, то sup C существует и операция ( ( на P(A) определена корректно. При этом sup(C( = sup C.

Отметим следующие свойства операции ( (:

1) для любого C(A имеет место включение C((C(;

2) для любых C,D(A включение C(D влечет включение (C(((D(;

3) для любого C(A имеет место равенство ((C(( = (C(;

4) для любого C(A имеет место равенство (C( =
[image: image167.wmf]D(C)
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Справедливость свойств 1),2) очевидна в силу определения операции   ( (. Покажем справедливость свойства 3). В силу свойств 1) и 2) имеем включения C((C( и (C( (((C((. Пусть теперь d(((C((, то есть d(A и d ( sup(C( = sup C. Тем самым, d((C( и равенство ((C((=(C( доказано.

Пусть C(A, тогда для любого D(P((C) включение (D(((C( имеет место в силу свойства 2) и, тем самым, справедливо включение 
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(D((<C>. Пусть теперь d((C(, то есть d компактный элемент решетки B и d ( sup C. В силу компактности d найдется конечное подмножество D(C такое, что  d(sup D, то есть d((D((
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(R(. Последнее и завершает доказательство свойства 4) для операции ( (.

Для любого натурального n и любой последовательности 
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= (a1,...,an( элементов из A, для элемента a(({a1,...,an}( определим на A n-местную операцию 
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 следующим образом:
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Пусть сигнатура  состоит из всех попарно различных функциональных символов вида 
[image: image173.wmf]f
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 и константного символа c0. Алгебру A=(A;(( определим интерпретируя на A функциональные (-символы соответствующими функциями, а константу c0 ( нулем 0B решетки B. Покажем, что B ( SubA.

Отображение B в P(A) определим следующим образом: для любого b(B пусть ((b)=(Cb(, где Cb= {a(A | a ( b}. Прежде всего, заметим, что ((b)(SubA, т.е. что (b) содержит константу c0 и замкнуто относительно функций вида 
[image: image174.wmf],
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. Действительно, т.к. для любого b(B 0B(b и 0B(A, то 0B(Cb и, значит, 0B(((b). Рассмотрим теперь любую функцию вида 
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, где 
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= (a1,...,an( и любые элементы b1,...,bn из (b). Если a1(b1, либо a2(b2, ..., либо an(bn, то 
[image: image177.wmf],
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 (b1,...,bn)=b1(((b). В противном случае, т.е. когда a1=b1, a2=b2, ..., an=bn, 
[image: image178.wmf],
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 (b1,...,bn)=a. Но по определению 
[image: image179.wmf],
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 имеет место включение a(({a1,...,an}(=({b1,...,bn}( и, т.к. {b1,...,bn}(((b) а, значит, ({b1,...,bn}(((((b)(=((Cb((=(Cb(=((b), то a(((b). Тем самым, действительно, (b) является подалгеброй алгебры A для любого b(B.

Покажем, что для различных элементов b1, b2 из B подалгебры (b1) и (b2) так же различны. Действительно, в противном случае (
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(=((b1)=((b2)=( 
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(. Покажем, что тогда b1 ( b2. Для этого, в силу равенства b1=sup 
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, достаточно показать, что для любого d(
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, имеет место неравенство d(b2. Но если d(
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( и, значит, d(sup
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=b2. Аналогично замечается справедливость неравенства b2 ( b1, а, тем самым, и равенства элементов b1=b2 в противоречии с предположением. Итак, действительно,  является разнозначным отображением решетки B в SubA.

Покажем, что  является отображением B на SubA, то есть то, что для любой подалгебры C=(C;( алгебры A существует элемент b(B такой, что (b)=C. Так как (b)=(Cb(, то требуется доказать равенство (Cb(=C для некоторого элемента b. Положим b = sup C. Для любого d(C d ( b и d(A. Тем самым, d(Cb((Cb(. То есть C((Cb(. Обратно, пусть d((Cb(, т.е. d(sup Cb = sup{e(A | e ( b}. Но тогда, в силу компактности d, найдутся натуральное n и элементы e1,...,en из {e(A | e ( b} такие, что d ( sup {e1,...,en}. Так как каждое из ei компактно и ei ( b = sup C, то найдутся конечные подмножества Ci множества C такие, что ei ( sup Ci. Пусть C(=
[image: image188.wmf]2

1

n

i

C

-

U

={c1,...,cm}(C. Тогда d ( sup C( и, значит, d=
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 (c1,...,cm), где 
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=( c1,...,cm (. Так как C=(C;( подалгебра алгебры A, то d(C и включение (Cb((C, а вместе с тем и требуемое равенство C=(Cb(=(b) доказаны.

Заметим теперь, что  является монотонным отображением решетки B на решетку SubA, т.е. для любых b1, b2 из B неравенство b1( b2 влечет включение (b1)((b2) (неравенство (b1) ( (b2) в решетке SubA). Действительно, если b1 ( b2, то [image: image191.wmf]2
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((b2). Так же замечается, что монотонным является и 
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Утверждение теоремы о том, что  является изоморфизмом решеток B и SubA следует теперь из более общего факта:

(***)  Любое взаимно-однозначное монотонное отображение  решетки B1 на решетку B2 для которого отображение 
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 так же монотонно является изоморфизмом решеток B1 и B2.

Доказательство этого последнего утверждения, завершающего доказательство всей теоремы, предоставляется читателю.

Таким образом, алгебраические решетки, с точностью до изоморфизма, суть решетки подалгебр универсальных алгебр.


Задачи.


1. Докажите утверждение (*) из §3.

      2. Докажите, что в решеточно упорядоченном множестве (N;(( все элементы компактны, а в решеточно упорядоченном множестве  (Q;(( нет компактных элементов.

3. Докажите, что любая конечная решетка является алгебраической.

      4. Для любой булевой алгебры B пусть (F(B );(( решеточно упорядоченное множество всех фильтров (включая несобственные) этой булевой алгебры упорядоченное отношением теоретико-множественного включения. Докажите, что компактные элементы множества (F(B );(( суть главные фильтры булевой алгебры B  и что решетка соответствующая множеству (F(B);(( является алгебраической.

5. Докажите утверждение (**) из §3.


6. Пусть B=(B;,( ( решетка удовлетворяющая условию: для любого подмножества C множества B существует sup C. При этом будем считать, что sup ø = 0B . Доказать, что B полная решетка.


7. Докажите утверждение (***) из §3.

      8. Постройте примеры решеточно упорядоченных множеств  A = (A;(( и  B = (B;(( не изоморфных, но для которых существует монотонная биекция A на B.
§4. Гомоморфизмы, конгруэнции и фактор-алгебры.

В §1 было введено понятие изоморфизма, т.е. точного копирования универсальных алгебр. Теперь нам понадобится более общее понятие подобия алгебр: сохранение каких-то черт алгебры без экстремистских требований абсолюта.

Для двух алгебр A=(A;( и B=(B;( одной и той же сигнатуры (=(
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(*) Легко заметить, что для любых алгебр  A, B  и любого гомоморфизма   ( алгебры A в алгебру B (-образ алгебры A является подалгеброй алгебры B. 

Если гомоморфизм ( является отображением алгебры A на алгебру B,то назовём его эпиморфизмом.

Гомоморфизм ( алгебры  A в алгебру B является изоморфизмом тогда и только тогда, когда ( эпиморфизм и он разнозначен, т.е. для различных элементов  а, b из A их (-образы ((а), ((b) также различны.

Остановимся на примерах гомоморфизмов: 

1) A=(Z;+,(,0(, где  + и  (  традиционные сложение и вычитание целых чисел. Пусть n(N\{0} и Bn= (Zn={0,1,..., n(1};+,(,0(, где операция  +  интерпретируется как сложение по модулю n и для любых  m, k( Zn    
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Отображение (: Z( Zn определённое как ((m)= остатку от деления m на n, является гомоморфизмом алгебры A на алгебру Bn.

2) A =(P(A); (, (, (, (, A(, B(A и B=(P(B);(, (, (, (, B(. Отображение  (: P(A) ( P(B), определённое как ((C) = C(B для любого С(P(A), является гомоморфизмом алгебры A на алгебру B.

Легко заметить, что тождественное отображение алгебры A на себя является гомоморфизмом и для любых гомоморфизмов (:A(B, (:B(C их суперпозиция (( является гомоморфизмом алгебры A в алгебру C.

Индукцией по длине терма доказывается следующее утверждение:

(**) если ( ( гомоморфизм алгебры A=(A;(( в алгебру B, то для любого терма t(x1,...,xn) сигнатуры (, для любых a1,...,an из А имеет место равенство ((t(a1,..., an))=t(((a1),...,((an)).

C каждым гомоморфизмом ( алгебры A=(A;(( в алгебру B свяжем некоторое двухместное отношение ker( на множестве А именуемое далее ядром гомоморфизма ( и определённое следующим образом:

для любых а, b(A  ker((a, b) ( ((a)=((b).

Очевидно, что отношение  ker(  является отношением  эквивалентности на множестве А. Более того, оно обладает важным дополнительным свойством: для любой 
[image: image209.wmf]i

s

i

f

((, для любых e1,..., 
[image: image210.wmf]i

s

e

, d1,..., 
[image: image211.wmf]i

s

d

(A  отношения  ker((e1, d1),..., ker((
[image: image212.wmf]i

s

e

, 
[image: image213.wmf]i

s

d

) влекут отношение ker((fi(e1,..., 
[image: image214.wmf]i

s

e

), fi(d1,..., 
[image: image215.wmf]i

s

d

)). Действительно,

((fi(e1,..., 
[image: image216.wmf]i

s

e

))=fi(((e1),...,(( 
[image: image217.wmf]i

s

e

))=fi(((d1),...,(( 
[image: image218.wmf]i

s

d

))=((fi(d1,..., 
[image: image219.wmf]i

s

d

))

и, значит, ker((fi(e1,..., 
[image: image220.wmf]i

s

e

), fi(d1,..., 
[image: image221.wmf]i

s

d

)).

Отношение эквивалентности ( на основном множестве А алгебры A=(A,(( назовём конгруэнцией алгебры A, если оно обладает свойством: для любой 
[image: image222.wmf]f

i

s

i

((, для любых е1,...,
[image: image223.wmf]e

s

i

, d1,...,
[image: image224.wmf]d

s

i

(A отношения ((e1,d1),..., ((
[image: image225.wmf]i

s

e

,
[image: image226.wmf]i

s

d

) влекут отношение ((fi(e1,..., 
[image: image227.wmf]i

s

e

), fi(d1,..., 
[image: image228.wmf]i

s

d

)).

Таким образом ядро любого гомоморфизма алгебры A является конгруэнцией этой алгебры.

Верно и обратное: любая конгруэнция ( алгебры A является ядром некоторого гомоморфизма этой алгебры (естественного гомоморфизма конгруэнции (). Пусть ( ( конгруэнция алгебры A=(A; 
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, co,..., ck(. Определим фактор-алгебру алгебры A по конгруэнции ( ( алгебру 
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 следующим образом. В §1 было определено фактор множество 
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 по отношению эквивалентности (. Константы 
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 алгебры 
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 определим с помощью равенств 
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а действия функций fi(( на множестве 
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 с помощью равенств          
fi([a1](,...,[ 
[image: image237.wmf]i
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]()=[f(a1,..., 
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Заметьте, что в  силу того, что ( является конгруэнцией алгебры A, определение действий функций fi(( на множестве 
[image: image239.wmf]A

q

 корректно, т.е. не зависит от выбора конкретных элементов ai из классов эквивалентности [ai](.
Теперь нетрудно проверить, что      

(***) отображение (( алгебры A на алгебру 
[image: image240.wmf]A

q

, определённое как (((а)=[a](, будет гомоморфизмом алгебры A, ядро которого совпадает с конгруэнцией (.   

Назовём  подобное отображение (( естественным гомоморфизмом алгебры A по конгруэнции (. Непосредственно замечается, что: 

(****) а)  гомоморфизм ( алгебры A в B является  изоморфным  вложением алгебры A в алгебру B тогда и только тогда, когда  ker(=(A;

б)  для любого гомоморфизма ( алгебры A в алгебру B  гомоморфный образ ((A) алгебры B (подалгебра алгебры B состоящая  из (-образов элементов алгебры A) изоморфна фактор-алгебре 
[image: image241.wmf]A
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.

Таким образом, гомоморфные образы универсальных алгебр исчерпываются, с точностью до изоморфизма, их фактор-алгебрами.

Заметим, что для любой алгебры A алгебра 
[image: image242.wmf]A
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 изоморфна A, а алгебра 
[image: image243.wmf]A
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 ( единственная, с точностью до изоморфизма, одноэлементная  алгебра  сигнатуры (. 

Совокупность всех конгруэнций алгебры A обозначим как  ConA. Поскольку каждая конгруэнция алгебры A=(A;(( является, в частности, отношением эквивалентности на множестве А, то ConA(Eq(A). Таким образом, отношение частичного порядка ( (являющееся отношением теоретико-множественного включения на эквивалентностях множества А, рассматриваемых как подмножества множества А(А) будет отношением частичного порядка и на совокупности ConA
Непосредственно проверяется, что: 

(*****)  для любых двух конгруэнций (1,(2 на алгебре A отношение (1((2 определённое на А как: 

для b, c(A  (1((2(b, c) ( (1(b, c) и (2(b, c),

является конгруэнцией на алгебре A. Более того, (1((2= =inf((1,(2) в частично упорядоченном   множестве  (ConA; ((.

Точно также замечается, что для любой совокупности (={(i(i(I} конгруэнций на алгебре A, отношение  (( определённое как: 

для a, b(A   (((a,b) ( для любого i(I (i(a, b),

так же является конгруэнцией на A и  ((= inf ( в частично упорядоченном   множестве  (ConA; ((. 

В силу этого, если для любых (1, (2(ConA отношение (1((2 определим как

(1((2= ((,

где (={((ConA((1((  и (2((}, то (так же как и в §1 для эквивалентностей на множестве А), нетрудно заметить, что 

(1((2 = sup ((1,(2)

в частично упорядоченном множестве конгруэнций на алгебре A. Тем самым, (ConA; (,(( является решёткой ( решёткой конгруэнций алгебры A,  обозначаемой далее как ConA.

Заметим, что операции (, ( в решётках ConA и (Eq(A); (,(( совпадают на конгруэнциях алгебры A, являющихся одновременно эквивалентностями на А (см., задачу  7 этого параграфа).

Как замечено выше, для любой совокупности ( конгруэнций алгебры A,  (( является наибольшей нижней гранью совокупности ( в частично упорядоченном множестве (ConA;((. Тем самым, 

(******)  решётка ConA конгруэнций любой алгебры A является полной.

Более того, она является алгебраической. Но для доказательства этого нам понадобится понятие конгруэнции порождённой некоторой совокупностью пар элементов алгебры.

Пусть С ( некоторая совокупность пар (неупорядоченных, т.е. двухэлементных подмножеств) элементов основного множества алгебры A. Пусть (={((ConA(для любых {a, b}(C имеет место ((a,b)}. Очевидно, что конгруэнция  (( является наименьшей конгруэнцией алгебры A в решётке  ConA относительно которой любая пара элементов входящая в С эквивалентна. Назовём эту конгруэнцию конгруэнцией порождённой совокупностью С и обозначим её как (с. Конгруэнцию алгебры A порождённую некоторой конечной совокупностью С будем называть конечно порождённой конгруэнцией алгебры A. Для С={{a, b}}, конгруэнцию (с назовём главной конгруэнцией алгебры A и будем обозначать как (a,b. Таким образом, (a,b ( наименьшая конгруэнция алгебры A относительно которой элементы а и b эквивалентны.

Имеет место следующее конструктивное описание конгруэнций вида (с.

ЛЕММА  МАЛЬЦЕВА. Для любой алгебры A=(A;((, любой совокупности С пар элементов множества А и произвольных элементов a, b из А следующие условия эквивалентны: 

1) (с(a, b);                             

2) для некоторого натурального n и некоторых термов p1(x, 
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Доказательство. Пусть для некоторых термов p1(x, 
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 из А и пар {c1,d1},...,{cn,dn} из С  выполнено условие 2). Тогда, т.к. для любого 1( i(n имеет место (с(сi,di), то (с(pi(сi, 
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)). Всё это, в силу транзитивности отношения (с, и равенств а=p1(c1, 
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) и влечёт истинность отношения (с(a,b). Итак, из условия 2) следует истинность условия 1).

С другой стороны, пусть ( *={(u,v((A(A(существует натуральное n, термы p1(x, 
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 множества А и пары {c1,d1},...,{cn,dn} из С такие, что u=p1(c,
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)}. Без труда проверяется, что 
(*******) отношение ( * является конгруэнцией на алгебре A, для любой пары {c,d} из С имеет место ( *(c,d). 

Тем самым, истинность отношения (с(a,b) влечёт отношение ( *(a,b), т.е из условия 1) вытекает условие 2). Лемма доказана.

Вернёмся к рассмотрению решёток ConA для произвольных алгебр A. В силу определения конгруэнции (a,b имеет место утверждение: для любых элементов a, b из А и любой конгруэнции ( на A отношение ((a,b) влечёт неравенство (a,b ( (. 

В следствии этого, для любой конгруэнции ( алгебры A имеет место равенство ( =sup{(a,b(( (a,b)}.

Докажем, что компактными элементами решётки ConA являются конечно порождённые конгруэнции алгебры A и только они.

Действительно, если ( = 
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 и для некоторой совокупности конгруэнций (={(i(i(I} имеет место неравенство ( ( sup (, то для любого i(n 
[image: image273.wmf],

ii

ab

q

 ( ( ( sup ( = 
[image: image274.wmf]i

iI

q

q

Î

U

. По лемме Мальцева для каждого i ( n найдется конечное подмножество Сi пар элементов из множества  
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)= =sup {(j (j(I1(...(In} и компактность конечно порождённой конгруэнции ( доказана.

С другой стороны, если ( компактна, то равенство 

( = sup{ (a,b (((a,b)}

влечёт равенство

( =
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для некоторой конечной совокупности пар элементов {a1,b1},...,{an,bn} из ( т.е. конечную порожденность конгруэнции (. Итак, действительно, компактные элементы решётки  ConA  суть конечно порождённые конгруэнции алгебры A.

Таким образом, отмеченная выше полнота решётки  ConA  и равенство ( = sup { (a,b(((a,b)} доказывают алгебраичность решётки  ConA  для любой алгебры A.

Без доказательства сформулируем обратный результат.

ТЕОРЕМА ГРЕТЦЕРА-ШМИДТА. Для любой алгебраической решётки C существует универсальная алгебра A такая, что C(ConA.

Здесь, как и в теореме  Биркгофа-Фринка, не предполагается конечность сигнатуры алгебры A. Полное доказательство этого результата можно найти в [19].
Алгебру A назовём простой, если A неодноэлементна и ConA={(A,(A}, т.е. любая конгруэнция алгебры A отличная от нулевой (от равенства)  является единичной (тотальной) на A. Очевидно, что простота алгебры A эквивалентна равенству (a,b=(A  для любых различных элементов a,b алгебры A. В силу замеченного выше о том, что гомоморфные образы алгебры A исчерпываются, с точностью до изоморфизма, её фактор-алгебрами, из простоты алгебры A  следует, что её гомоморфные образы суть, с точностью до изоморфизма, ( сама алгебра A и одноэлементная  алгебра  соответствующей  сигнатуры. Обратное  утверждение, вообще говоря, не верно.

Докажем теперь несколько утверждений играющих важную роль в работе с конгруэнциями и гомоморфизмами. Прежде всего отметим, что: 

(********)  а) если ( некоторый гомоморфизм алгебры A в алгебру B,  то для любой подалгебры C алгебры A её (-образ ((C) образует подалгебру алгебры B; 

б) если ( некоторый гомоморфизм алгебры A в алгебру B, C ( подалгебрa алгебры B такая, что C(((A), то ((1(C) ( подалгебра алгебры A. 

Для любой конгруэнции ( на алгебре A и любой подалгебры B этой алгебры через B((( обозначим  
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. Очевидно, что B(((=((1(((B)), где ( естественный гомоморфизм алгебры A на фактор-алгебру 
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. В силу отмеченного выше, B((( является подалгеброй алгебры A. В этой же ситуации через ( |B  обозначим ограничение отношения ( на подалгебру B, т.е. такое отношение на элементах алгебры B, что для a,b(B ( |B(a,b)  истинно тогда и только тогда, когда истинно ((a,b). Непосредственно проверяется, что ( |B  является конгруэнцией алгебры B.

ПЕРВАЯ  ТЕОРЕМА ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ. Пусть A произвольная алгебра, B подалгебра алгебры A и ( конгруэнция алгебры A, тогда имеет место изоморфизм 
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Доказательство. Определим отображение (:B(
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 следующим образом: для любого b(B ((b)=(b(( .

По определению алгебры B((( отображение (  является отображением  на алгебру 
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. Равенство же элементов ((a) = ((b) для a,b(B  равносильно равенству (-классов (a((=(b((, т.е. тому, что истинно отношение ( |B(a,b). Непосредственно проверяется, что ( гомоморфизм алгебры B  на алгебру  
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. Теорема доказана.

Пусть теперь конгруэнции (1 и (2 алгебры A таковы, что (1 ( (2 . На алгебре  
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где а,b произвольные элементы алгебры A.

Прежде всего отметим корректность определения отношения 
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, то отношения (1(a,c) и (1(b,d) имеют место, а, значит, 

(2 (a,b) ((1(a,c) ( (2(a,b) & (1(b,d) ( (2(c,d).

Непосредственно проверяется, что отношение 
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В силу же определения алгебры 
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Тем самым, имеет место отношение 
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и проверка того, что 
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Рассмотрим теперь на фактор-алгебре 
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Заметим теперь, что для любой конгруэнции (2 алгебры A такой, что (1((2 имеет место равенство 
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Действительно, для любых а,b из А:
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Так же очевидно, что для любой конгруэнции на алгебре 
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Для любого элемента а произвольной решётки L через L((а  обозначим  множество {b(L(b(a} с индуцированными на нём операциями (, ( из решётки L. Очевидно, что L((а является подрешёткой решётки L.

Отмеченные  свойства  конгруэнций  
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 резюмируем  следующим утверждением.

ТЕОРЕМА 1. Для любой алгебры A  и любой конгруэнции ( алгебры A отображение (: 
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 на решетку ConA(((. При этом  обратное отображение   ((1 определено на ConA(((  равенством ( -1((1) = 
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Доказательство. Выше было доказано, что ( является биекцией решётки 
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 на решётку ConA((( и, что ((1 является обратным к отображению (. Очевидна так же монотонность отображений ( и ((1. Как уже замечалось, любая монотонная биекция одной решётки на другую, для которой отображение ((1 также монотонно является изоморфизмом этих решёток.

ВТОРАЯ ТЕОРЕМА ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ. Пусть (, ( конгруэнции алгебры A такие, что ( ( (. Тогда имеет место изоморфизм
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Доказательство. Определим отображение ( алгебры 
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  следующим образом: для любого (а(( (
[image: image374.wmf]A

q


(((а(()=(а((.

Непосредственно замечается, что ( является гомоморфизмом алгебры  
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Теорема доказана.

Задачи.

1. Докажите утверждение (**) из параграфа 4.

2. Пусть (  ( гомоморфизм алгебры  A=(A;(;( в алгебру B=(B; ((, t1 (x) и t2 (x) ( термы сигнатуры (, a ( элемент множества A являющийся решением уравнения t1 (x) = t2 (x) (в алгебре A). Тогда элемент ( (a) является также решением этого уравнения (в алгебре B).     

3. Докажите, что существует лишь два гомоморфизма алгебры A=(Z;+;((  в себя: (0 и (1 , где 

(0(n)=0 для любого n(Z и

(1(n)=n для любого n(Z.

4. Докажите утверждение (*) из параграфа 4.

5. Докажите корректность определения фактор-алгебры A по конгруэнции ( и утверждение (***) из параграфа 4.

6. Докажите, что все гомоморфные образы алгебры A из примера 1 гомоморфизмов алгебр изоморфны либо A, либо некоторой алгебре вида Bn(n(N\{0}) из того же примера. Для этого опишите все возможные конгруэнции алгебры A.

7. Докажите утверждение (****) а) и б) из параграфа 4.

8. Пусть (1, (2(Con A для некоторой алгебры A. Докажите, что отношения (1(Eq(2 и (1(Con(2, где (Eq,  (Con  операции соответственно в решётках  (Eq(A);(,(( и ConA, совпадают. То есть решетка  ConA является подрешеткой
 решетки (Eq A;(,((.
9. Докажите утверждение (*****) из параграфа 4.

10. Докажите утверждение (******)  из параграфа 4.

11. Докажите утверждение (*******)  из параграфа 4.

12. Докажите, что для алгебры A=(Z;+,-(, для любых m,n(Z справедливо равенство

(0,n( (0,m=(0,НОД (n, m), (0,n  ( (0,m=(0,НОK (n, m),
где НОД(n, m) ( наибольший общий делитель чисел n и m, а НОК  (n, m) ( наименьшее общее кратное этих чисел.
13.  Докажите простоту следующих алгебр: 

1) решётка М3 (диамант) со следующей диаграммой  Хассе:                                             

[image: image380.png]



M3 

2) для любого простого числа p(N алгебры        Ap=(Zp={0,1,...,p(1};+(, где + ( сложение по модулю p;

3) любое поле (коммутативное кольцо с единицей в котором каждый ненулевой элемент имеет обратный).

14. Докажите утверждение (********)  а) и б) из параграфа 4.

15. Для любой решетки B = (L;(,((, любых ее элементов a,b,c и любой конгруэнции  ( на B докажите следующие импликации
( (a,b)( ( (a ( b,a ( b),

( (a,a ( b)( ( (b,a ( b),

( (a,a ( b)( ( (b,a ( b),
a ( c (  b и ( (a,b)( ( (a,с) и ( (b,с).
16. Постройте диаграмму Хассе для решетки Con N, где N (пентагон) решетка с диаграммой:
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17.Пусть алгебра A = (N; f03( такова, что
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Докажите, что для любой конгруэнции ( на A отличной от ( существует n( N такое, что [0]( = {0,…,n-1}, а для m ( n [m]( = {m}. Верно и обратное: для любого n эквивалентность ( определенная разбиением {{0,…,n-1}, {m} | m ( n} множества N является конгруэнцией алгебры A.  В силу этого любой гомоморфный неодноэлементный образ алгебры A  изоморфен ей самой, но простой алгебра A  не является.

18.  Пусть B  =  (B;(,(,(,0,1( произвольная булева алгебра и F некоторый фильтр этой алгебры. Отношение (F на B  определим следующим образо: для a,b ( B пусть (F (a, b) тогда и только тогда, когда ( ((a ( ( b) ( (b ( ( a)) ( F. Докажите, что (F является конгруэнцией на булевой алгебре B. Докажите, что для любой конгруэнции ( на B множество [1]( является фильтром и 
[image: image383.wmf][1]
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qq
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. Докажите, что отображение (: F = (F (B); (,(( ( Con B, где F (B) совокупность всех (включая несобственные) фильтров алгебры  B на решетку Con B определенное равенством ( (F) = (F  является изоморфизмом решетки F  на решетку Con B.
19. Пусть G  =  (G;•,-1,e( произвольная группа. Подгруппу  (B;•,-1,e( группы G  назовем нормальной, если для любого b ( B и любого элемента a из G элемент  a-1ba снова входит в B. Докажите, что для любых двух нормальных подгрупп B1, B2 группы G их пересечение B1 ( B2 также яляется нормальной подгруппой группы G. Докажите, что для любых двух нормальных подгрупп   B1, B2 группы G существует наименьшая (относительно теоретико-множественного включения) нормальная подгруппа группы G включающая в себя подгруппы B1 и B2. Тем самым, совокупность N(G) всех нормальных подгрупп группы G является решеточно упорядоченным множеством относительно теоретико-множественного включения. Для любой конгруэнции ( на группе G докажите, что класс [e](  является нормальной подгруппой группы G. Для любой нормальной подгруппы B группы G  на G определим отношение (B следующим образом: для a,b ( G пусть (B (a,b) тогда и только тогда, когда         a(1b ( B. Докажите, что отношение (B  является конгруэнцией на группе G. Исходя из этого докажите, что отображение                          ( : N(G) ( Con G определенное как ( (B) = (B  является изоморфизмом решетки (N (G);(,(( всех нормальных подгрупп группы G  на решетку ее конгруэнций. 
((( Прямые и подпрямые произведения, ультрапроизведения. 

      Операторы на классах алгебр.

В предыдущих параграфах мы уже рассматривали некоторые способы построения новых алгебр исходя из имеющихся: образование подалгебр и фактор-алгебр. В настоящем параграфе мы рассмотрим еще ряд подобных конструкций.

Пусть {Ai=(Ai;(((i(I} некоторая совокупность алгебр одной и той же сигнатуры (. Через 
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 определим интерпретацию символов сигнатуры ( следующим образом:

для константных символов cj из ( положим cj(i)= 
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Определяя подобным образом (-символы на множестве 
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;( сигнатуры (, именуемую далее прямым произведением алгебр  Ai (i(I)  и обозначаемую как 
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 будем называть так же декартовым произведением алгебр Ai (i(I) и обозначать ее как 
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 в этом случае будем обозначать кортежами (g(i1),...,g(in)(. 

С прямым произведением 
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 алгебр Ai (i(I) связаны естественные гомоморфизмы (i алгебры 
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 на алгебры Ai именуемые в дальнейшем проекциями алгебры 
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(i(g)=g(i)

для любого g( 
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 справедливо следующее равенство 

inf ({(i( i(I})= 
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Действительно, если inf ((i(i(I}= (, то для любых g,h( 
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, ( (g,h) влечет отношение (i(g,h), т.е. равенство g(i)=h(i) для любого i(I. Таким образом, действительно, ( (g,h) ( g=h. 

С другой стороны для любых различных i,j из I 

(i((j = 
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Действительно, пусть g1,g2(
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Тогда имеют место отношения (i(g1,h) и (j(h,g2) и, значит, (i((j(g1,g2). Равенство  (i((j=
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тем самым доказано.

Пусть K некоторый класс (совокупность) универсальных алгебр фиксированной сигнатуры и алгебры Ai (i(I) разложимы в прямые произведения K-алгебр, т.е. существуют множества (i (i(I) и алгебры Aij (i((i) из K такие, что Ai=
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. Тогда прямое произведение алгебр Ai само изоморфно некоторому прямому произведению K-алгебр. Действительно, пусть S={(i.j((i(I, j((i} и ( ( отображение алгебры 
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, i(I, j((i имеет место равенство 

((g)((i,j()=g(i)(j).

Нетрудно заметить, что ( является изоморфизмом алгебры 
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Остановимся теперь на условиях, когда алгебра A разложима в нетривиальное прямое произведение, т.е. когда алгебра A изоморфна прямому произведению не одноэлементных алгебр. 

Пусть A
[image: image421.wmf]@

A1(A2, где A1 и A2 неодноэлементны. Более того, будем считать, что A = A1(A2. Пусть (1 и (2 ядра проекций (1 и (2 алгебры A на алгебры A1 и A2 соответственно. В силу замеченного выше, 

(i ((j = (A, (i ( ( j= (A,

а в силу неодноэлементности алгебр A1 и A2, (1 и (2 отличны от (A и (A.

Введем понятие произведения  R1(R2
[image: image422.wmf] двух двухместных отношений R1 и R2 на множестве А : для любых a,b(A R1(R2(a,b) тогда и только тогда, когда существует c(A такой, что R1(a,c) и R2(c,b).

Отметим, что если ( отношение эквивалентности, то для любого отношения R на A имеют место равенства и включения 

( (( = (, R(( (R, R(R((.

В силу определения, произведение отношений обладает свойством ассоциативности, т.е. для любых двухместных отношений R1,R2,R3 на множестве А справедливо равенство : 

R1(( R2(R3)=( R1(R2)(R3.

В дальнейшем, в силу ассоциативности операции ( в произведении нескольких отношений R1,...,Rn на множестве А мы будем опускать скобки и записывать его просто как 

R1(R2... (Rn.

Нетрудно доказать, что 

(*) если (1,(2(ConA, то имеет место равенство 

(1((2 =
[image: image423.wmf]\{0}
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где для четных i(N\{0} ( i есть (1, а для нечетных i ( ( i = (2.

Конгруэнции (1, (2 алгебры A назовем перестановочными, если имеет место равенство

(1((2 = (2((1.

Заметим что в этом случае, в случае перестановочности конгруэнций (1, (2, любое произведение отношений из (*) (1 ((2 (...((n равно отношению (1((2=(2((1. Таким образом, если (1 и (2 перестановочны, то 

(1((2 = (1((2.

Вернемся к алгебре A=A1(A2 разложимой в нетривиальное прямое произведение. Покажем перестановочность ядер (1,(2 проектирования алгебры A на алгебры A1 и A2. Действительно, достаточно доказать, что (1((2=(A (в силу симметрии будет иметь место и равенство (2((1=(A). Пусть (a1,a2(, (b1,b2( элементы алгебры A1(A2 (здесь a1,b1(A1 и a2,b2(A2). Пусть c = (a1,b2( элемент из A1(A2. Тогда, очевидно, что (1((a1,a2(, (a1,b2() и (2((a1,b2(, (b1,b2(), т.е. (1((2((a1,a2(, (b1,b2(). Равенство (1((2=(A доказано. 

Имеет место

ТЕОРЕМА 1. Алгебра A разложима в нетривиальное прямое произведение тогда и только тогда, когда на A существуют перестановочные конгруэнции (1,(2 отличные от (A и (A и такие, что (1((2=(A, (1((2=(A.

Доказательство. Необходимость существования подобных конгруэнции (1 и (2 для разложимости алгебры A в нетривиальное прямое произведение отмечена выше. Покажем достаточность этих условий. Положим A1=
[image: image424.wmf]1
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 и A2=
[image: image425.wmf]2
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. В силу того, что (1, (2 отличны от (A, алгебры A1 и A2 неодноэлементны. Рассмотрим теперь отображение ( алгебры A в алгебру A1(A2 определенное следующим образом :

((a) = 
[image: image426.wmf][
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Докажем, что ( изоморфизм алгебры A на алгебру A1(A2. 

Разнозначность ( следует из равенства (1((2=(A. Так как ((a) = ((1(a),(2(a)(, где (1, (2 естественные гомоморфизмы алгебры A на алгебры 
[image: image427.wmf]1
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 и 
[image: image428.wmf]2
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, то ( очевидным образом будет гомоморфизмом. Таким образом, остается лишь заметить, что ( есть отображение A на алгебру A1(A2. Пусть b1=
[image: image429.wmf]1
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(A1 и b2=
[image: image430.wmf]2
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(A2, где b1,b2(A. Так как (1((2=(A, то найдется элемент c(A такой, что имеют место отношения (1(d1,c) и (2(c,d2), т.е. 
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=b2. Тем самым, ((c)=(b1,b2(, а, значит, ( ( изоморфизм алгебры A на алгебру A1(A2. Теорема доказана. 

В качестве следствия отметим, что любая алгебра, решетка конгруэнций которой является линейно упорядоченной, в частности любая простая алгебра, неразложима в нетривиальное прямое произведение. 

Пусть теперь A подалгебра прямого произведения 
[image: image435.wmf]i
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 алгебр Ai (i(I). Если для любого i(I (i(A)=Ai, то алгебра A называется подпрямым произведением алгебр Ai (i(I). Через (i( (i(I) обозначим конгруэнции      (i (A алгебры A, т.е. ядра гомоморфизмов (i алгебры A на алгебры Ai (i(I). 

Так же как и выше нетрудно заметить справедливость равенства

inf ({(i((i(I})=(A.

На самом деле это равенство является критерием представимости (изоморфности) алгебры A подпрямым произведением алгебр 
[image: image436.wmf]A
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 (i(I). Действительно, если конгруэнции (i (i(I) алгебры A таковы, что 

inf ({(i(i(I}) = (A,

то рассмотрим отображение ( алгебры A в алгебру 
[image: image437.wmf]i
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 определенное следующим образом: для любого a(A и любого i(I  

((a)(i)= 
[image: image438.wmf][
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Нетрудно заметить, что ( является изоморфизмом алгебры A на некоторую подалгебру алгебры 
[image: image439.wmf]i
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. Причем, т.к. для любого a(A и любого i(I (i(((a)) = 
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, то алгебра ((A) является подпрямым произведением алгебр 
[image: image441.wmf]i

A

q

.

Алгебра A называется подпрямо неразложимой,  если для любого изоморфизма ( алгебры A с подпрямым произведением B каких-либо алгебр Ai (i(I), найдется i0(I такое, что отображение 
[image: image442.wmf]0
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( является изоморфизмом. Изоморфизм алгебры A и некоторого подпрямого произведения каких либо алгебр будем называть далее подпрямым представлением алгебры A. 

ТЕОРЕМА 2. Алгебра A подпрямо неразложима тогда и только тогда, когда для любой совокупности конгруэнций (i (i(I) алгебры A равенство inf ({(i(i(I})=(A влечет равенство 
[image: image443.wmf]0

i

q

=(A для некоторого i0(I.
Доказательство. Предположим, что A подпрямо неразложимая алгебра и совокупность {(i(i(I} ее конгруэнций такова, что

inf ({(i( i(I}) = (A.

Определяя для любого a(A элемент ((a) алгебры 
[image: image444.wmf]/
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 равенствами 

((a)(i) = 
[image: image445.wmf][
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получаем изоморфное вложение алгебры A в алгебру 
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[image: image447.wmf] являющееся подпрямым представлением алгебры A. В силу подпрямой неразложимости алгебры A, для некоторого i0(I гомоморфизм 
[image: image448.wmf]0
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( является изоморфизмом, а это равносильно тому, что 
[image: image449.wmf]0
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Пусть теперь для алгебры A выполнено конгруэнц-условие из формулировки теоремы и допустим, что ( ( подпрямое представление алгебры A, т.е. ( ( изоморфное вложение алгебры A в алгебру 
[image: image450.wmf]i
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 такое, что для любого i(I  (i((A)=Ai. Через (i обозначим ядра гомоморфизмов (i(. В силу того, что ( ( изоморфное вложение, имеет место равенство

inf ({(i(i(I}) = (A.

Но тогда, в силу предположений о A, имеет место равенство 
[image: image451.wmf]0
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= (A для некоторого i0 из I. Гомоморфизм (i( алгебры A на алгебру 
[image: image452.wmf]0
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 с нулевым ядром (равным (A) является изоморфизмом. Теорема доказана.

Пусть теперь A произвольная подпрямо неразложимая алгебра. Пусть {(i(i(I} ( совокупность всех конгруэнций алгебры A отличных от (A (ненулевых). В силу утверждения теоремы 2

inf ({(i(i(I})((A.

Но тогда inf ({(i(i(I}) ( это наименьшая ненулевая конгруэнция алгебры A. Наименьшую ненулевую конгруэнцию алгебры (если таковая существует) назовем монолитом алгебры. Итак, любая подпрямо неразложимая алгебра A обладает монолитом. Опираясь на теорему 2 непосредственно проверяется и обратное: алгебра имеющая монолит является подпрямо неразложимой. Таким образом наличие монолита ( родовой признак подпрямой неразложимости алгебр.


Важная роль подпрямо неразложимых алгебр в общей теории универсальных алгебр определяется следующим утверждением.

ТЕОРЕМА БИРКГОФА О ПОДПРЯМЫХ РАЗЛОЖЕНИЯХ. Любая алгебра A изоморфна подпрямому произведению подпрямо неразложимых алгебр. 

Доказательство. Для любых различных элементов a, b из A, пусть (a,b=(((ConA((a(( ( (b((}. Совокупность (a,b непуста, т.к. (A((a,b. Рассматривая традиционный порядок ( на совокупности (a,b замечаем, что любая цепь С из ((a(b; (( имеет в (a,b верхнюю грань. Действительно, пусть ( (sup ( в решетке ConA. Тогда ( ((a,b, т.к. иначе, в случае, если ( (a,b) истинно, то найдется конечная совокупность конгруэнций 
[image: image453.wmf]1

i

q

,...,
[image: image454.wmf]n

i

q

 из С и элементы c0=a, c1,..., cn=b алгебры A такие, что имеют место отношения 
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 (cn(1,cn). Так как С ( цепь, то найдется конгруэнция, скажем 
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, наибольшая среди конгруэнций {
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 (cn(1,cn) влечет отношение 
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 (c0,cn), т.е. 
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 (a,b). Полученное противоречие и доказывает, что ( =sup C((a,b. наличие для каждой цепи в частично упорядоченном множестве  ((a,b;(( верхней грани, по лемме Цорна, влечет наличие в ((a,b;(( максимального элемента. Пусть (a,b ( одна из таких конгруэнций алгебры A. Итак, в силу включения (a,b((a,b, 
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 и для любой конгруэнции ( большей чем (a,b имеет место равенство [a]( = [b](, т.е. (a,b ((. 

Рассмотрим алгебру 
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. В силу утверждений теоремы 1 из ((, конгруэнция 
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 является монолитом алгебры 
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, а сама алгебра 
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 ( подпрямо неразложима. 

Докажем теперь равенство inf ({(a,b(a,b(A и a(b})=(A.

Допустим противное, пусть c(d элементы из A такие, что 

inf ({(a,b(a,b(A и a(b})(c,d).

Но тогда имеет место и отношение (c,d(c,d), что противоречит определению конгруэнции (c,d. 

Доказанное равенство

inf ({(a,b(a,b(A и a(b})=(A, 

как замечалось выше, влечет, что отображение ( алгебры A в алгебру 
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, будет подпрямым представлением алгебры A. Подпрямая неразложимость алгебр 
[image: image473.wmf],
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  влечет утверждение теоремы.  
Следующий результат, приводимый без доказательства, более конструктивно описывает строение подпрямых произведений двух алгебр в некоторых ситуациях.

ТЕОРЕМА ФЛЕЙШЕРА. Пусть все конгруэнции алгебры A перестановочны. Тогда, если ( ( изоморфизм алгебры A в алгебру A1(A2 и ((() подпрямое произведение алгебр A1 и A2, то существуют алгебра A’ и гомоморфизмы (i алгебр Ai на алгебру A’ такие, что 
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Полное доказательство этого утверждения см., к примеру, в [ ].

В  (2 было определено понятие ультрафильтра булевой алгебры. Пусть Ai (i(I) некоторая совокупность алгебр фиксированной сигнатуры ( и F некоторый ультрафильтр булевой алгебры (P(I);(((((((,I(. Будем называть F ультрафильтром на множестве I. Для любых элементов g1, g2 прямого произведения 
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 алгебр Ai под экволизатором элементов g1, g2 будем понимать следующее подмножество [[g1=g2]] множества I: 

[[g1=g2]] = { i(I(g1(i)=g2(i)}.

На прямом произведении 
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алгебр Ai  определим двухместное отношение ( F следующим образом: для g1, g2(
[image: image477.wmf]i
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( F(g1,g2) ( [[g1=g2]] ( F.

Покажем, что отношение ( F является конгруэнцией на алгебре 
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. Так как [[g1=g2]]=I(F, то отношение ( F рефлексивно. Если ( F(g1,g2), то [[g1=g2]]= =[[g2=g1]], тем самым ( F(g2,g1) и отношение ( F симметрично. Если ( F(g1,g2) и (F(g2,g3), то [[g1=g2]], [[g2=g3]](F. Но тогда, [[g1=g2]]([[g2=g3]](F и, т.к. [[g1=g3]]([[g1=g2]]([[g2=g3]], то [[g1=g3]](F. Тем самым, ( F(g1,g3) и доказано, что отношение ( F транзитивно. 

Пусть теперь 
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и имеют место отношения ( F(g1,h1),..., ( F(
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]](F. Следующее включение очевидно в силу определения экволизатора:

[[g1=h1]](...([[ 
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Тем самым, [[fi(g1,...,
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)). Доказательство того, что ( F является конгруэнцией алгебры  
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  завершено. 

Алгебру  
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i

iI

q

Î

Õ

A

 назовем ультрапроизведением алгебр Ai(i(I) по ультрафильтру F и будем обозначать далее как 
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i

iI

Î

Õ

A

. 

Пусть К некоторый класс универсальных алгебр фиксированной сигнатуры и алгебры Ai(i(I) являются ультрапроизведениями К-алгебр, т.е. существуют множества Ii  (i(I), ультрафильтры Fi на этих множествах и алгебры Aij (j(Fi) из К такие, что Ai =
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. Тогда для любого ультрафильтра F на множестве I, алгебра 
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 изоморфна ультрапроизведению К-алгебр. Действительно, пусть S({(i,j((i(I, j((i},  D={B(S(  |{i(I({j((i((i,j((B}(Fi}(F}. Пусть ( отображение алгебры 
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 определенное следующим образом: 
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где для любого g(
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Тогда : 

(**) а) отображение ( определено корректно, т.е. не зависит от выбора элемента g в классе 
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б) ( является изоморфизмом алгебры 
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Таким образом, ультрапроизведение ультрапроизведений К-алгебр изоморфно некоторому ультрапроизведению К-алгебр. 

Заметим, что в случае выбора ультрафильтра F главным в булевой алгебре (P(I);(((((((,I( операция ультрапроизведения не дает новых алгебр. Действительно, как замечено в (2, главный ультрафильтр F на булевой алгебре (P(I);(((((((,I( порождается некоторым ее атомом, т.е. найдется некоторый элемент i0(I такой, что F={((I(i0((}. Но в этом случае непосредственно проверяется, что 

(***)  отображение ( алгебры  
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Таким образом продуктивной, в смысле получения новых алгебр, конструкция ультрапроизведения может быть только для неглавных ультрафильтров на множествах. 

Оператором Х на классах (совокупностях) алгебр назовем отображение составляющее любому классу К алгебр фиксированной сигнатуры некоторый класс X(K) алгебр той же сигнатуры. 

На операторах введем операцию умножения определенную как суперпозиция, т.е. для любых операторов X, Y и любого класса К алгебр некоторой фиксированной сигнатуры класс (XY)(К) определяется равенством

(XY)(K)=X(Y(K)). 

Заметную роль в дальнейшем будут играть следующие операторы : 

I(K) = {A(A изоморфна некоторой К-алгебре};

S(K) = {A(A является подалгеброй некоторой К-алгебры};

H(K) = {A(A является гомоморфным образом некоторой К-алгебры};

P(K) = {A(A является прямым произведением некоторых К-алгебр};

PS(K)={A(A является подпрямым произведением некоторых К-алгебр};

PU(K)={A(A является ультрапроизведением некоторых К-алгебр}.

Отметим ряд тривиальных, а так же вытекающих из предыдущих рассмотрений, равенств и включений имеющих место для любых классов К универсальных алгебр фиксированной сигнатуры : 

(****) K(I(K), K(S(K), K(H(K), K(PS(K), K(P(K),

K(PU(K), I I(K)=I(K), SS(K)=S(K), HH(K)=H(K),

PP(K)=P(K),PSPS(K)=PS(K), PUPU(K)=PU(K),   

IS(K)=SI(K), I(K)(H(K), IP(K)(PI(K), IPS(K)(PSI(K), 

IPU(K)(PUI(K).        

Важную роль в дальнейшем будут играть следующие включения так же легко вытекающие из предыдущих рассмотрений:

(*****)  1) SH(K) (HS(K);

2) PH(K) (HP(K);

3) PS(K) (SP(K);

4) PSH(K) (HPS(K);

5) PU(K) (HP(K).



Заметим, что включения 1)- 5) из (*****) вообще говоря не могут быть заменены на равенства. 

Класс К-алгебр фиксированной сигнатуры назовем многообразием, если имеют место включения H(K)(K, S(K)(K, P(K)(K. Очевидно, что совокупность всех алгебр данной фиксированной сигнатуры ( является многообразием. Так как пересечение любой совокупности многообразий является, очевидно, многообразием, то для любого класса К алгебр фиксированной сигнатуры существует наименьшее многообразие включающее в себя этот класс ( пересечение всех многообразий включающих рассматриваемый класс К универсальных алгебр. Назовем это наименьшее многообразие, включающее класс К многообразием порожденным классом К и будем обозначать его как M(K).

ТЕОРЕМА БИРКГОФА О МНОГООБРАЗИЯХ. Для любого класса К универсальных алгебр фиксированной сигнатуры имеет место равенство 

M(K)=HPS(K).

Доказательство. Включение HPS(K) (M(K) очевидно в силу определения многообразий. Таким образом, для доказательства теоремы достаточно заметить, что класс HPS(K) является многообразием, т.е. замкнут относительно образования гомоморфных образов, подалгебр и прямых произведений. В самом деле из отмеченных выше утверждений (****) и (*****) вытекают, в частности, следующие равенства и включения:

HHSP(K)=HSP(K);

SHSP(K) (HSSP(K)=HSP(K);

PHSP(K) (HPSP(K) (HSPP(K)=HSP(K).

Теорема доказана. 

Важную роль в изучении многообразий играет так же следующее утверждение приведенное здесь без доказательства. 

ТЕОРЕМА КОГАЛОВСКОГО О МНОГООБРАЗИЯХ. Для любого класса к универсальных алгебр фиксированной сигнатуры имеет место равенство 

M(K)=HPS(K).

Из определения многообразия очевидно, что совокупность всех (изоморфных друг другу) одноэлементных алгебр сигнатуры ( образует многообразие. Назовем его тривиальным многообразием. заметим теперь, что если M нетривиальное многообразие алгебр, то M содержит алгебры любой бесконечной мощности. Под мощностью алгебры  A(((((( имеется в виду мощность основного множества А. Действительно, пусть A(M, ((((( и ( ( произвольная бесконечная мощность. Пусть {Ai(i(I} ( совокупность алгебр совпадающих с алгеброй A и(I(= (. Тогда мощность M- алгебры  
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  не меньше мощности 2(>(. Пусть С ( подмножество основного множества алгебры  
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  имеющее мощность (. В силу того, что каждый элемент подалгебры B=(B;(( M-алгебры 
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, порожденной множеством С, является значением некоторой термальной функции на элементах множества С, а число различных термов конечной сигнатуры ( счетно (его мощность равна (0) , то для мощности множества В выполняются неравенства:
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Таким образом, действительно, M-алгебра B имеет мощность (.

Для любого класса K универсальных алгебр, через KSI обозначим совокупность всех подпрямо неразложимых K-алгебр. Так как в представлении какой-либо алгебры A подпрямым произведением алгебр Ai (i(I) каждая алгебра Ai является гомоморфным образом алгебры A (при проектировании (i), то, в силу теоремы Биркгофа о подпрямом  представлении алгебр, для любого многообразия алгебр M включающего  в себя алгебру A алгебры Ai так же входят в M, с другой стороны, если  Ai (i(I) являются M-алгебрами, то любое подпрямое произведение алгебр Ai (i(I)  так же входит в многообразие M. Отсюда следует истинность следующих формул для  любых многообразий универсальных алгебр M1 и M2: 

M1=M(
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ЗАДАЧИ.

1. Докажите, что прямое произведение решеток (полугрупп, групп, колец) и само является решеткой (полугруппой, группой, кольцом).  В то же время прямое произведение полей  полем не является.

 2. Постройте диаграммы Хоссе для решеток A(B и A(C, если решетки A( B, C заданы следующими диаграммами Хоссе:

1(                             c(                                   (                                                                                   

      b (                         (                      (               

0(                            a (                                 
                                                                          (  

A                                B                                       C
3. Докажите утверждение (*) из §5.

4. Пусть A = (Z;+,((, докажите, что A не разложима в нетривиальное прямое произведение.

5. Элемент а решетки B называется коатомoм, если он отличен от наибольшего элемента решетки B (от 1B) и для любого c(B неравенство a<c влечет равенство c=1B, т.е. если 1B покрывает элемент а. Докажите, что алгебра A представима подпрямым произведением простых алгебр тогда и только тогда, когда пересечение коатомов решетки ConA равно (A.

6.Докажите, что единственной подпрямо неразложимой неодноэлементой булевой алгеброй является двухэлементная булева алгебра из  задачи 12 §1. На основе  этого замечания и теоремы Биркгофа о подпрямом представлении алгебр выведите утверждение теоремы Стоуна (§2) о представлении булевых алгебр.

7. Постройте представление алгебры  A = (Z;+( в виде подпрямого произведения алгебр An (n(N\{0}) вида  (Zn={0,1,...,n(1};+(, где + на Zn определяется как сложение по модулю n.

8. Пусть p,q различные числа, докажите, что алгебра Ap,q из задачи 7 разложима в прямое произведение алгебр Ap , Aq.
9. Докажите утверждение (**) из §5.

10. Докажите утверждение (***) из §5.

11. Докажите, что ультрапроизведение решеток (полугрупп, групп, колец, полей) и само является решеткой (полугруппой, группой, кольцом, полем).

12. Пусть для любого i(N алгебры Ai суть одна и та же алгебра (Z;+(, пусть F неглавный ультрафильтр на множестве N. Докажите, что алгебры 
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13. Докажите утверждение (****) из §5.

14. Докажите утверждение (*****) из §5.

15. Докажите, что совокупность всех решеток (полугрупп, групп, колец) является многообразием. Совокупность всех полей многообразием не является.

16. Докажите, что существует лишь два многообразия булевых алгебр: тривиальное, состоящее из одноэлементных булевых алгебр и многообразие все булевых алгебр.

17. Докажите, что если A конечная алгебра, то для любого множества I, любого ультрафильтра F на I, если алгебры Ai (i(I) суть алгебра A, то алгебры 
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 и A изоморфны.

18. Докажите, что совокупность всех дистрибутивных решеток является многообразием и любое нетривиальное многообразие решеток включает в себя многообразие всех дистрибутивных решеток.

19. Докажите, что совокупность всех абелевых групп является многообразием. Пусть p простое натуральное число. Группа G = (G;•,-1,e( называется группой экспоненты p, если для любого элемента b ( G справедливо равенство bp = e. Докажите, что совокупность всех абелевых групп экспоненты p является многообразием и любое нетривиальное многообразие групп включает в себя некоторое многообразие абелевых групп экспоненты p.
Глава 2. Многообразия и свободные алгебры.

§6. Абсолютно свободные алгебры. Свободные алгебры многообразий.

Основным предметом изучения в этой главе будут многообразия универсальных алгебр. Важным инструментом при этом будет понятие свободной алгебры. 

Фиксируем некоторую сигнатуру  = (
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,c0,...,ck(. В  §2 было определено понятие терма сигнатуры . Через Т() обозначим совокупность всех термов этой сигнатуры над множеством переменных  Х={x0,x1,...,xn,...}. На множестве Т() мы можем определить действие сигнатурных функций 
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)). Интерпретируя при этом константные символы ci сигнатуры  самими этими константами ci, входящими в Т(),получаем алгебру сигнатуры   с основным множеством Т(). Назовем эту алгебру абсолютно свободной алгеброй сигнатуры  и будем обозначать ее как F() =(Т();(. Очевидно, что алгебра F() порождена множеством X. При этом алгебра F() обладает некоторым принципиальным свойством, определяющим ее роль при изучении произвольных алгебр сигнатуры .

Пусть A = (A;( ( произвольная алгебра сигнатуры  и  ( некоторое отображение множества Х в множество А. Это отображение  допускает продолжение до некоторого гомоморфизма  алгебры F() в алгебру A, т.е. существует гомоморфизм  алгебры F() в алгебру A, совпадающей с отображением   на множестве ХF(). Отображение : Т() А определим  следующим естественным образом : 

(t (x1,...,xn)) = tA((x1),...,(xn)),

где t(x1,...,xn) ( произвольный терм сигнатуры , а tA(x1,...,xn) ( термальная функция алгебры A, соответствующая терму t(x1,...,xn). Непосредственно проверяется ,что

(*) 1) отображение  является гомоморфизмом алгебры F() в алгебру A, продолжающим отображение .

2) подобный гомоморфизм (алгебры F() в алгебру A, продолжающий отображение ) единственен (доказательство ( индукцией по длине терма).

Отсюда, в частности, следует, что любая не более чем счетная алгебра сигнатуры представима (изоморфна) некоторой фактор-алгеброй абсолютно свободной алгебры F(). Действительно, пусть A = (A;( конечна или счетна (конечно или счетно множество A), пусть ( произвольное отображение множества Х на множество A. В этом случае, описанный выше гомоморфизм  алгебры F() в алгебру A будет эпиморфизмом. Тем самым, если   ( ядро гомоморфизма , то A  
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. Выбирая при этом различные отображения множества Х на A получаем различные представления алгебры A в виде фактор-алгебр алгебры F(). 

Редуцируем эти свойства абсолютно свободой алгебры F() с произвольных -алгебр на алгебры некоторого многообразия m. Алгебру A=(A;(, порожденную множеством ХА и лежащую в m, назовем m-свободно порожденной множеством Х m-алгеброй, если для любой алгебры B = (B;( из m и любого отображения  : Х  B существует некоторый гомоморфизм   алгебры A в алгебру B продолжающий отображение .

Как и выше, индукцией по длине терма (любой элемент алгебры A есть значение некоторой термальной функции на элементах из Х{
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} доказывается, что подобный гомоморфизм алгебры A в алгебру B, продолжающий отображение , единственен.

Заметим теперь единственность, с точностью до изоморфизма, m-свободно порожденной множеством фиксированной мощности m-алгебры, т.е. то, что в случае равномощности множеств Х и Y m-свободно порождающих m-алгебры A и B соответственно, алгебры A и B изоморфны.

Действительно, пусть ( взаимно однозначное отображение множества Х на множество Y. Рассмотрим гомоморфизмы  алгебры A в алгебру B и 
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 ( алгебры B в алгебру  A. Отображение 
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. , совпадающее на Х с отображением -1., тождественно на Х. Пусть idx ( тождественное отображение на множестве Х. В силу того, что A m-свободно порожденная множеством Х m-алгебра, отображение idx продолжается до единственного гомоморфизма   idx алгебры a в себя. Таким образом, в роли этого единственного гомоморфизма должны выступать и гомоморфизм 
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=()(1, то есть гомоморфизм  является разнозначным гомоморфизмом алгебры a на алгебру B. Но таковые суть изоморфизмы и требуемая однозначность (с точностью до изоморфизма) задания m-свободно порожденной m-алгебры мощностью m-свободных порождающих доказана.

Докажем теперь само существование m-алгебр m-свободно порожденных множествами любой мощности для нетривиальных многообразий m. Если М тривиальное многообразие, т. е. состоит только из одноэлементных алгебр фиксированной сигнатуры, то очевидно, что любая из этих алгебр и есть М-свободная однопорожденная алгебра, а других просто нет. Тем самым будем считать, что М нетривиально.  Фиксируем некоторую мощность ( и какое-либо множество Х этой мощности. Рассмотрим совокупность  всех троек (a,Y,(, состоящих из m-алгебры a, некоторого множества Y порождающих алгебры a имеющего мощность не более чем ( и некоторого отображения  множества Х на множество Y. B  §5 отмечено  существование m-алгебр мощности (. Если a=(A;(  подобная  алгебра, то тройка (a,А,(, где ( любое отображение Х на А, входит в   и,  значит,  не пусто. Тройки (a,Z,( и (B,Y,(  назовем изоморфными, если существует изоморфизм  алгебры a на алгебру B такой, что (Z)=Y и  .=. В каждом классе попарно изоморфных троек выделим по одному представителю. Получим некоторую совокупность {(ai, Хi, i( | iI} попарно неизоморфных троек такую, что для любой тройки из  в {(ai, Хi, i( | iI} существует изоморфная ей  тройка.

Рассмотрим теперь прямое произведение 
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 алгебр ai и его подмножество Z, имеющее вид (Х), где отображение  определено на Х следующим образом: для любого  xХ и любого  iI    (x)(i)=i(x). Мощность Z очевидным образом равна (.

Пусть B ( подалгебра алгебры 
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, порожденная множеством Z. Так  как  m многообразие, то 
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  m, а, значит, и Bm. Покажем, что B является m-алгеброй m-свободно порожденной множеством Z (множеством мощности (). Действительно, пусть a=(A;( ( произвольная m-алгебра и ( некоторое отображение множества Z в A. Пусть C ( подалгебра алгебры a, порожденная множеством (Z). Для тройки (C,(Z),( найдется пара  (
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 и  на множестве  Z=(Х). Таким образом, гомоморфизм 
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 является продолжением отображения  и доказательство существования m-алгебр m-свободно порожденных множествами любой  бесконечной мощности (B  и есть такая алгебра с m-свободными порождающими Z мощности () завершено.

Нетрудно доказать, что 

(**)  если a m-алгебра m-свободно порожденная бесконечным множеством Х и {x1,...,xn} n-элементное подмножество множества Х, то подалгебра B алгебры a, порожденная множеством {x1,...,xn}, будет m-алгеброй m-свободно порожденной  множеством {x1,...,xn}.
Тем самым завершено доказательство существования m-алгебр m-свободно порожденных множеством любой мощности. 

В дальнейшем, через Fm(() будем обозначать (единственную с точностью до изоморфизма) m-свободно порожденную множеством порождающих мощности ( m-алгебру. Таким образом, для любой m-алгебры a, мощности не превышающей (, существует конгруэнция  алгебры Fm(() такая, что алгебры a и 
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 изоморфны. Отсюда, в частности, следует, что любое многообразие m порождается совокупностью своих m-свободных алгебр {Fm(()( ( произвольная мощность}, т.е. m=m({Fm(()( ( произвольная мощность}).

В следующем параграфе мы докажем,  что на самом деле в этой формуле можно ограничиться лишь одной счетно-порожденной m-свободной алгеброй Fm((0) ((0 ( счетная мощность) или счетной совокупностью m-свободных конечно порожденных алгебр {Fm(n)n  N}.

Так  как совокупность всех алгебр сигнатуры  является многообразием (обозначим его далее как m), то очевидно, что абсолютно свободная алгебра сигнатуры  будет изоморфна m-свободно порожденной счетным множеством Х m-алгеброй, т.е. F() 
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При этом, для любого многообразия m-алгебр сигнатуры  существует конгруэнция  алгебры F() такая, что 
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 Fm((0). Остановимся на характеризации конгруэнций  абсолютно свободной алгебры F() фактор-алгебры 
[image: image574.wmf]F()

s

q

, по которым изоморфны m-свободно порожденной m-алгебре для некоторого многообразия m.

Любые гомоморфизмы алгебры a=(A;( в себя называются эндоморфизмами алгебры a. Совокупность всех эндоморфизмов алгебры a обозначим через End(a). Конгруэнцию  алгебры a назовем вполне инвариантной конгруэнцией, если для любого End(a) и любых a,bA отношение (a, b) влечет отношение  ((a), (b)). Имеет место

ТЕОРЕМА 1. Конгруэнция  алгебры F() является вполне инвариантной тогда и только тогда, когда алгебра 
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 является алгеброй некоторого многообразия m m-свободно порожденной множеством {[x] | x  Х}.

Доказательство. Пусть   вполне инвариантная конгруэнция абсолютно свободной алгебры F(). Через Х  обозначим совокупность {[x] | x  Х}. Таким образом, совокупность Х  порождает алгебру 
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. Покажем, что совокупность Х  является m-свободно порождающей совокупностью m-алгебры 
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 многообразия m=m(
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) порожденного алгеброй 
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Прежде всего, заметим, что любое отображение : Х 
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 продолжается до гомоморфизма алгебры 
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 самой в себя. Действительно, пусть для любого xiХ ([xi]() = [ai](, где ai
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(xi)=ai. Тогда существует эндоморфизм 
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 алгебры F() в себя продолжающий отображение 
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 алгебры 
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 в себя определим следующим образом: для любого  [a]( 
[image: image589.wmf]F()

s

q

          


[image: image590.wmf]y

j

 ([a]() =[
[image: image591.wmf]y

j

 (a)](.

В силу того, что  вполне инвариантная конгруэнция алгебры F(), определение отображения (( корректно (не зависит от выбора элемента a в классе [a](). В силу того, что 
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 ( эндоморфизм алгебры F(), отображение  будет эндоморфизмом алгебры 
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. При этом, очевидно, ограничение  на множестве Х совпадает с .

Покажем теперь, что Х является m-свободно порождающим множеством m-алгебры 
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. Пусть a=(A;(m. Тогда по теореме Биркгофа о многообразиях, для некоторого множества I, для некоторой подалгебры B алгебры 
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 существует гомоморфизм  алгебры B на алгебру a. Здесь  
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 ( прямое произведение алгебр Bi (iI), каждая из которых совпадает с алгеброй  
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Пусть  некоторое отображение множества Х в алгебру a. Для любого xХ пусть gxB и таков, что (gx)=(x). Для iI определим отображение i  множества  Х  в алгебру  
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, полагая  i(x)=gx(i). По доказанному выше, существуют эндоморфизмы 
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 алгебры  
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 продолжающие отображения i для любого iI. Отображение ' алгебры 
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 в алгебру 
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 определим равенствами: для любого iI  '(a)(i)= 
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Так как множество Х порождает алгебру 
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 и '(b)(i) = i(b)B  для любого элемента 
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 из Х, то '(
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)B. Отображение  алгебры 
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 в алгебру a определим равенством  = '.

Непосредственно проверяется, что

(***)  отображение  является гомоморфизмом алгебры 
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 в алгебру a продолжающим отображение .

Таким образом, действительно, фактор-алгебра абсолютно свободной алгебры, по вполне инвариантной конгруэнции, является свободной алгеброй многообразия, порожденного этой фактор-алгеброй.

Докажем обратное, что для любого многообразия m, если 
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 является m-свободной алгеброй m-свободно порожденной множеством {[x]((xХ}, то  вполне инвариантная конгруэнция алгебры F().

Пусть ( эндоморфизм алгебры F(). Требуется показать, что для любых элементов a,bF() отношение (a,b) влечет отношение ((a), (b)) .

Прежде всего заметим, что если a, т.е. многообразие m нетривиально, то для различных x, y из X классы [x](, [y]( так же различны. В противном случае, пусть a,bF(),  [a]([b](  и, рассмотрев какое-либо отображение :x F() такое, что (x)=a, (y)=b, для эндоморфизма  алгебры  F(), продолжающего , получили бы противоречие с условием: (x,y)((x), (y)).
Определим отображение  множества Х в алгебру 
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 с помощью равенств ([x]()=[(x)](. Замеченное выше о различности классов [x](, [y](  для различных x,yХ доказывает корректность подобного определения . Так как 
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 m-свободная алгебра m-свободно порожденная множеством Х, то существует гомоморфизм  алгебры 
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 продолжающий отображение .

Пусть a,bF() и имеет место отношение (a,b), т.е. [a](=[b](. В силу определения алгебры F() существуют термы t1(x1,...,xn) и t2(
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[(a)](=[(t1(x1,...,xn))](=[t1((x1),...,(xn))](=t1([(x1)](,...,[(xn)]()=

=t1(([x1](),...,([xn]())=t1(([x1](),...,([xn]())=([t1(x1,...,xn)]()=([a]()=

=([b]()=([t2(
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Инвариантность конгруэнции   алгебры F(), а вместе с тем и вся теорема полностью доказаны.

Задачи.

1.  Докажите утверждение (*)  из §6.
2.  Докажите, что алгебра a = (N\{0};+( является свободной однопорожденной полугруппой в многообразии всех полугрупп. Опишите все конгруэнции алгебры a и опишите, с точностью до изоморфизма, строение всех однопорожденных полугрупп.

3.  Докажите, что алгебра a = (Z;+,(x,0( является свободной однопорожденной группой в многообразии всех групп. Опишите, с точностью до изоморфизма, строение всех однопорожденных групп.

4.  Докажите, что алгебра am=ax...xa (m раз), где a ( алгебра из задачи 3, является свободной m-порожденной абелевой группой в многообразии всех абелевых групп. 
5.  Докажите, что алгебра am=ax...xa (m раз), где a = ({0,1,…,p-1}; +,-x,0(, p – простое число, а операции +, -x рассматриваются по mod p, является свободной m-порожденной алгеброй в многообразии всех абелевых групп экспоненты p.
6.   Докажите, что решетка с диаграммой Хосе 


является свободной двупорожденной решеткой в многообразии всех решеток.
7.  Пусть Х некоторое множество (алфавит) и Х* - совокупность всех конечных последовательностей элементов из Х (слов в алфавите Х). На Х* введем операцию умножения • (канкатенацию) следующим образом: для a,b ( Х* под a • b понимаем слово из Х* получающееся приписыванием слова  b непосредственно вслед за словом a. Докажите, что полугруппа (Х*; •( является свободной |Х|-порожденной (здесь |X|-мощность множества Х) полугруппой в многообразии всех  полугрупп.
8.  Докажите, что алгебра axa, где a ( двухэлементная булева алгебра, является свободной однопорожденной булевой алгеброй в многообразии всех булевых алгебр.
9.  Докажите утверждение (**)  из §6.

10.  Докажите утверждение (***)  из §6. 

11.  Докажите существование изоморфного вложения алгебры Fm(() в алгебру Fm((') для любых мощностей (,(' таких, что (((' и любого многообразия m.

§7. Тождества и эквациональные классы.

Под тождеством сигнатуры  мы будем понимать формальные равенства двух термов этой сигнатуры

t1(x1,...,xn)=t2(
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Здесь t1,t2T() и Var t1={x1,...,xn}, Var t2= {
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) могут иметь общие переменные). Истинность тождества t1(x1,...,xn)=t2(
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) на алгебре a сигнатуры  означает совпадение значений соответствующих термальных функций при любых подстановках значений элементов алгебры a вместо переменных входящих в тождество (входящих во множество Var t1  Var t2). Мы будем говорить, что тождество истинно на классе алгебр К, если это тождество истинно на каждой алгебре этого класса. Соответствующие ситуации (истинность тождества t1(
[image: image640.wmf]x

)=t2(
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x

) на алгебре a, на классе алгебр К) будем обозначать следующим образом : 

a |= t1(
[image: image642.wmf]x

) = t2(
[image: image643.wmf]¢
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), K |= t1(
[image: image644.wmf]x

) = t2(
[image: image645.wmf]¢
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).

Если ( некоторая совокупность тождеств, то запись A|=( (K|=() будет означать, что  каждое из тождеств входящих в ( истинно на A (истинно на К).

В дальнейшем через id(K), для класса К алгебр сигнатуры (, будем обозначать совокупность всех тождеств сигнатуры ( истинных на классе К. Для любой совокупности ( тождеств сигнатуры ( через Mod(() будем обозначать совокупность всех алгебр сигнатуры ( на которых истинны тождества из (. 

Класс К алгебр сигнатуры ( называется эквациональным классом алгебр, если он имеет вид Mod(() для некоторой совокупности тождеств (.

Вспомнив определение решеток, модулярных решеток, дистрибутивных решеток, полугрупп, групп, колец, определяемых как классы алгебр соответствующей сигнатуры обладающих теми или иными свойствами (выражаемыми тождествами) убеждаемся, что все эти классы алгебр являются эквациональными классами.

Нетрудно непосредственно заметить, что для любого тождества 
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 и любых алгебр Ai (i(I) соответствующей сигнатуры имеют место следующие свойства : 

(*) а) если Ai |= t1(
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) = t2(
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) и B подалгебра алгебры Ai, то B|=t1(
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) = t2(
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), если C гомоморфный образ алгебры Ai то C|=t1(
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) = t2(
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);

б) если для любого i
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I  Ai|=t1(
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) = t2(
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), то 
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) = t2(
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В силу этого замечания, к примеру, для любого многообразия алгебр M,  любого тождества  
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 соответствующей сигнатуры, утверждения M |= t1(
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) = t2(
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) и {Fm(()|( ( произвольная мощность} |= t1(
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) = t2(
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) равносильны.

Заметим так же, что если тождество t1(
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) = t2(
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) зависит от n переменных, то для любой алгебры  A, A|= t1(
[image: image666.wmf]x

) = t2(
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) тогда и только тогда, когда тождество t1(
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) = t2(
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) истинно на любой n-порожденной подалгебре алгебры A.

Покажем теперь, что эквациональные классы алгебр это в точности многообразия.

ТЕОРЕМА БИРКГОФА ОБ ЭКВАЦИОНАЛЬНЫХ КЛАССАХ. Класс К универсальных алгебр сигнатуры ( является многообразием тогда и только тогда, когда он является эквациональным классом.

Доказательство. В силу отмеченных выше свойств (*) любой эквациональный класс является многообразием. Покажем обратное. Пусть M некоторое многообразие алгебр. Докажем что M является эквациональным классом. Достаточно показать, что M=Mod(Id(M)). Включение M(Mod (Id(M)) очевидно. Пусть теперь A=(A;( (
[image: image670.wmf]Î

Mod (Id(M)). Пусть мощность алгебры A не превосходит некоторой бесконечной мощности (. Пусть Fm(() M-алгебра M-свободно порожденная некоторым множеством С мощности ( и ( некоторое отображение множества С на множество А. Продолжим отображение С на А до отображения (( алгебры Fm(() на алгебру A следующим образом. Для любого элемента a
[image: image671.wmf]Î

Fm(() существует терм t(x1,...,xn) сигнатуры (  и элементы d1,...,dn
[image: image672.wmf]Î

С такие, что a = t(d1,...,dn). Положим (((a)=tA(((d1),...,((dn)). Прежде всего отметим корректность определения отображения ((. Пусть a = t1(d1,...,dn) = t2(
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C. Так как совокупность С является M-свободно порождающей M-алгебры Fm((), то для любых элементов e1,...,en,
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 алгебры Fm(() (выбранных с условием, что если di =
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, то ei=
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) существует гомоморфизм ( алгебры Fm(() в себя такой, что ((d1)=e1,...,((dn)=en ,((
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 (любое отображение di(ei и 
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(
[image: image686.wmf]¢
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 продолжимо до эндоморфизма алгебры Fm(()). Таким образом имеет место равенство t1(e1,...,en)=t2(
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). Тем самым, на алгебре Fm(() истинно тождество t1(x1,...,xn)=t2(
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 если di=
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Как замечено выше, это означает истинность тождества t1(
[image: image693.wmf]x

) = t2(
[image: image694.wmf]¢

x

)  на многообразии M. Включение A
[image: image695.wmf]Î

Mod(Id(M)) влечет, в свою очередь истинность этого тождества на алгебре A. Тем самым равенства a= =t1(d1,...,dn)=t2(
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)=b влекут равенства t1A((((d1),...,((dn))= =t2A((((
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)), то есть определение (( корректно. Непосредственно проверяется что (( является гомоморфизмом алгебры Fm(() на алгебре A, т.е. A(H({FM(()})(H(M). Но поскольку M многообразие, то H(M)(M и мы имеем включение A
[image: image700.wmf]Î

M. Таким образом включение Mod(Id(M))(M, а вместе с тем и теорема полностью доказана.

Отметим ряд непосредственных следствий этой теоремы и ее доказательства.

СЛЕДСТВИЕ 1. Если M многообразие алгебр и e1,...,en, 
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 некоторые элементы из M-свободно порождающей совокупность элементов алгебры Fm((), то любое тождество t1(x1,...,xn)=t2(
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) некоторые термы такие, что xi=
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’) истинно на многообразии M в том и только в том случае, когда элементы t1(e1,...,en) и t2(
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), алгебры Fm(() равны.
СЛЕДСТВИЕ 2. Для любого многообразия M любой бесконечной мощности ( имеют место равенства M=({FM(()}) и M=M({FM(n)|n(N}). 

Отметим, что для любого n(N  существуют многообразия M такие, что M(M({FM(n)}) (см., к примеру , задачу 4).

СЛЕДСТВИЕ 3. Для любых алгебр Ai (i(I)  и любого ультрафильтра F на множестве I, если тождество t1(
[image: image711.wmf]x

) = t2(
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) истинно на алгебрах Ai (i(I), то оно истинно и на ультрапроизведении 
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.
Утверждения следствия 3 непосредственно вытекают из утверждения теоремы и отмеченного в §5 включения Pu(K)
[image: image714.wmf]Í

M(K) для любого класса алгебр К.

Задачи.
1. Докажите утверждение (*) из §7

2. Докажите утверждение следствия 2 из §7

3. Докажите утверждение следствия 3 из §7 непосредственно (без использования утверждения теоремы) на основе понятия истинности тождества на алгебре.

4. На основе результата задачи 6 предыдущего параграфа докажите, что если M многообразие всех решеток (всех модулярных решеток), то M(M(FM(2)).

5.  Докажите, что любое тождество t1(
[image: image715.wmf]x

) = t2(
[image: image716.wmf]¢

x

) сигнатуры = (+,(,(( истинно на алгебре A=(Z,+,(, (( тогда и только тогда, когда оно истинно на алгебре B=(R;+,(,((. Здесь Z (R) совокупность всех целых (всех действительных) чисел со стандартным определением на них  операций +,(,(.

§8.   Исчисление  тождеств.
Основным вопросом, рассматриваемым в данном параграфе, является вопрос, когда истинность некоторых тождеств T на произвольной алгебре влечет истинность на этой алгебре какого-либо иного тождества t1(
[image: image717.wmf]x

)=t2(
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). На основе введенных ранее обозначений, нас будет интересовать характеризация  таких совокупностей тождеств T и тождеств t1(
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)=t2(
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), что имеет место отношение

 mod(T) |= t1(
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) = t2(
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x

).

В этом случае мы будем говорить, что тождество t1(
[image: image723.wmf]x

) = t2(
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) является  следствием совокупности тождеств T и обозначать этот факт следующим образом  

 T |= t1(
[image: image725.wmf]x

) = t2(
[image: image726.wmf]¢

x

).

Мы построим в этом параграфе некоторое формальное исчисление (аналогичное исчислению высказываний и исчислению предикатов первого порядка) дающее более конструктивное описание отношения следования |= между тождествами.

Формулой исчисления тождеств сигнатуры  будем называть любое тождество этой сигнатуры. Совокупность всех подобных формул обозначим как id.

Совокупностью аксиом исчисления тождеств назовем совокупность тождеств Ax= {t(
[image: image727.wmf]x

)=t(
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)| t(
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)T()}.

Правилами вывода исчисления тождеств назовем следующие четыре правила вывода:

1) 
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 где f ( любой n-местный символ сигнатуры ;
4)  
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 где q1(
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) ( произвольные термы сигнатуры .
Для любой совокупности тождеств TId последовательность тождеств 
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сигнатуры  называется выводом тождества  
[image: image737.wmf]1122

()=()

nnnn

txtx

 из совокупности тождеств T, если для любого in тождество 
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 либо входит в совокупность TAx, либо получается из тождеств {
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} по одному из правил вывода 1)(4). Если существует вывод тождества 
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 из совокупности тождеств T, то назовем тождество 
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 выводимым из T и обозначим эту ситуацию следующим образом 

T |( 
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Через |( 
[image: image744.wmf]1122

()=()

txtx

 обозначим выводимость тождества 
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 из пустой совокупности тождеств.

ТЕОРЕМА  ПОЛНОТЫ Для  исчисления  тождеств. Для любой совокупности тождеств T и тождества 
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 отношения        T |( 
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 и T |= 
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 равносильны.

Доказательство. Индукцией по длине вывода тождества 
[image: image749.wmf]1122
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 из совокупности тождеств T (используя то, что из истинности посылки правил вывода 1)(4) на некоторой алгебре, очевидным образом, следует истинность заключения правила вывода на этой же алгебре) непосредственно замечается импликация T|(
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Через T ( обозначим совокупность всех тождеств, выводимых из совокупности тождеств T. Пусть = {(t((
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))T (}. В силу правил вывода 1)(3) очевидно, что отношение  является конгруэнцией алгебры F(. В силу правила вывода  4) и того, что            T ( T ( на алгебре 
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 истинны любые тождества из совокупности T (правило вывода 4)  по сути утверждает вполне инвариантность конгруэнции  на алгебре F()). Тем самым, в силу отношения T|=t1(
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 |= t1(
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)( и (t1(
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))T (. По определению совокупности T ( имеет место T|(t1(
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) и теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 1 (теорема  компактности  для  исчисления  тождеств). Для любой совокупности тождеств T и любого тождества t1(
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) равносильно существованию конечного подмножества T1 совокупности T, для которого истинно отношение T1 |= t1(
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СЛЕДСТВИЕ 2. Отношение T |( t1(
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) (и равносильное ему отношение T |= t1(
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)( алгебры F() во вполне инвариантную конгруэнцию, порожденную на алгебре F() совокупностью пар {(t((
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Задачи :

1. Пусть  =(
[image: image786.wmf]2

0

f

(, докажите, что для любого терма t(x) этой сигнатуры от одной переменной x имеет место отношение f0(x,x)=x |= t(x)=x.

2. Докажите утверждение следствия 1 из  §8.
3. Докажите утверждение следствия 2 из  §8.
4. В исчислении тождеств постройте выводы тождеств y((xy)(z)=y(yz) и х(y(z)=(хy)(х(z)  из совокупности тождеств, являющихся аксиомами класса дистрибутивных решеток.

5. В исчислении тождеств постройте вывод тождества x-1y-1xy = e из совокупности тождеств являющихся аксиомами класса абелевых групп.
6. Докажите утверждение теоремы компактности для исчисления тождеств непосредственно (используя лемму Мальцева из §4).
§ 9. Конгруэнц-перестановочные, конгруэнц-модулярные, конгруэнц-дистрибутивные многообразия. Дискриминаторные многообразия.

Свойства совокупности конгруэнций универсальной алгебры существенно влияют на многие другие свойства этой алгебры. Особенно наглядно это проявляется при рассмотрении не отдельно взятой алгебры, а при работе со всеми алгебрами входящими в некоторые многообразия (или при работе со свободной алгеброй этого многообразия). В частности, целый ряд свойств совокупностей конгруэнций алгебр многообразия оказался эквивалентен требованиям о существовании некоторого терма, удовлетворяющего на рассматриваемом многообразии тем или иным тождествам. Условия подобного рода для многообразий (о существовании терма удовлетворяющего некоторым тождествам) называют условиями Мальцева. В данном параграфе мы рассмотрим некоторые из этих условий. 

Напомним, что алгебра A называется конгруэнц-перестановочной, если для любых (1,(2(Con A имеет место равенство (1((2=(2((1. Ранее замечалось, что в этом случае (1((2= (1((2.

Многообразие алгебр называется конгруэнц-перестановочным, если все алгебры этого многообразия конгруэнц-перестановочны.

ТЕОРЕМА МАЛЬЦЕВА О КОНГРУЭНЦ-ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ. Для любого многообразия М следующие условия эквивалентны:
1) М ( конгруэнц-перестановочно;
2) алгебра Fm(3) конгруэнц-перестановочна;
3) существует терм p(x,y,z) (сигнатуры многообразия М) такой, что на М истины тождества p(x,z,z)=x, p(x,x,z)=z.
Доказательство. Импликация 1)( 2) тривиальна. Пусть теперь выполнено условие 2) и множество {a,b,c} М-свободно порождает М-алгебру Fm(3). Пусть ( = ( a,b , (=( b,c. Так как ( (( = ( (( и (a,c((( ((, то найдется элемент d(FM(3) такой, что (a,d(((, (d,c(((. Элемент d имеет вид p(a,b,c) для некоторого терма p(x,y,z)  сигнатуры многообразия М. Таким образом,

 (a,p(a,b,c)(((
 и, значит, т.к. 
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 то (a,p(a,b,b)( ((.

Заметим теперь, что ограничение (  на подалгебру B, порожденную в FM(3) элементами a,b, равно (B. Действительно, пусть u,v(B и (u,v(((=
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. По лемме Мальцева (§4) найдутся натуральное n и термы p1(x,
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), а так же кортежи элементов  
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 алгебры FM(3) такие,  что

u=p1(q1,
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1

), pi(di,
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)=pi+1(qi+1,
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) для 1(i<n и v=pn(dn,
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При этом для любого  i(n {qi,di}={b,c}. Рассмотрим эндоморфизм (( алгебры FM(3) в себя продолжающий отображение ( : {a,b,c} ( FM(3) такое, что ((a)=a, ((b)=b, ((c)=b. Тогда термы  p1(x,
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) и кортежи элементов (((
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) удовлетворяют заключению леммы Мальцева и, тем самым, имеет место включение

(u,v( = ((((u),(((v)(( 
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Итак, действительно ( (B=(B.

Но a, p(a,b,b)(B и выше замечено, что

(a,p(a,b,b)(((.

Тем самым, p(a,b,b)=a. Аналогично доказывается равенство p(a,a,b)=b. А так как эти равенства имеют место для M-свободно порождающих M-алгебры FM(3), то на M будут истинны тождества

p(x,z,z)=x, p(x,x,z)=z.

Импликация 2) ( 3) доказана.

Пусть теперь выполнено условие 3), A(M, (,( ( Con A, a,b,c(A и (a,b(((, (b,c(((. Положим d=p(a,b,c). Так как p(a,b,b)=a и (b,c(((, то (a,p(a,b,c)=d(((. Аналогично замечается, что (d,c(((. Тем самым имеет место включение

( (( (( (((
Симметричность ситуации для (  и (  влечет включение ( (( (( (( а, значит, и равенство

( (( =( (((
Импликация 3)(1), а вместе с тем и теорема доказаны.

В качестве следствия этой теоремы отметим конгруэнц-перестановочность многообразий групп и колец. Действительно, термы p(x,y,z)=x(y(1(z в первом и p(x,y,z)=x(y+z во втором случае удовлетворяют тождествам

p(x,z,z)=x и p(x,x,z)=z
на многообразиях групп и колец соответственно.

Алгебра A называется конгруэнц-модулярной (конгруэнц-дистрибутивной), если решетка Con A модулярна (дистрибутивна). Многообразие M называется конгруэнц-модулярным (конгруэнц-дистрибутивным), если все алгебры этого многообразия конгруэнц-модулярны (конгруэнц-дистрибутивны). Без доказательств (которые аналогичны доказательству теоремы Мальцева о конгруэнц-перестановочных многообразиях) и которого можно найти, к примеру, в   [12] приведем характеризации конгруэнц-модулярных и конгруэнц-дистрибутивных многообразий с помощью условий Мальцева.

ТЕОРЕМА ДЕЯ О КОНГРУЭНЦ-МОДУЛЯРНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ. Для любого многообразия M следующие условия эквивалентны:

1)  M ( конгруэнц-модулярно;

2)  алгебра FM(4) конгруэнц-модулярна;

3)  для любой M-алгебры A и a,b,c,d(A 
(a,d((
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4)  для некоторого натурального n существуют термы p0(x,y,z,u), p1(x,y,z,u),...,pn(x,y,z,u) сигнатуры многообразия M такие, что для i=0,1,...,n(1 на M истинны тождества

 p0(x,y,z,u)=x, pn(x,y,z,u)=u, pi(x,y,y,x)=x,

pi(x,y,y,u)=pi+1(x,y,y,u) для нечетных i,

pi(x,x,u,u)=pi+1(x,x,u,u) для четных i.
ТЕОРЕМА ЙОНССОНА О КОНГРУЭНЦ-ДИСТРИБУТИВНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ. Для любого многообразия M следующие условия эквивалентны:

1)  M ( конгруэнц-дистрибутивно;

2)  алгебра FM(3) конгруэнц-дистрибутивна;

3)  для любой M-алгебры A, любых a,b,с (A имеет место включение
(a,c((
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4)  для некоторого натурального n существуют термы p0(x,y,z), p1(x,y,z),...,pn(x,y,z) сигнатуры многообразия M такие, что для i=0,1,...,n(1 на M истинны тождества

 p0(x,y,z)=x, pn(x,y,z)=z, pi(x,y,x)=x,

pi(x,x,z)=pi+1(x,x,z) для четных i,

pi(x,z,z)=pi+1(x,z,z) для нечетных i.

В качестве следствия теоремы Дея отметим следующий факт, который может быть доказан и непосредственно.

СЛЕДСТВИЕ 1. Любое конгруэнц-перестановочное многообразие является конгруэнц-модулярным.

Доказательство.  Пусть M ( конгруэнц-перестановочное многообразие и терм p(x,y,z) удовлетворяет условию Мальцева. Тогда очевидно, что при n=2 термы p0(x,y,z,u)=x, p1(x,y,z,u)=p(x,y,z), p2(x,y,z,u)=u удовлетворяют условию теоремы Дея и, значит, M ( конгруэнц-модулярно.

В качестве примера конгруэнц-дистрибутивных многообразий укажем на любое многообразие решеток (любое подмногообразие многообразия всех решеток). Действительно, если M некоторое многообразие решеток, то непосредственно проверяется, что условию 4) теоремы Йонссона удовлетворяют термы p0(x,y,z)=x, p1(x,y,z)=((x(y)((y(z)((z(x)), p2(x,y,z)=z.

Важную роль в исследовании многообразий, как это замечено в конце §6, играет класс MSI всех подпрямо неразложимых алгебр входящих в многообразие M. Справедливость многих результатов, доказанных для конгруэнц-дистрибутивных многообразий, основана на следующем утверждении, приведенном здесь без доказательства. 

ЛЕММА ЙОНССОНА. Если многообразие m=M(K), порожденное классом алгебр K, является конгруэнц-дистрибутивным, то имеет место включение

MSI ( HSPu(K).
Доказательство этой леммы см., к примеру, в [12].
Наличие для многообразия одновременно свойств конгруэнц-перестановочности и конгруэнц-дистрибутивности позволяет существенно упростить совокупность условий Мальцева для конгруэнц-перестановочности и конгруэнц-дистрибутивности. Алгебру A будем называть арифметической, если она одновременно конгруэнц-перестановочна и конгруэнц-дистрибутивна. Многообразие состоящее из арифметических алгебр назовем арифметическим многообразием. Для арифметических многообразий имеет место следующая характеризация условием Мальцева.

ТЕОРЕМА ПИКСЛИ ОБ АРИФМЕТИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЯХ. Для любого арифметического многообразия M следующие условия эквивалентны:

1)  M ( арифметично;

2)  существует терм p(x,y,z) сигнатуры многообразия M такой, что на M истинны тождества
p(x,y,x)=p(x,y,y)=p(y,y,x)=x.

Доказательство. Пусть M арифметическое многообразие. По теореме Мальцева о конгруэнц-перестановочных многообразиях найдется терм m(x,y,z) такой, что на M истинны тождества

m(x,z,z)=x и m(x,x,z)=z.

Пусть {a,b,c} совокупность M-свободных порождающих алгебры FM(3) и 
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 Так как (a,c(((((( (()=(((( )((((() и, в силу конгруэнц-перестановочности алгебры FM(3), (((()((((()= =(((()(((((), то найдется элемент d(A такой, что (a,d(((((  и (d,c(((((. Тем самым для некоторого терма q(x,y,z) сигнатуры многообразия M имеет место равенства и включения:

d=q(a,b,c), (a,q(a,b,c)(((((, (q(a,b,c),c(((((.

Так как (a,c(((, то включение (a,q(a,b,c)(((((  влечет включение

(a,q(a,b,a)( ((.

Как показано в доказательстве теоремы Мальцева о конгруэнц-перестановочных многообразиях, ограничение ((B, конгруэнции ( на подалгебру B алгебры FM(3) порожденную элементами a,b, равно (B. Тем самым имеем равенство

a=q(a,b,a).

Аналогично замечается, что a=q(a,a,c) и b=q(a,b,b).

Рассмотрим терм

p(x,y,z)=m(x,q(x,y,z),z).

Тогда
p(a,a,c)=m(a,q(a,a,c),c)=c,

p(a,b,b)=m(a,q(a,b,b),b)=a,

p(a,b,a)=m(a,q(a,b,a),a)=a.

А так как эти равенства имеют место для M-свободно порождающих M-алгебры FM(3), то на M будут истинны тождества

p(x,y,x)=p(x,y,y)=p(y,y,x)=x.

Покажем обратное. Пусть на многообразии M истинны тождества

p(x,y,x)=p(x,y,y)=p(y,y,x)=x
для некоторого терма p(x,y,z). Непосредственно, в силу теоремы Мальцева о конгруэнц-перестановочных многообразиях, замечаем, что M ( конгруэнц-перестановочно.

Рассмотрим терм

q(x,y,z)=p(x,p(x,y,z),z).

Тогда

q(x,x,y)=x, q(x,y,x)=x, q(x,y,y)=y,
т.е. для n=2 и для термов

p0(x,y,z)=x, p1(x,y,z)=q(x,y,z), p2(x,y,z)=z
имеет место истинность условия 4) теоремы Йонссона о конгруэнц-дистрибутивных многообразиях. Тем самым, M конгруэнц-дистрибутивно. Арифметичность M, а вместе с тем и вся теоремы доказаны.

Важную роль в главе 3 будут играть так называемые дискриминаторные алгебры и связанные с ними многообразия. Алгебру A назовем дискриминаторной, если существует терм d(x,y,z) сигнатуры этой алгебры такой, что для любых a,b,c(A имеет место
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Любую трехместную функцию на произвольном множестве A обладающую этим свойством будем называть дискриминатором на A. А любой терм с этим свойством ( дискриминаторным термом алгебры A. Класс K алгебр фиксированной сигнатуры назовем дискриминаторным, если существует терм d(x,y,z) являющийся дискриминаторным для каждой из K-алгебр. Многообразие M назовем дискриминаторным, если оно порождается некоторым дискриминаторным классом K, т.е. класса для которого некоторый терм d(x,y,z) определяет дискриминаторные функции на каждой K-алгебре.

Нормальной трансформацией на множестве A называется четырехместная функция n(x,y,z,u) такая, что для любых a,b,c,e (A
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Для любой алгебры A существование термов определяющих на A дискриминаторную функцию и нормальную трансформацию равносильно в силу следующих, непосредственно проверяемых, равенств:
n(x,y,z,u)=d(d(x,y,z),d(x,y,u),u),

d(x,y,z)=n(x,y,z,x).

Заметим, к примеру, что двухэлементная булева алгебра B=({0,1};(,(,(,0,1( является дискриминаторной алгеброй. Действительно, непосредственно проверяется, что терм

d(x,y,z)=(x(((x(y))((z((x(y))

является дискриминаторным на алгебре B. Здесь x(y=((x(y)((x((y).

Точно так же непосредственно проверяется следующее: для любого конечного поля F=(F;+,(,(,0,1( состоящего из n элементов, терм

d(x,y,z)=z+(x(z)(y(x)n(1
определяет дискриминаторную функцию на F. 
Далее докажем ряд простых свойств дискриминаторных алгебр  и дискриминаторных многообразий.

ЛЕММА 1. Любая неодноэлементная дискриминаторная алгебра является простой.

Доказательство. Пусть терм d(x,y,z) является дискриминаторным термом алгебры A и ( (Con A, ( ((A. Тогда существуют различные элементы a,b(A такие, что (a,b(((. В этом случае для любого элемента c из A
(d(a,b,c)=a,d(a,a,c)=c(((,

т.е. ( =
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A

. Простота алгебры A доказана.

Так как ограничение дискриминаторной функции на любое подмножество остается дискриминаторной функцией, то любая дискриминаторная алгебра наследственна проста (т.е. простыми являются все подалгебры данной алгебры).

ЛЕММА 2. Любое дискримнаторное многообразиие арифметично.
Доказательство. Пусть M=M(K), K ( дискриминаторный класс и терм d(x,y,z) определяет дискриминаторные функции на K-алгебрах. Тогда на K, а в силу равенства M=M(K), и на M будут истинны тождества

d(x,y,y)=x, d(x,y,x)=x, d(y,y,x)=x.

В силу теоремы Пиксли об арифметических многообразиях, M арифметично.

Пусть M ( дискриминаторное многообразие, K ( дискриминаторный класс, терм d(x,y,z) ( дискриминаторный терм для K и M=M(K). Через Md обозначим класс всех M-алгебр на которых терм d(x,y,z) определяет дискриминаторную функцию. Тем самым, в частности, K(Md.

ЛЕММА 3. Для любого дискриминаторного многообразия M имеет место равенство

MSI=Md.

Доказательство. В сиду леммы 2 многообразие M арифметично и, в частности, конгруэнц-дистрибутивно. По лемме Йонссона

MSI(HSPu(K).

На классе K истинна следующая формула исчисления предикатов первого порядка:

(x,y,z (d(x,x,z)=z&((x=y)(d(x,y,z)=x)),

утверждающая, что терм d(x,y,z) определяет дискриминаторную функцию на основном множестве алгебры.

Хорошо известна ТЕОРЕМА ЛОСЯ (приводимая здесь без доказательства, доказательство ее см., к примеру, в [11]): для любых алгебр A i (i(I), любого ультрафильтра F на множестве I и любой формулы ( исчисления предикатов первого порядка, если Ai|=( для всех i(I, то 
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Таким образом, терм d(x,y,z) определяет дискриминаторные функции на всех алгебрах из Pu(K). В силу замеченного выше, алгебры из Spu(K) так же будут дискриминаторными. По лемме 1 дискриминаторная алгебра является простой и, значит, HSPu(K)=(SPu(K))e. Здесь Ke означает класс получаемый добавлением к классу K одноэлементной алгебры соответствующей сигнатуры. Тем самым, все MSI-алгебры являются дискриминаторными (с дискриминаторным термом d(x,y,z)) и включение MSI(Md доказано. Обратное включение Md(MSI следует из леммы 1 и включения MS(MSI, имеющего место для любого многообразия M. Здесь MS ( совокупность всех простых M-алгебр. Лемма доказана.

Многообразие M называется полупростым, если

MSI=MS,

т.е. если каждая подпрямо неразложимая M-алгебра проста.

В силу леммы 1, Md-алгебры просты и, таким образом, имеет место

СЛЕДСТВИЕ 1. Дискриминаторные многообразия полупросты.

ЛЕММА 4. Для любой алгебры A из дискриминаторного многообразия M, для любых элементов a,b,c,e из A включение (c,e((
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) равносильно равенству d(a,b,c)=d(a,b,e).

Доказательство. Так как на MSI истинно тождество d(x,x,y)=y, то это тождество истинно на всем многообразии M. Тогда, если A|=d(a,b,c)=d(a,b,e), то
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Таким образом, равенство d(a,b,c)=d(a,b,e) действительно влечет включение (c,e((
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Покажем обратное. Непосредственно проверяется (отправляясь от его истинности на MSI-алгебрах), что на M для любого n-местного символа f сигнатуры многообразия M истинно тождество

d(x,y,f(z1,...,zn))=d(x,y,f(d(x,y,z1),...,d(x,y,zn))).

Рассмотрим совокупность
P={(c,e((A2|d(a,b,c)=d(a,b,e)}.

В силы истинности на M указанного выше тождества, P является конгруэнцией на A. С другой стороны, на M истинны тождества d(x,y,x)=x и d(x,y,y)=x, а, значит, d(a,b,a)=d(a,b,b). Таким образом, (a,b((P. Тем самым 
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, то d(a,b,c)=d(a,b,e). Лемма доказана.

Многообразие M обладает свойством продолжимости конгруэнций, если для любой M-алгебры A, любой ее подалгебры B, любой конгруэнции (  на алгебре B имеет место равенство ( (A)(B=(, где ( (A) ( наименьшая конгруэнция на алгебре A включающая в себя все пары ( -эквивалентных элементов алгебры B.

Из утверждения леммы 4, в силу того, что для любой алгебры A из дискриминаторного многообразия M, для любых элементов a,b,c,e из A включение (c,e((
[image: image821.wmf]A

,

ab

q

 определяется равенствами термов от элементов a,b,c,e имеет место

СЛЕДСТВИЕ 2. Любое дискриминаторное многообразие обладает свойством продолжимости конгруэнций.

Без доказательств приведем еще ряд свойств дискриминаторных многообразий. Доказательство этих свойств можно найти, к примеру, в     [12].
ЛЕММА 5. а) Если A ( алгебра из дискриминаторного многообразия M, то для любых ее элементов a,b,c,e равенство 
[image: image822.wmf]A

,

ab

q

=
[image: image823.wmf]A

,

ce

q

 равносильно равенству

d(d(a,b,c),d(a,b,d(a,c,b)),d(a,c,b))=e.
б) Если A ( алгебра из дискриминаторного многообразия M, то для любых ее элементов a,b,c имеют место равенства
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Многообразие M называется конгруэнц-регулярным, если для любой алгебры A из M, любых конгруэнций (, (  на A и любого ее элемента a, из равенства [a](=[a]( вытекает равенство ( =(, т.е. многообразие M конгруэнц-регулярно, если для любой алгебры A из M и любых конгруэнций (, (  на A из совпадения некоторых классов ( -эквивалентных и (-эквивалентных элементов алгебры A вытекает совпадение конгруэнций ( и (.

Многообразие M называется конгруэнц-униформным, если для любой алгебры A из M и любой конгруэнции (  на A мощности всех ( -классов на A равны, т.е. для любых a,b(A
|[a](|= |[b](|.

На основе утверждения леммы 5 а) доказывается утверждение следующей теоремы.

ТЕОРЕМА 1. Любое дискриминаторное многообразие конгруэнц-регулярно и конгруэнц-униформно.
В силу леммы 5 а) для любой алгебры A из дискриминаторного многообразия M, для любых ее элементов a,b,c существует элемент e(A такой, что 
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. Отсюда и из утверждений леммы 5 б) вытекает следующее утверждение.

СЛЕДСТВИЕ 3. Для любой алгебры A из дискриминаторного многообразия, любая конечно порожденная конгруэнция на A является главной и пересечение любых конечно порожденных конгруэнций на A так же является главной конгруэнцией.

То есть, совокупность главных конгруэнций алгебры A образует подрешетку решетки Con A.

Конечные дискриминаторные алгебры называются квазипримальными. Приведем без доказательства  следующую характеризацию квазипримальных алгебр.

ТЕОРЕМА 2. Конечная алгебра A квазипримальна тогда и только тогда, когда многообразие M(A) арифметично и алгебра A наследственно проста.

Алгебра A называется примальной, если любая функция на основном множестве алгебры A является термальной и A конечна.

В заключении параграфа сформулируем характеризацию примальных алгебр.

ТЕОРЕМА 3. Алгебра A примальна тогда и только тогда, когда она квазипримальна, не содержит собственных (отличных от нее самой) подалгебр и не имеет нетривиальных (отличных от тождественных) автоморфизмов.
Доказательство теорем 2 и 3 можно найти, к примеру, в [12].
Задачи.

1. Приведите непосредственное доказательство утверждения следствия 1.
2. Докажите, что любое нетривиальное многообразие групп, колец не является конгруэнц-дистрибутивным.
             3.Будет ли декартово произведение двух дискриминаторных алгебр A1=(A1;(( и A2=(A2;( дискриминаторной алгеброй?

4. Докажите, что единственной дискриминаторной булевой алгеброй является двухэлементная булева алгебра.

5. Докажите, что никакая группа не является дискриминаторной алгеброй.
6. Докажите, с использованием теоремы 3 и непосредственно, что двухэлементная булева алгебра примальна.
7. Постройте пример 3-х элементной примальной алгебры конечной сигнатуры.
8. Постройте пример двухэлементной конгруэнц-перестановочной (конгруэнц-дистрибутивной) алгебры A такой, что порожденное ею многообразие M(A) не является конгруэнц-перестановочным (конгруэнц-дистрибутивным).
§10. Рациональная эквивалентность многообразий.
В качестве одной из прикладных трактовок понятия универсальной алгебры A=(A;((  можно рассматривать следующее: на множестве А  (множестве объектов с которыми производятся вычисления, преобразования) задан некоторый первоначальный набор вычислительных, преобразовательных процедур, команд – сигнатурных функций. С помощью суперпозиции мы можем, исходя из этого первичного набора, строить программы более сложных вычислений на А. Очевидно, что подобными программами будут являться термы сигнатуры . Этим программам – термам на самой алгебре A соответствуют термальные функции – реальные вычислительные процедуры на множестве А. При этом в учет не берётся программа вычисления, а рассматривается лишь его результативная сторона: результат вычислений на таких-то объектах (элементах множества А – значениях аргументов термальной функции) равен такому-то объекту (элементу из А – значению термальной функции). Набор термальных функций алгебры A=(A;(( ( это набор вычислительных возможностей обеспечиваемых на множестве А алгеброй A, если в качестве единственного принципа построения более сложных программ вычислений, исходя из первичных программ, команд (сигнатурных функций), используется принцип суперпозиции. В этом случае определённый интерес представляют собой алгебры A1=(A;(1(   и A2=(A;(2(  с одним и тем же основным множеством, но различными сигнатурами, обладающие однако равными вычислительными возможностями – совокупностями термальных функций. Решение задачи характеризации пар подобных алгебр открывает в дальнейшем возможность наложения каких-либо дополнительных условий на первичные программы, команды вычислений алгебр (на совокупность сигнатурных функций этой алгебры) с сохранением вычислительных возможностей алгебры (совокупности термальных функций). К сожалению удобная характеризация пар алгебр с равными, в указанном смысле, вычислительными возможностями невозможна. Однако, возможна подобная характеризация пар многообразий универсальных алгебр с равными вычислительными возможностями. Этому соответствует понятие рациональной эквивалентности многообразий.

Напомним, что через T() мы условились обозначать совокупность всех термов сигнатуры . Рассмотрим пару многообразий M1 и m2 универсальных алгебр имеющих сигнатуры 1 и 2 соответственно. Многообразия m1 и m2 назовем рационально эквивалентными, если существуют отображения F1(F2), сопоставляющее символам сигнатуры 1 термы сигнатуры 2 (символам сигнатуры 2 ( термы сигнатуры 1) с сохранением арности (числа аргументов функции f(i и терма Fi(f) совпадают) и такие, что:

а) для любой m1-алгебры A=(A;(1(  , алгебра F2(A)=(A;2(  входит в m2, здесь 2-операции алгебры F2(A) определяются на А соответствующими F2(2)-термами алгебры A;

б) для любой m2-алгебры A=(A;(2(, алгебра F1(A)=(A;1(  входит в m1, здесь алгебра F1(A) определяется аналогично алгебре F2(A) в пункте а);

в) для любой m1-алгебры A имеет место равенство F1(F2(A))=A;

г) для любой m2-алгебры A имеет место равенство F2(F1(A))=A.

Под категорией многообразия универсальных алгебр m мы будем понимать совокупность всех m-алгебр – совокупность объектов категории и совокупность отображений между этими алгебрами являющихся гомоморфизмами m-алгебр друг в друга – морфизмов категории. Через Hom(A, B), для m-алгебр A и B, будем обозначать совокупность всех морфизмов из A в B (всех гомоморфизмов алгебры A в алгебру B). В категории многообразия m определена частичная (т.е. не всюду определённая) операция произведения морфизмов: для ((Hom(A, B), ((Hom(B, C)  под произведением ((( понимаем элемент из Hom(A, C) являющийся суперпозицией гомоморфизмов ( и (. Категорию многообразия m будем впредь обозначать как m(.

Под натуральным изоморфизмом категорий m( и n( многообразий универсальных  алгебр m и n соответственно, мы будем понимать совпадение совокупностей основных множеств алгебр из m и алгебр из n и совпадение совокупностей отображений между этими множествами являющихся гомоморфизмами m- и n- алгебр друг в друга.

Имеет место следующая характеризация рационально эквивалентных многообразий на языке натуральных изоморфизмов категорий.

ТЕОРЕМА МАЛЬЦЕВА О РАЦИОНАЛЬНО ЭКВИВАЛЕНТНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ. Для любых двух многообразий m и n универсальных алгебр следующие условия эквивалентны:
а) многообразия m и n рационально эквивалентны;
б) категории m( и n( натурально изоморфны.
Доказательство. Пусть многообразия m и n рационально эквива-лентны и отображения F1:1(T(2), F2:2(T(1) удовлетворяют опреде-лению рациональной эквивалентности многообразий m и n. Непосредственно замечается, что для любых m-алгебр A=(A;(1( , B=(B;(1( если отображение (:A(B является гомоморфизмом алгебры A в алгебру B, то ( является так же гомоморфизмом n-алгебры F2(A) в n-алгебру F2(B) (т.к. гомоморфизмы сохраняют действия термальных функций). Тем самым, имеет место включение Hom(A, B) ( Hom(F2(A), F2(B)). Аналогично, с использованием отображения F1 доказывается включение Hom(C, D)( Hom(F1(C), F1(D)) для любых n-алгебр C, D. Наряду с равенствами F1(F2(A))=A и F2(F1(C))=C для любых m-алгебры A и n-алгебры C, это и доказывает равенства Hom(A, B)=Hom(F2(A), F2(B)) и Hom(C, D)= Hom(F1(C), F1(D)) для любых пар m-алгебр A, B и n-алгебр C, D. Всё вместе это доказывает натуральный изоморфизм категорий m( и n(  в случае рациональной эквивалентности многообразий m и n.

Покажем обратное, пусть многообразия m и n таковы, что категории m( и n(  натурально изоморфны. Прежде всего заметим, что существуют такие отображения F1:1(T(2), F2:2(T(1), что имеют место равенства F2(Fm((0))=Fn((0), F1(Fn((0))=Fm((0).Так как понятие m-свободной алгебры Fm((0) m-свободно порождённой множеством X={x1,…,xn,…} определяется в терминах отображений и гомоморфизмов (напомним: для любого отображения ( множества X в произвольную m-алгебру B существует гомоморфизм ((  алгебры Fm((0) в алгебру B продолжающий отображение (), то натуральный изоморфизм категорий m( и n(  влечёт, что n-алгебра соответствующая m-алгебре Fm((0) будет n-алгеброй n-свободно порождённой тем же множеством X. В силу результатов §6 (все счётно порождённые n-свободные алгебры изоморфны между собой с изоморфизмами переводящими n-свободные порождающие одной алгебры в n-свободные порождающие другой n-свободной алгебры) можно считать, что основные множества алгебр Fm((0) и Fn((0) совпадают и совокупность X={x1,…,xn,…}  является m-свободно и n-свободно порождающей для алгебр Fm((0) и Fn((0) соответственно. Для любого функционального n-местного символа f сигнатуры 1 элемент [f(x1,…,xn)]m алгебры Fm((0) совпадает с некоторым элементом [tf(x1,…,xm)]n алгебры Fn((0), где tf(x1,…,xm) терм сигнатуры 2. Здесь [f(x1,…,xn)]m и [tf(x1,…,xm)]n ( элементы алгебр Fm((0) и Fn((0) содержащие термы f(x1,…,xn) и tf(x1,…,xm) соответственно. Рассматривая подалгебру Fm(n) алгебры Fm((0) m-свободно порождённую множеством Xn={x1,…,xn} и содержащую элемент [f(x1,…,xn)]m и используя натуральный изоморфизм категорий m( и n( получаем, что подалгебра алгебры Fn((0)   порождённая термами 
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F()

À

=Fn(n). Таким образом, m(n.

Симметричное рассмотрение, основанное на многообразии n вместо m, доказывает равенство n=m.

Для любых элементов a1,…,an(Fm((0) рассмотрим отображение h:X(Fm((0) такое, что h(xi)=ai для i(n и h(xi)=xi для i > n. Пусть (h ( гомоморфизм алгебры Fm((0) в самою себя продолжающий отображение h. Через 
[image: image836.wmf]¢

j

h

 обозначим гомоморфизм алгебры Fn((0) в самого себя продолжающий отображение h. В силу однозначной определимости гомоморфизмов (h и 
[image: image837.wmf]¢
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 отображением h и натурального изоморфизма категорий m( и n(, отображения (h и 
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  совпадают. При этом, 

(*) f(a1,…,an)=f(h(x1),…,h(xn))=(h(f(x1,…,xn))= 
[image: image839.wmf]¢
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(tf(x1,…,xn))= =tf(h(x1),…,h(xn))=tf(a1,…,an).

Определим отображение F1:(T(2) полагая F1(f)=tf. Аналогичным образом определяется отображение F2:2(T(1). На основе равенства (*) и аналогичного равенства для отображения F2 получаем требуемые равенства:

(**) F2(Fm((0))=Fn((0) и F1(Fn((0))=Fm((0).

Отображения F1 и F2, удовлетворяющие условию (**) будут удовлетворять аналогичному условию для прямых произведений, т.е. F2
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, где алгебры Ai (i(I) совпадают с алгеброй Fm((0). Если A подалгебра m-алгебры B, то F2(A)  будет подалгеброй алгебры F2(B). Если ( ( гомоморфизм m-алгебры A на алгебру B, то (  будет гомоморфизмом алгебры F2(A) на алгебру F2(B). Аналогичные замечания имеют место для отображения F1 и n-алгебр.

По теореме Биркгофа о многообразиях, m=HSP(Fm((0)) и n=HSP(Fn((0)). Таким образом, отображения F1 и F2 осуществляют рациональную эквивалентность многообразий m и n. Теорема доказана.

Заметим, что в доказательстве теоремы мы предполагали наличие в сигнатурах рассматриваемых многообразий лишь функциональных символов (отсутствие констант). Рассмотрение случая присутствия в сигнатурах константных символов требует несущественных корректировок рассуждений и мы его опускаем.

Задачи.

1.  Докажите рациональную эквивалентность многообразия m1 ( булевых алгебр и многообразия m2 алгебр вида A=(A;(,(,0,1(, где A ( основное множество некоторой булевой алгебры B=(A;(,(,(,0,1(, операции ( и константы 0, 1 на алгебрах A и B идентичны и операция ( алгебры A суть операция симметрической разности булевой алгебры B, т. е. для a,b (  A  a ( b = (a ( ( b)((b ( ( a).
2.  Пусть многообразия алгебр m1 и m2 рационально эквивалентны. Следуют ли из конгруэнц-перестановочности (конгруэнц-модулярности, конгруэнц-дистрибутивности, конгруэнц-арифметичности, конгруэнц-дискриминаторности, конгруэнц-униформности, конгруэнц-регулярности) многообразия m1, аналогичные свойства для многообразия m2?

Глава 3 .Условные термы и условные многообразия

§11 Условные термы и условно термальные функции.

В §10 говорилось о возможности трактовки понятия терма сигнатуры , как программы вычислений составленной из простейших подпрограмм (соответствующих сигнатурным функциям) с помощью принципа суперпозиции. В программировании для построения более сложных программ помимо оператора суперпозиции используется условный оператор, строящий новые программы, которые, в зависимости от полученных на данном шаге результатов, дальнейшие вычисления осуществляют по различным подпрограммам. Понятие условного терма переносит принцип действия условного оператора в контекст рассмотрений универсальной алгебры.

Для удобства дальнейших обозначений через 
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 будем обозначать обычное равенство, а через 
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 ( его отрицание. Условием сигнатуры  будем называть конечную совокупность Г(
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где 
[image: image847.wmf]()

ii

jj

tx

 термы сигнатуры , ij({0,1} и 
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. Полной системой условий сигнатуры  будем называть набор 
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 условий данной сигнатуры такой, что формула  
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 невыполнимы.

Понятие условного терма сигнатуры  определяется индукцией за конечное число шагов с помощью следующих правил:

а) любая переменная и константа сигнатуры  являются условным термом;

б) если 
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[image: image855.wmf]i

s

i

f

, то 
[image: image856.wmf]11

(()())

i

isn

ftx,...,tx

так же условный терм сигнатуры ; 

в) если 
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 так же является условным термом сигнатуры ;

г) любой условный терм сигнатуры  строится за конечное число шагов согласно правилам а) - в).

Пусть a=(A;( произвольная алгебра сигнатуры . Каждому условному терму 
[image: image861.wmf]()
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 сигнатуры  сопоставим на основном множестве A алгебры a некоторую функцию (условно термальную функцию) которую будем обозначать как 
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()

tx
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. Для правил а), б) из определения условного терма мы предполагаем стандартные интерпретации, имеющие место при интерпретации термов сигнатуры  термальными функциями на алгебрах этой сигнатуры. Если же условный терм 
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 построен по правилу  в) определения условного терма, то для любых элементов 
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 из a (соответствующих переменным 
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 условного терма 
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Очевидно, что значение условно термальной функции 
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 определено и определено однозначно на любом наборе элементов 
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 алгебры a. Функции определимые на алгебре a с помощью условных термов будем называть условно термальными функциями алгебры a.

В качестве простейшего естественного, но принципиально важного  примера условно термальных функций укажем на дискриминатор. Действительно, дискриминатор d(x,y,z) определим на любой алгебре произвольной сигнатуры с помощью следующего условного терма:

td(x,y,z)= 
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Обычные термы сигнатуры  будем далее называть стандартными. Любой стандартный терм, в частности, является и условным. Как и ранее, через T() обозначим совокупность всех термов сигнатуры , а через CT() будем обозначать совокупность всех условных термов сигнатуры . 

В приведенных определениях условий и условного терма в качестве условий используются системы равенств и неравенств стандартных термов. На самом деле можно проводить одновременную индукцию при определении понятий условия и условного терма (т.е. допускать в определении условия  произвольные конечные системы равенств и неравенств условных термов). Нетрудно заметить, что при этом для любой алгебры сигнатуры  мы получим тот же класс условно термальных функций, что и при нашем первоначальном определении условия. Будем говорить, что условный терм 
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где 
[image: image879.wmf]()
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 ( стандартные термы рассматриваемой сигнатуры. Таким образом нестандартный условный терм 
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 имеет нормальную форму тогда и только тогда, когда правило в) из определения условного терма применялось лишь единожды на заключительном шаге построения 
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ЛЕММА 1. Для любого условного терма 
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 сигнатуры  существует условный терм 
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 этой сигнатуры, имеющей нормальную форму и такой, что для любой алгебры a сигнатуры  условным термам 
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 соответствует на a одна и та же условно термальная функция.

Для доказательства утверждения леммы индукцией по сложности условного терма достаточно заметить, что если 
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и а)
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или б) 
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где f (x1,...,xn) , то терм 
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 на любой алгебре a сигнатуры  вычисляет ту же функцию, что и терм 
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в случае а) и терм 
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в случае б).

Таким образом, работая далее с условно термальными функциями всегда можно предполагать, что они заданы условными термами в нормальной форме. 

В силу леммы 1 условно термальные функции на алгебре суть кусочно термальные. Иначе говоря, если f (x1,...,xn) условно термальная функция на алгебре a, то существует разбиение T1,...,Tk (k  N) декартовой степени An алгебры a определяемое полной системой условий 
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 сигнатуры алгебры a и существует термы (стандартные) 
[image: image894.wmf]1

(),...,()

k

txtx

 этой сигнатуры такие, что функция f  на кортежах элементов алгебры a входящих в Ti (i  k) совпадает с термальной функцией определяемой термом 
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 на алгебре a. Здесь 
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Очевидно, что любая условно термальная функция f (x1,...,xn) на алгебре a определима на этой алгебре с помощью бескванторной формулы исчисления предикатов первого порядка, т.е. существует бескванторная формула (f(x1,..., xn, y) сигнатуры алгебры a такая, что для любого кортежа элементов 
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 алгебры a и элемента b из a 
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. Нетрудно показать что обратное неверно (см. задачу 3 этого параграфа).

Формулу 
[image: image900.wmf](,)

xy

F

 исчисления предикатов первого порядка назовем y-функциональной на классе алгебр K, если имеет место 
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 назовем y-зависимой, если любая атомная подформула формулы 
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 содержащая переменную y имеет вид y=h(
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) , где h(
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) терм не содержащий y и y не входит в отрицания атомных подформул содержащихся в 
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. Напомним, что атомные подформулы формулы исчисления предикатов первого порядка функциональной сигнатуры суть равенства термов этой сигнатуры, а сама формула исчисления предикатов первого порядка строится из атомных подформул за конечное число шагов с помощью образования дизъюнкций, конъюнкций, отрицаний формул и навешивания кванторов ,  (или без такового навешивания, в случае бескванторности рассматриваемой формулы).

Синтаксическое описание условно термальных функций содержится в следующем утверждении. 

ТЕОРЕМА 1. Формула 
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 исчисления предикатов первого порядка определяет условно термальные функции на алгебрах некоторого класса K тогда и только тогда, когда на классе K формула 
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 эквивалентна некоторой бескванторной y-функциональной y- зависимой формуле.

Доказательство. Непосредственно, из определения условных термов, замечается, что условно термальные функции определимы бескванторными y-функциональными, y-зависимыми формулами исчисления предикатов первого порядка.

Покажем обратное, пусть на некоторой алгебре a y-зависимая бескванторная  формула 
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 является y-функциональной. Будем считать, что 
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 представлена в дизъюнктивной нормальной форме. Пусть 
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где 
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 атомные формулы или их отрицания. Прежде всего, если какая- то из формул 
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. Тем самым, с точностью до эквивалентности формул, можно считать, что переменная y содержится во всех формулах вида 
[image: image920.wmf]1

&(,)

k

l

lj

j

xy

=

F

. В силу y-зависимости формулы 
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). С другой стороны, если формула 
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), то конъюнкция y=h(
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), входящая в 
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 может быть заменена в этой формуле (с сохранением эквивалентности формул) на конъюнкцию y=h(
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)&h(
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)=g(
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). Таким образом, можно считать, что переменная y в каждой из формул 
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 встречается ровно один раз, т.е. для любого ln формула 
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 атомные формулы и их отрицания не содержащие переменную y.

Очевидным образом, используя y-функциональность формулы 
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 можно считать, что 
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 есть полная система условий. Тем самым, в конечном итоге, функции определимые на K-алгебрах a формулой 
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 совпадают с функциями определимыми на алгебрах a условным термом 

t(
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что и требовалось доказать. Теорема доказана.

Из определения условно термальных функций (индукцией по определению условных термов) без труда замечается, что

 (*) а) для любого условного терма t(
[image: image941.wmf]x

), любой алгебры a и любой подалгебры B алгебры a, если 
[image: image942.wmf]a

B, то t(
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)(B.  

б) для любого условного терма t(
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), любого изоморфизма   алгебр a и B, для любых 
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a имеет место равенство

 (t(a1,...,an)) = t((a1),..., (an)).

В отличии от термов, вычисление условных термов не коммутирует с гомоморфными отображениями и декартовыми степенями, т.е. 

(**) а)  существуют алгебры a, B и гомоморфизм  алгебры a в B, существует условный терм t(
[image: image946.wmf]x

) и элементы a1,...,an из a такие, что 

 (tA(a1,...,an)) ( tB( (a1),..., (an));

б) существуют алгебры a1, a2, элементы 
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2

1

1

1

1

,...,

;

,...,

n

n

a

a

a

a

 из алгебр a1 и a2 соответственно и условный терм t(
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Алгебра a называется локально конечной, если для любого nN и любых элементов a1,...,an из a, подалгебры алгебры a порожденная этими элементами конечна. Алгебра a называется равномерно локально конечной, если существует функция h:NN такая, что для любого nN, любых a1,...,ana мощность подалгебры 
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порожденной элементами a1,...,an не превосходит h(n).

Без доказательства приведем следующую алгебраическую характеризацию условно термальных функций на равномерно локально конечных алгебрах.

ТЕОРЕМА 2. Для любой конечной алгебры или равномерно локально конечной алгебры a=(A,( конечной сигнатуры, произвольная функция g:An ( A будет условно термальной функцией алгебры a тогда и только тогда, когда подалгебры алгебры a замкнуты относительно g (т.е. для любой подалгебры B алгебры a, любых a1,...,anB имеют место включения g(a1,...,an)B) и функция g коммутирует с изоморфизмами подалгебр алгебры a (т.е. для любых подалгебр C , B алгебры a, любого изоморфизма  подалгебры B на подалгебру C , любых a1,...,anB имеет место равенство (g(a1,..., an)) = g( (a1),..., (an))).

Для любой алгебры a через T(a) обозначим совокупность всех термальных функций алгебры a, а через CT(a) ( всех условно термальных функций алгебры a. Через F(a) обозначим совокупность произвольных функций на основном множестве алгебры a. Таким образом, для любой алгебры a имеют место включения 

T(a) CT(a)F(a).

Напомним, что алгебра a называется примальной, если она конечна и T(a)=F(a). Алгебру a назовем условно примальной, если она конечна и CT(a)=F(a).

На основе теоремы 2 можно доказать следующуе утверждение 

СЛЕДСТВИЕ 1. Конечная алгебра a условно примальна тогда и только тогда, когда она не имеет собственных подалгебр и нетривиальных автоморфизмов.

Переформулируем последние результаты на языке программ вычислений. Пусть A некоторая конечная совокупность объектов на которой заданы простейшие программы вычислений, команды (соответствующие сигнатурным функциям алгебры a=(A;(), тогда для произвольной функции g: An(A существует некоторая программа, составленная из простейших программ с помощью суперпозиций и условного оператора и вычисляющая на A функцию g  в том и только в том случае, когда все подалгебры алгебры a замкнуты относительно функции g и g коммутирует с изоморфизмами подалгебр алгебры a. При этом любая функция g: An(A будет вычислима некоторой подобной программой в том и только в том случае, если a не имеет собственных подалгебр и нетривиальных автоморфизмов.

Для любой алгебры a=(A;( через Ad = (A;( ((d3(( обозначим обогащение алгебры a добавлением в сигнатуру алгебры a нового трехместного функционального символа d интерпретируемого на алгебре Ad дискриминатором множества A.

Имеет место следующее утверждение.

ЛЕММА 2. Для любой алгебры a выполняется равенство CT(a)=T(Ad).

СЛЕДСТВИЕ 2. Для любой алгебры a равенство CT(a)=T(a) имеет место тогда и только тогда, когда a дискрминаторная алгебра.

Задачи.

1. Даны условные термы t(x1,x2) и q(x1,x2,x3) сигнатуры (+,((: 
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вычислите значения t(1,2), t(0,3) и q(0,1,2), q(1,2,3) на алгебре a=(Z;+;·(. 

2. Для условного терма t(x1,x2) 
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постройте условный терм t((x) имеющий нормальную форму и определяющий на всех алгебрах сигнатуры (+,·( те же условно термальные функции, что и условный терм t(x1,x2).

3. На алгебре a=(Z;f(, где f(x)=x+1, укажите функцию определяемую бескванторной формулой исчисления предикатов первого порядка не являющуюся условно термальной функцией этой алгебры.

4. Докажите утверждение (*) а) и б) из §11.

5. Докажите утверждения (**) а) и б) из §11.

6. Докажите, что любая булева алгебра является равномерно локально конечной.

7. Приведите пример алгебры сигнатуры 
[image: image954.wmf](
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 локально конечной, но неравномерно локально конечной.

8. Будут ли алгебры a=(Zn={0,1,...,n(1},
[image: image955.wmf]1

0

f

( и B=(Zn;+,(( примальными, условно примальными. Здесь f(k)=k+1 для k<n(1 и f(n-1)=0, а операции + и · определены на Zn как сложение и умножение по модулю n.

§12. Условные тождества и условные многообразия.
По аналогии с понятием тождества введем следующее определение.

Условным тождеством сигнатуры ( будем называть формальное равенство двух условных термов этой сигнатуры t1(x1,...,xn)=t2(x(1,...,x(m). Истинность условного тождества на алгебре A сигнатуры ( означает совпадение значений соответствующих условно термальных функций при любой подстановке значений элементов алгебры A вместо переменных, входящих в условное тождество. Мы будем говорить, что условное тождество 
[image: image956.wmf]12
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 истинно на классе алгебр K, если это условное тождество истинно на каждой алгебре этого класса. Подобно тому, как это делали раньше, соответствующие ситуации мы будем обозначать как A |=
[image: image957.wmf]12
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 и K |=
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()=()

txtx

¢

. Мы сохраним и остальные обозначения и определения касающиеся истинности тождеств на классах алгебр, перенося их на случай условных тождеств и их совокупностей. Под условным многообразием мы будем понимать класс всех алгебр фиксированной сигнатуры на которых истинна некоторая совокупность условных тождеств.

Стандартным образом, поскольку пересечение любой совокупности условных многообразий и само, очевидным образом, является условным многообразием, для любого класса алгебр K фиксированной сигнатуры существует наименьшее условное многообразие, включающее этот класс K. Обозначим его как M*(K).

Заметим, что любое условное многообразие является универсальным классом алгебр (аксиоматизируемо (-формулами исчисления предикатов первого порядка). Действительно, истинность условного тождества 
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()=()

txtx

¢

 на алгебре A, где условные термы 
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 имеют нормальную форму (а именно таковыми можно ограничиться в силу леммы 1 §11) и определены как
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очевидным образом равносильна истинности на алгебре A (-формулы    
[image: image964.wmf](
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Поскольку любое условное тождество истинно на одноэлементной алгебре соответствующей сигнатуры, то любое условное многообразие содержит соответствующую одноэлементную алгебру.

Как оказывается, отмеченные свойства полностью характеризуют условные многообразия.

ТЕОРЕМА 1. Для любого класса алгебр K не одноэлементная алгебра A входит в условное многообразие M*(K) тогда и только тогда, когда на A истинны все универсальные формулы истинные на классе K. Иначе говоря, M*(K) это наименьший универсальный класс алгебр, включающий в себя класс K и одноэлементную алгебру соответствующей сигнатуры.
Доказательство. Пусть K произвольный класс алгебр фиксированной сигнатуры (. Тогда одноэлементная алгебра этой сигнатуры входит в M*(K). Пусть A некоторая не одноэлементная алгебра сигнатуры ( входящая в M*(K) и ( = (
[image: image966.wmf]x

((
[image: image967.wmf]x

) некоторая универсальная формула сигнатуры (, истинная на всех K-алгебрах (здесь ( (
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) бескванторная формула). Для доказательства теоремы достаточно показать, что A |= (. Выберем представление формул ((
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) и (((
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) в дизъюктивной нормальной форме: ((
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 ( некоторые условия сигнатуры (. Очевидным образом можно считать, что 
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 полная система условий. Определим условный терм t(
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) следующим образом:

t(
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Очевидно, что формула (  на одноэлементных алгебрах сигнатуры ( эквивалентна условному тождеству t(
[image: image980.wmf]x

)=x1 и, тем самым, действительно, A|=(. Как замечено выше, это и завершает доказательство теоремы.

Хорошо известно (теорема Тарского), что наименьшим универсальным классом содержащим произвольный класс K является класс ISPu(K). Таким образом, аналог формулы Биркгофа для M(K) в случае условных многообразий имеет вид M*(K)=ISPu(Ke)=(ISPu(k))e. В частности, если A конечная алгебра, то IPu(A)=I(A)u имеет место. (см. Задачу 16 из §5). Здесь Ke класс алгебр получаемый добавлением к классу K одноэлементной алгебры соответствующей сигнатуры.

СЛЕДСТВИЕ 1. Для любой конечной алгебры A имеет место равенство M*(A)=is(A)e.
Отметим так же следующее утверждение.

СЛЕДСТВИЕ 2. Класс алгебр K сигнатуры ( является условным многообразием тогда и только тогда, когда K универсальный класс, содержащий одноэлементную алгебру соответствующей сигнатуры.
Пусть теперь Г некоторая совокупность условных тождеств сигнатуры ( и 
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 еще одно условное тождество этой сигнатуры. Через (|=
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 обозначим тот факт, что для любой алгебры A, на которой истинны условные тождества из (, истинно и условное тождество 
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Через Ax( (где ( некоторая фиксированная сигнатура) обозначим следующую совокупность условных тождеств:
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5)  для любой функции f(x1,...,xk) из ( 
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6) 
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, для любого условного терма 
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Рассмотрим также следующие правила вывода:
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где 
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 произвольные условные термы сигнатуры (, f(x1,...,xn)((.

Аксиомами исчисления условных тождеств будем называть совокупность условных тождеств Ax(, а правилами вывода этого исчисления ( правила вывода 1)-4) указанные выше.

Если Г некоторая совокупность условных тождеств, то под доказательством условного тождества 
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 в исчислении условных тождеств из совокупности Г будем понимать последовательность 
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 условных тождеств такую, что условное тождество 
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[image: image1001.wmf]12

()=()

txtx

¢
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 либо входит в совокупность Ax( ( Г, либо получается из некоторых предшествующих условных тождеств по одному из правил вывода 1)-4).

Существование доказательства условного тождества 
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 из совокупности Г в исчислении условных тождеств обозначим как                    Г|(c
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Без доказательства приведем следующий результат. Его доказательство базируется на использовании свойств дискриминаторных многообразий и приведено, к примеру, в [13].
ТЕОРЕМА ПОЛНОТЫ ДЛЯ ИСЧИСЛЕНИЯ УСЛОВНЫХ ТОЖДЕСТВ. Для любой совокупности Г условных тождеств сигнатуры ( и любого условного тождества 
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 той же сигнатуры отношения      Г|(
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 равносильны.
Задачи.

1. Является ли любое многообразие алгебр условным многообразием?

2. Является ли класс всех полей рассматриваемых в сигнатуре (+,(,0,1( условным многообразием?

3. В каком случае является условным многообразием класс состоящий из всех алгебр изоморфных некоторой фиксированной  алгебре A=(A;( (, алгебре из { A, 
[image: image1008.wmf]E

}, где 
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 - одноэлементная алгебра?
4. Непосредственно проверьте, что все аксиомы исчисления условных тождеств истинны на любой универсальной алгебре.

§ 13. Условно рациональная эквивалентность условных многообразий и алгебр.
Рассматривая совокупность условно термальных функций алгебры A как программно вычислительные возможности этой алгебры (условный терм ( программа вычислений на алгебре, составленная из простейших программ, команд ( сигнатурных функций с помощью суперпозиций и условных операторов, а условно термальная функция на A ( программируемая условным термом процедура вычислений на алгебре A), приходим к проблеме изучения алгебр с одинаковыми вычислительными программируемыми возможностями при варьировании простейших программ вычислений - сигнатурных функций. Эта проблема уже обсуждалась нами в §10 для термов и термальных функций на алгебрах, но решить ее в этом случае оказалось возможным не для отдельно взятых алгебр, а лишь для многообразий алгебр. Рассмотрение условных термов позволяет работать с отдельно взятыми конечными и равномерно локально конечными алгебрами.

Классы алгебр K1 и К2 сигнатур соответственно 1 и 2 назовем условно рационально эквивалентными, если существуют отображения F1(F2) сопоставляющие символам сигнатуры 1 условные термы сигнатуры 2 (символам сигнатуры 2 ( условные термы сигнатуры 1) с сохранением арности (числа аргументов функции f (i и терма Fi(f) совпадают) и такие, что:

а ) для любой К1-алгебры A=(A;1(, алгебра F2(A)=(A;2( входит в К2, здесь 2 ( операции алгебры F2(A) определяются на А соответствующими F2(2) ( термами алгебры A ;

б ) для любой К2-алгебры A=(A;2(, алгебра F1(A)=(A;1( входит в К1, здесь алгебра F1(A) определяется аналогично алгебре F2(A) в пункте а );

в ) для любой К1-алгебры A имеет место равенство F1(F2(A)) = A;

г ) для любой К2-алгебры A имеет место равенство F2(F1(A)) = A;

Под категорией вложимости класса алгебр К будем понимать совокупность всех К-алгебр ( совокупность объектов категории и совокупность отображений между этими алгебрами являющихся изоморфизмами произвольной К-алгебры на подалгебру какой-либо К-алгебры (являющихся вложениями К-алгебр друг в друга), а так же отображения являющиеся эпиморфизмами К-алгебр на одноэлементную алгебру соответствующей сигнатуры, если последняя входит в К, ( морфизмов категории вложимости. Через 
[image: image1010.wmf]a

Hom

(A, B), для К-алгебр A и B, будем обозначать совокупность всех морфизмов из A в B (всех изоморфных вложений алгебры A в алгебру B или эпиморфизм A на B, если B одноэлементная алгебра). В категории вложимости класса К определена частичная (т.е. не всюду определенная) операция произведения морфизмов: для  ( 
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 (B, C) под произведением ( понимаем элемент из 
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a

 (A,C) являющийся суперпозицией отображений  и . Категорию вложимости класса алгебр К будем впредь обозначать как 
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Под натуральным изоморфизмом категорий вложимости 
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 классов универсальных алгебр К1 и К2 соответственно, мы будем понимать совпадение совокупностей основных множеств алгебр из К1 и из К2 и совпадение совокупностей отображений между этими множествами являющихся морфизмами категорий 
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Имеет место следующая характеризация условно рационально эквивалентных условных многообразий на языке натуральных изоморфизмов категорий вложимости. Ограничиваясь лишь формулировкой результата заметим, что его доказательство основано на теореме Мальцева о рационально эквивалентных многообразиях и структурных теоремах о дискриминаторных многообразиях. Полностью доказательство тоеремы см. в [13].
ТЕОРЕМА ОБ УСЛОВНО РАЦИОНАЛЬНО ЭКВИВАЛЕНТНЫХ УСЛОВНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ. Для любых двух условных многообразий К1 и К2 универсальных алгебр следующие утверждения равносильны:

а) условные многообразия К1 и К2 условно рационально эквивалентны;

б) категории вложимости 
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Теорема 2 из §11 (алгебраическая характеризация условно термальных функций на конечных и равномерно локально конечных алгебрах) является следствием приведенного результата.

Отметим еще ряд следствий теоремы об условно рационально эквивалентных условных многообразиях. Через Iso(A) будем обозначать совокупность всех внутренних изоморфизмов алгебры A (изоморфизмов между подалгебрами алгебры A). Из теоремы об условно рационально эквивалентных условных многообразиях и отмеченного выше факта, что для конечной алгебры A условное многообразие М*(A) порожденное этой алгеброй состоит из алгебр изоморфных подалгебрам алгебры A,  плюс одноэлементная алгебра вытекает следующее утверждение.

СЛЕДСТВИЕ 1. Для любых двух конечных алгебр или равномерно локально конечных универсальных алгебр A1=(A;1( и A2=(A;2( конечной сигнатуры с одним и тем же основным множеством А следующие условия эквивалентны:

1) СТ(A1)=СТ(A2), совпадают совокупности условно термальных функций алгебр A1 и A2;

2) Iso(A1)=Iso(A2), совпадают совокупности внутренних изоморфизмов алгебр A1 и A2.

Таким образом, совпадение совокупностей внутренних изоморфизмов алгебр A1 и A2 является критерием равных вычислительных возможностей этих алгебр, где под вычислительными возможностями алгебры мы понимаем совокупность функций на основном множестве алгебры вычислимых по программам вычислений, составленных из простейших подпрограмм (сигнатурных функций) с помощью операторов суперпозиции и условных операторов.

Для любой биекции ( множества А на множество В и любой функции f:An(А, через f( обозначим n-местную функцию на множестве В определенную следующим образом:

для b1,...,bn ( B

f( (b1,...,bn) = ( f(( (1(b1),...,( (1(bn)).

Функцию f(  будем называть (-сопряженной к функции f. Алгебры A =(A;1( и B=(B;( будем называть условно рационально эквивалентными, если существует биекция ( множества А на множество В такая, что СТ((A))=СТ(B), где алгебра(A) определена на множестве В и для fiSi(1 интерпретацией функционального символа fi в алгебре (A) является функция (fiA). Фактически, условно рациональная эквивалентность алгебр A и B означает условно рациональную эквивалентность классов алгебр I({A})  и I({B}). Условно рациональная эквивалентность алгебр A и B фактически равносильна тому, что (с точностью до кодировки элементов алгебры A их -образами в алгебре B) алгебры A и B обладают одинаковыми вычислительными возможностями (функции вычислимые с помощью программ ( условных термов на алгебре A суть, с точностью до -сопряжения, те же, что и функции вычислимые с помощью программ ( условных термов на алгебре B).

СЛЕДСТВИЕ 2. Для любых двух конечных или равномерно локально конечных универсальных алгебр A=(A;1( и B=(B;2( следующие условия эквивалентны:

а) алгебры A и B  условно рационально эквивалентны;

б) существует биекция  множества А на множество В такая, что IsoB={f | f ( IsoA}.

Ввиду утверждения этого следствия для любого натурального числа n существует лишь конечное число S(n) попарно условно рационально не эквивалентных n-элементных алгебр (алгебр с различными вычислительными возможностями) таких, что любая n-элементная алгебра условно рационально эквивалентна одной из этих S(n) алгебр (имеет те же вычислительные возможности, что и одна из этих S(n) алгебр).

Следующее утверждение дает значения и оценки чисел n-элементных алгебр с различными вычислительными возможностями.

ТЕОРЕМА 1. S(2) = 5, S(3) = 53, для любого n(4
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Доказательство этой теоремы см. в [13].

В качестве иллюстрации приведем пример пяти двухэлементных алгебр имеющих различные вычислительные возможности и таких, что любая двухэлементная алгебра имеет равные вычислительные возможности с одной из этих пяти алгебр :

A1 = ({0,1};+,¬(;

A2 = ({0,1};¬(;

A3 = ({0,1};+(;

A4 = ({0,1};((;

A5 = ({0,1};((.

Здесь + ( сложение по модулю 2, (  и ¬ стандартные операции дизъюнкции и отрицания на множестве {0,1}, а сигнатура алгебры A5 не содержит никаких функциональных и константных символов ( пуста.
Описание 53 попарно условно рационально не эквивалентных 3-х элементных алгебр также можно найти в [13].
Задачи: 

1. Будут ли условно рационально эквивалентными решетки М3 и N из задачи 11 §1?

2. Будут ли условно рационально эквивалентными двухэлементная булева алгебра и двухэлементная группа G = ({0,1};+,(,0(, где + - сложение по mod 2 и (0=0, (1=1?

3. Будут ли условно рационально эквивалентными полугруппа G=({0,1,...,n(1};+( (+ ( cложение по mod(n(1)) и решетка L=({0,...,n(1};(,((, где решеточный порядок на L определен неравенствами 0<1<2<...<n(1?

4. Найдите некоторые необходимые условия которым должна удовлетворять любая алгебра условно рационально эквивалентнанекоторой конечной решетке (группе, булевой алгебре)?

5. Докажите, что приведенные выше алгебры A1 – A5  попарно условно рационально не эквивалентны друг другу и любая двухэлементная алгебра условно рационально эквивалентна одной из алгебр A1,…, A5.

Глава 4. Некоторые приложения универсальной алгебры.

В этой главе будут конспективно рассмотрены некоторые приложения универсальной алгебры: в оценке вычислительных возможностей
 вычислительных машин (§ 14), в теории автоматов и языков (§ 15) и в теории баз данных (§ 16). Безусловно, эти рассмотрения носят лишь демонстрационный характер и далеко не исчерпывают приложения универсальной алгебры в теории вычислительных машин, в программировании и информатике.

§ 14. Шкалы потенциалов вычислимости конечных алгебр.

В настоящем параграфе, на основе результатов § 13 будет предложена некоторая классификация конечных универсальных алгебр A на основе их программно вычислительных возможностей, т. е. на основе совокупностей CT (A) их условно термальных функций. Как было показано в     § 13, следствия 1 и 2, пара n-элементных алгебр A = (А; (1( и B  = (В; (2( имеют одинаковые программно вычислительные возможности или, иначе, условно рационально эквивалентны (т. е. для некоторой биекции ( множества А на множество В справедливо равенство СТ (B) = {f( | f(CT (A)}) тогда и только тогда,   когда для этой же биекции ( имеет место равенство Iso B = {g( | g(Iso A}. Иначе говоря, совокупность Iso A внутренних изоморфизмов конечной алгебры  A выступает, с точностью до сопряжения перестановками основного множества алгебры, инвариантом программно вычислительных возможностей этой алгебры.
Элементы совокупности Iso A суть частичные перестановки (внутренние изоморфизмы алгебры  A) основного множества алгебры A, т.е. некоторая совокупность биекций
 между какими-то подмножествами множества А. Причем сами подмножества А, играющие роль областей определения и значения этих биекций, это основные множества подалгебр алгебры A, т.е. совокупность этих подмножеств является решеточно упорядоченным множеством относительно отношения  ( теоретико-множественного включения между ними. 
Таким образом, что бы была возможность построения классификации конечных алгебр на основе их программно вычислительных потенциалов прежде всего необходимо описание совокупностей I биекций между некоторыми подмножествами произвольного конечного множества А таких, что I = Iso (A) для некоторой универсальной алгебры  A = (А; (( определенной на этом множестве.

Говоря, что совокупность S(P(A) подмножеств некоторого конечного множества А образует решетку будет иметь в виду, что S является решеточно упорядоченным множеством относительно порядка, определенного как теоретико-множественное отношение быть подмножеством, при этом решеточная операция ( на элементах из S является теоретико-множественным пересечением этих элементов как подмножеств множества А  (в то время, как решеточная операция ( не обязана быть теоретико-множественной операцией объединения) и А(S.
Пусть S – некоторая решетка подмножеств конечного множества А, а I – некоторая совокупность биекций между подмножествами из S.

Принципом обратимости для I назовем следующее ее свойство: для любого g(I отображение g-1 также входит в I.

Принципом композиции для I назовем свойство I: для любых g,h(I если rang h = dom g, то g h(I.

Принципом неподвижных точек для S и I назовем следующее свойство: для любого g(I множество Fix (g) = {a(A | g(a)=a} входит в S.

Принципом ограничения для S и I назовем свойство: для любых g(I и C(S, если C ( dom g, то gГС(I.

Принципом согласованности S и I назовем следующее свойство: для любого C(S имеет место включение idC(I; для любого g(I имеют место включения dom g, rang g(S.

Принципом одноэлементных подалгебр назовем свойство: для любых a,b(A, если {a},{b}(S, то существует h(I такое, что dom h = {a},              rang h = {b}.
Имеет место следующее утверждение, полное доказательство которого можно найти в [13], - описание инвариантов программно вычислительных возможностей конечных алгебр.

ТЕОРЕМА 1. Для любого конечного множества А и некоторой совокупности I частичных биекций множества А (совокупности некоторых биекций между некоторыми подмножествами множества А) следующие условия эквивалентны:

1) I=Iso A для некоторой универсальной алгебры A = (А; ((  с основным множеством А;

2) для некоторой решетки S подмножеств множества А пара (S,I( удовлетворяет принципом обратимости, композиции, неподвижных точек, ограничения, согласованности и одноэлементных подалгебр; при этом     S = Sub A  для алгебры A  из условия 1).

Перейдем теперь непосредственно к определению шкалы потенциалов вычислимости конечных универсальных алгебр – к классификации n-элементных алгебр (или, если угодно, вычислительных машин работающих на n-элементном множестве объектов) по их программно вычислительным возможностям.

Как уже замечалось ранее, само основное множество алгебры не играет никакой роли в оценке программно вычислительных возможностей этой алгебры (эти возможности оцениваются с точностью до условно рациональной эквивалентности алгебр). В силу этого, будем далее считать, что рассматриваемые n-элементные алгебры заданы на множестве n = {0,1,…,n-1}. На совокупности CT (n) = {CT (A) | A – n-элементная алгебра} введем отношение эквивалентности  (:

CT (A1) ( CT (A2) тогда и только тогда, когда алгебры A1 и A2 условно рационально эквивалентны, то есть существует перестановка ( на множестве {0,1,…,n-1}, которая сопрягает совокупности функций CT (A1) и CT (A2), т.е. такая, что CT (A2) = {f( | f( CT (A1)}.

В силу теоремы 2 из § 11 и следствий 1 и 2 из § 13 для любых конечных алгебр A = (n; (1( и  B = (n; (2( и для любой перестановки ( на множестве {0,1,…,n-1} следующие условия эквивалентны:

а) имеет место равенство (включение)

CT (B) = {f( | f( CT (A)}

(CT (B) (  {f( | f( CT (A)};

б) имеет место равенство (включение)

Iso B = {g( | g( Iso (A)}

(Iso B (  {g( | g( Iso (A)}).

Через CTn обозначим фактор-множество 
[image: image1022.wmf]()

~

CTn

. Таким образом, в силу теоремы 1, множество CTn конечно и мощность множества CTn, число S(n) из § 13, соответствует числу попарно условно рационально не эквивалентных n-элементных алгебр, т. е. n-элементных алгебр имеющих различные программно вычислительные возможности – различные вычислительные потенциалы. В силу сказанного выше, под вычислительным потенциалом алгебры A = (n; (( естественно понимать класс [CT (A)]~.
Через ( обозначим отношение частичного порядка на CTn, индуцированное отношением теоретико-множественного включения между элементами из CT(n) при факторизации по отношению ~: т. е.     [CT (A)]~ (  [CT (B)]~  тогда и только тогда, когда для некоторой алгебры L имеют место CT (A)  ( CT (L) и CT (L) ~ CT (B). При этом, естественно, отношение  [CT (A)]~ (  [CT (B)]~  фактически означает, что программно вычислительные возможности алгебры A меньше либо равны программно вычислительным возможностям алгебры B.

В силу сказанного, частично упорядоченное множество (СT(n); (( называется шкалой потенциалов вычислимости n-элементных алгебр и позволяет классифицировать вычислительные машины работающие на n-элементных совокупностях объектов с точки зрения их вычислительных возможностей.

Далее вычислительный потенциал [CT (A)]~  алгебры A будем обозначать как 
[image: image1023.wmf]A

.

Напомним, что мощности шкал потенциалов n-элементных алгебр, числа S(n), при n=2,3,4 и верхняя оценка этих мощностей при n ( 4 приведены в конце § 13.

Диаграммы же Хассе для шкал (СT2; (( и (СT3; (( представлены на следующих рисунках (доказательство последних фактов см., к примеру,   в [13]).

Рис.1

Рис. 2

Ключом к построению этих диаграмм и к изучению свойств шкал  (СTn; (( служит теорема 1.

Прежде всего заметим, что любая из шкал обладает наименьшим 0 и наибольшим 1 элементами определяемыми, соответственно, алгебрами A = (n; (1( и B  = (n; (2(  таким, что  Iso A = Bi n – все возможные биекции между любыми подмножествами множества n = {0,1,…,n-1}, а Iso B = {idn}. Очевидным образом замечается, что совокупности Bi n и {idn} удовлетворяют условиям 2) теоремы 1.

При этом любая функция на множестве n={0,1,…,n-1} является программно вычислимой (условно термальной) функцией на алгебре B, а программно вычислимыми (условно термальными) функциями на алгебре A являются лишь функции вида:

 (так называемые обобщенно селекторные функции)
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 - всевозможные максимальные, попарно несовместные условия, состоящие из равенств и неравенств между переменными 
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Имеют место также следующие утверждения (доказательство их см. в [13]).
ТЕОРЕМА 2. Графы, соответствующие диаграммам Хассе шкал   (СTn; ((, не являются планарными при  n ( 3.

ТЕОРЕМА 3. При  n ( 3 шкала (СTn; (( не является решеточно упорядоченным множеством.
О сложности строения шкал  (СTn; (( говорит и следующее утверждение.
ТЕОРЕМА 4. Для любой конечной решетки L существуют натуральное число n и элементы 
[image: image1030.wmf]A

 и 
[image: image1031.wmf]B

 шкалы (СTn; (( такие, что интервал [
[image: image1032.wmf]A

,
[image: image1033.wmf]B

]={L (CTn | 
[image: image1034.wmf]A

( L (
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} шкалы (СTn; (( является решеткой и решетка L изоморфно вложима в решетку [
[image: image1036.wmf]A

,
[image: image1037.wmf]B

].
Представляет интерес нахождение различных параметров конечного частично упорядоченного множества (СTn; ((.
Атомами частично упорядоченного множества (А; (( с наименьшим элементом 0 называются элементы покрывающие этот наименьший элемент, т.е. такие элементы а ( А, что для любого элемента с ( А такого, что 0 ( с ( а имеет место одно из равенств с=0 либо с=а. Коатомами частично упорядоченного множества (А; (( с наибольшим элементом 1 называются элементы покрываемые элементом 1, т.е. такие элементы b, что для любого элемента с ( А такого, что b ( c ( 1 имеет место одно из равенств с=1 либо с=b.
Справедливо следующее утверждение ( полное его доказательство см. в [13]).

ТЕОРЕМА 5. Число атомов шкалы (СTn; (( равно [ 
[image: image1038.wmf]2

n

]+1+R(n), где [m] – целая часть числа m, а  R(n) – число максимальных транзитивных на n подгрупп полной симметрической группы на n, попарно не сопряженных в этой группе. Число коатомов шкалы (СTn; (( равно (n – 1)+K(n), где K(n) – число различных простых делителей числа n, отличных от единицы.

Длинной частично упорядоченного множества (А; (( называется максимальное число элементов этого множества образующих цепь.

Следующее утверждение (доказательство см. в [13]) описывает длину шкалы (СTn; ((.

ТЕОРЕМА 6. Длина шкалы (СTn; (( равна 
[image: image1039.wmf]1
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В частности длина (СT2; (( равна 3, длина (СT3; (( равна 13, длина (СT4; (( равна 40.

Дальнейшее описание шкал (СTn; ((, а также ряд открытых вопросов связанных с их строением можно найти в  работе [13].
Подводя итоги рассмотрений данной главы, мы можем сформулировать, что программно вычислительные возможности (потенциал вычислимости) вычислительных машин (универсальных алгебр) в конечном счете определяется двумя факторами:

1) совокупностью замкнутых, относительно команд, областей объектов с которыми имеет дело данная машина (решетки подалгебр универсальной алгебры) и

2) совокупностью «симметрий» между этими областями (совокупностью внутренних изоморфизмов универсальной алгебры).

Задачи.

1. Докажите, что для любой универсальной алгебры A = (A; ((, конечной либо бесконечной, совокупность Iso A удовлетворяет условию 2) из формулировки теоремы 1.

2. Докажите, что шкала (СT2; (( имеет диаграмму представленную на рис. 1, стр.115.
§ 15. Конечные автоматы, языки и грамматики.

Пусть ( - некоторое конечное множество, а (* - совокупность всех конечных последовательностей элементов из (. Элементы множества ( будем называть буквами алфавита (, а элементы из (* - словами алфавита (. Добавим к совокупности (* еще один символ ( который будем интерпретировать как пустое слово. Пусть ((*) = (*( {(}. На элементах из ((*) введем двухместную операцию умножения (конкатенацию слов) следующим образом: для a1...an, b1…bm((* пусть a1...an ( b1…bm = a1...an b1…bm  и ( ( a1...an = а1…аn, a1...an ( ( = a1…an ,       ( ( (=(. Очевидно, что операция ( ассоциативна на совокупности ((*), ( играет роль единицы в полугруппе (((*); ((, а ((*; (( - свободная полугруппа порожденная множеством ( в многообразии всех полугрупп. Произвольное подмножество L ( ((*) будем называть языком в алфавите (.

Пусть G=(V;E( некоторый конечный орграф без кратных дуг. Пусть каждая его дуга помечена одной или несколькими буквами алфавита (, т.е. задана функция ( из Е в P(() – функция разметки дуг. Предположим, что в V выделены непустое подмножество S – множество начальных вершин или входов и подмножество Т – множество заключительных вершин или выходов.

Подобный набор (V; E; (; S; T( состоящий из размеченного орграфа без кратных дуг с выделенными начальными и  конечными вершинами будем называть конечным автоматом.

К примеру, рассмотрим автомат, G1=({A,B,C,D,M,K}; {(A,M(, (A,B(, (M,K(, (K,M(, (B,K(, (B,C(, (C,D(}; ( ((A,B()={a}, ( ((A,M()={b}, ( ((M,K()={a}, ( ((K,M()={a,b}, ( ((B,K()={a}, ( ((B,C()={a,b}, ( ((C,D()={b}; {A,B}, {C,D}(. Графически автомат G1 можно представить следующим образом:
                                      a,b               
                          M                     К                D 
                                b            a           a                     b
                                      a                     a,b               

                            A                      

                                                   B                 C                       

Любому конечному маршруту в автомате мы будем приписывать одно или несколько слов из ((*), считывая буквы вдоль этого маршрута. Все слова такого вида будем называть помечающими словами данного маршрута. К примеру, для автомата G слова a,b, ab, bb, aa, aab, abb образуют полный список помечающих слов всех маршрутов из начальных вершин в заключительные вершины автомата G.

Языком L(G), порожденным конечным автоматом G, назовем совокупность всех помечающих слов в алфавите ( для маршрутов из начальных в заключительные вершины автомата G. Таким образом, L(G1)={a, b, ab, bb, aa, aab, abb}. Для маршрута не содержащего дуг помечающим словом будем считать слово (. Тем самым, для конечного автомата G имеет место включение ((L(G) тогда и только тогда, когда некоторая вершина автомата G является одновременно и начальной и заключительной.

Язык L ( ((*) называется представимым (над алфавитом (), если L=L(G) для некоторого конечного автомата G.

Без труда замечается, что

(() любой конечный язык представим.
Условие конечности языка здесь существенно.
Покажем, к примеру, что язык L={ai bi | i(N} не представим, здесь сi слово длины i образованное одной буквой с. Действительно, от противного, пусть L=L(G) для некоторого конечного автомата G. Рассмотрим в G маршрут с помечающим словом ai bi, где i  превышает число вершин в G:
              a       a                   a        b      b                 b

        A0       A1         A2     Ai-1     Ai      B1      B2     Bi-1      Bi 

Так как число вершин на участке от А0 до Аi больше числа вершин в G, то для некоторых 0(k<l(i  имеет место равенство Ak=Al. Выкинем из маршрута цикл Ak, Ak+1,…,Al и получим снова маршрут от A0 до Bi с помечающим словом вида aj bi, где 0(j<i, т.е. aj bi(L(G)=L, в противоречии с выбором L.
Конечный автомат G назовем детерменированным, если он имеет только одну начальную вершину и для любой вершины А и любой метки a(( имеется в точности одна дуга (А,В( с меткой а.  На самом деле, ограничение детерменированностью  не сказывается на представимости языков. Иначе говоря:

((() для любого конечного автомата G существует конечный детерменированный автомат G( такой, что L(G)=L(G().

Можно показать, что подобный конечный детерменированный автомат G(, содержащий наименьшее число вершин (зависящее, конечно, от автомата G), единственен с точностью до изоморфизма.

Рассмотрим теперь другой подход к детерменированным конечным автоматам G=(V;E; (; {v}, T(. Элементы множества V будем называть состояниями автомата G, элементы из ( - входными сигналами автомата, ( - начальным состоянием автомата, а Т – конечными его состояниями. Автомат G «работает» в дискретной временной шкале по следующему правилу: если u(V – состояние автомата G в данный момент времени, а а(( - входной сигнал, то в следующий момент времени автомат G переходит в состояние v(V такое, что (((u,v()=a. В силу детерменированности автомата G функция ( может быть заменена на другую функцию (, отображающую декартово произведение V×( в V, такую, что (((u,a()=v. Очевидно, что функции ( и ( взаимно определяют друг друга. Функция ( называется функцией переходов автомата G.

Таким образом, детерменированный автомат G можно представлять себе как некую машину с конечным числом внутренних состояний, которые будут рассматриваться нами как вершины орграфа. Метки алфавита ( - это входные сигналы. Автомат описывает поведение машины, показывая нам, в какое новое состояние Y она переходит из состояния X, получив входной сигнал а, для этого служит дуга (X,Y( такая, что (((X,Y()=a, или иначе такая, что (((X,a()=Y. Машина всегда, начинает работу в начальном состоянии. Слово w(L(G), если оно вызывает переход машины, последовательно получающей его буквы как входные сигналы, из начального состояния в одно из заключительных состояний.

Подобный подход к детерменированным автоматам позволяет изучать их с точки зрения универсальной алгебры. Правда при этом удобнее использовать не односортные универсальные алгебры рассматриваемые нами выше, а некоторое их обобщение многосортные универсальные алгебры.

Для этого мы фиксируем некоторое множество I  – множество сортов, под сигнатурой 
[image: image1042.wmf]0

0

0

,...,,,...,

k

nn

m

k

ffcc

s

=


[image: image1043.wmf]мы будем по прежнему понимать совокупность функциональных символов 
[image: image1044.wmf]i

n

i

f

 и символов констант 
[image: image1045.wmf]j

c

, но при этом для каждого функционального символа 
[image: image1046.wmf]i

n

i

f

 фиксируется еще некоторое отображение 
[image: image1047.wmf]i

g

 множества 
[image: image1048.wmf]{

}

i

i

n

n

,...,

1

,

0

1

=

+

 во множество I, а также отображение h множества {
[image: image1049.wmf]m

c

c

,...,

0

} во множество I. Тогда, говоря об I-сортной универсальной алгебре A мы будем иметь в виду набор 
[image: image1050.wmf]|

i

AiI

Î

 непустых множеств – основных множеств алгебр A и набор отражений 
[image: image1051.wmf]i

f

: 
[image: image1052.wmf](0)(1)()

...

iiiii

ggngn

AAA

-

´´®

 (сигнатурных функций алгебры A),  а также фиксированных элементов 
[image: image1053.wmf]()

jhj

cA

Î

 (констант алгебры A).
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Тем самым, конечной детерменированный автомат G=(V;E; (; {v},T( - это двусортная универсальная алгебра A при 
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 и основные множества А0 и А1 алгебры A таковы, что А0=V, A1=(, при этом для 
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Еще один подход к изучению представимых языков связан с понятием системы продукций. Под последней имеют ввиду пару 
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К примеру, пусть 
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Грамматикой называется набор 
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К примеру, для приведенной выше системы продукций 
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Грамматика G называется праволинейной, если каждая ее продукция имеет один из следующих видов:

1) 
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Продукции вида 2) будем называть стирающими.
Нетрудно показать, что представимые языки это в точности языки, порожденные некоторой праволинейной грамматикой. Таким образом, справедлива

ТЕОРЕМА 1.  Для любого языка 
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2) 
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 представим конечным детерменированным автоматом,

3) 
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 порождается праволинейной грамматикой.

Пусть, по прежнему, 
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 будем называть алгеброй языков над алфавитом 
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Язык 
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 над алфавитом 
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Без особого труда можно показать, что  

(((() совокупность представимых языков над алфавитом 
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 замкнута относительно операций 
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Опять же без труда замечается, что любой простейший язык представим. В силу этого, и утверждения (((() получаем представимость любого регулярного языка. На самом деле, можно доказать и обратное. Таким образом, имеет место

ТЕОРЕМА КЛИНИ. Язык представим тогда и только тогда, когда он регулярен.

Полное доказательство теоремы Клини см., к примеру, в [2].

Заметим также, что совокупность представимых языков на самом деле замкнута не только относительно регулярных операций 
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Задачи.

1. Докажите утверждение (() данного параграфа.

2. Докажите утверждение ((() данного параграфа, выбирая в качестве вершин автомата 
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4. Докажите, что для любой праволинейной грамматики 
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 существует конечный автомат
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 праволинейные грамматики такие, что 
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. Тем самым,  утверждение этой задачи доказывает утверждение (((() настоящего параграфа.
§ 16. Алгебры Халмоша и базы данных.

Основная цель данного параграфа – продемонстрировать возможности алгебраического подхода к изучению баз данных. При этом изложение носит лишь эскизный, демонстрационный характер. Систематическое изложение этого вопроса можно найти в монографии [14].

База данных – это информационная автоматизированная система, хранящая и перерабатывающая информацию и способная выдавать ответы на запросы. Можно запрашивать то, что непосредственно хранится в базе, но можно запросить и производную информацию – информацию, как-то выражаемую через базисную. Мы рассмотрим далее лишь одну из возможных моделей баз данных – реляционную, когда информация хранится в виде отношений между данными.

Для большей ясности начнем с простейшего примера. Рассмотрим информацию о некотором производственном
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Указанный набор 
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 определяет базисную информацию о данном производственном коллективе на данный момент. Эта информация хранится в виде подмножеств соответствующих декартовых произведений множеств 
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Обработка информации предполагает определенные действия с базисными подмножествами входящими в 
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 и для реализации  этих действий необходимо всю базисную информацию «уровнять» в одном и том же большом декартовом произведении. Для этого рассмотрим декартово произведение 
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Поскольку объекты имеющейся у нас базисной информации имеют разную природу: члены коллектива (элементы множеств 
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К примеру, нас интересует список лиц способных после дополнительного обучения занимать все вышестоящие над ними должности и не имеющих неприязненного отношения ни к кому из членов рассматриваемого коллектива. Очевидно, что требуемый список – это те элементы множества 
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При этом при обработке в нашей базе данных вместо отношений 
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 над подмножествами множества 
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Поясним определение квантора 
[image: image1279.wmf]$

 при изложенной его трактовке как преобразований подмножеств множества 
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 на более простом «двухмерном», а не «пятимерном» примере.
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при стандартной трактовке интерпретируется одноместным отношением 
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В контексте работы с базами данных  удобнее рассматривать, как уже замечалось выше, отношение 
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. Впрочем, обо все этом говорилось выше, в рассмотренном примере, когда мы от двухместных отношений 
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 мы получаем новые одноместные операции над подмножествами множества 
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. При этом отметим следующие свойства этих операций:
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.
Теперь мы можем сформулировать понятие кванторной алгебры. Пусть B=
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 некоторая булева алгебра и фиксированно множество 
[image: image1308.wmf]I

 – множество сортов переменных (имена доменов), под соответствующей кванторной алгеброй BI мы будем понимать обогащение алгебры B введением в ее сигнатуру дополнительных одноместных операций 
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Таким образом, рассмотренный выше пример базы данных производственного коллектива, может быть описан как некоторая конкретная кванторная алгебра 
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. Однако при работе с базами данных приходится учитывать самые разные изменения, которые могут происходить с зафиксированными данными. В нашем примере: у конкретного члена коллектива изменилась должность, изменились функциональные поручения, связанные с данной должностью, какие-то должности ликвидированы или введены новые, изменился состав коллектива и т.д. Все это приводит к необходимости рассматривать еще целый ряд преобразований базы данных. Удобнее всего это представить следующим образом: фиксируется некоторая абстрактная полугруппа G=
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 и на кванторной алгебре BI вводится еще ряд одноместных операций 
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Полученная таким образом алгебра                                                   BI, G=
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 и носит название алгебры Халмоша.
Тем самым, различные базы данных могут рассматриваться как алгебры Халмоша. Обратимся теперь к взаимодействию запросов с конкретными базами данных. Как мы видели выше, запросы в базу данных могут быть сформулированы в виде формул исчисления предикатов с дополнительными операциями: логическими связками и s-элементами полугруппы G.  Но вообще сами эти формулы могут рассматриваться как элементы абсолютно свободной алгебры 
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. Однако при формулировании запроса один и тот же запрос мы можем формулировать с помощью различных формул и от конкретной формулировки запроса может зависеть время обработки запроса. Например, мы можем не использовать кванторы  
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 имеет место эквивалентность 
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Приведенный выше запрос к базе данных производственного коллектива мы можем, к примеру, на основе стандартных эквивалентностей математической логики привести к пренексной конъюктивной нормальной форме:
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 и результаты данного и указанного ранее запроса будут тождественны. В частности, при обработке запросов можно использовать равенства (() и ((() указанные выше.  Кроме того, возможно еще какие-то специфические эквивалентности между формулами, связанные с конкретным типом рассматриваемых баз данных, к примеру, потребовать, что бы в коллективе любой начальник относился к своим подчиненным благожелательно, т.е. ввести рассмотрение дополнительную эквивалентность
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Подробные логические и «конкретные» эквивалентности на множестве формул рассматриваемого исчисления предикатов определяют конгруэнцию 
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 относительно сигнатуры 
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 в абсолютно свободной алгебре 
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 - конгруэнцию эквивалентных запросов. Тем самым, запросы можно представлять как элементы фактор алгебры Халмоша 
[image: image1329.wmf]
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 - свободной алгебры в многообразии алгебр Халмоша определяемом тождествами соответствующими конкретной специфике рассматриваемых баз данных.

Тогда база данных данного конкретного коллектива для данных фиксированных множеств 
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 и данных фиксированных отношений 
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 будет представлять собой некоторую конкретную алгебру Халмоша A и можно рассмотреть отображение 
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 свободных образующих 
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 свободной алгебры Халмоша 
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 в данную алгебру определяемое равенствами
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Тогда ответом на запрос 
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 к нашей конкретной базе данных очевидно будет значение  
[image: image1338.wmf](
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, где 
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это единственное продолжение отображения 
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 до гомоморфизма свободной алгебры 
[image: image1341.wmf]q

s

F

 в алгебру A. Эти соображения и лежат в основе применения универсальной алгебры в теории баз данных.

Ограничиваясь приложениями универсальной алгебры изложенными в §§14 – 16, заметим лишь, что ими далеко не исчерпывается круг приложений универсальной алгебры.
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