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1.  КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА




Напомним, что числа 1, 2, 3, ... образуют множество натуральных чисел N, числа  - множество целых чисел Z, дроби , где m, n - целые числа и  - множество рациональных чисел Q, рациональные и иррациональные числа - множество действительных (вещественных) чисел R.




Комплексным числом называется выражение вида   R, i-  символ, называемый мнимой единицей и обладающий свойством  - знак принадлежности, и  R означает, что x является элементом множества R). Действительные числа  x  и  y  называются действительной и  мнимой  частями комплексного числа  и обозначаются через  Re z и Im z соответственно.         


Всякое комплексное число  может быть изображено точкой  с абсциссой x и ординатой y в координатной плоскости, называемой комплексной (см. рис. 1).
[image: ]
Рис. 1

Заметим, что любое вещественное число является комплексным, мнимая часть которого равна 0. На комплексной плоскости вещественным числам соответствуют точки, лежащие на оси Ox.


Число  называется модулем комплексного числа , обозначается символом |z| и равно расстоянию от начала координат О до точки M, изображающей число z.








Угол  между положительным направлением оси Оx и вектором  называется аргументом Arg z комплексного числа  При этом  если движение от оси Ox осуществляется против часовой стрелки, и  с противном случае. Значения Arg z  определяется неоднозначно, с точностью до слагаемых, кратных  Поэтому из всех значений Arg z выбирается главное значение, которое лежит в интервале  и обозначается через .
Главное значение  arg z  вычисляется по формуле




Например, для числа  имеем  

arg z =


Запись  называется алгебраической формой числа z. Из прямоугольного треугольника OAM (см. рис. 1) получаем  Таким образом, справедливо равенство 

 


представляющее тригонометрическую форму числа z. Обозначив символом  выражение  , получаем показательную форму комплексного числа z 




Например, 



Для числа число  называется сопряженным, а число  - противоположным.


Операция сложения комплексных чисел  и  определяется равенством



Произведение чисел z1 и z2 вычисляется по обычным законам умножения двучленов с учетом соотношения . 

Например, 
Деление числа z1  на  z2  происходит по следующему правилу:


Например,


Нетрудно проверить, что при умножении комплексных чисел z1 и z2 их модули перемножаются, а аргументы складываются


При делении комплексных чисел наоборот происходит деление модулей и вычитание аргументов.

Из формулы умножения следует формула Муавра, позволяющая возводить комплексное число  в любую натуральную степень 

, 
или в показательной форме 





Пусть  - ненулевое комплексное число. Тогда уравнение  N, имеет ровно n различных решений  которые можно вычислить по формуле






считая  положительным действительным числом, равным арифметическому корню n-й степени из положительного числа r. Числа , называются корнями n-й степени из комплексного числа w и обозначаются символом  Из записи чисел  zk  видно, что соответствующие им точки на комплексной плоскости лежат на окружности радиуса  и образуют правильный n - угольник.

Пример 1

Дано комплексное число  Требуется: 
1) записать число a в алгебраической, тригонометрической и показательной формах, изобразить число a точкой на комплексной плоскости;
2)  
вычислить  и записать ответ в алгебраической, тригонометрической, показательной формах;
3)  
решить уравнение  записать корни в алгебраической, тригонометрической, показательной формах и изобразить точками на комплексной плоскости.
Решение.
1. Найдем алгебраическую форму числа a



. Числу a соответствует точка M(-1;), изображенная на рис. 2.
[image: ]
Рис. 2

Найдем модуль и аргумент числа а


. Тогда тригонометрическая и показательная формы числа а определяются равенствами


2.  По формуле Муавра имеем.



. Из полученной показательной формы числа  находим тригонометрическую и алгебраическую формы








3. Из уравнения  имеем  Так как , находим корни по формуле 


Имеем: 


Точки, соответствующие корням, изображены на следующем рисунке:
[image: ]
Рис. 3

2. ФУНКЦИИ И ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ











Пусть даны непустые множества  X , Y  и каждому элементу  по некоторому правилу  f  ставится в соответствие один единственный элемент , обозначаемый f (x). В этом случае говорят, что задана функция, или отображение f  из множества X  в множество Y и пишут  При этом множество X  называется областью определения функции  f  и обозначается через D( f ). Множество всех элементов   называется областью значений функции  f  и обозначается через E( f ). Простейшими примерами областей определения  служат интервалы (a, b) (т.е. множества элементов x, для которых  отрезки  (т.е. множества элементов x, для которых  полуинтервалы  и бесконечные интервалы  или - любое вещественное число).
Следующие функции называются основными элементарными:
1)  
степенная функция 
2)  
показательная функция 
3)  
логарифмическая функция 
4)  


тригонометрические функции 


5)  
обратные тригонометрические функции 

     




Если , - функции, то сложная функция  называется суперпозицией функций f  и  g. Элементарной называется всякая функция, которая может быть получена из конечного числа основных элементарных функций с помощью арифметических операций и операции суперпозиции. Например, элементарной является функция  В качестве примера неэлементарной функции укажем модуль действительного числа x







     Графиком функции  называется множество точек плоскости с координатами (x, ), где . Из определения функции следует, что график функции  имеет ровно одну точку пересечения с вертикальной прямой x = a для любого элемента  На рис. 4,а изображен график функции y=| x |,  а на рис. 4,б - пример кривой L, не являющейся графиком никакой функции.
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Рис. 4

При построении графиков используются следующие геометрические свойства: если Г - график функции , то
1)  
график функции  получается сдвигом графика Г вдоль оси Оx на величину а;
2)  
график функции  образуется сдвигом графика Г вдоль оси Оy на величину b;
3)  
график функции  - растяжение графика Г вдоль оси Оy в А  раз;
4)  
график функции  - сжатие графика Г вдоль оси Оx в k  раз.


В частности, график функции  симметричен графику Г относительно оси Ox, а график функции  симметричен Г относительно оси Oy.



Функция  называется четной, если для всех  верно  т.е. график симметричен относительно оси Oy. 
Примером четной функции является функция модуля y=| x |, так как | -x | = | x |.



Если график Г симметричен относительно начала координат, т.е.  для всех , то функция  называется нечетной.

Примером нечетной функции является 




Если график Г не меняется при сдвиге на Т единиц (Т>0) вдоль оси Ox, т.е.  для всех , то функция  называется периодической. Наименьшее такое число Т называется периодом функции. При сжатии периодической функции вдоль оси Ox в k  раз период также уменьшается в k раз и равен 
Пример 2
Построить графики данных функций, исходя из основных элементарных функций. Указать их области определения и области значений. Проверить, являются ли функции четными, нечетными или периодическими. В случае периодичности найти период:

1) ;

2) .
Решение 


1. Преобразуем данную функцию к виду  В качестве исходного возьмем график функции  Имеем
 k=2 (сжатие в 2 раза вдоль оси Ox); 



 раза вдоль оси Oy c последующей симметрией относительно оси Ox ).
На рис. 5 изображены последовательные преобразования, приводящие к построению искомого графика.
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Рис. 5




Очевидно, что данная функция определена на всей числовой прямой, т.е.  и  для всех x, т.е.  



Так как график не симметричен ни относительно оси Ox, ни относительно начала координат, функция не является ни четной, ни нечетной. Из периодичности функции  с периодом  следует периодичность данной функции с периодом 
2.  


Построим сначала график функции . Так как |-x| = |x|, то эта функция четная, и ее график получается из графика функции  симметрией относительно оси Oy и сжатием в 6 раз вдоль оси Oy, поскольку  (см. рис. 6).

	

[image: ]
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Рис. 6

Искомый график образуется из полученного графика сдвигом на 2 единицы вправо, так как а=2 (см. рис. 7).
[image: ]
Рис. 7


Поскольку график функции  не симметричен ни относительно оси Oy, ни относительно начала координат, функция не является ни четной, ни нечетной.


По графику видно, что функция непериодична, 

3.  ПРЕДЕЛЫ




     Последовательностью действительных чисел называется всякая функция  Число f(n) называется n-м членом последовательности и обозначается через xn, формула  называется формулой общего члена последовательности f, а сама последовательность f  обозначается через 



     Например, последовательность  имеет формулу общего члена  а последовательность 









     Число а называется  пределом последовательности , т.е. , если для любого  существует номер  такой, что при всех  выполняется неравенство . При этом последовательность называется сходящейся. В противном случае последовательность называется расходящейся. Например,  - сходящаяся последовательность, так как , а последовательность с общим членом  расходится, так как она поочередно принимает значение -1 и 1, не сходясь ни к какому числу.







     Число b называется пределом функции f ( x ) при x, стремящемся к а (или в точке x=a), т.е. , если для любого  найдется такое что  при  Это означает, что при любом приближении x к а  значение f( x ) приближается к b . 







     Геометрическая интерпретация равенства  выглядит так: если задано число , то найдется такое  что если точка   берется  из  интервала  ,  называемого -окрест-ностью точки а, значение f(x) должно попадать в интервал -окрестность точки b (см. рис. 8).
[image: ]
Рис. 8











     Число b называется пределом функции f(x) при x, стремящемся  к бесконечности, т.е. , если для любого  существует  такое, что при . Пишем , если  и , если. Заметим, что если , то этот предел равен пределу последовательности . 


     Если , то функция f( x ) называется бесконечно малой при 







     Если , где M - произвольное положительное число, пишут . В этом случае функция f(x) называется бесконечно большой при  Если , то пишут , если - .

Теорема 1



Функция f (x) является бесконечно малой при тогда и только тогда, когда  - бесконечно большая при .






Если и при этом  x < a, то используют запись , а если и x > a - запись . Числа  называются соответственно левым и правым пределами функции f (x) в точке а.


Теорема 2 




Тогда и только тогда существует предел , когда существуют и равны пределы  и  т.е. 

При вычислении пределов пользуются свойствами, сформулиро-ванными в следующей теореме.

Теорема 3  (о пределах)


Если существуют   и   то
1)  

2)  
 в частности,
3)  
 где  C - любое вещественное число;
4)  

 где 













Перечислим некоторые основные виды неопределенностей, которые возникают при вычислении пределов. Если , то  имеет неопределенность вида  - неопределенность вида  Если , то  имеет неопределенность вида  Если , то  имеет неопределенность вида  Если  то  имеет неопределенность вида 
Проиллюстрируем на примерах основные методы вычисления пределов.
Пример 3 Найти пределы, не пользуясь правилом Лопиталя.


1. Имеем неопределенность вида . Разделим числитель и знаменатель на старшую степень x, т.е. на x2. Получаем



2.  
 Раскроем скобки, приведем подобные и воспользуемся приемом из предыдущего примера


3.  

 Здесь имеет место неопределенность вида  Умножим и разделим данное выражение на сопряженное ему, т.е. на 





=[, разделим числитель и знаменатель на x] =



4.  

 Разделим числитель и знаменатель на степень с наивысшим основанием, т.е. на 5x. Затем воспользуемся равенством



5.  

При вычислении пределов, в которых присутствуют суммы арифметической или геометрической прогрессии, используются формулы  для суммы арифметической прогрессии и  для суммы геометрической прогрессии.

Например, 
6.  


=[используем формулу суммы геометрической прогрессии]= =




7.  В данном выражении участвует функция n! (читается n-факториал), которая определяется равенством  Имеем 

,

     
8.  



 Имеет место неопределенность вида  Так как  является корнем многочленов из числителя и знаменателя, то  выделяется как сомножитель в числителе и знаменателе. Для разложения на множители выполним деление
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9.  

[. Домножим числитель и знаменатель на выражение, сопряженное числителю ] =






10.  Имеет место неопределенность вида  Произведем замену  Тогда при 



В некоторых случаях при вычислении пределов для раскрытия неопределенностей используются так называемые замечательные пределы.

   - первый замечательный предел,

 - второй замечательный предел.


Логарифм  называется натуральным логарифмом числа x и обозначается .
Следующие равенства, вытекающие из второго замечательного предела, также полезно иметь в виду:




Заметим, что если  то в указанных равенствах можно заменить x на 
Например, 


Продолжим список примеров раскрытия неопределенностей. 
11.  

= [ по первому замечательному пределу ] = 




=[ по второму замечательному пределу ] = 













Пусть  - бесконечно малые при  Если  называется бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с  и пишется  Если  где m - число, отличное от нуля, то  являются бесконечно малыми одного порядка. В частности, если , то бесконечно малые называются эквивалентными, обозначается 
Часто при вычислении пределов используется следующая теорема, позволяющая упрощать вычисления.



Теорема 4




Если  - бесконечно малые при  и  то



При  справедливы следующие эквивалентности: 


Для бесконечно малой функции  получаем следующие обобщения указанных эквивалентностей: 

15. 




В заключение параграфа рассмотрим пример нахождения левого и правого пределов. Пусть  Если  Следовательно,  Если же 


 и 


Таким образом,  В силу теоремы 2 это означает, что не существует  Более подробно подобные ситуации исследуются в следующем параграфе.

4.  Непрерывные функции



Функция  называется непрерывной в точке а, если 
1)  эта функция определена в некоторой окрестности точки а; 
2)  
существует предел  
3)  
этот предел равен значению функции в точке а, т.е. 





Обозначив  (приращение аргумента) и  (приращение функции), для непрерывной функции  имеем , т.е. функция  непрерывна в точке а тогда и только тогда, когда в этой точке бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции.
Если функция непрерывна в каждой точке некоторой области (интервала, отрезка и т.п.), то она называется непрерывной в этой области.


Точка а называется точкой разрыва функции f, если эта точка принадлежит области определения  или является граничной точкой для области , и при этом в точке а  нарушается условие непрерывности функции.
Точки разрыва имеют следующую классификацию. 











Если существуют конечные пределы , но либо  не определено, либо не все три числа  равны между собой, то точка а называется точкой разрыва I рода. Точки разрыва I рода подразделяются на точки устранимого разрыва (когда  и точки скачка (когда  В случае устранимого разрыва значение функции  в точке а может быть изменено так, что доопределенная функция  становится непрерывной в точке а  Для точки скачка величина  называется скачком функции  в точке а. 
Точки разрыва , не являющиеся точками разрыва I-го рода , называются точками разрыва II рода. В точках разрыва II рода хотя бы один из односторонних пределов не существует или равен бесконечности.
Справедливы следующие свойства непрерывных функций.

Теорема 5


Пусть  и  - функции, непрерывные в точке а. Тогда



а) функции + и  непрерывны в точке а;


б) если  то функция  непрерывна в точке а;



в) если функция  непрерывна  при x = a, f (u) непрерывна с точке  то сложная функция  непрерывна в точке x = a.

Теорема 6


Любая элементарная функция  непрерывна в каждой точке своей области определения .

Пример 4 

Заданы функция  и два значения аргумента  x1 и  x2. 
Требуется:
1)  установить,  является ли данная функция непрерывной или разрывной для каждого из данных значений аргумента;
2)  в случае разрыва функции найти ее левый и правый пределы с точке разрыва;
3)  
найти пределы функции при 
4)  сделать схематический чертеж.


Решение. 







1. Очевидно, что  - элементарная функция, определенная для всех  Так как  функция  непрерывна при  Поскольку значение  не определено, функция терпит разрыв в точке 

2. Найдем односторонние пределы в точке 






Так как  в точке  имеет место разрыв II рода.
3.  



4.  По найденным пределам строим схематичный чертеж.
[image: ]
Рис. 9

Пример 5 

Задана функция . Найти точки разрыва функции, если они существуют. Определить характер точек разрыва и величину скачка. Сделать чертеж.




Решение 



Так как функция  на интервалах  задана элементарными функциями, она непрерывна всюду при  Исследуем непрерывность в точке x = 1






Поскольку пределы  конечны и не равны, в точке x = 1 имеет место разрыв I рода со скачком 
Найдем теперь односторонние пределы в точке x = 2

 




= 1. Поскольку  определена в окрестности точки x = 2 и  функция  непрерывна в точке x = 2.
Сделаем чертеж.
[image: ]
Рис. 10

Пример 6 


Задана функция . Требуется найти значение параметра а, входящего в определение функции, при котором  является непрерывной. Сделать чертеж непрерывной функции.


Решение 



Из элементарности функций, задающих функцию , следует, что  непрерывна при  Найдем односторонние пределы в точке x = 1:








Для непрерывности функции  в точке x = 1 необходимо и достаточно положить  Получаем  Так как 


Сделаем чертеж.
[image: ]
Рис. 11

В заключение отметим, что настоящее пособие не охватывает всего необходимого для подготовки к экзамену материала, а служит лишь руководством к выполнению контрольной работы. Более подробные изложения см. по списку рекомендуемой литературы.

Программные вопросы для подготовки к экзамену по теме «Введение в анализ»

1.  Комплексные числа. Операции над комплексными числами. Геометрическая интерпретация комплексных чисел. Модуль и аргумент. Тригонометрическая и показательная формы записи. Формула Муавра. Извлечение корня из комплексного числа.
2.  Множества натуральных, рациональных, иррациональных и действительных чисел. Числовая ось, интервалы и отрезки на числовой оси. Ограниченные множества.
3.  Числовые последовательности. Ограниченные последовательности. Монотонные последовательности. Предел последовательности. Существование предела монотонной ограниченной последовательности. Теорема о существовании предела. Теорема об ограниченности сходящейся последовательности.
4.  Бесконечно малые числовые последовательности и их свойства. Теорема о связи последовательности, имеющей предел, с бесконечно малой последовательностью. Бесконечно большие последовательности и их связь с бесконечно малыми. Арифметические свойства пределов последовательности.
5.  Определение функции. Монотонные, четные, нечетные, периодические, обратные функции. Свойства и графики элементарных функций.
6.  
Определение предела функции в точке и при  геометрическая интерпретация. Определение левого и правого пределов. Единственность предела. Свойства функций, имеющих предел в точке.
7.  Бесконечно малые функции и их свойства. Теорема о связи функции, имеющей предел в точке, с бесконечно малой функцией. Бесконечно большие функции и их связь с бесконечно малыми.
8.  Арифметические свойства пределов функции: предел суммы, произведения, частного. Предельный переход в неравенствах.
9.  Функции, непрерывные в точке и на отрезке. Теоремы об ограниченности непрерывной функции и о промежуточных значениях.
10.  Арифметические свойства непрерывных функций. Теорема о непрерывности сложной функции. Непрерывность обратной функции. Непрерывность элементарных функций.
11.  Первый и второй замечательные пределы.
12.  Сравнение бесконечно малых функций. Эквивалентные бесконечно малые и их использование при вычислении пределов.
13.  Точки разрыва функции и их классификация.
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