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Ãëàâà 1

Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñîáûòèÿ

� 1.1. Ñîáûòèÿ, îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ. Ïîä ñëó÷àéíûì ïîäðàçóìåâàåòñÿ òàêîé ýêñïåðèìåíò, èñõîäû êî-
òîðîãî íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïðîñòåéøèì
ïðèìåðîì òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû. Â ýòîì
ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíû ëèøü äâà èñõîäà: âûïàäåíèå ¾ãåðáà¿ èëè ¾ðåøåò-
êè¿, � ïðè ýòîì òî÷íî ïðåäñêàçàòü ðåçóëüòàò äî ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà
íåâîçìîæíî.

Ñî âñÿêèì ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì ìîæíî ñâÿçàòü ìíîæåñòâî
Ω = {ω} âñåõ åãî âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñõîäîâ. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâà-
þò ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à åãî ýëåìåíòû � ýëåìåí-
òàðíûìè èñõîäàìè. Ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä ω ∈ Ω. Ñîáûòèÿìè íàçûâàþò
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Âûðàæåíèå ¾ïðî-
èçîøëî ñîáûòèå A¿ îçíà÷àåò ω ∈ A, ãäå ω � ýëåìåíòàðíûé èñõîä, ÿâèâ-
øèéñÿ ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà. Ëþáîå ¾ñîáûòèå¿ â îáû÷íîì ïîíèìàíèè,
òî åñòü ëþáîé èñõîä ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì A ⊆ Ω ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïðîñòðàíñòâà
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Â äàëüíåéøåì íå áóäåì ðàçëè÷àòü ¾ñîáûòèÿ¿ â
îáû÷íîì ïîíèìàíèè è ñîáûòèÿ � ïîäìíîæåñòâà Ω.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, åñëè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà
îíî íåïðåìåííî ïðîèñõîäèò; ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì, åñëè â
ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà îíî íå ìîæåò ïðîèçîéòè; ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ
ñëó÷àéíûì, åñëè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà îíî ìîæåò ïðîèçîéòè, à ìî-
æåò íå ïðîèçîéòè. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ω ñîîòíî-
øåíèå ω ∈ Ω èìååò ìåñòî âñåãäà, òî âñå ïðîñòðàíñòâî Ω ñîîòâåòñòâó-
åò äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ, ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ � íåâîçìîæíîìó ñîáûòèþ,
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ñîáñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Ω ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ.
Ïóñòü A è B êàêèå-íèáóäü ñîáûòèÿ (ïîäìíîæåñòâà Ω).
Îáúåäèíåíèåì, èëè ñóììîé, ýòèõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå

A∪B ìíîæåñòâ A è B. Ïåðåñå÷åíèåì èëè ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé íà-
çûâàåòñÿ èõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå . Àíàëîãè÷íî, ðàçíî-
ñòüþ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüA\B ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.
Ïðîòèâîïîëîæíûì ê ñîáûòèþ A íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèå A = Ω \A ìíî-
æåñòâà A.

Ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A∪B â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî ýëå-
ìåíòàðíûé èñõîä ω ∈ A ∪ B , à ýòî èìååò ìåñòî, åñëè ω ∈ A èëè ω ∈ B.
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå (ñóììà) ñîáûòèé ïðîèñõîäèò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé.

Àíàëîãè÷íî, ïåðåñå÷åíèå (ïðîèçâåäåíèå) ñîáûòèé ïðîèñõîäèò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò ñîâìåñòíî.

Ðàçíîñòü A \ B ñîáûòèé ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðîèñõîäèò A, íî íå ïðîèñõîäèò B.

Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñàìî A íå ïðîèñõîäèò.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò ñîáûòèå B, èëè A ñîäåðæèòñÿ
â B, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B: A ⊆ B. Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ
ðàâíûìè, èëè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà:
A = B. Î÷åâèäíî, ÷òî A = B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç
ýòèõ ñîáûòèé âëå÷åò äðóãîå.

Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå áîëåå ÷åì äâóõ ñîáûòèé îïðåäåëÿþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî, ò.å. êàê îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíî-
æåñòâ. Íàïðèìåð,

n∪
k=1

Ak

∞∩
n=1

Bn

îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî è ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷-
íîãî (ñ÷åòíîãî) ìíîæåñòâà ñîáûòèé.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, èëè íåñîâìåñòíûìè, åñ-
ëè èõ ïåðåñå÷åíèå åñòü íåâîçìîæíîå ñîáûòèå. Ñîáûòèÿ èç íåêîòîðîé ñî-
âîêóïíîñòè A1, A2, ..., An, ... íàçûâàþò ïîïàðíî íåñîâìåñòíûìè, åñëè
ëþáûå äâà èç íèõ íåñîâìåñòíû, ò.å. Ai ∩Aj = ∅ ïðè i ̸= j.

Ïîñêîëüêó ââåäåííûå îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè òîæäåñòâåííû ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îïåðàöèÿì íàä ìíîæåñòâàìè, òî îíè ïîä÷èíÿþòñÿ âñåì àêñèî-
ìàì îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè:

A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A (êîììóòàòèâíîñòü);
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A∪ (B∪C) = (A∪B)∪C), A∩ (B∩C) = (A∩B)∩C) (àññîöèàòèâíîñòü);

A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C), A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C) (äèñòðèáóòèâíîñòü);∪
n

An =
∩
n

An,
∩
n

An =
∪
n

An (äâîéñòâåííîñòü);

(A) = A (îòðèöàíèå îòðèöàíèÿ).

Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ââåäåííûõ îïåðàöèé îáú-
åäèíåíèÿ (ñóììû), ïåðåñå÷åíèÿ (ïðîèçâåäåíèÿ), ðàçíîñòè ñîáûòèé èñïîëü-
çóþòñÿ òàêæå òðàäèöèîííûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèìâîëû: ¾+¿, ¾·¿, ¾−¿:

A ∪B = A+B, A ∩B = AB, A \B = A−B,
n∪

k=1

Ak =
n∑

k=1

Ak.

� 1.2. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 1.1. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â îäíîêðàòíîì ïîä-
áðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè � ïðàâèëüíîãî êóáèêà ñ íàíåñåííûìè íà ãðà-
íÿõ ÷èñëàìè îò 1 äî 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωk èñõîä, ñîñòîÿùèé â ïîÿâ-
ëåíèè íà âåðõíåé ãðàíè ÷èñëà k. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî Ω = {ω1,ω2,ω3,ω4,ω5,ω6}.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò èç ïðåäûäóùåãî
ïðèìåðà. Ââåäåì ñëåäóþùèå ¾ñîáûòèÿ¿: A = { âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñ-
ëà}, B = {âûïàäåíèå ÷èñëà, ìåíüøåãî 3}, C = {âûïàäåíèå äðîáíîãî ÷èñ-
ëà}. Ïðè âûáîðå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èç ïðèìåðà 1.1 óêà-
çàííûå ¾ñîáûòèÿ¿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè:
A = {ω2,ω4,ω6}, B = {ω1,ω2}, C = ∅.

Ïðèìåð 1.3. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò � äâóêðàòíîå ïîäáðàñûâàíèå
èãðàëüíîé êîñòè. Ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùåå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ Ω äëÿ îïèñàíèÿ ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: A = {îáà ðàçà âûïàëî ÷èñëî
î÷êîâ, êðàòíîå òðåì}, B = {ñóììà âûïàâøèõ ÷èñåë íå áîëüøå 12}, C =
{âûïàëè îäèíàêîâûå ÷èñëà}, D = {ïðîèçâåäåíèå âûïàâøèõ ÷èñåë äåëèò-
ñÿ íà 14}. Íàéòè ïîäìíîæåñòâà Ω, îáðàçóþùèå ýòè ñîáûòèÿ, óêàçàòü
äîñòîâåðíûå, íåâîçìîæíûå è ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ.
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Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë,
âûïàâøèõ íà âåðõíåé ãðàíè ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëü-
íîé êîñòè, òî â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ åñòåñòâåííî
âûáðàòü ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç äâóõ ÷èñåë, êàæäîå èç
êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé îò 1 äî 6, ò.å.
Ω = {(i, j) : i = 1, . . . , 6, j = 1, . . . , 6}. Òîãäà óêàçàííûå ñîáûòèÿ ñîâïàäàþò
ñî ñëåäóþùèìè ïîäìíîæåñòâàìè Ω :

A = {(3, 3), (3, 6), (6, 3), (6, 6)}; B = Ω;

C = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}; D = ∅.

Ñîáûòèå B äîñòîâåðíî, òàê êàê îíî ïðîèñõîäèò ïðè ëþáîì ýëåìåíòàðíîì
èñõîäå (i, j) ∈ Ω, ñîáûòèå D íåâîçìîæíî (åñëè áû îíî ìîãëî ïðîèçîéòè, òî
êàêîå-íèáóäü èç äâóõ âûïàâøèõ ÷èñåë äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7), ñîáûòèÿ A
è C ñëó÷àéíû. ▽ 1

� 1.3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.1 ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ A ∪A è A ∩A?
1.2 Êîãäà âîçìîæíî ðàâåíñòâî A ∩B = A ?
1.3 Ñîáûòèÿ: A � õîòÿ áû îäèí èç òðåõ ïðîâåðÿåìûõ ïðèáîðîâ áðàêî-
âàííûé, B � âñå ïðèáîðû äîáðîêà÷åñòâåííûå. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ: à)
A ∪B; á) A ∩B?
1.4 Ñðåäè ñòóäåíòîâ, ñîáðàâøèõñÿ íà ëåêöèþ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
íàóäà÷ó âûáèðàþò îäíîãî. Ïóñòü ñîáûòèå A çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âû-
áðàííûé ñòóäåíò îêàæåòñÿ þíîøåé; ñîáûòèå B â òîì, ÷òî îí íå êóðèò, à
ñîáûòèå C - â òîì, ÷òî îí æèâåò â îáùåæèòèè. Îïèñàòü ñîáûòèå ABC.
Êîãäà ñïðàâåäëèâû:

à) ðàâåíñòâî ABC = A; â) ðàâåíñòâî A = B;
á) âêëþ÷åíèå C ⊂ B; ã) ðàâåíñòâî B = B?

1.5 Ðàáî÷èé èçãîòîâèë n äåòàëåé. Ïóñòü ñîáûòèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî i-ÿ
èçãîòîâëåííàÿ èì äåòàëü èìååò äåôåêò. Çàïèñàòü ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ
â òîì, ÷òî:
à) íè îäíà èç äåòàëåé íå èìååò äåôåêòîâ;
á) õîòÿ áû îäíà äåòàëü èìååò äåôåêò;
â) ðîâíî îäíà äåòàëü èìååò äåôåêò;
ã) íå áîëåå äâóõ äåòàëåé èìåþò äåôåêòû;
ä) ïî êðàéíåé ìåðå äâå äåòàëè íå èìåþò äåôåêòîâ;

1Êîíåö ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòåëüñòâà.
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å) òî÷íî äâå äåòàëè äåôåêòíû.
1.6 Ïðåïîäàâàòåëü ïðîâîäèò çàíÿòèÿ ñ ãðóïïîé èç òðåõ ñòóäåíòîâ. Ñîáû-
òèå A � ïåðâûé ñòóäåíò ïîòðåáóåò âíèìàíèå ïðåïîäàâàòåëÿ â òå÷åíèå ÷àñà;
B � âòîðîé ñòóäåíò ïîòðåáóåò âíèìàíèå ïðåïîäàâàòåëÿ â òå÷åíèå ÷àñà; C
� òðåòèé ñòóäåíò ïîòðåáóåò âíèìàíèå ïðåïîäàâàòåëÿ â òå÷åíèå ÷àñà. ×òî
îçíà÷àþò ñîáûòèÿ: à) ABC; á) A + B + C; â) AB C + ABC + A BC;
ã) ABC +ABC +ABC; ä) A B C; å) A+B + C −ABC?
1.7 Ñîáûòèå A � õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûðåõ èìåþùèõñÿ èçäåëèé áðàêî-
âàííîå, ñîáûòèå B � áðàêîâàííûõ èçäåëèé ñðåäè íèõ íå ìåíåå äâóõ. ×òî
îçíà÷àþò ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ A è B?
1.8 Ñîâìåñòíû ëè ñîáûòèÿ A è A ∪B?
1.9 Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
à) (A +BC)(B +AC)( C +AB) = ABC + A B C.
â) (A−B) + (A− C) = A−BC.
1.10 Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ äîñòîâåðíû: à) (A+B)(A+B)+
(A+B)(A+B);
á) (A+B)(A+B) + (A+B)(A+B).
1.11 Äîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèå (A+B)(A+B)(A+B)(A+B) íåâîçìîæíî.
1.12 Óñòàíîâèòü êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðàâèëüíû:
à) (A+B) \ C = A+ (B \ C); ä) ABC = AB(B + C);
á) (A+B)C = ABC; å) (A+B)C = AC +BC;
â) A+B + C = A B C; æ) ABC ⊂ A+B;
ã) (A+B)C = C \ C(A+B); ç) (AB +BC + CA) ⊂ (A+B + C).
1.13 Èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàóäà÷ó âûáðàíî îäíî ÷èñëî. Ñîáûòèå A
� âûáðàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5; ñîáûòèå B � äàííîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ
íóëåì. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ A\B è A ∩B?
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Ãëàâà 2

Êëàññè÷åñêîå âåðîÿòíîñòíîå

ïðîñòðàíñòâî

� 2.1. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,
êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî, òî åñòü
Ω = {ω1,ω2, ...,ωN}. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

P(A) =
N(A)

N
, (2.1)

ãäå N(A) � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, îáðàçóþùèõ ñîáûòèå A,
N = N(Ω) � ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ðàâåíñòâî (2.1) íàçûâàþò
êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåã-
êî ñëåäóåò, ÷òî
Ì1. P(Ω)=1 è P(A) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ Ω;
Ì2. äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ìíîæåñòâ A1, A2, ... âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî P(

∪∞
i=1 Ai) =

∑∞
i=1 P(Ai) (ñâîéñòâî σ−àääèòèâíîñòè).

Áîëåå òîãî, î âñÿêîé ôóíêöèè çàäàííîé íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ èç Ω è
îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè Ì1 è Ì2 ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü êàê î
âåðîÿòíîñòíîé ìåðå. Â ÷àñòíîñòè, èç ñâîéñòâ M1 è Ì2 âûòåêàþò ñëåäóþ-
ùèå î÷åíü ïîëåçíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè.

1. P(A) = 1−P(A).
2. Åñëè A ⊆ B, òî P(B \A) = P(B)−P(A).
3. P(A ∪B) = P(A) +P(B)−P(AB).
Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ A è A íå ïåðåñåêàþòñÿ,
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ïðè ýòîì A ∪A = Ω, òî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà M1 è M2, ïîëó÷àåì

1 = P(Ω) = P(A ∪A) = P(A) +P(A),

îòêóäà ñîáñòâåííî è ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Äîêàæåì âòîðîå ðà-
âåíñòâî. Ò.ê. A ⊆ B, òî B = (B \ A)

∪
A. Ïðè ýòîì ñîáûòèÿ B \ A è

A íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî M2, ïîëó÷àåì P(B) =
P(B \ A) + P(A), ïîýòîìó è P(B \ A) = P(B) − P(A). Òàê æå ïðîñòî
äîêàçûâàåòñÿ è òðåòüå ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
A ∪ B = (A \ AB) ∪ AB ∪ (B \ AB). Ìíîæåñòâà A \ AB, AB è B \ AB
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ M2 è âòîðîå ñîîòíîøå-
íèå, ïîëó÷àåì

P(A ∪B) = P(A \AB) +P(AB) +P(B \AB)

= P(A)−P(AB) +P(AB) +P(B)−P(AB) = P(A) +P(B)−P(AB).

� 2.2. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S = {a1, a2, . . . , an}, êîòîðîå áóäåì íà-
çûâàòü ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ, à ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ n � îáúåìîì
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âûáîðêîé îáúåìà k èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè îáúåìà n íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç k ýëåìåíòîâ ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè S : (aj1 , aj2 , . . . , ajk). Âûáîðêà íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé ñ
âîçâðàùåíèåì, åñëè îíà ìîæåò ñîäåðæàòü ïîâòîðÿþùèåñÿ (îäèíàêî-
âûå) ýëåìåíòû, èëè âûáîðêîé áåç âîçâðàùåíèÿ, åñëè âñå åå ýëåìåíòû
ðàçëè÷íû.

Íàïðèìåð, ñåìèçíà÷íûé íîìåð òåëåôîíà ïðåäñòàâëÿåò âûáîðêó îáúå-
ìà 7 èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà 10 (êîëè÷åñòâî öèôð îò 0 äî 9).
Ïîñêîëüêó öèôðû â íîìåðå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, ýòî âûáîðêà ñ âîçâðàùå-
íèåì. Íàçâàíèÿ òðåõ êàðò, èçâëå÷åííûõ ïî ïîðÿäêó èç êîëîäû, îáðàçóþò
âûáîðêó áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà 3 èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè âñåõ êàðò
êîëîäû, íàïðèìåð: (òóç òðåô, òóç áóáåé, äàìà ïèê).

Çàìåòèì, ÷òî íàçâàíèÿ ¾âûáîðêà ñ âîçâðàùåíèåì¿ è ¾âûáîðêà áåç âîç-
âðàùåíèÿ¿ îòðàæàþò ïðîöåññ èçâëå÷åíèÿ âûáîðîê èç ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè: èçâëåêàÿ ïî ïîðÿäêó êàæäûé ýëåìåíò âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì,
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ìû åãî îòìå÷àåì è âîçâðàùàåì â ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü. Ïðè èçâëå-
÷åíèè âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ, ýëåìåíòû â ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü
íå âîçâðàùàþòñÿ. Äëÿ âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíî è äðó-
ãîå íàçâàíèå: ðàçìåùåíèå èç n ýëåìåíòîâ ïî k. Âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì
íàçûâàþò òàêæå ðàçìåùåíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Òåîðåìà 2.1. ×èñëî âñåõ âûáîðîê ñ âîçâðàùåíèåì (èëè ÷èñëî
ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè) èç n ýëåìåíòîâ ïî k îáîçíà÷àåòñÿ Bk

n è
âû÷èñëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Bk
n = nk. (2.2)

×èñëî âñåõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ (èëè ÷èñëî ðàçìåùåíèé) èç n
ýëåìåíòîâ ïî k îáîçíà÷àåòñÿ Ak

n èëè n[k] è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Ak
n = n[k] = n · (n− 1) · · · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâëå÷åíèå âûáîðêè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîöåññ çàïîëíåíèÿ ñëåäóþùåé òàáëèöû:

aj1 aj2 aj3 · · · ajk−1
ajk

Ïðè ýòîì, åñëè ðå÷ü èäåò î âûáîðêå ñ âîçâðàùåíèåì, òî ïåðâóþ êëåò-
êó òàáëèöû ìîæíî çàïîëíèòü n ñïîñîáàìè, ïîñêîëüêó íà ìåñòå ýëåìåíòà
aj1 ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáîé èç n ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè; âòî-
ðóþ êëåòêó òàêæå ìîæíî çàïîëíèòü n ñïîñîáàìè, ïîñêîëüêó ýëåìåíò aj2
èçâëåêàåòñÿ èç ïîëíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî çàïîëíèòü ïàðó èç äâóõ ïåðâûõ êëåòîê, ðàâíî
n · n = n2. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òðè êëåòêè çàïîë-
íÿþòñÿ n3 ñïîñîáàìè, à âñÿ òàáëèöà èç k êëåòîê ìîæåò áûòü çàïîëíåíà
÷èñëîì ñïîñîáîâ, ðàâíûì nk. Ýòî è åñòü ÷èñëî âñåõ âûáîðîê ñ âîçâðàùå-
íèåì. Âûâåäåì òåïåðü âòîðóþ ôîðìóëó. Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î âûáîðêå
áåç âîçâðàùåíèÿ, òî ïåðâóþ êëåòêó òàáëèöû ìîæíî çàïîëíèòü n ñïîñîáà-
ìè; âòîðóþ ñîîòâåòñòâåííî n − 1 ñïîñîáîì, ò.ê. ýëåìåíò, êîòîðûé ìû ïî-
ñòàâèëè â ïåðâóþ êëåòêó èñïîëüçîâàòüñÿ óæå íå ìîæåò è ò.ä. è, íàêîíåö,
k-óþ êëåòêó òàáëèöû ìîæíî çàïîëíèòü n − k + 1 ñïîñîáàìè. Ïîñêîëüêó
êàæäûé ñïîñîá çàïîëíåíèÿ 1-îé êëåòêè ñâîáîäíî êîìáèíèðóåòñÿ ñî âñå-
ìè ñïîñîáàìè çàïîëíåíèÿ 2-îé êëåòêè è ò.ä. äî k-îé êëåòêè, òî ïîëó÷àåì
Ak

n = n(n− 1) . . . (n− k + 1) = n!
(n−k)! . ▹

Ïðèìåð 2.1. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïðîèçâîëüíîì ðàç-
ìåùåíèè k ðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî n ÿùèêàì (k ≤ n). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
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÷òî êàæäûé øàð ñëó÷àéíî è ðàâíîâîçìîæíî ìîæåò îêàçàòüñÿ â ëþáîì
ÿùèêå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà âñå
øàðû îêàæóòñÿ â ðàçíûõ ÿùèêàõ.

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì âñå ÿùèêè è ìíîæåñòâî íîìåðîâ S = {1, 2, ..., n}
áóäåì ñ÷èòàòü ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ïî
ðàçìåùåíèþ k øàðîâ (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè òîæå çàíóìåðîâàíû) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê èçâëå÷åíèå âûáîðêè îáúåìà k èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè îáúåìà n: ýòà âûáîðêà ñîñòîèò èç íîìåðîâ ÿùèêîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ
äëÿ êàæäîãî èç k øàðîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé øàð ìîæåò èçíà÷àëüíî îêà-
çàòüñÿ â ëþáîì ÿùèêå, òî íîìåðà ÿùèêîâ äëÿ ðàçíûõ øàðîâ ìîãóò ïîâòî-
ðÿòüñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, âûáîðêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ êàæäûé ýëåìåíòàðíûé
èñõîä îïèñûâàåìîãî ýêñïåðèìåíòà, åñòü âûáîðêà ñ âîçâðàùåíèåì îáúåìà k
èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n. Îáùåå ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ ðàâíî N = N(Ω) = Bk

n = nk. Ñîáûòèå A={âñå øàðû îêàæóò-
ñÿ â ðàçíûõ ÿùèêàõ} îáðàçóåòñÿ òàêèìè ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè, ïðè
êîòîðûõ íîìåðà ÿùèêîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ øàðîâ äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîáûòèå A åñòü ìíîæåñòâî âñåõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ
èç n ýëåìåíòîâ ïî k . Èõ ÷èñëî N(A) = Ak

n = n[k]. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A ðàâíà

P(A) =
N(A)

N
=

Ak
n

Bk
n

=
n[k]

nk
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
. ▹

Çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â ýòîì ïðèìåðå, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé, èëè ýòà-
ëîííîé, â òîì ñìûñëå, ÷òî íà ÿçûê ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïåðåâåñòè ìíîæåñòâî
äðóãèõ çàäà÷ ñ èíûì êîíêðåòíûì ñîäåðæàíèåì, è òîãäà îòâåò ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíûì.

Ïðèìåð 2.2. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ÷åòûðåõêðàòíîì
ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëà,
ïîÿâèâøèåñÿ íà âåðõíåé ãðàíè, âî âñåõ ÷åòûðåõ áðîñàíèÿõ áóäóò ðàçëè÷-
íû.

Ðåøåíèå. Ñóòü ýêñïåðèìåíòà íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî ÷åòûðåõ áðî-
ñàíèé îäíîé êîñòè ïîäáðàñûâàòü ïîî÷åðåäíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûå êîñòè. Òî-
ãäà óñëîâèÿ è âîïðîñ çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû ðàññìîòðåí-
íûì â ïðèìåðå 2.1: êîñòè ñîîòâåòñòâóþò øàðàì, à ÷èñëà íà âåðõíåé ãðàíè
� íîìåðàì ÿùèêîâ. Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ÷èñëî øàðîâ k = 4, ÷èñëî ÿùèêîâ
n = 6, à âåðîÿòíîñòü èíòåðåñóþùåãî ñîáûòèÿ ðàâíà

P(A) =
6[4]

64
=

6 · 5 · 4 · 3
64

=
5

18
. ▹
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ âû-
áîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ, îáúåì êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îáúåìîì n ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè.

Òåðìèí ¾ïåðåñòàíîâêà¿ îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èçâëå÷åíèå ëþáîé âû-
áîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà n èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè òîãî æå
îáúåìà n ðàâíîñèëüíî âûñòðàèâàíèþ âñåõ ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, òî åñòü íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå, èëè
óïîðÿäî÷åíèþ, ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Ñëåäñòâèå 2.1. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ îáî-
çíà÷àåòñÿ Pn è âû÷èñëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Pn = n! (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ: Pn = An
n = n · (n− 1) · · · 2 · 1.

Ïðèìåð 2.3. 10 êíèã, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ òðåõòîìíèê
À.Ñ.Ïóøêèíà, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñòàâÿò íà ïîëêó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî òðè òîìà À.Ñ.Ïóøêèíà îêàæóòñÿ ñòîÿùèìè ðÿäîì: à) â èõ
åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå; á) â ëþáîì ïîðÿäêå.

Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíûé èñõîä ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà � ðàññòàíîâ-
êà 10 êíèã â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå � åñòü, î÷åâèäíî, ïåðåñòàíîâêà èç 10
ýëåìåíòîâ. ×èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê
N = 10!, è ïî óñëîâèþ âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû.
à) Îáîçíà÷èì èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå: À={òðè òîìà À.Ñ.Ïóøêèíà îêà-
æóòñÿ ñòîÿùèìè ðÿäîì â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå}.×òîáû ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî
ïåðåñòàíîâîê, îáðàçóþùèõ ñîáûòèå À, çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå òðè òîìà
ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà 10 ìåñòàõ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå 8 ñïîñîáàìè, à
èìåííî: ðàñïîëàãàÿ ïåðâûé òîì íà ëþáîì ìåñòå ñ 1-ãî ïî 8-é, à âòîðîé
è òðåòèé � ðÿäîì âñëåä çà ïåðâûì. Êàæäûé èç 8 ñïîñîáîâ ðàñïîëîæåíèÿ
òðåõòîìíèêà ìîæíî ñî÷åòàòü ñ ëþáûì ñïîñîáîì ðàññòàíîâêè îñòàëüíûõ ñå-
ìè òîìîâ íà îñòàâøèõñÿ 7 ìåñòàõ, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü 7! ñïîñîáàìè (÷èñëî
ïåðåñòàíîâîê èç 7 ýëåìåíòîâ). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê
èç 10 êíèã, â êîòîðûõ òðè òîìà À.Ñ.Ïóøêèíà ñòîÿò ðÿäîì â åñòåñòâåí-
íîì ïîðÿäêå, ðàâíî N(A) = 8 · 7! = 8!, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À ðàâíà

P(A) =
N(A)

N
=

8!

10!
=

1

9 · 10
=

1

90
.

á) Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ñîáûòèå B={òðè òîìà À.Ñ.Ïóøêèíà îêàæóòñÿ
ðÿäîì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå}, òî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, ðåàëèçóþùèõ ýòî
ñîáûòèå ðàâíî N(B) = N(A) · 3!. Â ñàìîì äåëå, èç êàæäîé ïåðåñòàíîâêè,
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ðåàëèçóþùåé ñîáûòèå A, ìîæíî ïîëó÷èòü 3! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê, ðå-
àëèçóþùèõ ñîáûòèå B, ïåðåñòàâëÿÿ òðè òîìà À.Ñ.Ïóøêèíà (1,2,3) ìåæäó
ñîáîé 3! ñïîñîáàìè. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ðàâíà:

P(B) =
N(B)

N
=

8! · 3!
10!

=
3 · 2 · 1
9 · 10

=
1

15
. ▹

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàþòñÿ
âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà k èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n,
ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïî ñîñòàâó ýëåìåíòîâ.

Ïîñêîëüêó äëÿ ñî÷åòàíèÿ ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ çíà÷å-
íèÿ íå èìååò, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k åñòü âñå-
âîçìîæíûå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáú-
åìà n.

Òåîðåìà 2.2. ×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k îáîçíà÷àåòñÿ
Ck

n èëè (nk ) è âû÷èñëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Ck
n = (nk ) =

Ak
n

Pk
=

n[k]

k!
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k · (k − 1) · · · 2 · 1
=

n!

k! · (n− k)!
. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X èñêîìîå ÷èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé
èç n ýëåìåíòîâ ïî k. Èç êàæäîãî ñî÷åòàíèÿ, ïóòåì âñåâîçìîæíûõ ïåðå-
ñòàíîâîê åãî ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü Pk = k! ðàçëè÷íûõ âûáîðîê áåç
âîçâðàùåíèÿ ñ äàííûì ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ. Ïðîäåëàâ ýòî ñ êàæäûì èç X
ñî÷åòàíèé, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, âñå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà k
èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà n. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå X · Pk = Ak

n, èç êîòîðîãî íàõîäèì:

X =
Ak

n

Pk
=

n[k]

k!
. ▹

Âûðàæåíèÿ Ck
n = (nk ), çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (2.5), óæå âñòðå÷àëèñü

÷èòàòåëþ â êóðñå âûñøåé ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, â èçâåñòíîé ôîðìóëå
áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑

k=0

Ck
na

kbn−k.

Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ Ck
n = (nk ) íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, êîòîðûå áûâàþò ïîëåçíû ïðè âû÷èñëåíèÿõ.
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Ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

1. C0
n = Cn

n = 1 (ïîëàãàþò ïî îïðåäåëåíèþ).
2. Ck

n = Cn−k
n .

3. Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

4.
n∑

k=0

Ck
n = C0

n + C1
n + · · ·+ Cn

n = 2n.

Ñâîéñòâà 2, 3 ìîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (2.5), à ñâîé-
ñòâî 4 ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà, åñëè â íåé ïîëîæèòü
a = b = 1. Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò Ck

n âû÷èñëÿåò ÷èñëî âñåõ
k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ, òî èç
ñâîéñòâà 4 âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà ðàâíî 2n.

Ïðèìåð 2.4. (Óðíîâàÿ ñõåìà) Â óðíå n øàðîâ, íåðàçëè÷èìûõ íàî-
ùóïü, èç íèõ n1 � ÷åðíûõ, (n−n1) � áåëûõ. Íàóãàä èçâëåêàþòñÿ k øàðîâ
(áåç âîçâðàùåíèÿ). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ
k1 ÷åðíûõ è (k − k1) áåëûõ.

Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíûé èñõîä îïèñàííîãî ýêñïåðèìåíòà � âûáîð-
êà áåç âîçâðàùåíèÿ è áåç èíòåðåñà ê ïîðÿäêó øàðîâ â âûáîðêå, ò.å. �
ñî÷åòàíèå èç n ïî k. Ðàâíîâîçìîæíîñòü ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ îáåñïå-
÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî øàðû â óðíå íåðàçëè÷èìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìî
êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõî-
äîâ N = N(Ω) = Ck

n. Ââåäåì ñîáûòèå Ak1 = {ñðåäè âûáðàííûõ øàðîâ
îêàæåòñÿ k1 ÷åðíûõ è (k − k1) áåëûõ}. Òîãäà N(Ak1) = Ck1

n1
· Ck−k1

n−n1
. Â

ýòîé ôîðìóëå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü Ck1
n1

� ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü
k1 ÷åðíûõ øàðîâ èç n1, èìåþùèõñÿ â óðíå, à âòîðîé Ck−k1

n−n1
� ÷èñëî

ñïîñîáîâ âûáðàòü (k − k1) áåëûõ øàðîâ èç èìåþùèõñÿ â óðíå (n − n1).
Ïîñêîëüêó êàæäûé ñïîñîá âûáîðà ÷åðíûõ øàðîâ ìîæíî ñî÷åòàòü ñ êàæ-
äûì ñïîñîáîì âûáîðà áåëûõ, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà êîìáèíàöèè
¾k1 ÷åðíûõ è (k − k1) áåëûõ¿ ðàâíî óêàçàííîìó ïðîèçâåäåíèþ. Îòñþäà
íàõîäèì

P(Ak1) =
N(Ak1

)

N
=

Ck1
n1

· Ck−k1
n−n1

Ck
n

. ▹ (2.6)

Çàäà÷à, ðàçîáðàííàÿ â ýòîì ïðèìåðå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýòàëîííîé. Íè-
æå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð àíàëîãè÷íîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â äðóãèõ
òåðìèíàõ, íî ñ îòâåòîì, ñîâïàäàþùèì ñ (2.6)
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� 2.3. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 2.5. Â ïàðòèè èç n èçäåëèé k áðàêîâàííûõ. Îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ íàóäà÷ó äëÿ ïðîâåðêè m èçäåëèé
ðîâíî l îêàæóòñÿ áðàêîâàííûìè.

Ðåøåíèå. ×èñëî âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âçÿòü m èçäåëèé èç n ðàâíî
Cm

n . Áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà èç îáùåãî ÷èñëà áðà-
êîâàííûõ èçäåëèé âçÿòî l (ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cl

k ñïîñîáàìè), à îñòàëüíûå
m− l èçäåëèé íåáðàêîâàííûå, ò.å. îíè âçÿòû èç îáùåãî ÷èñëà n−k (êîëè÷å-
ñòâî ñïîñîáîâ ðàâíî Cm−l

n−k ). Ïîýòîìó ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ
ðàâíî Cl

kC
m−l
n−k . Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà

pl =
Cl

kC
m−l
n−k

Cm
n

.

Çàìåòèì, ÷òî íàáîð âåðîÿòíîñòåé pl, l = 0, ..., k, íàçûâàþò ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. ▽

Ïðèìåð 2.6. Áðîñàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ äåëèòñÿ íà 6?

Ðåøåíèå. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ � ìíîæåñòâî Ω =
{(i, j) : i = 1, ..., 6, j = 1, ..., 6} âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë (i, j), ãäå i
è j ïðèíèìàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6. Ñòàëî
áûòü, ÷èñëî âñåõ òàêèõ ïàð N = N(Ω) = 62 = 36. Åñòåñòâåííî ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî îáå èãðàëüíûå êîñòè èäåíòè÷íû è ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó âñå
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû, à çíà÷èò, ïðèìåíèìî êëàññè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (2.1). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç A = {ñóììà âûïàâøèõ
î÷êîâ äåëèòñÿ íà 6} èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå, ëåãêî ïåðå÷èñëèòü âñå
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû (i, j), îáðàçóþùèå A:

A = {(1, 5); (2, 4); (3, 3); (4, 2); (5, 1); (6, 6)}.

Òàêèì îáðàçîì, N(A) = 6, è ñëåäîâàòåëüíî,

P(A) =
N(A)

N
=

6

36
=

1

6
. ▽

Ïðèìåð 2.7. Êîëîäà èãðàëüíûõ êàðò (52 ëèñòà, 4 ìàñòè ïî 13
êàðò â êàæäîé) òùàòåëüíî ïåðåòàñîâàíà. Íàóäà÷ó áåðóò 6 êàðò (áåç
âîçâðàùåíèÿ). Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à òàêæå
íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êàðò:

à) îêàæåòñÿ êîðîëü ïèê;
á) áóäåò ðîâíî 5 êàðò îäíîé ìàñòè.
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Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíûé èñõîä ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà � âûáîðêà
áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà 6 èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìà 52. Òàê
êàê â îïèñàíèè èíòåðåñóþùèõ íàñ ñîáûòèé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âûáîðêè,
òî åñòü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ øåñòè âûáðàííûõ êàðò, ðîëè íå èãðàåò, à
âàæåí ëèøü ñîñòàâ âûáðàííûõ êàðò, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ñîñòàâëÿþò âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ èç 52 ïî
6. Ïîñêîëüêó êîëîäà áûëà òùàòåëüíî ïåðåòàñîâàíà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü âñå
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíûìè. Èõ îáùåå ÷èñëî N = N(Ω) =
C6

52.
à) Îáîçíà÷èâ A={ñðåäè âûáðàííûõ êàðò îêàæåòñÿ êîðîëü ïèê}, íàõî-

äèì

P(A) =
C1

1 · C5
51

C6
52

=
1 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47 · 6!
5! · 52 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47

=
3

26
.

á) Îáîçíà÷àÿ B={ñðåäè âûáðàííûõ êàðò îêàæåòñÿ 5 îäíîé ìà-
ñòè}, ïðåäñòàâèì ýòî ñîáûòèå â âèäå ñóììû ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáû-
òèé: B = B1 +B2 +B3 +B4 , � ãäå B1={ñðåäè âûáðàííûõ êàðò îêàæåòñÿ
ðîâíî 5 ïèê}, B2={ñðåäè âûáðàííûõ êàðò îêàæåòñÿ ðîâíî 5 òðåô}, è ò.ä.
Òîãäà

N(B) = N(B1) +N(B2) +N(B3) +N(B4) = 4N(B1)

, è

P(B) =
N(B)

N
= 4

N(B1)

N
= 4P(B1).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ P(B1) ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ïÿòü ïèêîâûõ êàðò
èç êîëîäû ìîæíî âûáðàòü C5

13 ñïîñîáàìè, â òî âðåìÿ êàê îäíó íåïèêîâóþ
êàðòó ìîæíî âûáðàòü C1

39 ñïîñîáàìè. Âñå ñïîñîáû âûáîðà ïÿòè ïèêîâûõ
êàðò ñâîáîäíî êîìáèíèðóþòñÿ ñî âñåìè ñïîñîáàìè âûáîðà îäíîé íåïèêî-
âîé, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âñåõ ñïîñîáîâ âûáîðà øåñòè êàðò èç êîëîäû,
ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî ïÿòü ïèêîâûõ, ðàâíî C5

13 · C1
39.

P(B1) =
C5

13 · C1
39

C6
52

=
13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 39 · 6!

5! · 1! · 52 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47
,

P(B) = 4
13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 39 · 6!

5! · 1! · 52 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47
≈ 0, 0099.

� 2.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

2.1 Â êîðçèíå ïÿòü êðàñíûõ è ÷åòûðå çåëåíûõ ÿáëîêà. Íåêòî áåðåò
íàóãàä òðè ÿáëîêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü: à) òîãî, ÷òî ñðåäè âûíóòûõ òðåõ
ÿáëîê áóäåò ðîâíî äâà çåëåíûõ; á) íå áîëåå äâóõ êðàñíûõ; â) ïî êðàéíåé
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ìåðå îäíî çåëåíîå; ã) íå ìåíåå òðåõ êðàñíûõ.
2.2 Êóá, âñå ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû, ðàñïèëåí íà 1000 êóáèêîâ îäíîãî
ðàçìåðà. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó èçâëå÷åííûé êóáèê
áóäåò èìåòü ðîâíî äâå îêðàøåííûå ãðàíè.
2.3 Â ëîòåðåå ðàçûãðûâàåòñÿ 1000 áèëåòîâ. Ñðåäè íèõ äâà âûèãðûøà
ïî 50 ðóá., 5 ïî 20 ðóá., äåñÿòü - ïî 10 ðóá. è 25 - ïî 5 ðóá. Íåêòî
ïîêóïàåò îäèí áèëåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü: à) âûèãðûøà íå ìåíåå 20 ðóá.;
á) êàêîãî-ëèáî âûèãðûøà.
2.4 Íà øåñòè êàðòî÷êàõ íàïèñàíû áóêâû Â, Ä, Ç, Î, Ó, Õ. Ïîñëå
ïåðåòàñîâêè âûíèìàþò íàóãàä îäíó êàðòî÷êó çà äðóãîé è:
à) ðàñêëàäûâàþò èõ â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì îíè áûëè âûíóòû;
á) êàæäàÿ èç áóêâ íà âûíóòîé êàðòî÷êå çàïèñûâàåòñÿ, à ñàìà êàðòî÷êà
âîçâðàùàåòñÿ â êîëîäó.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî "âîçäóõ".
2.5 Ðåáåíîê èãðàåò ñ 10 áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè: À, À, À, Å, È, Ê, Ì,
Ì, Ò, Ò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè áóêâ
â ðÿä îí ïîëó÷èò ñëîâî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ?
2.6 Â ëèôò 9-ýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âîøëè 5 ÷åëîâåê. Èçâåñòíî,
÷òî êàæäûé èç íèõ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò âûéòè íà ëþáîì èç
ýòàæåé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà ïÿòîì ýòàæå;
á) âñå ïÿòåðî âûéäóò îäíîâðåìåííî (íà îäíîì è òîì æå ýòàæå);
â) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ;
ã) íà ïåðâûõ òðåõ ýòàæàõ íå âûéäåò íè îäèí ÷åëîâåê;
ä) âñå ïàññàæèðû âûéäóò íà ïåðâûõ øåñòè ýòàæàõ;
å) íà îäíîì ýòàæå âûéäóò òðè ïàññàæèðà, à íà äðóãîì äâà?
2.7 Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ÷åòûðåõçíà÷íîì íîìåðå ñëó÷àéíî
âûáðàíîãî â áîëüøîì ãîðîäå àâòîìîáèëÿ:
à) âñå öèôðû ðàçíûå;
á) äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð;
â) òîëüêî äâå îäèíàêîâûå öèôðû;
ã) òîëüêî òðè îäèíàêîâûå öèôðû;
ä) âñå öèôðû îäèíàêîâûå;
å) ñóììà äâóõ ïåðâûõ öèôð ðàâíà ñóììå äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð?
2.8 Â ÿùèêå 10 êðàñíûõ è 6 ñèíèõ ïóãîâèö. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
äâå íàóäà÷ó âûíóòûå ïóãîâèöû áóäóò îäíîöâåòíûìè?
2.9 Èç êîëîäû êàðò (52 ëèñòà) íàóäà÷ó âûíèìàþòñÿ òðè êàðòû. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ðîâíî îäèí òóç;
á) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí òóç;
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â) ýòî áóäóò òðîéêà, ñåìåðêà è òóç (â ëþáîì ïîðÿäêå).
2.10 Ó÷àñòíèê ëîòåðåè ¾ñïîðòëîòî¿ èç 49 íàèìåíîâàíèé âèäîâ ñïîðòà
íàçûâàåò øåñòü. Âûèãðûø îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñêîëüêî íàèìåíîâàíèé îí
óãàäàë èç øåñòè äðóãèõ íàèìåíîâàíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ìîìåíò
ðîçûãðûøà ëîòåðåè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî óñòðîéñòâà, ðåàëèçóþùåãî
ñëó÷àéíûé âûáîð. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ó÷àñòíèê óãàäàåò âñå øåñòü
íàèìåíîâàíèé? Ïÿòü íàèìåíîâàíèé è ò.ä.?
2.11 Èç êîëîäû êàðò (52 ëèñòà) íàóäà÷ó èçâëåêàþòñÿ òðè êàðòû. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî áóäóò òðîéêà, ñåìåðêà, òóç.
2.12 Èç 28 êîñòåé äîìèíî ñëó÷àéíî âûáèðàþò äâå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü ¾öåïî÷êó¿ ñîãëàñíî ïðàâèëàì èãðû.
2.13 Èìååòñÿ ïÿòü îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, 3,
5, 7 è 9 åäèíèöàì. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ ïîìîùüþ âçÿòûõ
íàóäà÷ó òðåõ îòðåçêîâ èç äàííûõ ïÿòè ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê.
2.14 Èç äåñÿòè áèëåòîâ âûèãðûøíûìè ÿâëÿþòñÿ äâà. Îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âçÿòûõ íàóäà÷ó ïÿòè áèëåòîâ: à) ðîâíî îäèí
âûèãðûøíûé; á) ðîâíî äâà âûèãðûøíûõ; â) õîòÿ áû îäèí âûèãðûøíûé.
2.15 Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíî n êíèã, ñðåäè êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ äâóõòîìíèê Ä. Ëîíäîíà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå ðàñ-
ïîëîæåíèÿ êíèã ðàâíîâåðîÿòíû, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà òîìà
ðàñïîëîæåíû ðÿäîì.
2.16 Áðîñàåòñÿ 6 èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ
ñîáûòèé: A ={âûïàäóò 3 åäèíèöû, äâå òðîéêè è îäíà øåñòåðêà}, B ={âû-
ïàäóò ðàçíûå öèôðû}, C ={âûïàäóò òðè îäèíàêîâûå öèôðû}.
2.17 52 êàðòû ðàçäàþòñÿ ÷åòûðåì èãðîêàì (êàæäîìó ïî 13 êàðò). Íàéòè
âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: A ={êàæäûé èãðîê ïîëó÷èò òóçà},
B ={îäèí èç èãðîêîâ ïîëó÷èò âñå 13 êàðò îäíîé ìàñòè}, C ={âñå òóçû
ïîïàäóò ê îäíîìó èç èãðîêîâ}.
2.18 Îäèí øêîëüíèê, æåëàÿ ïîäøóòèòü íàä ñâîèìè òîâàðèùàìè, ñîáðàë
â ãàðäåðîáå âñå ïàëüòî, à ïîòîì ðàçâåñèë èõ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü pn òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ïàëüòî ïîïàëî íà ïðåæíåå ìåñòî,
åñëè âñåãî â ãàðäåðîáå n êðþ÷êîâ è íà íèõ âèñåëî n ïàëüòî? Íàéòè ïðåäåë
pn ïðè n → ∞.
2.19 Â êóïåéíûé âàãîí (9 êóïå ïî 4 ìåñòà) ñåìè ïàññàæèðàì ïðîäàíî
ñåìü áèëåòîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî îêàçàëèñü çàíÿòûìè:
à) ðîâíî äâà êóïå; á) ðîâíî òðè êóïå
2.20 8 ñòóäåíòîâ, äîïîëíèòåëüíî çà÷èñëåííûõ â óíèâåðñèòåò, ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ÷åòûðåì ãðóïïàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî:
à) â êàæäóþ ãðóïïó ïîïàäóò ïî 2 ñòóäåíòà;
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á) âñå îêàæóòñÿ â îäíîé ãðóïïå;
â) ïî 4 ñòóäåíòà ïîïàäóò â äâå ãðóïïû.

23



Ãëàâà 3

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Â ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ Ω ⊂ Rd åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî d-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Rd, èìåþùåå êîíå÷íûé íåíóëåâîé îáúåì µ(Ω) (â ÷àñòíîñòè,
ïðè d = 1 ýòî ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, èìåþùåå êîíå÷íóþ
äëèíó; ïðè d = 2 ýòî ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, èìåþùåå êîíå÷íóþ ïëî-
ùàäü; ïðè d = 3 ýòî ïîäìíîæåñòâî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, èìåþùåå
êîíå÷íûé îáúåì).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂
Ω ïðîïîðöèîíàëüíà ìåðå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà µ(A) (ò.å. äëèíå, ïëîùàäè
èëè îáúåìó) è íå çàâèñèò îò âèäà è ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâà A. Òîãäà âåðî-
ÿòíîñòü ñîáûòèÿ A (âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî A) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé:

P(A) =
µ(A)
µ(Ω)

. (3.1)

� 3.1. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 3.1. Íà ïëîñêîñòè íà÷åð÷åíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íàõî-
äÿùèåñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2a. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîøåíà
ìîíåòà ðàäèóñà r < a. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà ïåðåñå÷åò
îäíó èç ïðÿìûõ?

Ðåøåíèå. Èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ ïîëî-
æåíèåì ìîíåòû îòíîñèòåëüíî áëèæàéøåé èç ïðÿìûõ. Ïîýòîìó â êà÷å-
ñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèå
âåëè÷èíû x � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìîíåòû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé. Òî-
ãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
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Ω = {x : 0 ≤ x ≤ a}, òî åñòü îòðåçêîì [0, a] íà ÷èñëîâîé îñè. Ñîáû-
òèå A ={ìîíåòà ïåðåñå÷åò îäíó èç ïðÿìûõ} ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà x ≤ r. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
A = {x : 0 ≤ x ≤ r}, òî åñòü îòðåçêîì [0, r] ⊂ Ω. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A
íàõîäèì ïî ôîðìóëå (3.1):

P(A) =
µ(A)
µ(Ω)

=
µ([0, r]
µ([0, a])

=
r

a
. ▽

Ïðèìåð 3.2. (Çàäà÷à î âñòðå÷å). Äâà ëèöà A è B óñëîâèëèñü
âñòðåòèòñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå ìåæäó äâóìÿ è òðåìÿ ÷àñàìè äíÿ.
Ëèöî A æäåò äðóãîãî â òå÷åíèå 10 ìèíóò, ïîñëå ÷åãî óõîäèò; ëèöî B
æäåò äðóãîãî â òå÷åíèå 15 ìèíóò. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàæäûé èç íèõ
ìîæåò ïðèéòè â ëþáîå âðåìÿ â òå÷åíèå óêàçàííîãî ÷àñà, íàéòè âåðî-
ÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: C ={âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ}, D ={âñòðå÷à
ñîñòîèòñÿ, íî âî âòîðîé ïîëîâèíå ÷àñà}.

Ðåøåíèå. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñòðå÷à íà-
çíà÷åíà íà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó 0 è 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x, y) ìî-
ìåíòû ïðèõîäà A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, òî åñòü
åäèíè÷íûé êâàäðàò íà ïëîñêîñòè. Ñîáûòèå C ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå C = C1 ∪ C2, ãäå C1 ={âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ, ïðè÷åì ïåðâûì ïðèäåò
A}, C2 ={âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ, ïðè÷åì ïåðâûì ïðèäåò B}. Îíî ñîîòâåòñòâó-
åò ìíîæåñòâó C = C1 ∪ C2, ãäå C1 = {(x, y) ∈ Ω : x ≤ y ≤ x + 1

6},
C2 = {(x, y) ∈ Ω : y ≤ x ≤ y + 1

4} = {(x, y) ∈ Ω : x − 1
4 ≤ y ≤ x}. Èçîáðà-

æàåì ýòè ìíîæåñòâà íà ðèñ. 3.1. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî C1 åñòü ìíîæåñòâî
òî÷åê êâàäðàòà Ω, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó ïðÿìûìè y = x è y = x + 1

6 ;
ìíîæåñòâî C2 � ýòî ÷àñòü Ω, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ïðÿìûìè y = x
è y = x − 1

4 ; îáúåäèíåíèå èõ C çàøòðèõîâàíî ïàðàëëåëüíî äèàãîíàëè
êâàäðàòà. Ðàâíîâîçìîæíîñòü ïðèõîäà îáîèõ ëèö â òå÷åíèå ÷àñà ïîçâîëÿ-
åò èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (3.1), ñîãëàñíî
êîòîðîìó

P(C) =
µ(C)

µ(Ω)
=

1− 1
2 (

5
6 )

2 − 1
2 (

3
4 )

2

1
=

107

288
.

Ñîáûòèå D ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ D = C ∩ E, ãäå
E ={õîòÿ áû îäíî èç äâóõ ëèö ïðèäåò âî âòîðîé ïîëîâèíå ÷àñà}. Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ìíîæåñòâî E = {(x, y) ∈ Ω : y > 1

2 x > 1
2} âûäåëåíî íà ðèñ.3.1

ãîðèçîíòàëüíîé øòðèõîâêîé, à D = C ∩ E - ìíîæåñòâî ñ äâîéíîé øòðè-
õîâêîé. Íàõîäÿ ïëîùàäü ýòîãî ìíîæåñòâà (ïëîùàäü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà
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6

-
�
��jC E

x

y

0

1
6

1
2

1

11
2

1
4

y = x− 1
4

y = x+ 1
6

y = x

Ðèñ. 3.1:

ìèíóñ ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1/2 ìèíóñ ïëîùàäè äâóõ òðàïåöèé)
è ïðèìåíÿÿ ñíîâà ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èì:

P(D) =
µ(D)

µ(Ω)
=

1− ( 12 )
2 − 1

2 (
1
3 + 5

6 )
1
2 − 1

2 (
1
4 + 3

4 )
1
2

1
=

5

24
. ▽

� 3.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

3.1 Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà.
Ïóñòü (X,Y ) áóäóò åå êîîðäèíàòû. Íàéòè:
à) P{|2X − Y | < 1/4};
á) P{min(X,Y ) < 3/4};
â) P{(X + Y )/2 < 1/3};

ã) P{XY < 3/4};
ä) P{max(X,Y ) < 1/5};
e) P{X + 4Y < 1/2}.

3.2 Íà áåñêîíå÷íóþ øàõìàòíóþ äîñêó ñî ñòîðîíîé êâàäðàòà a áðîñàåòñÿ
íàóäà÷ó ìîíåòà äèàìåòðà 2r < a. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) ìîíåòà ïîïàäåò öåëèêîì âíóòðü êâàäðàòà;
á) ìîíåòà ïåðåñå÷åò íå áîëåå îäíîé ñòîðîíû êâàäðàòà.
3.3 Â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ] â ñëó÷àéíûé ìîìåíò u ïîÿâëÿåòñÿ ñèãíàë
äëèòåëüíîñòè ∆. Ïðèåìíèê âêëþ÷àåòñÿ â ñëó÷àéíûé ìîìåíò v ∈ [0, T ] íà
âðåìÿ t. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî òî÷êà (u, v) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà êâàä-
ðàòå [0, T ]× [0, T ], íàéòè âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà.
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3.4 Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà.
Ïóñòü (X,Y ) áóäóò åå êîîðäèíàòû. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 ≤ x, y ≤ 1
âûïîëíåíî:
P{X < x, Y < y} = P{X < x}P{Y < y} = xy.
Äëÿ 0 < z < 1 íàéòè:
à) P{|X − Y | < z};
á) P{min(X,Y ) < z};
â) P{(X + Y )/2 < z};

ã) P{XY < z};
ä) P{max(X,Y ) < z};
e) P{X + 2Y < z}.

3.5 Ñòåðæåíü äëèíû l ðàçëîìàí â äâóõ íàóäà÷ó âûáðàííûõ òî÷êàõ. Ñ êà-
êîé âåðîÿòíîñòüþ èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü: à) òðåóãîëü-
íèê; á) îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê?
3.6 Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáðàíû òðè òî÷êè A, B, C. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC áóäåò:
à)îñòðîóãîëüíûì; ã)ïðàâèëüíûì;
á)òóïîóãîëüíûì; ä)ðàâíîáåäðåííûì.
â)ïðÿìîóãîëüíûì;
3.7 Íà ïåðåêðåñòêå óñòàíîâëåí àâòîìàòè÷åñêèé ñâåòîôîð, â êîòîðîì îäíó
ìèíóòó ãîðèò çåëåíûé ñâåò è ïîëìèíóòû êðàñíûé, çàòåì ñíîâà îäíó ìèíó-
òó � çåëåíûé è ïîëìèíóòû � êðàñíûé è ò.ä. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè
ê ïåðåêðåñòêó ïîäúåçæàåò ëåãêîâîé àâòîìîáèëü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òî-
ãî,÷òî îí ïðîåäåò ïåðåêðåñòîê áåç îñòàíîâêè?
3.8 Òî÷êà âçÿòà íàóäà÷ó âíóòðè êðóãà ðàäèóñîì R. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ îò öåíòðà íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì r.
3.9 Íàóäà÷ó âûáèðàþò äâà ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [0, 1]. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èõ ñóììà áîëüøå èëè ðàâíà 1, à èõ ðàçíîñòü ìåíüøå ëèáî
ðàâíà 0?
3.10 Äâîå ñòóäåíòîâ óñëîâèëèñü âñòðåòèòüñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå è â
îïðåäåëåííûé äåíü ìåæäó 12 è 13 ÷àñàìè. Ïðèøåäøèé ïåðâûì æäåò âòî-
ðîãî â òå÷åíèå 10 ìèí, ïîñëå ÷åãî óõîäèò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ñòó-
äåíòîâ, åñëè ïðèõîä êàæäîãî èç íèõ íåçàâèñèì è ðàâíîâîçìîæåí â ëþáîé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè.
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Ãëàâà 4

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

� 4.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A,B, ãäå P(B) > 0, óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ
ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P(A/B) =
P(AB)

P(B)
. (4.1)

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âîçíèêàåò â ñèòóàöèè, êîãäà èìååòñÿ ÷àñòè÷íàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ðåçóëüòàòàõ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà (¾ïðîèçîøëî ñîáûòèå
B¿), è â ýòèõ óñëîâèÿõ òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A.

� 4.2. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 4.1. Áðîøåíû òðè èãðàëüíûå êîñòè. ×åìó ðàâíà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îäíîé èç íèõ âûïàëà åäèíèöà, åñëè íà âñåõ òðåõ
êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå ÷èñëà?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ñîáûòèÿ: A = {íà îäíîé
èç êîñòåé âûïàëà åäèíèöà}, B = {íà âñåõ êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå ÷èñ-
ëà}. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω åñòü ìíîæåñòâî âñåõ óïî-
ðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ÷èñåë (i, j, k), âûïàâøèõ ñîîòâåòñòâåííî íà 1-é, 2-é
è 3-é êîñòÿõ. Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå
èç çíà÷åíèé îò 1 äî 6, òî Ω åñòü ìíîæåñòâî âñåõ âûáîðîê ñ âîçâðàùå-
íèåì îáúåìà 3 èç øåñòè. Îáùåå ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ðàâíî
N(Ω) = B3

6 = 63. Ñîáûòèå B îáðàçîâàíî âñåìè âûáîðêàìè áåç âîçâðà-
ùåíèÿ, èõ ÷èñëî N(B) = A3

6 = 6[3], âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ðàâíà
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P(B) = 6[3]

63 = 6·5·4
63 = 5

9 . Ñîáûòèå AB îáðàçîâàíî òàêèìè âûáîðêàìè
áåç âîçâðàùåíèÿ (i, j, k), ó êîòîðûõ íà îäíîé èç òðåõ ïîçèöèé ñòîèò ¾1¿,
à íà îñòàëüíûõ - ðàçëè÷íûå ÷èñëà îò 2 äî 6. ×èñëî òàêèõ âûáîðîê ðàâíî
N(AB) = 3 · 5 · 4, à âåðîÿòíîñòü P(AB) = 3·5·4

63 = 5
18 . Òîãäà óñëîâíóþ

âåðîÿòíîñòü íàõîäèì ïî ôîðìóëå (4.1):

P(A/B) =
P(AB)

P(B)
=

5
18
5
9

=
1

2
.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî íà âñåõ êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå
÷èñëà, òî åñòü ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, òî ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî B. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ
A ðàâíîñèëüíî ïîÿâëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ AB. Òîãäà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A âû÷èñëÿåòñÿ ïî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ:

P(A/B) =
N(AB)

N(B)
=

3 · 5 · 4
6[3]

=
3 · 5 · 4
6 · 5 · 4

=
1

2
. ▽

� 4.3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

4.1 Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñóììà âûïàâøèõ íà íèõ î÷êîâ ðàâíà 8, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñóììà åñòü
÷åòíîå ÷èñëî?
4.2 Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà
ïåðâîé êîñòè âûïàëî 4 î÷êà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà âòîðîé êîñòè âûïàëî
áîëüøå î÷êîâ, ÷åì íà ïåðâîé?
4.3 Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áðîñàíèè 10 èãðàëüíûõ êîñòåé âûïàëà ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà åäèíèöà. Êàêîâà ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëè äâå
èëè áîëåå åäèíèöû?
4.4 Â ÿùèêå ëåæàò 12 êðàñíûõ, 8 çåëåíûõ è 10 ñèíèõ øàðîâ. Íàóäà÷ó
âûíèìàþò äâà øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûíóòû øàðû ðàçíîãî
öâåòà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ íåò ñèíåãî?
4.5 Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò åäèíèöà.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü ÷åòíîå ÷èñëî áðîñàíèé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åäèíèöà âûïàäåò ïðè âòîðîì áðîñàíèè.
4.6 Ïóñòü P(A1/A2) = P(A1). Ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ
ðàâåíñòâ:
à) P(A1/A2) = P(A1); á) P(A1/A2) = P(A1).
4.7 Äâîå èãðàþò â èãðó, ïîî÷åðåäíî âûíèìàÿ øàð èç óðíû, ñîäåðæàùåé
3 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Âûèãðàâøèì ñ÷èòàåòñÿ òîò, êòî ïåðâûì âûíåò
áåëûé øàð. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ íà÷àâøåãî èãðó, åñëè
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ïîñëå êàæäîãî íåóäà÷íîãî ýêñïåðèìåíòà øàð âîçâðàùàåòñÿ â óðíó?
4.8 Ïèñüìî íàõîäèòñÿ â ñòîëå ñ âåðîÿòíîñòüþ p, ïðè÷åì ñ ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ îíî ìîæåò áûòü â ëþáîì èç âîñüìè ÿùèêîâ ñòîëà. Ìû
ïåðåñìîòðåëè 7 ÿùèêîâ è ïèñüìà íå îáíàðóæèëè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ïèñüìî:
à) íàõîäèòñÿ â âîñüìîì ÿùèêå;
á) îòñóòñòâóåò â ñòîëå?
4.9 Èç ïîëíîé êîëîäû êàðò (52 ëèñòà) âûíèìàþò ñðàçó äâå êàðòû.
Îäíó èç íèõ ñìîòðÿò � îíà îêàçàëàñü äàìîé, ïîñëå ýòîãî âûíóòûå êàðòû
ïåðåìåøèâàþò è îäíó èç íèõ áåðóò íàóãàä. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà
îêàæåòñÿ òóçîì.
4.10 ×åòûðå øàðà ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàþòñÿ â ÷åòûðåõ ÿùèêàõ.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäèí èç ÿùèêîâ áóäåò ñîäåðæàòü ðîâíî òðè
øàðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûå äâà øàðà îêàçàëèñü â ðàçíûõ ÿ÷åéêàõ?
4.11 Äâà èãðîêà èãðàþò â áåçîáèäíóþ èãðó (ó îáîèõ øàíñû ïîáåäèòü îäè-
íàêîâû, íè÷üèõ íåò), è îíè äîãîâîðèëèñü, ÷òî òîò, êòî ïåðâûì âûèãðàåò
øåñòü ïàðòèé, ïîëó÷èò âåñü ïðèç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå èãðà
îñòàíîâèëàñü äî òîãî, êàê îäèí èç íèõ âûèãðàë ïðèç, íàïðèìåð, ïåðâûé
èãðîê âûèãðàë ïÿòü ïàðòèé, à âòîðîé � òðè. Êàê ñïðàâåäëèâî ñëåäóåò
ðàçäåëèòü ïðèç?
4.12 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè C ⊆ B ⊆ A, òî P(C/A) = P(C/B)P(B/A).
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Ãëàâà 5

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Äâà ñîáûòèÿ A,B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ íèõ âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå:

P(AB) = P(A) ·P(B). (5.1)

Åñëè P(B) > 0, òî íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé A,B ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ
ðàâåíñòâà

P(A/B) = P(A),

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A íå çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ B.
Ñîáûòèÿ A1, A2, ..., An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè,

åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà èç ýòèõ ñîáûòèé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå:

P(Ai1 ·Ai2 · · ·Aik) = P(Ai1) ·P(Ai2) · · ·P(Aik). (5.2)

Ñîáûòèÿ A1, A2, ..., An íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè , åñëè ëþ-
áûå äâà èç íèõ íåçàâèñèìû.

� 5.1. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 5.1. Òî÷êà ξ = (ξ1, ξ2) âûáðàíà íàóäà÷ó â êâàäðàòå [0, 1]2.
Ïóñòü A = {ξ1 ≤ 1/2}, B = {ξ2 ≤ 1/2} C = {(ξ1 − 1/2)(ξ2 − 1/2) > 0}.
Âûÿñíèòü, íåçàâèñèìû ëè ýòè ñîáûòèÿ:
à) â ñîâîêóïíîñòè; á) ïîïàðíî.

Ðåøåíèå. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ - åäèíè÷íûé êâàäðàò
Ω = [0, 1]2. Ñîáûòèå A� ëåâàÿ åãî ïîëîâèíà, ñîáûòèå B � íèæíÿÿ, ñîáûòèå
C ïðåäñòàâëÿåò îáúåäèíåíèå äâóõ êâàäðàòîâ

AB = {ξ1 ≤ 1/2, ξ2 ≤ 1/2} A B = {ξ1 ≥ 1/2, ξ2 ≥ 1/2},
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çàøòðèõîâàííûõ íà ðèñ.5.1. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé íàéäåì ñ ïîìîùüþ

-

6
ξ2
1

1
2

0 ξ1

A

B

��
��

��
��

A B

AB

1
2 1

Ðèñ. 5.1:

ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ:

P(A) =
1

2
, P(B) =

1

2
, P(C) =

1

2
.

Âåðîÿòíîñòè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé ðàâíû:

P(AB) =
1

4
= P(A) ·P(B), P(AC) =

1

4
= P(A) ·P(C),

P(BC) =
1

4
= P(B) ·P(C).

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìû. Òàê êàê
ABC = AC = BC = AB, òî

P(ABC) =
1

4
̸= P(A) ·P(B) ·P(C),

à çíà÷èò, ñîáûòèÿ A,B,C íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè. ▽

� 5.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

5.1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, P(A) > 0 è P(B) > 0,
òî ñîáûòèÿ A è B çàâèñèìû.
5.2 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî òàêæå íåçàâèñèìû
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ñîáûòèÿ: a) A è B; á) A è B; â) A è B.
5.3 Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ÷åòûðåõ áóêâ a, b, c è
d. Îïðåäåëèòü, çàâèñèìû èëè íåò ñîáûòèÿ A = {a ïðåäøåñòâóåò b} è
B = {c ïðåäøåñòâóåò d}.
5.4 Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì òðè ñîáûòèÿ: A � íà ïåð-
âîé êîñòè âûïàëî íå÷åòíîå ÷èñëî, B � íà âòîðîé êîñòè âûïàëî íå÷åòíîå
÷èñëî, C � ñóììà ÷èñåë íà îáåèõ êîñòÿõ íå÷åòíà. Ïðîâåðèòü, çàâèñèìû
èëè íåò ñîáûòèÿ A, B, C:
à) â ñîâîêóïíîñòè; á) ïîïàðíî.
5.5 Ïóñòü ñîáûòèå A òàêîâî, ÷òî îíî íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ. Äîêàçàòü,
÷òî òîãäà P(A) = 0 èëè P(A) = 1.
5.6 Áðîøåíû ïîñëåäîâàòåëüíî òðè ìîíåòû. Îïðåäåëèòü, çàâèñè-
ìû èëè íåò ñîáûòèÿ A = {âûïàë ãåðá íà ïåðâîé ìîíåòå} è B =
{âûïàëà õîòÿ áû îäíà ðåøêà}.
5.7 Íà ðèñ. 5.2 ïðèâåäåíà ñõåìà ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ýëåê-
òðè÷åñêóþ öåïü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòêàçû ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèÿìè. Ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé íàäåæíîñòü pk
k-ãî ýëåìåíòà, òî åñòü âåðîÿòíîñòü åãî áåçîòêàçíîé ðàáîòû (ñîîòâåòñòâåí-
íî qk = 1 − pk � âåðîÿòíîñòü åãî îòêàçà). Âû÷èñëèòü íàäåæíîñòü p âñåé
öåïè.

ee 1

2

3

4

Ðèñ. 5.2:

Ðèñ. 5.2.

5.8 Áðîñàþòñÿ òðè ïðàâèëüíûå ìîíåòû. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì,
÷òî âûïàëî ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðåøêè, à ñîáûòèå B � â òîì, ÷òî õîòÿ áû
íà îäíîé ìîíåòå âûïàë ãåðá. Îïèñàòü ñîáûòèå A. Îïðåäåëèòü, çàâèñèìû
èëè íåò ñîáûòèÿ A è B.
5.9 Áðîñàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî
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âûïàâøàÿ ñóììà î÷êîâ íå÷åòíà, à ñîáûòèå B � â òîì, ÷òî õîòÿ áû íà
îäíîé èç êîñòåé âûïàëà åäèíèöà. Îïèñàòü ñîáûòèå AB. Îïðåäåëèòü, çàâè-
ñèìû èëè íåò ñîáûòèÿ A è B.
5.10 Ïóñòü 0 < P(A) < P(B) < 1. Ñëåäóåò ëè îòñþäà íåçàâèñèìîñòü ñî-
áûòèé A è B?
5.11 ×òîáû íàéòè íóæíóþ êíèãó, ñòóäåíò ðåøèë îáîéòè 3 áèáëèîòåêè.
Äëÿ êàæäîé áèáëèîòåêè îäèíàêîâî âåðîÿòíî, åñòü â ôîíäàõ ýòà êíèãà èëè
íåò, è åñëè êíèãà åñòü â ôîíäàõ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 îíà íå çàíÿòà äðó-
ãèì ÷èòàòåëåì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò íàéäåò êíèãó, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî áèáëèîòåêè êîìïëåêòóþòñÿ íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé?
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Ãëàâà 6

Íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ

� 6.1. Ôîðìóëû Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé) îòäåëüíûõ îäíîòèïíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ I1, I2, ..., In, ..., êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü èñïûòàíèÿìè. Áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî â êàæäîì èñïûòàíèè âîçìîæíû ëèøü äâà èñõîäà: ïîÿâëåíèå
íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A ëèáî ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ A, ïðè ýòîì ïîÿâ-
ëåíèå A áóäåì íàçûâàòü ¾óñïåõîì¿, à ïîÿâëåíèå A � ¾íåóäà÷åé¿. Îáîçíà-
÷èì Ai ={ïîÿâëåíèå A (èëè ¾óñïåõ¿) â i-îì èñïûòàíèè}. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ â êàæäîì èñïûòàíèè îäíà è òà æå, ò.å.
P(Ai) = p, P(Ai) = 1− p = q ïðè âñåõ i.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç νn ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ.
Î÷åâèäíî, νn ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå öåëûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî n. Ââå-
äåì ñîáûòèÿ Bk = {νn = k}, k = 0, 1, . . . , n. Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Bk

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì Áåðíóëëè:

P(Bk) = P(νn = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, ..., n. (6.1)

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà.
Ïóñòü èìååòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, íî â êàæäîì èñïûòàíèè ìî-

æåò íàñòóïèòü îäèí èç k âîçìîæíûõ èñõîäîâ: R1, R2, . . . , Rk, ãäå äëÿ
êàæäîãî èç n èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ îäíè è òå æå: P(Rj) =
pj , j = 1, 2, ..., k, òàê ÷òî p1 + p2 + . . .+ pk = 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå âåðîÿò-
íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, â îòëè÷èå îò ñõåìû Áåðíóëëè, íàçûâàåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíîé ñõåìîé. Îáîçíà÷èì νj

n ÷èñëî èñõîäîâ Rj â n íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèÿõ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ôîðìóëû Áåðíóëëè íà ñëó÷àé
ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû.
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Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n1, n2, ..., nk òàêèõ, ÷òî
n = n1 + n2 + ...+ nk,

P(ν1
n = n1, ν2

n = n2, ..., νk
n = nk) =

n!

n1! · n2! · · ·nk!
pn1
1 · pn2

2 · · · pnk

k . (6.2)

� 6.2. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 6.1. Ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ
îäíîãî çíàêà ðàâíà 1/10. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå èç 10
çíàêîâ: à) íå áóäåò èñêàæåíî, á) ñîäåðæèò ðîâíî 3 èñêàæåíèÿ,
â) ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ èñêàæåíèé?

Ðåøåíèå. Ïåðåäà÷ó n = 10 çíàêîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n íåçà-
âèñèìûõ èñïûòàíèé, èñêàæåíèå çíàêà áóäåì ñ÷èòàòü óñïåõîì, âåðîÿòíîñòü
óñïåõà P(óñïåõà) = p = 1/10. Èñêîìûå âåðîÿòíîñòè íàõîäèì ïî ôîðìóëàì
Áåðíóëëè:
à) P(νn = 0) = C0

np
0qn = qn = ( 9

10 )
10;

á) P(νn = 3) = C3
np

3qn−3 = C3
10(

1
10 )

3( 9
10 )

7;

â) P(νn ≤ 3) = P{
3∪

k=0

(νn = k)} =
3∑

k=0

Ck
np

kqn−k = ( 9
10 )

10 + C1
10

1
10 (

9
10 )

9 +

+C2
10(

1
10 )

2( 9
10 )

8 + C3
10(

1
10 )

3( 9
10 )

7. ▽

Ïðèìåð 6.2. Â îäíîì ó÷åáíîì çàâåäåíèè îáó÷àþòñÿ 730 ñòóäåíòîâ.
Äåíü ðîæäåíèÿ íàóäà÷ó âûáðàííîãî ñòóäåíòà ïðèõîäèòñÿ íà îïðåäåëåí-
íûé äåíü ãîäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/365 äëÿ êàæäîãî èç 365 äíåé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàéäóòñÿ òðè ñòóäåíòà, èìåþùèå îäèí è òîò
æå äåíü ðîæäåíèÿ.

Ðåøåíèå. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî ñîáûòèÿ, òî åñòü íàé-
äåì âåðîÿòíîñòü, òîãî ÷òî ðîâíî äâà ñòóäåíòà ðîäèëèñü â êàæäûé èç ìåñÿ-
öåâ ãîäà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìîé. Â íàøåì ñëó-
÷àå, î÷åâèäíî, n = 730, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ íàóäà÷ó âûáðàííîãî
ñòóäåíòà â îïðåäåëåííûé äåíü îäèíàêîâà è ðàâíà pi = 1/365, i = 1...365.
Ïîä ñîáûòèåì Ai, i = 1...365 ïîíèìàåòñÿ ðîæäåíèå âûáðàííîãî ñòóäåíòà â
i-îì ìåñÿöå. Òîãäà íàì ñîáñòâåííî íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî â 730 èñ-
ïûòàíèÿõ ïðîèçîéäåò ðîâíî 2 èñõîäà òèïà A1, ðîâíî äâà èñõîäà òèïà A2,...,
ðîâíî äâà èñõîäà òèïà A365 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, νj

730 = 2, j = 1...365. Â
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òàêîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà:

730!

(2!)365
(1/365)730.

Èñêîìàÿ æå âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1− 730!
(2!)365 (1/365)

730 ▽ .

� 6.3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6.1 Èñïûòàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â áðîñàíèè òðåõ èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïÿòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ðîâíî äâà ðàçà
âûïàäåò ïî òðè åäèíèöû.
6.2 Íàáëþäåíèÿìè óñòàíîâëåíî, ÷òî â íåêîòîðîé ìåñòíîñòè â ñåíòÿáðå
â ñðåäíåì áûâàåò 12 äîæäëèâûõ äíåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç
âîñüìè ñëó÷àéíî âçÿòûõ â ýòîì ìåñÿöå äíåé òðè äíÿ îêàæóòñÿ äîæäëèâû-
ìè?
6.3 Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ðàâíà 1/5. Ïðîèçâîäèòñÿ
10 íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïî
ìåíüøåé ìåðå äâàæäû?
6.4 Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ óäà÷íîãî ðåçóëüòàòà ïðè ïðîâåäåíèè ñëîæíîãî
õèìè÷åñêîãî îïûòà ðàâíà 2/3. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî óäà÷íûõ
îïûòîâ, åñëè èõ îáùåå ÷èñëî ðàâíî 7.
6.5 Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè êàæäîì âûñòðåëå èç îðóäèÿ ðàâíà
4/5. Ñêîëüêî íóæíî ïðîèçâåñòè âûñòðåëîâ, ÷òîáû íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî
ïîïàäàíèé áûëî ðàâíî 20?
6.6 Êàæäóþ ñåêóíäó ñ âåðîÿòíîñòüþ p íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè ïî äîðîãå ïðîåçæàåò àâòîìàøèíà. Ïåøåõîäó äëÿ ïåðåõîäà äîðîãè
íåîáõîäèìî 3 ñ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîäîøåäøèé ê äîðîãå
ïåøåõîä áóäåò îæèäàòü âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà: à) 3 ñ; á) 4 ñ; â) 5ñ?
6.7 Äâîå ïî î÷åðåäè áðîñàþò ìîíåòó. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì
ïîëó÷èò ¾ãåðá¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) èãðà çàêîí÷èòñÿ äî 4 áðîñàíèÿ;
á) âûèãðàåò íà÷àâøèé èãðó (ïåðâûé èãðîê);
â) âûèãðàåò âòîðîé èãðîê.
6.8 Â ñõåìå Áåðíóëëè p � âåðîÿòíîñòü èñõîäà 1 è q = 1− p � âåðîÿòíîñòü
èñõîäà 0. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïî÷êà 00 (äâà íóëÿ ïîäðÿä)
ïîÿâèòñÿ ðàíüøå öåïî÷êè 10. Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëèòü ýòó âåðîÿòíîñòü
ïðè p = 1/2.
6.9 Òåõíè÷åñêèé êîíòðîëü ïðîâåðÿåò èçäåëèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ íåçà-
âèñèìî îò äðóãèõ èçäåëèé ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p îêàçàòüñÿ äåôåêòíûì.
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à) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 10 ïðîâåðåííûõ èçäåëèé òîëüêî îäíî
îêàçàëîñü äåôåêòíûì?
á) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûì äåôåêòíûì îêàçàëîñü k-å ïðîâå-
ðåííîå èçäåëèå.
â) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäóþùèå 10 èçäåëèé îêàæóòñÿ ãîä-
íûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäûäóùèå l = 5 èçäåëèé áûëè òàêæå ãîäíûìè.
Çàâèñèò ëè ýòà âåðîÿòíîñòü îò l?
ã) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî îáíàðóæåííûõ ïðè ïðîâåðêå ãîäíûõ
èçäåëèé ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè äåôåêòíûìè ðàâíî k.
6.10 Â íåêîòîðîé ãðóïïå ëþäåé äàëüòîíèêè ñîñòàâëÿþò 1%. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 100 ÷åëîâåê:
à) íåò äàëüòîíèêîâ; á) äàëüòîíèêîâ äâà èëè áîëüøå.
6.11 Îòðåçîê [0, 10] òî÷êàìè 1, 2, 3, 4, 7 ðàçäåëåí íà ÷åòûðå îòðåçêà
äëèíû 1 è íà äâà îòðåçêà äëèíû 3. Ïóñòü A1, ..., A8 � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå òî÷êè, èìåþùèå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 10].
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ýòèõ òî÷åê â äâà êàêèõ-ëèáî îòðåçêà
äëèíîé 1 ïîïàäåò ïî 2 òî÷êè, à â êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ � ïî
îäíîé òî÷êå?
6.12 Íà îòðåçîê AB äëèíû a áðîøåíû íàóäà÷ó, íåçàâèñèìî îäíà îò
äðóãîé, øåñòü òî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) äâå òî÷êè áóäóò íàõîäèòñÿ îò òî÷êè A íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì b, à
÷åòûðå � íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì b;
á) äâå òî÷êè áóäóò íàõîäèòñÿ îò òî÷êè A íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì c,
îäíà � íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì c è íå áîëüøåì b, à òðè òî÷êè � íà
ðàññòîÿíèè áîëüøåì b.
6.13 Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êàæäóþ ãðàíü äâàæäû ïðè áðîñàíèè
äâåíàäöàòè èãðàëüíûõ êîñòåé?
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Ãëàâà 7

Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà

� 7.1. Ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ A ìîæíî íàéòè êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé {Hk}, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì:
C1. Ñîáûòèÿ {Hk} ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, ò.å. Hi ∩Hj = ∅ ïðè i ̸= j.
C2. Ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò, ëèøü êîãäà ïðîèñõîäèò îäíî èç ñîáûòèé Hk,
ò.å.

A ⊆
∪
k

Hk.

C3. P(Hk) > 0 ïðè âñåõ k.
Íàáîð ñîáûòèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþò ïîëíîé

ãðóïïîé ñîáûòèé (ãèïîòåç). Óñëîâèÿ C1�C2 ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî
âìåñòå ñ ñîáûòèåì A âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñîáûòèé {Hk}, ïðè-
÷åì òîëüêî îäíî. Åñëè ñîáûòèå A è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé {Hk}
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì C1�C3, òî âåðîÿòíîñòü P(A) ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåíà ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P(A) =
∑
k

P(A/Hk)P(Hk). (7.1)

Â òåõ æå óñëîâèÿõ, åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå A ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíî-
ñòè, òî ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîáûòèÿ íîâûå, ò. å. óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé
Hj âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Áàéåñà

P(Hj/A) =
P(A/Hj)P(Hj)∑
k P(A/Hk)P(Hk)

.

Ýòè âåðîÿòíîñòè íàçûâàþòñÿ àïîñòåðèîðíûìè (ò. å. âû÷èñëÿåìûìè ïîñëå
îñóùåñòâëåíèÿ ñîáûòèÿ A).
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� 7.2. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 7.1. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, âû-
íèìàþòñÿ íàóäà÷ó äâà øàðà è ïåðåêëàäûâàþòñÿ âî âòîðóþ óðíó, ñîäåð-
æàùóþ 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà. a) Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûíóòü ïîñëå
ýòîãî èç âòîðîé óðíû áåëûé øàð. á) Ïóñòü èç âòîðîé óðíû áûë âûíóò
áåëûé øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïåðåêëàäûâàíèè èç ïåðâîé
óðíû âî âòîðóþ áûëè ïîëîæåíû äâà áåëûõ øàðà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü A ={èç âòîðîé óðíû âûíóò áåëûé øàð}. Â êà÷åñòâå
ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ñîáûòèåì, ìîæíî ðàññìîòðåòü
âñå âîçìîæíûå èñõîäû ïåðâîé ôàçû ýêñïåðèìåíòà, ò.å. ïåðåêëàäûâàíèÿ
äâóõ øàðîâ èç ïåðâîé óðíû âî âòîðóþ. Îáîçíà÷èì, íàïðèìåð, H×× ={èç
ïåðâîé óðíû âûíóòû äâà ÷åðíûõ øàðà} , H×Á ={èç ïåðâîé óðíû âûíóòû
îäèí ÷åðíûé è îäèí áåëûé øàðû}, HÁÁ ={èç ïåðâîé óðíû âûíóòû äâà
áåëûõ øàðà}. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, è âñåãäà
ïðîèñõîäèò îäíî èç íèõ, ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáû-
òèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïðèìåíèì ôîðìóëó ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè:

P(A) = P(A/H××)P(H××)+P(A/H×Á)P(H×Á)+P(A/HÁÁ)P(HÁÁ). (7.2)

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç:

P(H××) =
C0

3C
2
2

C2
5

=
1

10
, P(H×Á) =

C1
3C

1
2

C2
5

=
6

10
,

P(HÁÁ) =
C1

3C
0
2

C2
5

=
3

10
.

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè íàõîäèì, èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî ñîñòàâà âòîðîé óðíû
ïðè îñóùåñòâëåíèè òîé èëè èíîé ãèïîòåçû:

P(A/H××) =
4

10
=

2

5
, P(A/H×Á) =

5

10
=

1

2
, P(A/HÁÁ) =

6

10
=

3

5
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.2) íàéäåííûå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èì:

P(A) =
1

10
· 2
5
+

6

10
· 1
2
+

3

10
· 3
5
=

13

25
.

Îòâåòèì íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è. Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü P(HÁÁ/A) íàõî-
äèì ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

P(HÁÁ/A) =
P(A/HÁÁ)P(HÁÁ)

P(A/H××)P(H××) +P(A/H×Á)P(H×Á) +P(A/HÁÁ)P(HÁÁ)
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=
P(A/HÁÁ)P(HÁÁ)

P(A)
=

3
10 · 3

5
13
25

=
9

26
. ▽

Ïðèìåð 7.2. Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òðåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóêâ: AAAA, BBBB, CCCC, ïðè÷åì àïðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü ñîîòâåòñòâåííî
3/10, 2/5, è 3/10. Èçâåñòíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì øóìîâ âåðîÿòíîñòü
ïðàâèëüíîãî ïðèåìà êàæäîé èç ïåðåäàííûõ áóêâ ðàâíà 3/5, à âåðîÿò-
íîñòè ïåðåâîäà êàæäîé áóêâû â ëþáóþ äðóãóþ îäèíàêîâû è ðàâíû 1/5.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëà ïåðåäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
AAAA, åñëè íà ïðèåìíîì óñòðîéñòâå ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ABCA.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì D={íà ïðèåìíîì óñòðîéñòâå ïîëó÷åíà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ABCA}, à â êà÷åñòâå ãèïîòåç âûáåðåì ñîáûòèÿ:
HA ={ïåðåäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AAAA }, HB ={ïåðåäàíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü BBBB}, HC ={ïåðåäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü CCCC}. Èç óñëî-
âèÿ çàäà÷è î÷åâèäíî, ÷òî ñîáûòèÿ HA,HB ,HC îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó
ñîáûòèé, à èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû

P(HA) =
3

10
, P(HB) =

2

5
, P(HC) =

3

10
.

Òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P(HA/D), êîòîðóþ âû÷èñëèì
ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

P(HA/D) =
P(D/HA)P(HA)

P(D/HA)P(HA) +P(D/HB)P(HB) +P(D/HC)P(HC)
.

(7.3)
Íàéäåì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (7.3). Èìååì:
P(D/HA) = P(ABCA/HA), ïîñëåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü åñòü âåðîÿòíîñòü ïðèå-
ìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ ¾ABCA¿ âìåñòî ïåðåäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ¾AAAA¿, òî åñòü âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ïðèåìà ïåðâîé è ÷åòâåðòîé
áóêâ A è ïåðåâîäà âòîðîé áóêâû A â B è òðåòüåé � â C. Òàê êàê ïðàâèëüíûé
ïðèåì èëè èñêàæåíèÿ êàæäîé èç ïåðåäàâàåìûõ áóêâ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè ñîáûòèÿìè, òî âåðîÿòíîñòü óêàçàííîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé:

P(D/HA) = P(ABCA/HA) = P(A/HA) ·P(B/HA) ·P(C/HA) ·P(A/HA) =

=
3

5
· 1
5
· 1
5
· 3
5
=

9

625
.
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè:

P(D/HB) = P(ABCA/HB) =
1

5
· 3
5
· 1
5
· 1
5
=

3

625
,

P(D/HC) = P(ABCA/HC) =
3

625
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.3) âñå íàéäåííûå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì

P(HA/D) =
9

625 · 3
10

9
625 · 3

10 + 3
625 · 2

5 + 3
625 · 3

10

=
9

16
. ▽

Ïðèìåð 7.3. Òðè ñòðåëêà ïðîèçâîäÿò ïî îäíîìó âûñòðåëó â îäíó
è òó æå ìèøåíü. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå
äëÿ êàæäîãî èç ñòðåëêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû p1, p2, p3. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ñòðåëîê ïðîìàõíóëñÿ, åñëè ïîñëå âûñòðåëîâ
â ìèøåíè îêàçàëîñü äâå ïðîáîèíû?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì A ={ïîñëå âûñòðåëîâ â ìèøåíè îêàçàëîñü äâå
ïðîáîèíû}, Hi ={èç òðåõ ñòðåëêîâ ïðîìàõíóëñÿ i-é, à äâà äðóãèõ ïîïàëè},
i = 1, 2, 3. Òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P(H2/A), êîòîðóþ ìû
íàéäåì ïî ôîðìóëå Áàéåñà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç:

P(H1) = P(B1B2B3) = P(B1) ·P(B1) ·P(B3) = (1− p1)p2p3.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ Bi={ïîïàäàíèå i-ãî ñòðåëêà}, Bi=
={ïðîìàõ i-ãî ñòðåëêà} è ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðåçóëüòàòû ñòðåëüáû îòäåëü-
íûõ ñòðåëêîâ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñîáûòèÿìè. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

P(H2) = P(B1B2B3) = p1(1− p2)p3, P(H3) = P(B1B2B3) = p1p2(1− p3).

Çàìåòèì, ÷òî âñå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû 1: P(A/H1) = P(A/H2) =
P(A/H3) = 1. Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòè âåðîÿòíîñòè â ôîðìóëó Áàéåñà,
ïîëó÷àåì

P(H2/A) =
p1(1− p2)p3

(1− p1)p2p3 + p1(1− p2)p3 + p1p2(1− p3)
. ▽

� 7.3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7.1 Â ïåðâîé óðíå íàõîäÿòñÿ 1 áåëûé è 9 ÷åðíûõ øàðîâ, âî âòîðîé � 1
÷åðíûé è 5 áåëûõ. Èç êàæäîé óðíû óäàëèëè ïî îäíîìó øàðó, âûáðàííîìó
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íàóãàä, à îñòàâøèåñÿ øàðû ññûïàëè â òðåòüþ óðíó.
à) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàð, âûíóòûé íàóãàä èç òðåòüåé óðíû,
îêàæåòñÿ áåëûì.
á) Åñëè øàð, âûíóòûé èç òðåòüåé óðíû, îêàçàëñÿ áåëûì, òî êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïåðâûõ äâóõ óðí áûëè óäàëåíû ÷åðíûå øàðû?
7.2 Â ïåðâîé óðíå íàõîäÿòñÿ 1 áåëûé øàð è 4 êðàñíûõ, âî âòîðîé � 1
áåëûé è 7 êðàñíûõ. Â ïåðâóþ óðíó äîáàâèëè äâà øàðà, âûáðàííûõ íàóãàä
èç âòîðîé óðíû.
à) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàð, âûíóòûé íàóãàä èç ïîïîëíåííîé
ïåðâîé óðíû, îêàæåòñÿ áåëûì.
á) Ïîñòàâèòü âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Áàéåñà (è îòâåòèòü íà íåãî).
7.3 Èìååòñÿ 5 óðí ñëåäóþùåãî ñîñòàâà: â ïåðâîé è âòîðîé óðíàõ ïî 2
áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà â êàæäîé; â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé óðíàõ � ïî 1
áåëîìó è 4 ÷åðíûõ øàðà; â ïÿòîé óðíå � 4 áåëûõ è 1 ÷åðíûé øàð. Èç
îäíîé íàóäà÷ó âûáðàííîé óðíû âçÿò øàð. Îí îêàçàëñÿ áåëûì. ×åìó ðàâíà
ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí âûíóò èç ïÿòîé óðíû?
7.4 Â òðåõ óðíàõ ñîäåðæàòñÿ áåëûå è ÷åðíûå øàðû: â ïåðâîé óðíå �
2 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà, âî âòîðîé � 2 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, â
òðåòüåé � 3 áåëûõ è 1 ÷åðíûé øàð. Èç ïåðâîé óðíû âûíóò íàóäà÷ó øàð
è ïåðåëîæåí âî âòîðóþ. Äàëåå èç âòîðîé óðíû âûíóò íàóäà÷ó øàð è
ïåðåëîæåí â òðåòüþ. Íàêîíåö èç òðåòüåé óðíû øàð ïåðåëîæåí â ïåðâóþ.
à) Êàêîé ñîñòàâ øàðîâ â ïåðâîé óðíå íàèáîëåå âåðîÿòåí?
á) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîñòàâ øàðîâ âî âñåõ óðíàõ íå èçìåíèòñÿ?
7.5 Èç óðíû, â êîòîðîé áûëî m ≥ 3 áåëûõ è n ÷åðíûõ, ïîòåðÿëè îäèí
øàð íåèçâåñòíîãî öâåòà. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ñîñòàâ øàðîâ â óðíå,
èç íåå íàóäà÷ó áûëè âûíóòû äâà øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë
ïîòåðÿí áåëûé øàð, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûíóòûå øàðû îêàçàëèñü áåëûìè.
7.6 Â óðíå ëåæàò 12 øàðîâ, èç íèõ 8 ÷åðíûõ è 4 áåëûõ. Òðè èãðîêà A,
B è C ïîî÷åðåäíî âûíèìàþò øàðû. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì âûíåò
áåëûé øàð. Îöåíèòü øàíñû íà óñïåõ êàæäîãî èãðîêà.
7.7 Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñòðåëüáû ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ñ
âåðîÿòíîñòüþ p1 = 3/5, ñòðåëîê Â � ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 = 1/2, ñòðåëîê
C � ñ âåðîÿòíîñòüþ p3 = 2/5. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíè, è äâå ïóëè
ïîïàëè â öåëü. ×òî âåðîÿòíåå: ïîïàë C â ìèøåíü èëè íåò?
7.8 Èçäåëèÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîäñòâà óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòó ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0,96. Ïðåäëàãàåòñÿ óïðîùåííàÿ ñèñòåìà èñïûòàíèé, äàþùàÿ
ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98 äëÿ èçäåëèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ñòàíäàðòó, à äëÿ èçäåëèé, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòó, ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,05. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
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à) èçäåëèå áóäåò çàáðàêîâàíî;
á) èçäåëèå, âûäåðæàâøåå èñïûòàíèå, óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó?
7.9 Íåêîòîðîå èçäåëèå âûïóñêàåòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷åì îáúåì
ïðîäóêöèè âòîðîãî çàâîäà â k ðàç ïðåâîñõîäèò îáúåì ïðîäóêöèè ïåðâîãî.
Äîëÿ áðàêà ó ïåðâîãî çàâîäà p1, ó âòîðîãî � p2. Èçäåëèÿ, âûïóùåííûå
çàâîäàìè çà îäèíàêîâûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ïåðåìåøàëè è ïóñòèëè â
ïðîäàæó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âû ïðèîáðåëè èçäåëèå ñî âòîðîãî
çàâîäà, åñëè îíî îêàçàëîñü áðàêîâàííûì?
7.10 Â ñåìè óðíàõ ñîäåðæèòñÿ ïî 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, à â òðåõ
óðíàõ ïî 7 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç óðíû,
âçÿòîé íàóäà÷ó, áóäåò èçâëå÷åí áåëûé øàð? Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî øàð
èçâëå÷åí èç óðíû ñ 7 áåëûìè è 3 ÷åðíûìè øàðàìè, åñëè îí îêàçàëñÿ áåëûì.
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Ãëàâà 8

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

� 8.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ

Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ñ.â.) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ
X : Ω → R, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ∈ Ω äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî X(ω).

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ FX : R → R, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì:

FX(t) = P(X < t) = P{ω : X(ω) < t}, t ∈ R. (8.1)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
F1. 0 ≤ FX(t) ≤ 1 ∀ t ∈ R.
F2. FX ↗ (íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ).
F3. FX(−∞) = lim

t→−∞
FX(t) = 0, FX(+∞) = lim

t→+∞
FX(t) = 1 .

F4. FX(t) íåïðåðûâíà ñëåâà è èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ñïðàâà: äëÿ âñåõ
t ∈ R

lim
y→t−0

FX(y) = FX(t); lim
y→t+0

FX(y) = FX(t+ 0).

F5. Äëÿ ëþáûõ a < b âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñ.â. X â èíòåðâàë [a, b) ðàâíà

P{a ≤ X < b} = FX(b) − FX(a) .

F6. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñ.â. X â òî÷êó a ðàâíà
ñêà÷êó ô.ð. â òî÷êå a:

P{X = a} = FX(a+ 0) − FX(a).
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� 8.2. Äèñêðåòíîå è àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî áåñêîíå÷íî, íî âñå
ýëåìåíòû åãî ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè íàòóðàëüíîãî ðÿäà: G =
{x1, x2, ..., xn, ...}. Ìíîæåñòâî íàçûâàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì, åñëè îíî
êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. X èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îíà ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ.â. X èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå,
åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî G = {x1, x2, ..., xn, ...},
òàêîå, ÷òî

pi = P(X = xi) > 0, i = 1, 2, ...
∑
i

pi = 1. (8.2)

Óïðîùàÿ òåðìèíîëîãèþ, áóäåì ãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà X äèñêðåòíà. Åñëè ñ.â. X äèñêðåòíà, òî äëÿ íåå ìîæíî óêà-
çàòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, ... âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé X è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p1, p2, ... âåðîÿòíîñòåé ýòèõ çíà÷åíèé.
Òàáëèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàçûâàåòñÿ ðÿäîì
ðàñïðåäåëåíèÿ èëè òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ X:

X x1 x2 ... xi ...
P(X = xi) p1 p2 ... pi ...

(8.3)

Åñëè ñ.â. X èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå (8.3), òî âåðîÿòíîñòü åå
ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî A ⊆ R âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

P(X ∈ A) =
∑
xi∈A

pi. (8.4)

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìóëîé:

FX(t) =
∑
xi<t

pi. (8.5)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX óïîðÿäî÷åíû
ïî âîçðàñòàíèþ, òî åñòü

x1 < x2 < . . . < xn < . . . ,

òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò èìåòü ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8.1.
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Ðèñ. 8.1: Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t).
.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ÿâëÿåòñÿ
ñòóïåí÷àòîé, òî åñòü îíà ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëàõ
(xi−1, xi), à â òî÷êàõ xi èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà (ñêà÷îê), ðàâíûé
âåðîÿòíîñòè pi = P(X = xi).

Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, åñëè åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå:

FX(t) =

∫ t

−∞
fX(u)du, (8.6)

ãäå fX(u) � íåîòðèöàòåëüíàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî åå ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
f1. Äëÿ âñåõ t ∈ R ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíà:

fX(t) ≥ 0.

f2. Èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâåí
åäèíèöå (óñëîâèå íîðìèðîâêè):∫ ∞

−∞
fX(t)dt = 1.

f3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíî-
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æåñòâà, ðàâíà èíòåãðàëó îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýòîìó ìíîæåñòâó:

P(X ∈ A) =

∫
A

fX(t)dt

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ R, äëÿ êîòîðîãî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè
îïðåäåëåí.
f4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, à â
òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè fX(t) ô.ð. FX(t) äèôôåðåíöèðóåìà,
ïðè÷åì

F ′
X(t) = fX(t).

f5. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â òî÷êó ðàâíà íóëþ: äëÿ
ëþáîãî a ∈ R âûïîëíåíî

P(X = a) = 0.

f6. Äëÿ ëþáûõ a < b

P(a ≤ X < b) = P(a ≤ X ≤ b) = P(a < X ≤ b) = P(a < X < b) =

∫ b

a

fX(t)dt.

Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ïðîìåæóòîê, ôèãóðèðóþùèå â ïîñëåäíåì
ñâîéñòâå, âû÷èñëÿþòñÿ êàê ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, çàøòðèõî-
âàííîé íà ðèñ. 8.2:

-

6

tba0

fX(t)

Ðèñ. 8.2: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(t).

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ýòèì ñâîéñòâàì, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.
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� 8.3. Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí

1. Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñ. â. X, ïðè-
íèìàþùåé ëèøü äâà çíà÷åíèÿ 1 è 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è q = 1− p ñî-
îòâåòñòâåííî. Êàê ìû âèäåëè, òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ¾óñïåõîâ¿ ïðè îäíîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè. Î÷åâèäíî,
ðàñïðåäåëåíèå X äèñêðåòíî, è ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì:

P(X = k) =

{
p, åñëè k = 1;

0, åñëè k = 0.

Òîò ôàêò, ÷òî ñ. â. X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, áóäåì îáîçíà÷àòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: X ⊂= Bp, ãäå p � ïàðàìåòð, 0 < p < 1.

2. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bn,p. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ. â. Y èìå-
åò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n, p), ãäå n = 1, 2, . . .,
0 < p < 1 ( îáîçíà÷àåì Y ⊂= Bn,p), åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
0, 1, . . . , n ñ âåðîÿòíîñòÿìè, âû÷èñëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì Áåðíóëëè:

pk = P(Y = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, . . . , n.

Êàê ìû çíàåì, áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
Y , ðàâíàÿ ÷èñëó ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè. Î÷å-
âèäíî, ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé áèíîìèàëüíîãî ïðè
n = 1 : Bp = B1,p.

3. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Πλ. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ. â. Z èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 (îáîçíà÷àåì Z ⊂= Πλ), åñëè
îíà ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè,
âû÷èñëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì:

pk = P(Z = k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, ... .

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ áèíîìèàëüíîãî
Bn,p, êîãäà n âåëèêî, à p ìàëî (ñì. áîëåå òî÷íî òåîðåìû Ïóàññîíà 10.6,
10.7). Ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
óäîâëåòâîðÿþò òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàê ÷èñëî âûçîâîâ, ïîñòóïèâ-
øèõ íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, èëè
÷èñëî îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ ñëîæíîé àïïàðàòóðû, ñîñòîÿùåé èç áîëüøîãî
÷èñëà òàêèõ ýëåìåíòîâ, çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.
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4. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Gp. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ. â. X èìååò
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p, ãäå 0 < p < 1 (îáîçíà÷àåì
X ⊂= Gp), åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ ñ
âåðîÿòíîñòÿìè, âû÷èñëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì:

pk = P(X = k) = pqk−1, k = 1, 2, ... , q = 1− p.

Íàçâàíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè pk ðÿ-
äà ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàçóþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñ. â. X, ðàâíàÿ ÷èñëó ïðî-
âåäåííûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî ¾óñïåõà¿.

Çàìå÷àíèå 8.1. Âñå âûøåïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïðåäñòàâëÿþò äèñ-
êðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íèõ
âûïîëíÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûå äëÿ âñÿêîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñëî-
âèÿ p1 � p2.

5. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U[a; b]. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ. â. X èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a; b] (îáîçíà÷àåì X ⊂= U[a; b]), åñ-
ëè ðàñïðåäåëåíèå X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, à ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîñòîÿííà íà îòðåçêå [a, b] è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà:

fX(t) =

{
C, åñëè t ∈ [a, b],

0, åñëè t /∈ [a, b].

Êîíñòàíòó C ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü îáÿçàòåëüíûì äëÿ âñÿ-
êîé ïëîòíîñòè óñëîâèåì íîðìèðîâêè f2:

1 =

∞∫
−∞

fX(t)dt ==

a∫
−∞

0dt+

b∫
a

Cdt+

∞∫
b

0dt = 0 + C(b− a) + 0 = C(b− a).

Îòñþäà C =
1

b− a
, è ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U[a; b]

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé îêîí÷àòåëüíûé âèä:

fX(t) =


1

b− a
, åñëè t ∈ [a, b],

0, åñëè t /∈ [a, b].
(8.7)

Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè è ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ U[a; b], îíè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.3.
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Ðèñ. 8.3: Ôóíêöèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî çàêîíà.

Óïðàæíåíèå 8.1. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ô.ð. ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U[a; b].

Ïîëåçíî îòìåòèòü åùå îäíî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷à-
ñòî èñïîëüçóåìîå ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé.

Åñëè ñ. â. X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b], òî
âåðîÿòíîñòü åå ïîïàäàíèÿ â ëþáîé ïðîìåæóòîê, öåëèêîì ñîäåðæàùèé-
ñÿ â îòðåçêå [a, b], âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ
âåðîÿòíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè [c, d] ⊂ [a, b], òî

P(X ∈ [c, d]) = fracd− cb− a. (8.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðîìåæóòîê
âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýòîìó ïðîìåæóò-
êó, òî

P(X ∈ [c, d]) =

d∫
c

fX(t)dt =

d∫
c

1

b− a
dt =

1

b− a

d∫
c

dt =
d− c

b− a
.

5. Ýêñïîíåíöèàëüíîå (ïîêàçàòåëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå Eα. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ñ. â. X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α > 0
(îáîçíà÷àåì X ⊂= Eα), åñëè ðàñïðåäåëåíèå X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

fX(t) =

{
Ce−αt, åñëè t ≥ 0,

0, åñëè t < 0.
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Êîíñòàíòó C ìîæíî íàéòè, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âîñïîëüçî-
âàâøèñü óñëîâèåì íîðìèðîâêè f2:

1 =

∞∫
−∞

fX(t)dt =

0∫
−∞

fX(t)dt+

∞∫
0

fX(t)dt =

= 0 + C

∞∫
0

e−αtdt =
C

−α
e−αt |∞0 =

C

α
.

Îòñþäà C = α , è ïëîòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eα
èìååò âèä

fX(t) =

{
αe−αt, åñëè t ≥ 0,

0, åñëè t < 0.
(8.9)

Çàêîíó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ òàêèå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàê âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ðàäèîàïïàðàòóðû èëè âðåìÿ
ìåæäó ïîñòóïëåíèåì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûçîâîâ íà ñòàíöèþ ñêîðîé
ìåäèöèíñêîé ïîìîùè.

Óïðàæíåíèå 8.2. Íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ô.ð. ïîêà-
çàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eα è ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè è ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, èëè ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà, ñ ïàðàìåòðàìè (a,σ2),
åñëè ðàñïðåäåëåíèå X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ

fX(t) =
1

σ
√
2π

e
− (t−a)2

2σ2 , −∞ < t < ∞. (8.10)

Íîðìàëüíîå, èëè ãàóññîâñêîå, ðàñïðåäåëåíèå çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî â
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ñèëó ñâîåé ðàñïðîñòðàíåííîñòè â ïðèëîæåíèÿõ è
òåîðåòè÷åñêîé âàæíîñòè äëÿ ìíîãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé.

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî a � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñðåäíèì, à σ > 0
íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, èëè ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì, îòêëîíåíèåì.

Òîò ôàêò, ÷òî ñ. â. X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðà-
ìè (a,σ2), áóäåì îáîçíà÷àòü: X ⊂= Na,σ2 . Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N0,1
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ñ ïàðàìåòðàìè a = 0,σ2 = 1 íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì, èëè ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì çàêîíîì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè X ⊂= Na,σ2 , òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

X = a+ σZ, (8.11)

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ñìûñë ïàðàìåòðîâ (a,σ2) íîðìàëüíîãî çàêîíà ìîæíî ïîíÿòü èç ãðà-

ôèêà ïëîòíîñòè, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 8.4.

Y

X
aa

a

0

Ðèñ. 8.4: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Íàéäåì òåïåðü ô. ð. íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Φ(t) ô. ð. ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà. Òîãäà

Φ(t) =

t∫
−∞

φ(u)du =
1

σ
√
2π

t∫
−∞

e−
u2

2 σdu. (8.12)

Ôóíêöèÿ Φ(t), îïðåäåëåííàÿ ýòèì ðàâåíñòâîì, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ëàïëàñà, åå çíà÷åíèÿ ïðîòàáóëèðîâàíû, è ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû èìå-
þòñÿ âî âñåõ ðóêîâîäñòâàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èëè ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå. Â íàñòîÿùåì ó÷åáíèêå îíà ïîìåùåíà â ïðèëîæåíèè à âêîí-
öå êíèãè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ òàáëèöû ïîëåçíû íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ôóíêöèè Φ(t). Îíè ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 8.1. Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(t) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ: äëÿ âñåõ t > 0

Φ(−t) = 1− Φ(t), Φ(0) =
1

2
. (8.13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ïëîòíîñòè y = φ(x) (ðèñ. 8.5).

Y

X

a

0-X-x xx

Ðèñ. 8.5: Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ñ. â., èìåþùóþ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå. Òàê êàê â ñèëó (8.12)

Φ(−t) = P(Z < −t) =

−t∫
−∞

φ(u)du,

1− Φ(t) = 1−P(Z < u) = P(Z ≥ u) =

∞∫
t

φ(u)du,

òî çíà÷åíèÿ Φ(−t) è 1 − Φ(t) ðàâíû ïëîùàäÿì, çàøòðèõîâàííûì íà ðèñ.
3.10, êîòîðûå ñîâïàäàþò ââèäó ñèììåòðèè ïëîòíîñòè y = φ(x). Òåì ñàìûì
äîêàçàíî ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (8.13). Âòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (??)
ïðè a = 0:

Φ(0) = P(Z < 0) = P(Z ≤ 0) =
1

2
.

Çàìå÷àíèå 8.2. Äîêàçàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòüñÿ òàáëè-
öàìè ôóíêöèè Ëàïëàñà Φ(t) òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ t.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûðàæàåò ô. ð. ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà
Na,σ2 ÷åðåç ôóíêöèþ Ëàïëàñà.
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Ëåììà 8.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ. â. X ⊂= Na,σ2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

Φa, σ2(t) = Φ

(
t− a

σ

)
. (8.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (8.11) ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå X = a+σZ, ãäå Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Âûðàçèì ô. ð. Φa, σ(t) ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Φa, σ2(t) = P(X < t) = P(a+ σZ < t) = P

(
Z <

t− a

σ

)
= Φ

(
t− a

σ

)
.

� 8.4. Ãåíåðèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

Ðàññìîòèì ãåíåðèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå F . Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëüêî îäèí ñïîñîá ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îêàçûâàåòñÿ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà F−1(ω), ãäå ω èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1], ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó F . Ýòî ìîæíî óñòà-
íîâèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ìîíîòîííîñòüþ F . Äåéñòâèòåëüíî,

P(F−1(ω) < t) = P(ω < F (t)) = F (t),

â ñèëó òîãî, ÷òî ω ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0; 1]. Ïîýòîìó
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñãåíåðèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, X2, . . . íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì F , äîñòàòî÷íî ñãåíåðèðîâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω1, ω2, . . . íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ
íà [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïîëîæèòü Xi = F−1(ωi), i = 1, 2, . . .. Äëÿ
ãåíåðèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåç-
êå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ïàêåò ïðî-
ãðàìì MS Excel. Äëÿ ýòîãî â ïóíêòå ìåíþ ¾Âñòàâêà¿ íóæíî îòêðûòü ïóíêò
¾Ôóíêöèÿ¿ è â êàòåãîðèè ¾ìàòåìàòè÷åñêèå¿ íàéòè âñòðîåííóþ ôóíêöèþ

ÑË×ÈÑ()

� ýòà ôóíêöèÿ áóäåò âûäàâàòü ïðè êàæäîì åå çàïóñêå ÷èñëà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, 1]. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû äëÿ êîíêðåò-
íîãî F ñãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðèìåð 8.1. Ñãåíåðèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Ðåøåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ýêñïîíåíöè-
àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α (îáîçíà÷åíèå: X ⊂= Eα), åñëè
åå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä

FX(t) =

{
1− exp(−αt), åñëè t > 0,

0, åñëè t ≤ 0.
(8.15)

Òîãäà F−1(t) = − 1
α ln(1−t). Äàëåå ãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ω1, ω2, . . ..
Â èòîãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F−1(ωi) = − 1

α
ln(1− ωi), i = 1, 2, . . .

è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

▽

� 8.5. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 8.2. Òî÷êà ω = (ω1,ω2) âûáèðàåòñÿ íàóäà÷ó â òðåóãîëü-
íèêå ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0,0), (2,1) è (2,0). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åñëè:
à) X(ω) = ω1; á) X(ω) = ω2.

Ðåøåíèå. à) Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (8.1), ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
FX(x) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò çíà÷åíèå,
ìåíüøåå x.

Òàê êàê òî÷êà ω = (ω1,ω2) âûáèðàåòñÿ â ïðåäåëàõ òðåóãîëüíèêà Ω (ñì.
ðèñ.??), òî ñ.â. X(ω) = ω1 ìîæåò ïðèíèìàòü ñâîè çíà÷åíèÿ ëèøü â ïðåäå-
ëàõ îòðåçêà [0, 2].

Ïîýòîìó ïðè x ≤ 0 èìååì FX(x) = P(X < x) = 0, à ïðè x > 2 ïîëó÷àåì
FX(x) = P(X < x) = 1.

Ïóñòü òåïåðü 0 < x ≤ 2. Òîãäà ñîáûòèå {X < x} = {ω1 < x} îçíà÷àåò,
÷òî òî÷êà ω = (ω1,ω2) îêàæåòñÿ ëåâåå ïðÿìîé ω1 = x, òî åñòü îêàæåòñÿ
â îáëàñòè Ax, çàøòðèõîâàííîé íà ðèñ. 8.6.

Ðèñ. 8.6: Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðèìåðå 8.2.
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Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ýòó îáëàñòü íàõîäèì ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêî-
ìó îïðåäåëåíèþ

FX(x) = P(X < x) = P(ω ∈ Ax) =
µ(Ax)

µ(Ω)
=

x2

4
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X ðàâíà

FX(x) =


0, åñëè x ≤ 0,
x2

4 , åñëè 0 < x ≤ 2,

1, åñëè x > 2.

á) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íàõîäèì:

FX(x) = P(X < x) = P(ω2 < x) = 0

ïðè x ≤ 0;
FX(x) = P(X < x) = P(ω2 < x) = 1

ïðè x > 1. Ïóñòü 0 < x ≤ 1. Òîãäà èìååì (ñì. ðèñ. ??):

FX(x) = P(X < x) = P(ω2 < x) =
µ(Bx)

µ(Ω)
=

1− (1− x)2

1
= 2x− x2.

Ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ ô.ð. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(x) =


0, åñëè x ≤ 0,

2x− x2, åñëè 0 < x ≤ 1,

1, åñëè x > 1.

▽

Ïðèìåð 8.3. Ìîíåòó áðîñàþò n = 3 ðàçà. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäå-
ëåíèÿ è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ: à) ÷èñëà âûïàäåíèé ãåðáà; á) ðàçíîñòè
÷èñåë âûïàäåíèÿ ãåðáà è ðåøåòêè.
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Ðåøåíèå. à) Îáîçíà÷àÿ X � ÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà, çàìåòèì, ÷òî
ñ.â. X ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé: 0, 1, 2, 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå X äèñêðåòíî, à ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè Áåðíóëëè (6.1):

pk = P(X = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, ..., n.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ôîðìóëû çíà÷åíèÿ p = q = 1
2 , n = 3, íàõîäèì:

p0 = C0
3

1

23
=

1

8
, p1 = C1

3

1

23
=

3

8
, p2 =

3

8
, p3 =

1

8
.

Íàéäåííûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàáëèöåé:

i 0 1 2 3
P(X = i) 1/8 3/8 3/8 1/8

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîùå âñåãî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè ïîäîáíî
ðèñ. 8.7.

-

6

�u u
t

FX(t)

1

0

� u
� u�7

8

1
2

1
8

1 2 3

Ðèñ. 8.7: Ãðàôèê FX(t) â ïðèìåðå 8.3.

Àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ìîæíî çàäàòü ôîðìó-
ëîé:

FX(t) =



0, åñëè t ≤ 0,

1/8, åñëè 0 < t ≤ 1,

1/2, åñëè 1 < t ≤ 2,

7/8, åñëè 2 < t ≤ 3,

1, åñëè t > 3.
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á) Îáîçíà÷àÿ Y � ðàçíîñòü ÷èñåë âûïàäåíèÿ ãåðáà è ðåøåòêè, çàìå-
òèì, ÷òî Y = X − (3 − X) = 2X − 3. Ñëåäîâàòåëüíî, Y ìîæåò ïðè-
íèìàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé: −3,−1, 1, 3. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y äèñêðåòíî, à åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
èç ñîîòíîøåíèé:

pi = P(X = i) = P(2X − 3 = 2i− 3) = P(Y = 2i− 3), i = 0, 1, 2, 3.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ pi èç òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ X, ïîëó÷èì ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ Y :

k −3 −1 1 3
P(Y = k) 1/8 3/8 3/8 1/8

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (t) ñòðîèì òàê æå, êàê â ïóíêòå à), ñ
ïîìîùüþ ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ Y. ▽

Ïðèìåð 8.4. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a; b] (îáîçíà÷åíèå: X ⊂= U[a; b]),
åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ

fX(t) =

{
C = const, åñëè t ∈ [a; b],

0, åñëè t /∈ [a; b].
(8.16)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî X ⊂= U[0; 1], íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí: Y = 2X + 1; Z = X2.

Ðåøåíèå. Èç âèäà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X ⊂= U[a; b] âûòåêàåò,
÷òî P(a ≤ X ≤ b) = 1. Òàê êàê Y = 2X + 1, òî âñå çíà÷åíèÿ Y ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [2a + 1; 2b + 1]. Ïîäñòàâëÿÿ a = 0,
b = 1, íàõîäèì: P(1 ≤ Y ≤ 3) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

FY (t) = P(Y < t) =


0, åñëè t ≤ 1,

P(2X + 1 < t), åñëè 1 < t ≤ 3,

1, åñëè t > 3.

(8.17)

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü â ñðåäíåé ñòðîêå ïîñëåäíåé ôîðìóëû, ïîëüçó-
ÿñü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ⊂= U [0; 1]:

FX(t) =


0, åñëè t ≤ 0,

t, åñëè 0 < t ≤ 1,

1, åñëè t > 1.

(8.18)
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P(2X + 1 < t) = P

(
X <

t− 1

2

)
= FX

(
t− 1

2

)
=

t− 1

2
,

òàê êàê 1 < t ≤ 3, à çíà÷èò, è 0 < t−1
2 ≤ 1. Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò ýòîãî

âû÷èñëåíèÿ â (8.17), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

FY (t) =


0, åñëè t ≤ 1,
t−1
2 , åñëè 1 < t ≤ 3,

1, åñëè t > 3.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Y íàõîäèì â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì
f4 äèôôåðåíöèðîâàíèåì ô.ð. FY (t) :

fY (t) = F ′
Y (t) =

{
0, åñëè t /∈ [1; 3],
1
2 , åñëè 1 < t < 3.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z = X2 íàõîäèì àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-
ùåìó, ïðè÷åì ñ ñàìîãî íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî P(Z ∈ [0; 1]) = 1, à ñëåäîâà-
òåëüíî,

FZ(t) = P(Z < t) =


0, åñëè t ≤ 0,

P(Z < t), åñëè 0 < t ≤ 1,

1, åñëè t > 1.

(8.19)

Ïóñòü 0 < t ≤ 1. Òîãäà

FZ(t) = P(Z < t) = P(X2 < t) = P(|X| <
√
t) = P(X <

√
t),

òàê êàê P(X ∈ [0; 1]) = 1. Âåðîÿòíîñòü P(X <
√
t) âû÷èñëÿåì, ïîëüçóÿñü

èçâåñòíûì âûðàæåíèåì (8.18) äëÿ ô.ð. X ⊂= U [0; 1] è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
0 <

√
t ≤ 1:

P(X <
√
t) =

√
t.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèé â (8.19), ïîëó÷àåì

FZ(t) = P(Z < t) =


0, åñëè t ≤ 0,√
t, åñëè 0 < t ≤ 1,

1, åñëè t > 1.

Íàêîíåö, ïëîòíîñòü fZ(t) íàõîäèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ FZ(t):

fZ(t) = F ′
Z(t) =

{
0, åñëè t /∈ [0, 1],
1

2
√
t
, åñëè 0 < t < 1.

▽
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� 8.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8.1 Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ áàñêåòáîëüíîãî ìÿ÷à â êîëüöî ïðè áðîñàíèè
íà÷èíàþùèì ñïîðòñìåíîì ðàâíà 1/4. Ìÿ÷ áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ,
íî äàþò íå áîëåå 2 ïîïûòîê. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïðîìàõîâ.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8.2 Ïî ìèøåíè îäíîâðåìåííî ñòðåëÿþò 2 ñòðåëêà, âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèé
êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,3 è 0,6. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ïîïàäàíèé â ìèøåíü. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8.3 Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ðàâíà 0,6 ïðè êàæäîì âûñòðåëå.
Ñòðåëüáà âåäåòñÿ îäèíî÷íûìè âûñòðåëàìè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, ïîêà íå
áóäåò èçðàñõîäîâàí áîåçàïàñ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïðîèçâåäåí-
íûõ âûñòðåëîâ, åñëè áîåçàïàñ ñîñòàâëÿåò 2 åäèíèöû. Ïîñòðîèòü ãðàôèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8.4 Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò n = 6 ðàç. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ: à) ÷èñëà âûïàäåíèé øåñòåðêè; á) ðàçíîñòè ÷èñåë
âûïàäåíèÿ øåñòåðêè è òðîéêè.
8.5 Âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñåðâåðà ïðè êàæäîì èç íåçàâèñèìûõ ïîäêëþ÷åíèé
ñ ïîìîùüþ ìîäåìà ðàâíà 0,3. Ïîïûòêè ïîäêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî óñòà-
íîâëåíèÿ ñâÿçè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ ïîïûòîê
ïîäêëþ÷åíèÿ, åñëè ÷èñëî ïîïûòîê îãðàíè÷åíî äâóìÿ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 8.6 Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîÿâëå-
íèÿ øåñòåðêè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ïðîâåäåííûõ áðîñàíèé.
8.7 Ìîíåòó áðîñàþò äî ïîÿâëåíèÿ äâóõ ãåðáîâ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ
è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïðîâåäåííûõ áðîñàíèé.
8.8 Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

xi -1 0 1
P(X = xi) 1/3 1/3 1/3

Ïîñòðîèòü ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) 2X + 5; ã) 2X ;
á) X2 + 1; ä) min(X, 1);
â) |X|; å) 1/(3−X).

8.9 Ðåøèòü çàäà÷ó 8.8, åñëè äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ

xi -2 -1 0 1 2
P(X = xi) 1/10 1/5 3/10 3/10 1/10

8.10 Ñêîðîñòü ïåøåõîäà íà äèñòàíöèè â 1 êì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå îò 2 êì/÷ äî 6 êì/÷. Íàéòè
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ïðåîäîëåíèå äèñòàíöèè, ïðå-
âûñèò 24 ìèíóòû.
8.11 Çàêîí Ðýëåÿ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
Axe−x2/2 ïðè x ≥ 0;

0 ïðè x < 0

â ðÿäå ñëó÷àåâ îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñðîêà ñëóæáû ýëåêòðîííîé àï-
ïàðàòóðû. Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî çàêîíó Ðýëåÿ, ïðèìåò
çíà÷åíèå, áîëüøåå 1.
8.12 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
A cos 4x ïðè x ∈ [0; π/8];

0 ïðè x /∈ [0; π/8].

Íàéòè êîýôôèöèåíò A è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8.13 Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàíà
âûðàæåíèåì

F (t) =

 0 ïðè t ≤ 0;
At3 ïðè 0 < t ≤ 2;

1 ïðè t > 0.

Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå P(0 < X < 1).
Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8.14 Íà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íàóäà÷ó
áðîøåíà òî÷êà. Íàéòè ôóíêöèþ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:
à) àáñöèññû òî÷êè ïîïàäàíèÿ;
á) äëèíû õîðäû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó ïîïàäàíèÿ ñ òî÷êîé (−R, 0).
8.15 Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê îáðàçîâàí åäèíè÷íûì âåêòîðîì â íà-
ïðàâëåíèè îñè àáöèññ è åäèíè÷íûì âåêòîðîì â ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè â
R2. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû òðåòüåé ñòîðîíû.
8.16 Èç òî÷êè (0, a) ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ïîä óãëîì φ ê îñè îðäèíàò. Íàé-
òè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ àáöèññ,
åñëè óãîë φ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â ïðîìåæóòêå:
à) (0, π/2); á) (−π/2, π/2).
8.17 Íà îòðåçîê îñè îðäèíàò ìåæäó òî÷êàìè (0, 0) è (0, R) íàóäà-
÷ó áðîøåíà òî÷êà. ×åðåç òî÷êó ïîïàäàíèÿ ïðîâåäåíà õîðäà îêðóæíîñòè
x2 + y2 = R2, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè îðäèíàò. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
äëèíû ýòîé õîðäû.
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8.18 Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α > 0 (X ⊂= E(α)), åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíî
íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ:

fX(t) =

{
ce−αt, åñëè t > 0,

0, åñëè t ≤ 0.

Íàéòè çíà÷åíèå âõîäÿùåé â îïðåäåëåíèå fX(t) ïîñòîÿííîé c è ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t). Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8.19 Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü ïîñòîÿííóþ c òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ ct−4 áûëà
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå:
à) [1;∞); â) [-2;-1];
á) (0;∞); ã) [-3;0).
8.20 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå
[0,1] (X ⊂= U [0; 1]). Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí:
à) − lnX; â) − ln(1−X);
á) X − 1/X; ã) eX−1.
8.21 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðîì α, òî åñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñ ïëîòíîñòüþ

fX(t) =

{
αe−αt, åñëè t > 0,

0, åñëè t ≤ 0.

Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à)

√
X; ã) ln(αX);

á) X2; ä) e−αX ;
â) 2X; å) min(X,X2).
8.21 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p.
Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:
à) aX + b, a , b ∈ R, a ̸= 0; ã) X3;
á) X−1; ä) eX ;
â) X2; å) |X − 1|.
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Ãëàâà 9

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

� 9.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ïóñòü X = X(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ.â. X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷à-
åìîå EX èëè MX, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè X èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå: pn = P(X = xn), n = 1, 2, . . . ,
òî

EX =
∞∑

n=1

xnpn. (9.1)

Åñëè X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ fX(x),
òî

EX =

∞∫
−∞

xfX(x)dx. (9.2)

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóùåñòâóåò (êîíå÷íî), åñ-
ëè ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (9.1) èëè èíòåãðàë â (9.2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ì.î.) EX ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåäíåå
çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:
E1. Ì.î. ïîñòîÿííîé ðàâíî ýòîé ïîñòîÿííîé: EC = C.
E2. Ì.î. ëèíåéíî, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2 è ëþáûõ ñ.â.X1, X2

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

E(C1X1 + C2X2) = C1EX1 + C2EX2

ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò. Â
÷àñòíîñòè, ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü èç-ïîä çíàêà
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ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

E(C ·X) = C ·EX, (9.3)

à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé:

E(X1 +X2 + . . .+Xn) = EX1 +EX2 + . . .+EXn. (9.4)

E3. Åñëè ñ.â. X ≥ 0 c âåðîÿòíîñòüþ 1, òî EX ≥ 0. Ïðè ýòîì EX = 0 ðàâ-
íîñèëüíî P{X = 0} = 1.
E4. Åñëè ñ.â. X1, X2 íåçàâèñèìû, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ ïðîèç-
âåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

E(X1·X2) = EX1·EX2 (9.5)

ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ì.î. â ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî ñâîéñòâî ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî ñ.â.:

E(X1·X2 · · ·Xn) = EX1·EX2 · · ·EXn, (9.6)

åñëè ñ.â. X1, X2, ..., Xn íåçàâèñèìû.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (9.5), íàçûâàþòñÿ

íåêîððåëèðîâàííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî E4 óòâåðæäàåò, ÷òî åñ-
ëè ñ.â. íåçàâèñèìû, òî îíè íåêîððåëèðîâàíû.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ Eg(X), ãäå
g � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

Eg(X) =

∫ ∞

−∞
g(t)fX(t) dt. (9.7)

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ Eg(X) ïðè-
íèìàåò âèä:

Eg(X) =
∞∑

n=1

g(xn)pn. (9.8)

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé.

Ïðèìåð 9.1. Íàéòè ì.î. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé ðàñïðå-
äåëåíèå Áåðíóëëè Bp.
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Ðåøåíèå. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñ. â. X, ïðèíèìàþùåé ëèøü äâà çíà÷å-
íèÿ 1 è 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è q = 1−p ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ¾óñïå-
õîâ¿ ïðè îäíîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè. Ðàñïðåäåëåíèå X äèñêðåòíî, è ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

P(X = k) =

{
p, åñëè k = 1

0, åñëè k = 0.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EX =
∞∑
k=1

xkpk = 1 · p+ 0 · q = p.

Ïðèìåð 9.2. Íàéòè ì.î. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , èìåþùåé áèíî-
ìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bn, p.

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ñ. â. Y èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè (n, p), ãäå n = 1, 2, . . .; 0 < p < 1 ( Y ⊂= Bn,p ), åñëè îíà
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, ... , n ñ âåðîÿòíîñòÿìè, âû÷èñëÿåìûìè
ïî ôîðìóëàì Áåðíóëëè:

pk = P(Y = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, ..., n.

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñ. â. Y , ðàâíàÿ ÷èñëó ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâè-
ñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè. Ïîñêîëüêó ñ. â. Y åñòü ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Y = X1 +X2 + ...+Xn, (9.9)

ãäå ñ. â. Xk ðàâíà ÷èñëó ¾óñïåõîâ¿ â îäíîì k-ì èñïûòàíèè Áåðíóëëè
(k = 1, 2, . . . , n), ò. å. îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, áûë ëè ¾óñïåõ¿ â k-ì èñïûòàíèè. ßñíî, ÷òî âñå Xk èìåþò ðàñïðåäåëå-
íèå Áåðíóëëè Bp. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå ?? è ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî
ïðèìåðà, íàõîäèì áîëåå ïðîñòîé îòâåò:

EY = E(X1 +X2 + ...+Xn) = EX1 +EX2 + ...+EXn = np.

Ïðèìåð 9.3. Íàéòè ì.î. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , èìåþùåé ðàñïðå-
äåëåíèå Ïóàññîíà Πλ.
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Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ñ. â. Y èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì λ > 0, ( Y ⊂= Πλ ), åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè, âû÷èñëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì:

pk = P(Y = k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, ... .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ì.î. ïðèìåíèì åãî îïðåäåëåíèå (??):

EY =
∞∑
k=1

xkpk =
∞∑
k=0

ke−λ λk

k!
= e−λ

∞∑
k=1

k
λk

k!
=

= e−λλ
∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= e−λλeλ = λ.

Â ïîñëåäíèõ âû÷èñëåíèÿõ áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà Ìàêëîðåíà äëÿ
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:

eλ = 1 +
λ
1!

+
λ2

2!
+ ...+

λk−1

(k − 1)!
+ ... =

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
.

Óïðàæíåíèå 9.1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñ. â. Y èìååò ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Gp (Y ⊂= Gp), òî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ðàâíî EY =
1

p
.

Ïðèìåð 9.4. Íàéòè ì.î. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé ðàâíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U[a; b].

Ðåøåíèå. Ñ. â. ξ ⊂= U[a; b] èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïëîòíîñòüþ

fX(t) =


1

b− a
, åñëè t ∈ [a, b],

0, åñëè t /∈ [a, b].

Ì.î. íàõîäèì ïî îïðåäåëåíèþ:

EX =

∞∫
−∞

tfX(t)dt =

b∫
a

t

b− a
dt =

1

b− a
· t

2

2

∣∣∣∣b
a

=
b2 − a2

2(b− a)
=

a+ b

2
.
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Ïðèìåð 9.5. Íàéòè ì.î. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Na,σ2 .

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ñ. â. X ⊂= Na,σ2 èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

fX(t) =
1

σ
√
2π

e
− (t−a)2

2σ2 , −∞ < t < ∞.

Ì.î. íàõîäèì ïî îïðåäåëåíèþ:

EX =

∞∫
−∞

tfX(t)dt =
1

σ
√
2π

∞∫
−∞

xe
− (t−a)2

2σ2 dt.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ïðèáåãíóâ ê çàìåíå ïåðåìåííîé:

1

σ
√
2π

∞∫
−∞

xe
− (t−a)2

2σ2 =

∣∣∣∣ y = t−a
σ , t = σy + a

dt = σdy, −∞ < y < ∞

∣∣∣∣ =
=

1

σ
√
2π

∞∫
−∞

(σy + a)e−
y2

2 σdy =

=
σ√
2π

∞∫
−∞

ye−
y2

2 dy +
a√
2π

∞∫
−∞

e−
y2

2 dy = 0 + a · 1 = a.

Óïðàæíåíèå 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñ. â. X èìååò ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Eα (X ⊂= Eα), òî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ðàâíî EX =
1

α
.

� 9.2. Ìîìåíòû è äèñïåðñèÿ

Ïóñòü k > 0. Ìîìåíòîì ïîðÿäêà k ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èëè íà-
÷àëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

αk = EXk,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ: àáñîëþòíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k

βk = E|X|k,
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öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k

µk = E(X −EX)k,

àáñîëþòíûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k

νk = E|X −EX|k.

Âû÷èñëÿþòñÿ ìîìåíòû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

EXk =

∞∑
n=1

xk
npn, EXk =

∞∫
−∞

xkfX(x)dx

äëÿ äèñêðåòíîãî è àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ñóùåñòâóåò, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä èëè èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìîìåíòîâ óòâåðæäàåò, ÷òî èç ñóùåñòâî-
âàíèÿ ìîìåíòà ïîðÿäêà k > 0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå ìîìåíòà ëþáîãî ïîðÿäêà l > 0, ìåíüøåãî, ÷åì k. Â ÷àñòíîñòè, èç
ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîãî ìîìåíòà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî ìîìåíòà,
òî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàþò öåíòðàëüíûé ìîìåíò
âòîðîãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àþò åå DX ëèáî VarX:

DX = VarX = µ2 = E(X −EX)2.

Ïðè âû÷èñëåíèè äèñïåðñèè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì åå ïðåäñòàâ-
ëåíèåì:

DX = EX2 − (EX)2, (9.10)

ëåãêî âûòåêàþùèì èç îïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ïî òàêîé ôîðìóëå

DX =

∞∫
−∞

(t−EX)2fX(t)dt.

È àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

DX =
∞∑

n=1

(xn −EX)2pn.
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Â òî âðåìÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñðåäíåå çíà÷åíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äèñïåðñèÿ èìå-
åò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
D1. Äèñïåðñèÿ íåîòðèöàòåëüíà: DX ≥ 0, � è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñ.â. íåñëó÷àéíà, ò. å. P(X = C = const) = 1.
D2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà äèñïåðñèè ñ êâàäðà-
òîì:

D(CX) = C2DX.

D3. Ïðèáàâëåíèå ê ñ.â. êîíñòàíòû íå èçìåíÿåò äèñïåðñèè:

D(X + C) = DX.

D4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ..., Xn ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû,
òåì áîëåå, åñëè îíè íåçàâèñèìû, òî äèñïåðñèÿ èõ ñóììû ðàâíà
ñóììå äèñïåðñèé:

D(X1 +X2 + ...+Xn) = DX1 +DX2 + ...+DXn. (9.11)

Ñòàíäàðòíûì (ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì) îòêëîíåíèåì σX íàçû-
âàåòñÿ êîðåíü èç äèñïåðñèè:

σX =
√
DX.

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è èñõîäíàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèé.

Ïðèìåð 9.6. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé
ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp.

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñ. â. X, ïðèíèìàþùåé
ëèøü äâà çíà÷åíèÿ 1 è 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è q = 1−p ñîîòâåòñòâåííî.
Â ïðèìåðå 9.1 áûëî íàéäåíî ì.î. EX = p. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (??),
íàõîäèì: DX = EX2− (EX)2 = EX2−p2. Çàìåòèì, ÷òî ñ. â. X2 èìååò òî
æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è X, à èìåííî: îíà ïðèíèìàåò òå æå äâà çíà÷åíèÿ
1 è 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è q = 1 − p ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,
åå ì.î. ñîâïàäàåò ñ ì.î. X, òî åñòü EX2 = p. Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ,
íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî:

DX = EX2 − (EX)2 = p− p2 = p(1− p) = pq.

70



Ïðèìåð 9.7. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , èìåþùåé
áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bn,p.

Ðåøåíèå. Íàéäåì DY , èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äèñïåðñèè. Êàê è ïðè
ðåøåíèè ïðèìåðà 9.2, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè � ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (9.9):

Y = X1 +X2 + ...+Xn,

ãäå ñ. â. Xk ðàâíà ÷èñëó ¾óñïåõîâ¿ â îäíîì k-ì èñïûòàíèè Áåðíóëëè
(k = 1, 2, . . . , n). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñ. â. Xk ñâÿçàíà ñ k-ì èñïûòàíèåì
Áåðíóëëè, à èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû, òî ñ. â. X1, X2, ... , Xn íåçàâèñèìû.
Òîãäà äèñïåðñèÿ ñóììû ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé:

DY = D(X1 +X2 + ...+Xn) = DX1 +DX2 + ...+DXn = npq,

òàê êàê âñå Xk èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp è, ïî ïðåäûäóùåìó
ïðèìåðó, DXk = pq.

Óïðàæíåíèå 9.3. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñ. â. Y èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà Πλ, òî

DY = EY = λ.

Óïðàæíåíèå 9.4. Íàéòè äèñïåðñèþ ñ. â. Y , èìåþùåé ãåîìåòðè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Gp.

Óïðàæíåíèå 9.5. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñ. â. X èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå U[a; b], òî

DX =
(b− a)2

12
.

Ïðèìåð 9.8. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Na,σ2 .

Ðåøåíèå. Íàéäåì äèñïåðñèþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.
Âñïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî ïðèìåðó 9.5, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z, èìå-
þùåé ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ðàâíî íóëþ, è ïîòîìó

DZ = EZ2 − (EZ)2 = EZ2 ==
1

sqrt2π

∫ ∞

−infty

t2e−t2/2dt.

Ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëèì ïî ÷àñòÿì:

DZ =

∣∣∣∣∣ u = t, du = dt

dv = te−
t2

2 dt, v =
∫
te−

t2

2 dt = −e−
t2

2

∣∣∣∣∣ =
71



=
1√
2π

(−te−
t2

2 )
∣∣∞
−∞ +

1√
2π

∞∫
−∞

e−
t2

2 dt = 0 + 1 = 1.

Â ïîñëåäíèõ âû÷èñëåíèÿõ áûëè èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ:

lim
t→±∞

te−
t2

2 = lim
t→±∞

t

e
t2

2

= 0,
1√
2π

∞∫
−∞

e−
t2

2 dt = 1,

ïåðâîå èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ, à âòîðîå � èç ñâîéñòâà
ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èòàê, äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ DZ = 1.
Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ïðîèçâîëüíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

ïðåäñòàâèì â âèäå X = a+ σZ, ãäå Z èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Ïî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè,

DX = D(a+ σZ) = D(σZ) = σ2DZ = σ2 · 1 = σ2.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na,σ2 ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû:

a = EX, σ2 = DX.

� 9.3. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ

Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî:

cov(X1, X2) = E(X1 −EX1)(X2 −EX2). (9.12)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìó-
ëó:

cov(X1, X2) = E(X1X2)−EX1 ·EX2. (9.13)

Êîâàðèàöèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ïî
ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

cov(X1, X2) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

xnykP(X1 = xn, X2 = yk)−EX1EX2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñ.â. X1, X2 íåçàâèñèìû, òî êîâàðèàöèÿ èõ
ðàâíà íóëþ: cov(X1, X2) = 0. Â îáùåì æå ñëó÷àå (ò.å. êîãäà ñ.â. íå
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îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìû), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ
êîâàðèàöèþ ñ äèñïåðñèÿìè ñ.â. X1, X2, X1 +X2 :

D(X1 +X2) = DX1 + 2cov(X1, X2) +DX2. (9.14)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé n ñëó÷àéíûõ
ñëàãàåìûõ:

D(X1+X2+...+Xn) = DX1+DX2+...+DXn+2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj). (9.15)

Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2 íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà ρ = ρ(X1, X2), ðàâíàÿ îòíîøåíèþ:

ρ(X1, X2) =
cov(X1, X2)√
DX1

√
DX2

=
E(X1X2)−EX1 ·EX2√

DX1

√
DX2

. (9.16)

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ = ρ(X1, X2) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êàê ìåðà
çàâèñèìîñòè ìåæäó ñ.â. X1, X2, ââèäó ñëåäóþùèõ ñâîèõ ñâîéñòâ:
ρ1. |ρ| ≤ 1;
ρ2. Åñëè ñ.â. X1, X2 íåçàâèñèìû, òî ρ = ρ(X1, X2) = 0;
ρ3. |ρ| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X1, X2 ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòüþ: X1 = aX2 + b, ïðè ýòîì

(ρ = 1) ⇔ (a > 0); (ρ = −1) ⇔ (a < 0).

� 9.4. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 9.9. Ñòðåëüáà ïî öåëè âåäåòñÿ äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, íî
äàåòñÿ íå áîëåå äâóõ ïîïûòîê. Êàêîâî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèÿ ÷èñëà âûñòðåëîâ, êîòîðûå áóäóò ñäåëàíû, åñëè âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ â êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0, 2?

Ðåøåíèå. ×èñëî ñäåëàííûõ âûñòðåëîâ � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X,
êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ 1 èëè 2, ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0, 2
(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðàçó ïðîèçîøëî ïîïàäàíèå è ñòðåëüáà çàêîí÷èëàñü) èëè
0, 8 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè÷åì P(X = 2) = 0, 8 · 0, 2 + 0, 8 · 0, 8 = 0, 8, ò. å. äâå
ïîïûòêè ìîãóò ïðîèçîéòè â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî â ïåðâûé ðàç íå ïîïàëè, íî
âî âòîðîé ðàç ïîïàëè, ëèáî è â ïåðâûé, è âî âòîðîé ðàç íå ïîïàëè. Òîãäà
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (9.1):

EX = x1p1 + x2p2 = 1 · 0, 2 + 2 · 0, 8 = 1, 8.
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Äèñïåðñèÿ ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

DX = x2
1p1 + x2

2p2 − (EX)2 = 12 · 0, 2 + 22 · 0, 8− 1, 82 = 0, 16. ▽

Ïðèìåð 9.10. Äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå, çàäàííîå òàáëèöåé:

X 0 1
Y
-1 0,10 0,15
0 0,15 0,25
1 0,20 0,15

à) Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ñ. â. X,Y .
á) Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(X + Y,X − 2Y ).

Ðåøåíèå. à) ×òîáû âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåð-
ñèè, íàéäåì ÷àñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X,Y , çàïèñûâàÿ èõ â äîïîëíèòåëü-
íûå ñòðîêó è ñòîëáåö äàííîé òàáëèöû ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

X 0 1 P(Y = k)
Y
-1 0,10 0,15 0,25
0 0,15 0,25 0,40
1 0,20 0,15 0,35

P(X = n) 0,45 0,55

Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X,Y , âû÷èñëÿåì èõ ì.î. è
äèñïåðñèè:

EX = 0 · 0, 45 + 1 · 0, 55 = 0, 55;EY = −1 · 0, 25 + 0 · 0, 40 + 1 · 0, 35 = 0, 10;

EX2 = 02·0, 45+12·0, 55 = 0, 55;DX = EX2−(EX)2 = 0, 55−0, 552 = 0, 2475;

EY 2 = (−1)2·0, 25+0+12·0, 35 = 0, 6;DY = EY 2−(EY )2 = 0, 6−0, 12 = 0, 59.

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, íàéäåì ñíà÷àëà êîâàðèàöèþ, èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (9.13) è òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ X,Y :

E(XY ) =
∑
n,k

(n ·k)P(X = n, Y = k) = 0 · (−1) ·0, 10+0 ·0 ·0, 15+0 ·1 ·0, 20+

+1 · (−1) · 0, 15 + 1 · 0 · 0, 25 + 1 · 1 · 0, 15 = 0;
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cov(X,Y ) = E(XY )−EX ·EY = 0− 0, 55 · 0, 1 = −0, 055;

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√
DX

√
DY

=
−0, 055√

0, 2475
√
0, 59

= −0, 144.

Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè áëèçêà ê íóëþ, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ñ.â. X,Y ñëàáî çàâèñèìû.
á) Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êîâàðèàöèè, ïîëó÷àåì

cov(X + Y,X − 2Y ) = cov(X,X)− 2cov(X,Y ) + cov(Y,X)− 2cov(Y, Y ) =

= DX − cov(X,Y )− 2DY = 0, 2475− 0, 055− 2 · 0, 59 = −0, 9875.

Äèñïåðñèè ñ.â. X + Y, X − 2Y íàéäåì, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (9.14):

D(X + Y ) = DX +DY + 2cov(X,Y ) = 0, 2475− 2 · 0, 055 + 0, 59 = 0, 7275;

D(X−2Y ) = DX+4DY −4cov(X,Y ) = 0, 2475−4 ·0, 055+4 ·0, 59 = 2, 3875.

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè:

ρ(X+Y,X−2Y ) =
cov(X + Y,X − 2Y )√
D(X + Y )D(X − 2Y )

=
−0, 9875√

0, 7275 · 2, 3875
= −0, 749. ▽

Ïðèìåð 9.11. Èç öèôð 0, 1, 2, 3, 4 âûáèðàþò íàóäà÷ó äâå öèôðû áåç
âîçâðàùåíèÿ. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ìåíüøåé è áîëüøåé
èç âûáðàííûõ öèôð.

Ðåøåíèå. ×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü 2 öèôðû èç 5 áåç âîçâðàùåíèÿ è
áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ðàâíÿåòñÿ C2

5 = 5!
2!3! = 10. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü êàæäîé

äîïóñòèìîé êîìáèíàöèè äâóõ öèôð ðàâíà 1/10 = 0, 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìåíüøóþ èç äâóõ öèôð, ÷åðåç Y � áîëüøóþ. Ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Y 1 2 3 4
X
0 0,1 0,1 0,1 0,1
1 0 0,1 0,1 0,1
2 0 0 0,1 0,1
3 0 0 0 0,1

Ñîñòàâèì òàáëèöû îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

i 0 1 2 3
P(X = i) 0,4 0,3 0,2 0,1
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j 1 2 3 4
P(X = i) 0,1 0,2 0,3 0,4

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà Y ðàñïðåäåëåíà òàê æå, êàê 4−X. Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è âòîðîé ìîìåíò ðàâ-
íÿþòñÿ

EX =

3∑
i=0

xipi = 0 · 0, 4 + 1 · 0, 3 + 2 · 0, 2 + 3 · 0, 1 = 0, 7;

EX2 =
3∑

i=0

(xi)
2pi = 02 ·0, 4+12 ·0, 3+22 ·0, 2+32 ·0, 1 = 0+0, 3+0, 8+0, 9 = 2.

Íàéäåì äèñïåðñèþ:

DX = EX2 − (EX)2 = 2− 0, 72 = 2− 0, 49 = 1, 51.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y
âñïîìíèì, ÷òî îíà ðàñïðåäåëåíà òàê æå, êàê 4−X (ïðîâåðüòå, ÷òî ÷èñëîâûå
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ Y ìîæíî âû÷èñëèòü è íåïîñðåäñòâåííî, è ðåçóëüòàòû
ñîâïàäàþò ñ òåìè, ÷òî ïîëó÷åíû íèæå):

EY = E(4−X) = 4−EX = 4− 0, 7 = 3, 3;

DY = D(4−X) = D(−X) = (−1)2DX = DX = 1, 51.

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí XY ïî òàáëèöå ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé

EXY =
3∑

i=0

4∑
j=1

i · j ·P(X = i, Y = j).

Âûïèñàííàÿ äâîéíàÿ ñóììà ñîñòîèò èç 16 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êî-
òîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåðîÿò-
íîñòè â êàæäîé èç 16 êëåòîê òàáëèöû. Âûïèøåì òå 10 ñëàãàåìûõ, äëÿ
êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè íå ðàâíû íóëþ:

EXY = 0 · 1 · 0, 1 + 0 · 2 · 0, 1 + 0 · 3 · 0, 1 + 0 · 4 · 0, 1+

+1 · 2 · 0, 1 + 1 · 3 · 0, 1 + 1 · 4 · 0, 1 + 2 · 3 · 0, 1 + 2 · 4 · 0, 1 + 3 · 4 · 0, 1 =

= 0 + 0 + 0 + 0 + 0, 2 + 0, 3 + 0, 4 + 0, 6 + 0, 8 + 1, 2 = 3, 5.
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ðàâíà

cov(X, Y ) = EXY −EX ·EY = 3, 5− 0, 7 · 3, 3 = 3, 5− 2, 31 = 1, 19,

è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

ρ(X,Y ) =
cov(X, Y )√
DX

√
DY

=
1, 19√
1, 512

=
1, 19

1, 51
≈ 0, 79.

� 9.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9.1 Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

xi -1 0 1 2
P(X = xi) 1/5 1/10 3/10 2/5

.

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

à) X; â) X2;

á) |X|; ã) 2X .

9.2 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ -2, -1, 0, 1 è 2 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/5 êàæäîå. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

à) X; â) |X|;

á) −X; ã) X2.

9.3 Èìååòñÿ øåñòü êëþ÷åé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí ïîäõîäèò ê çàìêó.
Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïîïûòîê ïðè îòêðûâàíèè çàìêà, åñëè
èñïðîáîâàííûé êëþ÷ â ïîñëåäóþùèõ îïðîáîâàíèÿõ íå ó÷àñòâóåò. ×åìó
ðàâíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?
9.4 Èç óðíû, ñîäåðæàùåé ïÿòü áåëûõ è òðè ÷åðíûõ øàðà, ïîñëåäîâà-
òåëüíî âûíèìàþò øàðû, ïðè÷åì îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî
ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðà. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà èçâëå÷åííûõ
÷åðíûõ øàðîâ è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî: à) âûíóòûå øàðû â óðíó íå âîçâðàùàþòñÿ; á) âûíóòûå
øàðû âîçâðàùàþòñÿ â óðíó.
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Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí â çàäà÷àõ 8.1 � 8.7.
9.5 Èãðîê áðîñàåò â àâòîìàò æåòîí ñòîèìîñòüþ 10 ðóáëåé. Â ñëó÷àå
âûèãðûøà èãðîê ïîëó÷àåò 50 ðóáëåé. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ñîñòàâëÿåò
0,16. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ âûèãðûøà èãðîêà â
òàêîé èãðå.
9.6 Äèàìåòð êðóãà èçìåðåí ïðèáëèæåííî. Ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî âåëè÷èíà
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå è
äèñïåðñèþ ïëîùàäè êðóãà.
9.7 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X Y íåçàâèñèìû, ïðè÷åì X èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 2 è 1/2, à Y - ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îòðåçêå [0, 4]. Íàéòè:

à) E(X + Y ); ã) E(X − Y 2);

á) EXY ; ä) D(X + Y );

â) EX2; e) D(X − Y ).

9.8 Áðîñàåòñÿ n èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è
äèñïåðñèþ ñóììû î÷êîâ íà âñåõ êîñòÿõ.
9.9 Äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðû öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è Y çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû,

X = −2 X = 0 X = 1
Y = −1 1/6 1/6 1/6
Y = 2 1/6 1/6 1/6

ãäå â ïåðåñå÷åíèè ñòîëáöà X = i è ñòðîêè Y = j íàõîäèòñÿ âåðîÿòíîñòü:
P{X = i, Y = j}. Íàéòè:

à) EX, DX; â) Cov(X,Y );

á) EY, DY ; ã) E(X − 2Y ), D(X − 2Y ).

9.10 Äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y ) èìååò ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå
òàáëèöåé:

X -1 0 1
Y
-2 1/8 1/12 7/24
0 1/12 1/12 1/16
1 3/24 1/12 1/16
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Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ñ. â. X,Y , à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñ.â. X − 3Y +1.
9.11 Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(X, X+Y ), ãäå X è Y íåçàâèñèìû,
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíò, ïðèìåíèòü
ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X è Y èìåþò ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
9.12 Ïóñòü ñ.â. X èìååò ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [−1, 1] ðàñïðåäåëåíèå.
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(X, X2).
9.13 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå
[0, 1]. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1, Y2, åñëè:

à) Y1 = aZ, Y2 = bZ (a, b > 0);

á) Y1 = aZ, Y2 = bZ (a < 0 < b);

â) Y1 = Z, Y2 = Z2.

9.14 Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ÷èñëîì åäèíèö è ÷èñëîì
øåñòåðîê ïðè òðåõ áðîñàíèÿõ ïðàâèëüíîé èãðàëüíîé êîñòè.
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Ãëàâà 10

Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

Åùå âî ââåäåíèè, ãîâîðÿ î çàêîíîìåðíîñòÿõ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, ìû
óòî÷íèëè, ÷òî ýòè çàêîíîìåðíîñòè ïðîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ
áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðèìåð òàêîé çàêîíîìåðíîñòè
� óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîòû ñîáûòèÿ � ìîæíî íàáëþäàòü, ïðîâåäÿ äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå ÷èñëî ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èëè âîñïîëüçîâàâøèñü ñòà-
òèñòè÷åñêèìè äàííûìè íàáëþäåíèé òîãî èëè èíîãî ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ
(äåìîãðàôè÷åñêèå äàííûå, ìåòåîðîëîãè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ è ò.ä.). Íàèáî-
ëåå ÿðêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïðèñóùèå èìåííî ýòîé íàóêå,
ñâÿçàíû ñ îòêðûòèåì ôàêòîâ, íàáëþäàåìûõ òîëüêî ïðè ïðîâåäåíèè áîëü-
øîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàòû íàçûâàþò
ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íàèáîëåå âàæíûìè è èç-
âåñòíûìè ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè ÿâëÿþòñÿ çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (ÇÁ×)
è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ).

� 10.1. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âåäåò ñåáÿ êàê âåëè÷èíà íåñëó÷àéíàÿ, ðàâíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
X1 +X2 + . . .+Xn

n
ïðè n → ∞ âåäåò ñåáÿ âåñüìà óñòîé÷èâî, â òî âðåìÿ

êàê îòäåëüíûå ñëàãàåìûå X1, X2, ... , Xn ìîãóò èñïûòûâàòü çíà÷èòåëüíûå
ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü:

X1 +X2 + ...+Xn

n
→ a = EX1,
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ãäå ñìûñë ñõîäèìîñòè è äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ óòî÷íÿþòñÿ íèæå â òî÷-
íûõ ôîðìóëèðîâêàõ. Çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî ÇÁ× ïðîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ
ðåàëüíûõ ¾ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòàõ¿: ñðåäíåå êîëè÷åñòâî îñàäêîâ, âû-
ïàäàþùèõ â äàííîé ìåñòíîñòè çà ãîä, âû÷èñëÿåìîå ïî ðåçóëüòàòàì ìíî-
ãîëåòíèõ íàáëþäåíèé, îêàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé âåñüìà ñòàáèëüíîé; ðåçóëü-
òàò èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí âû÷èñëÿåòñÿ îáûêíîâåííî êàê ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ðåàëüíûõ èçìåðåíèé, ÷òîáû
óìåíüøèòü âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ îøèáîê, âîçíèêàþùèõ ïðè îòäåëüíûõ èç-
ìåðåíèÿõ, è äð.

Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1, Y2, . . . è ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y .

Îïðåäåëåíèå 10.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí Y1, Y2, . . . ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (èëè ñõîäèòñÿ ïî÷òè
íàâåðíîå) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Y , åñëè Yn(ω) → Y (ω) ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ
ω ∈ Ω çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ω èç ìíîæåñòâà íóëåâîé âåðîÿòíîñòè.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå:

Yn → Y ï. í.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Yn → Y ï. í. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Yn −Y → 0 ï. í., ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè |Yn −Y | → 0
ï. í.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1

ïîëîæèòåëüíà ïî÷òè âñþäó íà (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì) èíòåðâàëå
(a; b), è (X1, . . . , Xn) � âûáîðêà, òî min{Xi} → a ï. í., è max{Xi} → b ï.
í.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèé îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü Yn → Y ï. í., g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà g(Yn) → g(Y ) ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ñîáûòèå
Yn → Y âëå÷åò ñîáûòèå g(Yn) → g(Y ). Ñëåäîâàòåëüíî,

P(g(Yn) → g(Y )) ≥ P(Yn → Y ) = 1.

Òî æå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðå-
ìåííûõ. Äîêàæåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.
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Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü Yn → Y ï. í., Zn → Z ï. í., g(x, y) � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà g(Yn, Zn) → g(Y, Z) ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïåðåñå-
÷åíèå ñîáûòèé Yn → Y, Zn → Z âëå÷åò ñîáûòèå g(Yn, Zn) → g(Y,Z).
Ñëåäîâàòåëüíî, P(g(Yn, Zn) → g(Y, Z)) ≥ P(Yn → Y, Zn → Z). Òàê êàê
P(Yn → Y ) = 1, P(Zn → Z) = 1, òî îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ òàê-
æå èìååò âåðîÿòíîñòü 1. Îòñþäà ïî ôîðìóëå âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ
ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ òàêæå ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
P(g(Yn, Zn) → g(Y, Z)) = 1.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà íîñèò íàçâàíèå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë Êîë-
ìîãîðîâà.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû c êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
EX1. Îáîçíà÷èì Sn = X1 + . . .+Xn. Òîãäà Sn/n → EX1 ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].

� 10.2. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ ïîä íàçâà-
íèåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû è çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Óïðîùåííî ãîâîðÿ, öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ)
ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà ìàëûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ïðèáëèæåííî èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Áëàãîäàðÿ ÖÏÒ
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò, ïîæàëóé, íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå
â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ. Òàê, íàïðèìåð, îáùåïðèíÿòî ñ÷èòàòü
ðåçóëüòàò ëþáîãî ôèçè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ íåèçáåæíî âõîäèò
íåêîòîðàÿ îøèáêà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà ìåëêèõ íåçàâèñè-
ìûõ îøèáîê, âûçûâàåìûõ ðàçëè÷íûìè ôàêòîðàìè: íåòî÷íîñòü èíñòðóìåí-
òà, ìåíÿþùèåñÿ ïàðàìåòðû ñðåäû, óñëîâèÿ èçìåðåíèÿ è ò.ä.

Ñõîäèìîñòü öåíòðèðîâàííûõ è íîðìèðîâàííûõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå èìååò ìåñòî â íåêîòîðîì ñïåöèàëü-
íîì ñìûñëå, áîëåå ñëàáîì, ÷åì ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1, Y2, . . . íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Y ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
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FY (t), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ïðå-
äåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êàæäîé òî÷êå: äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî t âûïîëíåíî

FYn(t) → FY (t)

ïðè n → ∞.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn =
n∑

k=1

Xk ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ñîñòàâëåííûõ èç ïåðâûõ n ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí Xk. Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xk áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî îíè èìåþò äâà êîíå÷íûõ ìîìåíòà: EXk = a, DXk = σ2 >
0, k = 1, 2, ... . Òîãäà è ñóììû Sn èìåþò êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ:

ESn = na, DSn = nσ2.

Ïåðåéäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåíòðèðîâàííûõ è íîðìèðîâàííûõ ñóìì:

S̃n =
Sn −ESn√

DSn

=

n∑
k=1

Xk − na

σ
√
n

.

Î÷åâèäíî, ES̃n = 0, DS̃n = 1. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç
F̃n(x) = P(S̃n < x) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðèðîâàííûõ è íîðìèðî-

âàííûõ ñóìì S̃n, à ÷åðåç Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−
u2

2 du � ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà N(0, 1).

Òåîðåìà 10.4. (ÖÏÒ äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ.)
Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå EXn = a è äèñïåðñèþ DXn = σ2 > 0. Òîãäà äëÿ ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå: äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíåíî

F̃n(x) = P

(
Sn − na

σ
√
n

< x

)
→ Φ(x), n → ∞, (10.1)

èëè äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ R (x1 < x2) âûïîëíåíî

lim
n→∞

P

(
x1 ≤ Sn − na

σ
√
n

< x2

)
= Φ(x2)− Φ(x1), n → ∞, (10.2)

83



òî åñòü öåíòðèðîâàííûå è íîðìèðîâàííûå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, èìåþùåé ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 10.4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 10.5. (Ìóàâðà � Ëàïëàñà). Ïóñòü ν � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè, è p � âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿
â êàæäîì èñïûòàíèè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíûå ïðå-
äåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

P

(
ν − np
√
npq

< x

)
→ Φ(x), n → ∞, (10.3)

P

(
x1 ≤ ν − np

√
npq

< x2

)
→ Φ(x2)− Φ(x1), n → ∞, (10.4)

ãäå

q = 1− p ; Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
u2

2 du.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν åñòü ÷èñëî ¾óñïå-
õîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

ν = Sn = X1 +X2 + ...+Xn,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xk ðàâíà ÷èñëó ¾óñïåõîâ¿ â îäíîì k-ì èñïûòàíèè
Áåðíóëëè (k = 1, 2, . . . , n), ò. å. îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè 0 â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, áûë ëè ¾óñïåõ¿ â k-ì èñïûòàíèè. ßñíî, ÷òî âñå Xk èìåþò
îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp. Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî èõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ðàâíû EXk = a = p è DXk = σ2 = pq
ñîîòâåòñòâåííî, òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 10.4 âûïîëíåíû, à äîêàçûâàåìûå
ñîîòíîøåíèÿ (10.3)�(10.4) ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé íîâûõ îáîçíà÷åíèé â
ñîîòíîøåíèÿ (10.1)�(10.2) èç òåîðåìû 10.4.

� 10.3. Òåîðåìà Ïóàññîíà

Òåîðåìà Ïóàññîíà äàåò äðóãîå ïðèáëèæåíèå â ñõåìå Áåðíóëëè. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 íàçûâàåòñÿ äèñ-
êðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âèäà

P{X = k} = πk = e−λ λk

k!
; k = 0, 1, . . . .
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Óñëîâèÿ ñáëèæåíèÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì
Ïóàññîíà, óïðîùåííî ãîâîðÿ, ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ÷èñëî n èñïûòàíèé âåëè-
êî, à âåðîÿòíîñòü p ¾óñïåõà¿ â êàæäîì èñïûòàíèè ìàëà. Áîëåå òî÷íàÿ
ôîðìóëèðîâêà ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 10.6. (Ïóàññîí). Ïóñòü n � ÷èñëî èñïûòàíèé â ñõåìå
Áåðíóëëè � íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ � îäíà
è òà æå äëÿ âñåõ èñïûòàíèé � çàâèñèò îò n : p = p(n); ïðè÷åì p =
p(n) → 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî np → λ > 0 ïðè n → ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

Pn,p (k) → πk, n → ∞, (10.5)

ãäå

Pn,p (k) = Ck
np

kqn−k; πk = e−λ λk

k!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñòàíäàðòíîå äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îáîçíà÷åíèå ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ:

αn ∼ βn ⇔ lim
n→∞

αn

βn
= 1 ⇔ αn = βn + o(βn).

Èç óñëîâèé äîêàçûâàåìîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî p ∼ λ
n
, q = 1−p → 1

ïðè n → ∞. Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (10.5) ñíà÷àëà äëÿ k = 0:

lim
n→∞

Pn,p (0) = lim
n→∞

C0
np

0qn = lim
n→∞

qn = lim
n→∞

(1− p)n = lim
n→∞

[(1− p)
1
p ]pn =

= lim
n→∞

[(1− p)
1
p ](

λ
n+o( λ

n ))·n = e−λ.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îñíîâàíèå ñòåïåíè
(1 − p)1/p → e−1, à ïîêàçàòåëü ( λ

n + o( λ
n )) · n = λ + o( λ

n ) · n → λ. Òàêèì
îáðàçîì,

Pn,p (0) → e−λ = π0, n → ∞. (10.6)

Íàéäåì òåïåðü ïðåäåë îòíîøåíèÿ

Pn,p (k)

Pn,p (k − 1)
=

p · (n− k + 1)

k · q
.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó n → ∞, à k ≥ 1 ôèêñèðîâàíî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî k ≤ n. Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ïðåäåë íå ìåíÿåò-
ñÿ, åñëè ëþáîé ñîìíîæèòåëü â ¾äîïðåäåëüíîì¿ âûðàæåíèè çàìåíèòü íà
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ýêâèâàëåíòíûé.

lim
n→∞

Pn,p (k)

Pn,p (k − 1)
= lim

n→∞

p · (n− k + 1)

k · q
= lim

n→∞

λ
n · (n− k + 1)

k · 1
=

λ
k
.

Òàêèì îáðàçîì,
Pn,p (k)

Pn,p (k − 1)
→ λ

k
, n → ∞. (10.7)

Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 1 ïðåäñòàâèì âåðîÿòíîñòü Pn,p (k) â
âèäå

Pn,p (k) = Pn,p (0) · Pn,p (1)

Pn,p (0)
· Pn,p (2)

Pn,p (1)
· · · Pn,p (k)

Pn,p (k − 1)
.

Çàìåíÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäûé ñîìíîæèòåëü åãî
ïðåäåëîì èç (10.6) è (10.7), íàéäåì ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ

lim
n→∞

Pn,p (k) = lim
n→∞

Pn,p (0) · lim
n→∞

Pn,p (1)

Pn,p (0)
· · · lim

n→∞

Pn,p (k)

Pn,p (k − 1)
=

= e−λ · λ
1

· λ
2
· · · · · λ

k
= e−λ · λk

k!
= πk.

Ïðèìåð 10.1. Èçâåñòíî, ÷òî ëåâøè ñîñòàâëÿþò â ñðåäíåì 1% âñå-
ãî íàñåëåíèÿ. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå òðîå
ëåâøåé îêàæåòñÿ ñðåäè 200 ÷åëîâåê.

Ðåøåíèå. Åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñõåìó Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðàìè
n = 200; p = 0, 01. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν ÷èñëî ëåâøåé, îêàçàâøèõñÿ â äàí-
íîé ãðóïïå (÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ). Òîãäà òî÷íîå
çíà÷åíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Áåðíóëëè:

P(ν ≥ 3) = P

(
200∪
k=3

(ν = k)

)
=

200∑
k=3

P(ν = k) =
200∑
k=3

Ck
200p

kq200−k.

Ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé p = 0, 01; q = 0, 99 ïîëó÷èì âûðàæåíèå,
âåñüìà òðóäîåìêîå äëÿ âû÷èñëåíèé. Âïðî÷åì, ïåðåéäÿ ê ïðîòèâîïîëîæíî-
ìó ñîáûòèþ, ìû çíà÷èòåëüíî óìåíüøèì ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå. Êðî-
ìå òîãî, çàìåíèâ âåðîÿòíîñòè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ck

np
kqn−k =

Pn,p(k) âåðîÿòíîñòÿìè e−λ · λk

k! = πk ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ìû ïîëó÷èì
áîëåå ïðîñòîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè:

P(ν ≥ 3) = 1−P(ν < 3) = 1−
2∑

k=0

P(ν = k) ≈ 1− π0 − π1 − π2.
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Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé πk = e−λ· λk

k! ïðè λ = np = 2. Ïîëó÷èì

P(ν ≥ 3) ≈ 1− 0, 68 = 0, 32.

Çàìå÷àíèå 10.1. Â òåîðåìå 10.6 óñòàíàâëèâàåòñÿ ëèøü ñàì ôàêò
ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà Pn,p(k) ≈ πk ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Îäíàêî
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü
îöåíêó äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè. Åñëè, ïðèìåíÿÿ óêàçàííîå ïðèáëèæåí-
íîå ðàâåíñòâî, ìû äîïóñêàåì îøèáêó, ñðàâíèìóþ ñ ðåçóëüòàòîì âû÷èñ-
ëåíèÿ, òî èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà òåðÿåò ñìûñë. Ìû
óâèäèì ïîçæå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ Ïóàññî-
íà íå ïðåâûøàåò 0,01.

Â ôîðìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ íå òîëüêî âîçìîæ-
íîñòü çàìåíû áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà, íî
è äàåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè òàêîé çàìåíå. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè ýëåìåíòàðíîãî êóðñà òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî åå ôîðìóëèðîâêîé.

Òåîðåìà 10.7. Ïóñòü ν � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòà-
íèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè, à p � âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ â êàæäîì èñïûòàíèè.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A ⊆ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|P(ν ∈ A)−
∑
k∈A

πk| = |
∑
k∈A

Pn,p(k)−
∑
k∈A

πk| ≤ min(p; np2), (10.8)

ãäå

λ = np ; Pn,p (k) = Ck
np

kqn−k ; πk = e−λ λk

k!
.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó 10.2, ïîëó÷åííûé ïðè åãî ðåøåíèè îòâåò ïðåä-
ñòàâèì â âèäå

P(ν ≥ 3) = 0, 32 + ∆,

ãäå ïîãðåøíîñòü ∆ îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 10.7:

|∆| ≤ min(p, np2) = min(0, 01, 0, 02) = 0, 01.

Õîòåëîñü áû òàêæå èìåòü âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü îøèáêó, âîçíèêàþ-
ùóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Â íåêîòîðîé ñòåïåíè ýòó âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿåò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ïðèâîäèì èç [13] áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà 10.8. (Áåððè � Åññåí). Ïóñòü X1, X2, ..., Xn � íåçàâè-
ñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü

òàêæå EX1 = 0, EX2
1 = o2 > 0, E|X1|3 < ∞, ρ =

E|X1|3

σ3
. Òîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî Áåððè � Åññåíà:

sup
x

∣∣∣∣∣P
(

1

σ
√
n

n∑
k=1

Xk < x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ A
ρ√
n
, (10.9)

ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Ñëåäñòâèå 10.1. Îøèáêà, âîçíèêàþùàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû
Ìóàâðà � Ëàïëàñà, îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

∆ = sup
x

∣∣∣∣P(ν − np
√
npq

< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ A
p2 + q2
√
npq

. (10.10)

Èçâåñòíî, ÷òî â êà÷åñòâå êîíñòàíòû A ìîæíî âçÿòü 0,4. Èòàê, ïðè
ïðèìåíåíèè ïðåäåëüíûõ òåîðåì ê ñõåìå Áåðíóëëè áóäåì äåéñòâîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: âû÷èñëèì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå ïîãðåøíîñòè â òåî-
ðåìàõ Ìóàâðà�Ëàïëàñà è Ïóàññîíà è ñðàâíèì èõ. Åñëè

0, 4
p2 + q2√
np(1− p)

≥ min(np2, p),

òî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ïóàññîíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì
èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Åñëè â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 10.2 ïîëîæèòü p = 0, 5, òî äëÿ ïîãðåøíîñòè
∆ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèøü ñëåäóþùóþ ãðàíèöó:

|∆| ≤ min(p, np2) = min(0, 5, 50) = 0, 5.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ Ïóàññîíà ïðè p = 0, 5
íåäîïóñòèìî.

Ïðèìåð 10.2. Ïðîåêòèðóåòñÿ òåëåôîííàÿ ñòàíöèÿ íà 300 íîìå-
ðîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç ïîëüçîâàòåëåé, íåçàâèñèìî îò äðó-
ãèõ, ïîëüçóåòñÿ òåëåôîííîé ñâÿçüþ â ñðåäíåì îäíó ìèíóòó â ÷àñ. Êàêèì
äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êàíàëîâ ñâÿçè, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ,
íå ìåíüøåé 90 %, ëþáîé âûçîâ íå ïîëó÷èë áû îòêàçà.
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Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèÿ êàæäîãî èç n = 300 àáîíåí-
òîâ â òå÷åíèå íåêîòîðîãî êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè êàê íåçàâèñèìûå
èñïûòàíèÿ, à ¾óñïåõîì¿ áóäåì ñ÷èòàòü òî, ÷òî àáîíåíò âîñïîëüçîâàëñÿ òå-
ëåôîííîé ñâÿçüþ. Âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ ïî óñëîâèþ ðàâíà p = 1/60. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ν ÷èñëî àáîíåíòîâ, âîñïîëüçîâàâøèõñÿ òåëåôîííîé ñâÿçüþ
çà ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ò. å. ν � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè. Òîãäà âîïðîñ çàäà÷è ñâîäèòñÿ
ê íàõîæäåíèþ ìèíèìàëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n0, óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåðàâåíñòâó:

P(ν ≤ n0) ≥ 0, 9. (10.11)

×òîáû íàéòè òàêîå n0, âûðàçèì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ÷åðåç
n0 è èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà:

P(ν ≤ n0) =

n0∑
k=0

Pn,p(k) =

n0∑
k=0

πk +∆. (10.12)

Â íàøåì ñëó÷àå λ = np = 300 · 1

60
= 5, à ïîãðåøíîñòü èñïîëüçóåìîãî

ïðèáëèæåíèÿ Ïóàññîíà îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì: |∆| ≤ min(2p, np2) =
min(1/30, 1/12) = 0, 033. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (10.11) íåîáõîäèìî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (10.12) óäîâëåòâîðÿëà íåðàâåí-
ñòâó

n0∑
k=0

πk ≥ 0, 933,

ñòðàõóÿñü îò âîçìîæíîé îøèáêè ∆. Âû÷èñëÿÿ âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëå
Ïóàññîíà, ïðè λ = 5 âèäèì, ÷òî ñóììà

n0∑
k=0

πk =

n0∑
k=0

e−λ λk

k!

âïåðâûå ïðåâûøàåò çíà÷åíèå 0,933 ïðè n0 = 9. Ñòàëî áûòü, èñêîìîå
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êàíàëîâ ñâÿçè ðàâíî n0 = 9.

� 10.4. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 10.3. Òåàòð, âìåùàþùèé 1000 ÷åëîâåê, èìååò äâà ðàçíûõ
âõîäà. Îêîëî êàæäîãî âõîäà èìååòñÿ ñâîé ãàðäåðîá. Ñêîëüêî ìåñò äîëæíî
áûòü â êàæäîì ãàðäåðîáå äëÿ òîãî, ÷òîáû â ñðåäíåì â 99 ñëó÷àÿõ èç 100
âñå çðèòåëè ìîãëè ðàçäåòüñÿ â ãàðäåðîáå òîãî âõîäà, ÷åðåç êîòîðûé îíè
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âîøëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çðèòåëè ïðèõîäÿò: a) ïàðàìè íåçàâèñèìî
îäíà ïàðà îò äðóãîé; á) ïîîäèíî÷êå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ðåøåíèå â óñëîâèÿõ á), îñòàâèâ ïóíêò
a) ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà âõîäà ðàâíî-
ïðàâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî âñÿêèé çðèòåëü âûáèðàåò ëþáîé èç íèõ ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0,5. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü îäèí âõîä, äëÿ êîòîðîãî ïîäñ÷èòàåì
òðåáóåìîå ÷èñëî ìåñò â ãàðäåðîáå. Áóäåì ñ÷èòàòü ¾óñïåõîì¿ òî, ÷òî î÷å-
ðåäíîé ïðèøåäøèé çðèòåëü âûáðàë äàííûé âõîä. Òîãäà, åñëè ν åñòü ÷èñëî
¾óñïåõîâ¿ â n = 1000 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ, òî ν îçíà÷àåò ÷èñëî çðè-
òåëåé, ïðèøåäøèõ â òåàòð ÷åðåç äàííûé âõîä. Âîïðîñ çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê
òîìó, ÷òîáû íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî K, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó:

P (ν ≤ K) ≥ 0, 99 ⇐⇒ P (ν > K) ≤ 0, 01.

Ïîñêîëüêó ñ.â. ν ïðèíèìàåò ëèøü öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, òî P (ν ≤ K) =
P (ν < K + 1). Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåé âåðîÿòíîñòè òåîðåìó Ìóàâðà � Ëà-
ïëàñà:

P (ν < K + 1) = P

(
ν − np
√
npq

<
K + 1− np

√
npq

)
→ Φ(x),

ãäå

x =
K + 1− np

√
npq

=
K + 1− 1000 · 0, 5√

1000 · 0, 5 · 0, 5
=

K − 499

5
√
10

.

Ïî òàáëèöàì ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x) íàõîäèì òàêîå
x, äëÿ êîòîðîãî Φ(x) = 0, 99, è ïî ýòîìó çíà÷åíèþ x íàéäåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå K:

x = 2, 33 ⇔ K − 499

5
√
10

= 2, 33 ⇔ K = 499 + 5
√
10 · 2, 33 ≈ 535, 84.

Ïîñêîëüêó K öåëîå ÷èñëî, òî ñëåäóåò âçÿòü K = 536.

Çàìå÷àíèå 10.2. Â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì,
÷òî ñ.â. ν, ñîãëàñíî òåîðåìå Ìóàâðà � Ëàïëàñà, èìååò ïðèáëèæåííî íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå B(n, p), êî-
òîðîå èìååò ñ.â. ν, ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà
Π(λ), ãäå λ = np, ïðè÷åì âîçìîæíàÿ îøèáêà ïðè ýòîì ïðèáëèæåíèè íå
ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ∆ = min(np2, p), êîòîðàÿ â óñëîâèÿõ íàøåãî ïðè-
ìåðà ðàâíà

∆ = min(1000 · 0, 52, 0, 5) = min(250; 0, 5) = 0, 5.
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ßñíî, ÷òî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü ñ òàêîé îøèáêîé íå èìååò ñìûñëà,
ïîýòîìó ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà â äàííîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìî.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó 10.3, âû÷èñëèì îöåíêó âîçìîæíîé îøèáêè ïðè
èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà):

∆ ≤ 0, 4
p2 + q2
√
npq

= 0, 4
0, 52 + 0, 52√
1000 · 0, 52

=
0, 4

10
√
10

≈ 0, 013.

Êàê âèäèì, âîçìîæíàÿ îøèáêà ïðèåìëåìà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ïðè-
áëèæåíèÿ. Îäíàêî, åñëè óæ áûòü ñîâñåì ñêðóïóëåçíûìè, ñëåäóåò çàìåòèòü,
÷òî ïîëó÷åííûé ïðè ðåøåíèè ïðèìåðà îòâåò K = 536 îáåñïå÷èâàåò îãîâî-
ðåííîå â ïðèìåðå óñëîâèå (÷òîáû âñå çðèòåëè ìîãëè ðàçäåòüñÿ â ãàðäåðîáå
òîãî âõîäà, ÷åðåç êîòîðûé îíè âîøëè) íå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,99, à ëèøü ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0, 99−∆ = 0, 977.

Ïðèìåð 10.4. Óðîæàéíîñòü êóñòà êàðòîôåëÿ ðàâíà 0 êã ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,1; 1 êã ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2; 1,5 êã ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2; 2 êã ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,3; 2,5 êã ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Íà ó÷àñòêå ïîñàæåíî 900
êóñòîâ.
à) Â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 áóäåò íàõîäèòüñÿ óðîæàé?
á) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êóñòîâ íàäî ïîñàäèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿò-
íîñòüþ, íå ìåíüøåé 0,975 , óðîæàé áûë íå ìåíåå òîííû?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì Xk � óðîæàéíîñòü k-ãî êóñòà. Òîãäà Sn =
X1 +X2 + ...+Xn � óðîæàé, ïîëó÷åííûé ñ n êóñòîâ. Èñïîëüçóÿ äàííîå â
óñëîâèè çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. Xk , íàéäåì åå ìîìåíòû:

EXk = 0 · 0, 1 + 1 · 0, 2 + 1, 5 · 0, 2 + 2 · 0, 3 + 2, 5 · 0, 2 = 1, 6;

DXk = EX2
k − (EXk)

2 = 1 ·0, 2+1, 52 ·0, 2+22 ·0, 3+2, 52 ·0, 2−1, 62 = 0, 54.

à) Íóæíî íàéòè x1 < x2, òàêèå,÷òî P(x1 ≤ Sn ≤ x2) = 0, 95 ïðè n = 900.
Òàêàÿ çàäà÷à, îäíàêî, íå ðåøàåòñÿ îäíîçíà÷íî (äâà íåèçâåñòíûõ ïðè îä-
íîì óðàâíåíèè). Ïîýòîìó, â êà÷åñòâå ãðàíèö, ìåæäó êîòîðûìè îêàæåòñÿ
çíà÷åíèå Sn, îáû÷íî âûáèðàþò ãðàíèöû ïðîìåæóòêà, ñèììåòðè÷íîãî îò-
íîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ESn. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàéòè
òàêîå l > 0, äëÿ êîòîðîãî

P(ESn − l ≤ Sn ≤ ESn + l) = 0, 95.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

P(ESn − l ≤ Sn ≤ ESn + l) = P (−l ≤ Sn − na ≤ l) =
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= P

(
− l

σ
√
n
≤ Sn − na

σ
√
n

≤ l

σ
√
n

)
≈ Φ

(
l

σ
√
n

)
− Φ

(
− l

σ
√
n

)
, (10.13)

ãäå a = Eξk = 1, 6; σ =
√
Dξk =

√
0, 54. Â ñèëó (10.13), áóäåì èñêàòü

òàêîå x = l
σ
√
n
, äëÿ êîòîðîãî (ñì. (10.13))

Φ(x)− Φ(−x) = 2Φ(x)− 1 = 0, 95 ⇐⇒ Φ(x) = 0, 975,

à çàòåì íàéäåì l. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé çíà÷åíèé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(x) (ñì. ïðèëîæåíèå â
êîíöå êíèãè), îòêóäà íàéäåì x = 1, 96, ïðè êîòîðîì Φ(x) = 0, 975. Òîãäà

l = xσ
√
n = 1, 96 ·

√
0, 54 · 900 ≈ 43, 2.

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå ESn = na = 900 · 1, 6 = 1440, èç (10.13) îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì:

P(1440− 43 ≤ Sn ≤ 1440 + 43) = P(1397 ≤ Sn ≤ 1483) ≈ 0, 95.

á) Â äàííîì ñëó÷àå íåèçâåñòíî n, è åãî íóæíî íàéòè èç óñëîâèÿ:

P(Sn ≥ 1000) ≥ 0, 975.

Ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåí-
ñòâà ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû:

P(Sn ≥ 1000) = P

(
Sn − na

σ
√
n

≥ 1000− na

σ
√
n

)
=

= 1−P

(
Sn − na

σ
√
n

<
1000− na

σ
√
n

)
≈ 1− Φ(x), x =

1000− na

σ
√
n

.

Áóäåì èñêàòü x, ïðè êîòîðîì 1 − Φ(x) ≥ 0, 975 èëè (ñì. (??)) Φ(−x) ≥
0, 975. Îáðàòèâøèñü ê òàáëèöå çíà÷åíèé Φ(x), íàõîäèì, ÷òî

Φ(−x) ≥ 0, 975 ⇐⇒ −x ≥ 1, 96 ⇐⇒ −1000− na

σ
√
n

≥ 1, 96 ⇐⇒

⇐⇒ na− 1000 ≥ 1, 96σ
√
n ⇐⇒ na− 1, 96σ

√
n− 1000 ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a > 0, ðåøàåì ïîñëåäíåå êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî îòíîñè-
òåëüíî

√
n > 0 :

√
n ≥ 1, 96 σ +

√
1, 962σ2 + 4000a

2a
⇐⇒ n ≥

(
1, 96 σ +

√
1, 962σ2 + 4000a

2a

)2

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ a = 1, 6 è σ =
√
0, 54,

íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî n ≥ 648. ▽
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� 10.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

10.1 Èãðîê â êàæäîé èãðå (íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ èãð)
âûèãðûâàåò 80 ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1, ïðîèãðûâàåò 20 ðóáëåé ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Íàéòè, ê êàêîé âåëè÷èíå ñõîäèòñÿ ñðåäíèé âûèãðûø çà
n èãð ïðè n → ∞.
10.2 Ïóñòü X1, X2, . . . � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, òî åñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå îò 0 äî 1.
Íàéòè ïðåäåëû ï. í. ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé ïðè n → ∞:

a)
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; â)

1

n

(
1

1 +X1
+ . . .+

1

1 +Xn

)
;

á)

√
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; ã) arctg

(
2

n
(X1 + . . .+Xn)

)
.

10.3 Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 100 ïàðòèÿõ îäèíàêîâûõ ïî ñèëå ïðî-
òèâíèêîâ îäèí èç íèõ âûèãðàåò áîëåå 70 ðàç? Íè÷üèõ íåò.
10.4 Êàæäàÿ áóêâà òåêñòà ìîæåò îêàçàòüñÿ îïå÷àòêîé ñ âåðîÿòíîñòüþ
10−4. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òåêñòå èç 40 000 áóêâ îêàæåòñÿ áîëåå
2 îïå÷àòîê?
10.5 Äëÿ ëèöà, äîæèâøåãî äî 20-ëåòíåãî âîçðàñòà, âåðîÿòíîñòü ñìåðòè
íà 21-ì ãîäó æèçíè ðàâíà 0,006. Çàñòðàõîâàíà ãðóïïà â 10000 ÷åëîâåê 20-
ëåòíåãî âîçðàñòà, ïðè÷åì êàæäûé çàñòðàõîâàííûé âíåñ 120 ðóáëåé ñòðàõî-
âûõ âçíîñîâ çà ãîä. Â ñëó÷àå ñìåðòè çàñòðàõîâàííîãî ñòðàõîâîå ó÷ðåæäå-
íèå âûïëà÷èâàåò íàñëåäíèêàì 10000 ðóáëåé. Êàêîâû âåðîÿòíîñòè, ÷òî:
à) ê êîíöó ãîäà ñòðàõîâîå ó÷ðåæäåíèå îêàæåòñÿ â óáûòêå;
á) åãî äîõîä ïðåâûñèò 600000 ðóáëåé; 400000 ðóáëåé?

Êàêîé ìèíèìàëüíûé ñòðàõîâîé âçíîñ ñëåäóåò ó÷ðåäèòü, ÷òîáû â òåõ
æå óñëîâèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95 äîõîä áûë íå ìåíåå 4000000 ðóáëåé?
10.6 Ñòóäåíò ïîëó÷àåò íà ýêçàìåíå 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2; 4 ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0,4; 3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3 è 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1. Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ îí
ñäàåò 40 ýêçàìåíîâ. Íàéòè ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 ëåæèò
ñðåäíèé áàëë ñòóäåíòà.
10.7 Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà
0.515. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 òûñ. íîâîðîæäåííûõ îêàæåò-
ñÿ ìàëü÷èêîâ íå áîëüøå, ÷åì äåâî÷åê?
10.8 Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïóñêà ñâåðëà ïîâûøåííîé õðóïêîñòè
(áðàê) ðàâíà 0.02. Ñâåðëà óêëàäûâàþòñÿ â êîðîáêè ïî 100 øò. ×åìó ðàâíà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êîðîáêå íå îêàæåòñÿ áðàêîâàííûõ ñâåðë? Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñâåðë íóæíî êëàñòü â êîðîáêó äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ
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âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0.9, â íåé áûëî íå ìåíåå 100 èñïðàâíûõ?
10.9 Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ çà âðåìÿ T îäíîãî êîíäåíñàòîðà ðàâíà
0.05. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ T èç 100 êîíäåíñàòîðîâ
âûéäóò èç ñòðîÿ à) íå ìåíåå 5 êîíäåíñàòîðîâ; á) ìåíåå 13 êîíäåíñàòîðîâ.
10.10 Âåðîÿòíîñòü óãàäûâàíèÿ 6 íîìåðîâ â ñïîðòëîòî (6 èç 49) ðàâíà
7, 2 · 10−8. Ïðè ïîäñ÷åòå îêàçàëèñü çàïîëíåííûìè 5 ìëí. êàðòî÷åê. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî íèêòî íå óãàäàë âñå 6 íîìåðîâ? Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê íóæíî çàïîëíèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,9
õîòÿ áû îäèí óãàäàë 6 íîìåðîâ?
10.11 1000 ðàç áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Íàéòè ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ
âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé 0.95, áóäåò ëåæàòü ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ.
10.12 Íåêîòîðàÿ ìàøèíà ñîñòîèò èç 10 òûñ. äåòàëåé. Êàæäàÿ äåòàëü íåçà-
âèñèìî îò äðóãèõ äåòàëåé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåèñïðàâíîé ñ âåðîÿòíîñòüþ
pi, ïðè÷åì äëÿ n1 = 1000 äåòàëåé p1 = 0.0003, äëÿ n2 = 2000 äåòàëåé
p2 = 0.0002, è äëÿ n3 = 7000 äåòàëåé p3 = 0.0001. Ìàøèíà íå ðàáîòàåò,
åñëè â íåé íåèñïðàâíû õîòÿ áû äâå äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ìàøèíà íå áóäåò ðàáîòàòü.
10.13 Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îáùàÿ ñóììà î÷-
êîâ íå ïðåâûñèò 700. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ
áîëåå 210 áðîñàíèé.
10.14 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà âûïàäàþùèõ îñàäêîâ â òå-
÷åíèå ãîäà â äàííîé ìåñòíîñòè ñîñòàâëÿåò 60 ñì. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
êîëè÷åñòâî îñàäêîâ ðàñïðåäåëåíî ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, îöåíèòü âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî îñàäêîâ â ïðåäñòîÿùåì ãîäó áóäåò íå áîëüøå
120 ñì, åñëè èçâåñòíî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå � 20ñì.

Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò íå ìåíåå 180 ñì îñàäêîâ â óñëî-
âèÿõ, îïèñàííûõ âûøå.
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Ãëàâà 11

Âûáîðêà. Îöåíèâàíèå

ïàðàìåòðîâ

� 11.1. Âûáîðêà è âàðèàöèîííûé ðÿä

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàñ-
ïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíû X íåèç-
âåñòíî (õîòÿ áû ÷àñòè÷íî), çàòî èññëåäîâàòåëü ðàñïîëàãàåò ðåçóëüòàòàìè
ýêñïåðèìåíòà (ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè), ïî êîòîðûì îí äîëæåí ñäåëàòü
âûâîäû î íåèçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ê ýòîìó
ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïî âîçìîæíîñòè îïòèìàëüíûì îáðàçîì.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ÿâëÿ-
åòñÿ âûáîðêà X⃗ = (X1, X2, ..., Xn), òî åñòü íàáîð çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå n íåçàâèñèìûõ âîñïðîèçâåäåíèé ýêñ-
ïåðèìåíòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, âûáîðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé âåêòîð,
êîîðäèíàòû êîòîðîãî � ýëåìåíòû âûáîðêè X1, X2, ..., Xn � íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå îáùåå ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (t). Áóäåì ãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ
âûáîðêà X⃗ èç ðàñïðåäåëåíèÿ F , è îáîçíà÷àòü ñîêðàùåííî: X⃗ ⊂= F . ×èñëî
n íàçûâàåòñÿ îáúåìîì âûáîðêè. Êîíêðåòíûé íàáîð ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ..., Xn, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà,
áóäåì íàçûâàòü ðåàëèçàöèåé âûáîðêè è îáîçíà÷àòü x⃗ = (x1, x2, ..., xn).

Åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ, òî
ïîëó÷èòñÿ íîâûé íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàçûâàåìûé âàðèàöèîííûì
ðÿäîì:

X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n−1) ≤ X(n).
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(k), k = 1, . . . , n íàçûâàåòñÿ k-ì ÷ëåíîì âà-
ðèàöèîííîãî ðÿäà, èëè k-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé. Â ÷àñòíîñòè,
X(1) = min{X1, . . . , Xn}, X(n) = max{X1, . . . , Xn}.

� 11.2. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ãèñòîãðàììà

Ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t) íàçûâàåòñÿ ÷à-

ñòîòà ýëåìåíòîâ âûáðîðêè, ìåíüøèõ çàäàííîãî t. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáîðêå X⃗ = (X1, X2, ..., Xn), ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíà ïî ýòîé âûáîðêå ñ ïîìîùüþ ëþáîé èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

F ∗
n(t) =

{êîëè÷åñòâî Xi : Xi < t}
n

=
1

n

n∑
i=1

I(Xi < t), (11.1)

ãäå ôóíêöèÿ

I(Xi < t) =

{
1, åñëè Xi < t,
0 èíà÷å

� èíäèêàòîð ñîáûòèÿ {Xi < t}.
Çàìåòèì, ÷òî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñëó÷àéíîé âûáîðêå X⃗, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåòñÿ
÷åðåç ýëåìåíòû âûáîðêè X1, X2, . . . , Xn, ÿâëÿþùèåñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè. Â òî æå âðåìÿ ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) âûáîðêè
X⃗ ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (ïî òîé æå ôîðìóëå (11.1)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé (à íå
ñëó÷àéíîé) ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ðÿäà (èëè åãî ðåàëèçàöèè) ýìïèðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ãðàôè÷åñêè.

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t) ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì

àíàëîãîì íåèçâåñòíîé òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (t), åå íà-
çûâàþò òàêæå îöåíêîé äëÿ F (t). Âûáîðî÷íûì àíàëîãîì äëÿ òåîðåòè-
÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ ãèñòîãðàììà, èëè ýì-
ïèðè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî âûáîðêå
X⃗ = (X1, X2, ..., Xn) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü h > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ðàçîáüåì îáëàñòü çíà÷åíèé èçó÷à-
åìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (íàïðèìåð, âñþ ÷èñëîâóþ îñü) íà ïðîìåæóòêè
∆k = [zk−1, zk) äëèíû h è ïîñòðîèì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ f∗

n(t), êîòîðàÿ
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tX(n)X(i)X(2)X(1)

F ∗
n(t)

1

0

1
n

1
n

1
n

1
n

Ðèñ. 11.1: Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t).

íà êàæäîì ïðîìåæóòêå ∆k ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, âû÷èñëÿåìîå
ïî ëþáîé èç ôîðìóë:

f∗
n(t) =

{êîëè÷åñòâî Xi : Xi ∈ ∆k}
nh

=
1

nh

n∑
i=1

I(Xi ∈ ∆k) =
νk

nh
, t ∈ ∆k,

(11.2)
ãäå νk - ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â ïðîìåæóòîê ∆k. Òàê ïî-
ñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììîé ñ øàãîì h è èìååò ãðàôèê,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 11.2. Çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíè-

-

6
f∗
n(t)

t0 z0 z1 zk−1 zk

ν1
n

νk
n

ν1
nh

ν2
nh

νk
nh

z2

ν2
n

Ðèñ. 11.2: Ãèñòîãðàììà f∗
n(t).

êà ãèñòîãðàììû ðàâíà νk

n , òî åñòü ÷àñòîòå ïîïàäàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåðâàë ∆k.
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Èíîãäà øàã ãèñòîãðàììû h âûáèðàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà
ðàñ÷èòûâàþò ÷èñëî èíòåðâàëîâ K ïî ôîðìóëå Ñòåäæåñà

K = [log2 n] + 1. (11.3)

Çäåñü n � îáúåì âûáîðêè, [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ïîòîì äëèíà èí-
òåðâàëà ðàñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

h =
X(n) −X(1)

K
.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû ïîñëåäíèé ïðîìåæóòîê âûáèðàåòñÿ çàìêíó-
òûì: ∆K = [zK−1; zK ]. Âåëè÷èíó X(n) −X(1) = max{Xi} −min{Xi} íàçû-
âàþò ðàçìàõîì âûáîðêè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå òî÷íîé îöåíêîé äëÿ ïëîòíîñòè, òî åñòü
îöåíêîé, áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðóþùåé íåèçâåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîí ÷àñòîò. Ýòî êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ëîìàíàÿ, êîòîðàÿ
ñòðîèòñÿ èç ãèñòîãðàììû ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ îòðåçêàìè
ïðÿìûõ ñåðåäèí âåðõíèõ îñíîâàíèé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ãè-
ñòîãðàììó (ñì. ðèñ. 11.3).

-

6
f∗
n(t)

t0 z0 z1 zk−1 zk

ν1
n

νk
n

ν1
nh

ν2
nh

νk
nh

z2

ν2
n

Ðèñ. 11.3: Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí ÷àñòîò.

� 11.3. Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû

Ïî âûáîðêå X⃗ = (X1, X2, ..., Xn) ìîæíî ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêèå (âû-
áîðî÷íûå) àíàëîãè ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàèáîëåå óïî-
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òðåáèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âûáîðî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, èëè âû-
áîðî÷íîå ñðåäíåå, X, è âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2:

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2. (11.4)

Ïîäîáíî âûáîðî÷íûì ñðåäíåìó è äèñïåðñèè îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðî÷íûå ìî-
ìåíòû ïîðÿäêà k

Xk =
1

n

n∑
i=1

Xk
i ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêèìè àíàëîãàìè ìîìåíòîâ αk = EXk
i .

Ïðèìåð 11.1. Ïðåäïîëàãàÿ èçâåñòíûìè ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðå-
òè÷åñêèå ìîìåíòû, äîêàçàòü, ÷òî EXk = αk.

Ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýì-
ïèðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òåîðåòè÷åñêèìè ìî-
ìåíòàìè. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîñòüþ: ãîâîðÿò, ÷òî ýì-
ïèðè÷åñêèå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ.

Ðåøåíèå. Èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì:

EXk = E
1

n

n∑
i=1

Xk
i =

1

n

n∑
i=1

EXk
i =

1

n

n∑
i=1

αk =
1

n
· nαk = αk.

Â òî æå âðåìÿ öåíòðàëüíûå ýìïèðè÷åñêèå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ ñìåùåí-
íûìè îöåíêàìè äëÿ ñâîèõ òåîðåòè÷åñêèõ àíàëîãîâ.

Îòìåòèì, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äèñïåð-
ñèè.

Ñëåäñòâèå 11.1. S2 = X2 − (X)2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàñêðîåì ñêîáêè â îïðåäåëåíèè S2:

S2 =
1

n

n∑
i=1

Xi
2 − 2

X

n

n∑
i=1

Xi +
1

n

n∑
i=1

(X)2 = X2 − 2(X)2 + (X)2 = X2 − (X)2.

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàòèñòèêè S2:

ES2 = EX2 −EX
2
= EX2 − (EX)2 −DX =

n− 1

n
DX1.
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Èòàê, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè, äåëÿò S2

íà n−1
n .
Íåñìåùåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ � ýòî ñòàòèñòèêà

S0
2 =

n

n− 1
S2.

Äëÿ íåå âûïîëíåíî ñâîéñòâî

ES0
2 = DX1.

Îòìåòèì, ÷òî êîðåíü èç íåñìåùåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S0 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σX , òàê êàê
E
√
Y ̸=

√
EY .

� 11.4. Ñòàòèñòèêè è îöåíêè

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ âîçíèêàåò â ñèòóàöèè, êîãäà ðàñïðåäå-
ëåíèå F íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåèçâåñòíûì, à èçâåñòåí åãî ìàòåìàòè÷å-
ñêèé âèä F = F (t, θ), ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ (èëè íåñêîëü-
êî, òîãäà θ - ìíîãîìåðíûé ïàðàìåòð). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî âû-
áîðêå X⃗ âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå θ∗(X⃗) äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðà-
ìåòðà, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî â òîì èëè èíîì ñìûñëå îïòèìàëüíûì îáðàçîì.
Ýòî çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
ïî âûáîðêå X èíòåðâàëà (θ−(X⃗); θ+(X⃗)), êîòîðûé íàêðûâàåò íåèçâåñò-
íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ ñ çàäàííîé (âûñîêîé) âåðîÿòíîñòüþ. Ýòîò ïîäõîä
íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì îöåíèâàíèåì, à (θ−(X⃗); θ+(X⃗)) íàçûâàåòñÿ
äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.

Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), ïðè÷åì ïàðàìåòð θ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâà Θ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Áó-
äåì íàçûâàòü ñòàòèñòèêîé ëþáóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó âèäà T (X⃗), êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îò ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Îöåíêîé ïà-
ðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêà θ̃ = θ̃(X⃗), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Θ.

Îöåíêà θ̃ íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, åñëè äëÿ
ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíåíî

Eθ̃ = θ. (11.5)

Äîãîâîðèìñÿ óêàçûâàòü â îáîçíà÷åíèè ñòàòèñòèêè îáúåì âûáîðêè, åñëè
ýòî íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü: θ̃ = θ̃n.
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Îöåíêà θ̃n íàçûâàåòñÿ (ñèëüíî) ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåò-
ðà θ, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

θ̃n
ï. í.−→ θ, (11.6)

òî åñòü P{θ̃n → θ} = 1.
Ê ñëåäóþùåìó ïðèìåðó ìû áóäåì ÷àñòî âîçâðàùàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïðèìåð 11.2. (Çàäà÷à î ðàñïèñàíèè àâòîáóñîâ). Ïðèäÿ íà îñòàíîâêó,
ïàññàæèð ïûòàåòñÿ îöåíèòü äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ìåæäó àâòîáó-
ñàìè âûáðàííîãî èì ìàðøðóòà. Îí àíêåòèðóåò äðóãèõ ïàññàæèðîâ, îæè-
äàþùèõ ýòîò àâòîáóñ, è ó êàæäîãî èç n ïàññàæèðîâ âûÿñíÿåò âðåìÿ,
ïðîâåäåííîå èì íà îñòàíîâêå, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì âûáîðêó X1, . . . , Xn.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X1, . . . , Xn îáðàçóþò âûáîðêó èç ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ U[0; θ], ãäå θ > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð � èíòåðâàë âðåìå-
íè ìåæäó àâòîáóñàìè.

Ïåðâûé ïàññàæèð ïðåäëàãàåò äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà θ èñïîëüçîâàòü
âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ò. å. ïîëó÷èòü îöåíêó â âèäå θ̃1 = c1X.

Âòîðîé ïàññàæèð ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü ñàìîå áîëüøîå âðåìÿ
îæèäàíèÿ, ò. å. ïîëó÷èòü îöåíêó â âèäå θ̃2 = c2X(n).

Òðåòèé ïàññàæèð ïðåäëàãàåò ñëîæèòü ñàìîå áîëüøîå è ñàìîå ìà-
ëåíüêîå âðåìÿ îæèäàíèÿ: θ̃3 = X(n) +X(1).

Âû÷èñëèòü êîíñòàíòû c1, c2, îáåñïå÷èâàþùèå íåñìåùåííîñòü îöå-
íîê θ̃1, θ̃2. Ïðîâåðèòü íåñìåùåííîñòü îöåíêè θ̃3. Èññëåäîâàòü ñèëüíóþ
ñîñòîÿòåëüíîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ îöåíîê.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàòèñòèêè θ̃1:

Eθ̃1 = c1EX = c1EX1 = c1θ/2.

Óñëîâèå íåñìåùåííîñòè âûïîëíåíî, åñëè

Eθ̃1 = c1θ/2 = θ.

Îòñþäà ñ íåîáõîäèìîñòüþ c1 = 2. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïåðâóþ íåñìå-
ùåííóþ îöåíêó: θ̃1 = 2X. Åå ñèëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü ñëåäóåò èç óñèëåí-
íîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë: òàê êàê X → EX1 = θ/2 ï. í., òî θ̃1 = 2X → θ
ï. í. â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y(t) = 2t.

Èññëåäîâàíèå îöåíêè θ̃2 çíà÷èòåëüíî áîëåå òðóäîåìêî. Íàéäåì ðàñïðå-
äåëåíèå ñòàòèñòèêè X(n). Åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

FX(n)
(y) = P{X(n) < y} = P{max(X1, . . . , Xn) < y} =
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= P{
n∩

i=1

(Xi < y)} =

n∏
i=1

P(Xi < y) = Fn(y),

ãäå

F (y) =


0, åñëè y ≤ 0
y
θ , åñëè 0 < y ≤ θ,
1, åñëè y > θ.

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàêîíà U[0; θ]. Äèôôåðåíöèðóÿ FX(n)
(y), íàéäåì

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(n):

fX(n)
(y) = nFn−1(y)F ′(y) = nFn−1(y)f(y).

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ çàêîíà U[0; θ]
è åãî ïëîòíîñòü

f(y) =

{
1
θ , åñëè y ∈ (0, θ),
0, åñëè y /∈ [0, θ],

íàõîäèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ X(n):

fX(n)
(y) =

{
nyn−1

θn , åñëè y ∈ (0, θ),
0, åñëè y /∈ [0, θ].

(11.7)

Äëÿ ïðîâåðêè íåñìåùåííîñòè íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåí-
êè:

Eθθ̃ = EθX(n) =

θ∫
0

y
nyn−1

θn
dy =

n

n+ 1

yn+1

θn

∣∣∣∣∣
θ

0

=
n

n+ 1
θ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà θ̃2 = c2θ̃ = c2X(n) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé
äëÿ ïàðàìåòðà θ ïðè óñëîâèè c2nθ/(n + 1) = θ. Îòñþäà íàõîäèì c2 =

(n+ 1)/n. Ìû ïîëó÷èëè âòîðóþ íåñìåùåííóþ îöåíêó: θ̃2 = (n+ 1)X(n)/n.

Ïðîâåðèì ñèëüíóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü θ̃2. Ñîãëàñíî îòìå÷åííîìó ñâîé-
ñòâó ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå, ìàêñèìóì èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ íà èíòåðâàëå ïîëîæèòåëüíóþ
ïëîòíîñòü, ñõîäèòñÿ ï. í. ê ïðàâîìó êîíöó èíòåðâàëà:

X(n) → θ ï. í.

Òàê êàê (n + 1)/n → 1 êàê ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(x, y) = xy èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

θ̃2 = (n+ 1)/n ·X(n) → 1 · θ = θ ï. í.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñìåùåííîñòè òðåòüåé îöåíêè çàìåòèì, ÷òî ìèíè-
ìóì âûáîðêèX(1) ðàñïðåäåëåí ñèììåòðè÷íî ìàêñèìóìóX(n) îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû îòðåçêà θ/2, ò. å. äëÿ âñåõ t âûïîëíåíî

P{X(1) < t} = P{θ −X(n) < t}.

Îòñþäà
EX(1) = θ −EX(n) = θ/(n+ 1),

Eθθ̃3 = θ � îöåíêà íåñìåùåííàÿ.
Â ñèëó òîé æå ñèììåòðèè ïîëó÷àåì, ÷òî X(1) → 0 ï. í., è â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè g(x, y) = x+ y èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü θ̃3 → θ ï. í.

� 11.5. Îöåíêè ìåòîäîì ìîìåíòîâ

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè íàõîæäåíèÿ îöåíîê ÿâëÿþòñÿ
ìåòîä ìîìåíòîâ è ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ìåòîä ìîìåíòîâ (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)
Ïóñòü θ ∈ Θ - îäíîìåðíûé ïàðàìåòð, è g : R −→ R íåêîòîðàÿ

÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïî äàííîé âûáîðêå X⃗ = (X1, X2, ..., Xn) ìîæíî
ïîñòðîèòü âûáîðêó ⃗g(X) = (g(X1), g(X2), ..., g(Xn)). Îáîçíà÷èì

g(X) =
1

n

n∑
i=1

g(Xi)

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ýòîé âûáîðêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî íàéòè òåîðå-
òè÷åñêîå ñðåäíåå âûáîðêè ⃗g(X) :

mg(θ) = Eg(Xi).

Îïðåäåëåíèå 11.1. Îöåíêîé ìåòîäà ìîìåíòîâ (ÎÌÌ) íàçûâàåòñÿ
òàêîå çíà÷åíèå θ∗

g = θ∗
g(X), ïðè êîòîðîì òåîðåòè÷åñêîå ñðåäíåå âûáîðêè

g(X) ñîâïàäàåò ñ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì:

mg(θ∗
g) = g(X), (11.8)

òî åñòü ÎÌÌ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.8) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîãî θ∗

g.

Åñëè ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ mg(θ) íåïðåðûâíà è ñòðîãî
ìîíîòîííà, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ m−1

g , è ÎÌÌ èìååò âèä:

θ∗
g(X) = m−1

g (g(X)).
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Â êà÷åñòâå ôóíêöèè g ÷àùå âñåãî âûáèðàþò ñòåïåííûå ôóíêöèè:
g(x) = xk, ãäå k = 1, 2, ... . Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåòè÷åñêîå ñðåäíåå âûáîð-
êè ⃗g(X) ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêèì ìîìåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà,
íàïðèìåð, åñëè g(X) = x, òî mg(θ) = EXi = α1(θ); åñëè g(X) = x2, òî
mg(θ) = EX2

i = α2(θ), è ò.ä. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (11.8) äëÿ íàõîæäåíèÿ
ÎÌÌ ïðèîáðåòàåò âèä:

αk(θ∗) = Xk. (11.9)

Îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïî k-
òîìó ìîìåíòó è îáîçíà÷àåòñÿ θ∗

k

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ mg(θ) = Eg(X1) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìî-
íîòîííà, òî îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ θ∗

g(X) = m−1
g (g(X)) ñèëüíî ñîñòî-

ÿòåëüíà.

Ìåòîä ìîìåíòîâ (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé)

Ïóñòü X⃗ ⊂= Fθ, ãäå ïàðàìåòð θ ∈ Θ, ïîäëåæàùèé îöåíèâàíèþ, � ìíî-
ãîìåðíûé. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû äâóìåðíûé ñëó÷àé, òî åñòü θ =
(θ1, θ2). Òîãäà äëÿ îäíîçíà÷íîãî íàõîæäåíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ θ1, θ2 îä-
íîãî óðàâíåíèÿ (11.8) (èëè (11.9)) íåäîñòàòî÷íî. Îöåíêîé ìåòîäà ìîìåíòîâ
â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå (θ∗

1, θ∗
2) ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà:{

mg1(θ1, θ2) = g1(X),

mg2(θ1, θ2) = g2(X).
(11.10)

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé g1, g2 ìîæíî âûáðàòü, êàê è ðàíüøå, ñòåïåííûå
ôóíêöèè gi(x) = xk, ãäå k = 1, 2, ... . Òîãäà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11.10) ïî-
ëó÷àþòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðèðàâíèâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ âûáîðêè
X⃗ ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåòè÷åñêèì. Íàïðèìåð, ïðèðàâíèâàÿ ïåðâûå äâà
ìîìåíòà, ïîëó÷èì ñèñòåìó:{

α1(θ1, θ2) = X,

α2(θ1, θ2) = X2.
(11.11)

Êàê è ðàíüøå, âìåñòî âòîðûõ ìîìåíòîâ ìîæíî ïðèðàâíèâàòü äèñïåðñèè.

� 11.6. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 11.3. Ïî äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè x⃗ =
(3, 8, 6, 4, 6, 1, 5, 4, 9, 4) ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèþ âàðèàöèîííîãî ðÿäà,
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Ðèñ. 11.4: Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t).

ãðàôèêè ðåàëèçàöèé ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ãèñòîãðàì-
ìû. ×èñëî èíòåðâàëîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàììû âûáðàòü ïî ôîðìóëå
Ñòåäæåñà.

Ðåøåíèå. Ðåàëèçàöèþ âàðèàöèîííîãî ðÿäà îáðàçóåì èç ýëåìåíòîâ
äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè, ðàñïîëîæèâ èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

1, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 6, 8, 9. (11.12)

Îáúåì âûáîðêè n = 10. Ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñòðîèì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé ðåàëèçàöèè âàðèàöèîííîãî ðÿ-
äà: ýòî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ ñî ñêà÷êàìè â òî÷êàõ âàðèàöèîííîãî ðÿäà,
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 â ïðîìåæóòêå (−∞, 1] è èìåþùàÿ ñêà÷êè â òî÷-
êàõ x(i), ðàâíûå ÷àñòîòå ýëåìåíòà x(i). Íàïðèìåð, ñêà÷îê â òî÷êå x(1) = 1

ðàâåí 1
10 , ñêà÷îê â òî÷êå x(2) = 3 ðàâåí 1

10 è ò.ä. Ãðàôèê ðåàëèçàöèè
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ.11.4

Ðàñ÷èòàåì ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ ïî ôîðìóëå Ñòåäæåñà: K = [log2 10] +
1 = 3+1 = 4. Ðàçìàõ âûáîðêè ðàâåí 9−1 = 8, øàã ãèñòîãðàììû h = 8/4 =
2. Ðàçîáüåì îòðåçîê [1; 9] íà ïðîìåæóòêè äëèíû h = 2:

∆1 = [1; 3); ∆2 = [3; 5); ∆3 = [5; 7); ∆4 = [7; 9].
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×èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â èíòåðâàë ∆1, ðàâíî ν1 = 1. Àíà-
ëîãè÷íî íàõîäèì:

ν2 = 4; ν3 = 3; ν4 = 2.

Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f∗
n(t) =

νk

nh , t ∈ ∆k íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ
∆k, ñòðîèì ãèñòîãðàììó (ðèñ.11.5):

-

6
f∗
n(t)
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Ðèñ. 11.5: Ãèñòîãðàììà f∗
n(t).

Ïðèìåð 11.4. Ïóñòü X⃗ ⊂= Πλ, ãäå λ > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðà-
ìåòð. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà λ ïî à) ïåðâîìó è á) âòîðîìó ìîìåíòàì.

Ðåøåíèå. à) Òàê êàê äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà EXi = λ, òî λ∗
1

ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç ðàâåíñòâ (11.8) èëè (11.9): çàìåíÿÿ λ íà λ∗
1, à EXi íà

X, ïîëó÷àåì λ∗
1 = X.

á) Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåì âòîðîé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:

EX2
i = (EXi)

2 +DXi = λ + λ2.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ôóíêöèþ âòîðîìó âûáîðî÷íîìó ìîìåíòó è çàìåíÿÿ
λ íà λ∗

2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

λ∗
2 + (λ∗

2)
2 = X2,

èç êîòîðîãî íàõîäèì λ∗
2 :

λ∗
2 = −1

2
±
√

1

4
+X2.
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Òàê êàê λ∗
2 > 0, òî èç äâóõ ðåøåíèé âûáèðàåì îäíî � ïîëîæèòåëüíîå, è

ÎÌÌ èìååò âèä:

λ∗
2(X) = −1

2
+

√
1

4
+X2.

Çàìå÷àíèå 11.1. Èç äâóõ íàéäåííûõ îöåíîê λ∗
1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ïðåäïî÷òèòåëüíåé. Âî-ïåðâûõ, îíà íåñìåùåííàÿ, òàê êàê

Eλλ∗
1 = Eλ

1

n

n∑
i=1

Xi =
1

n

n∑
i=1

EλXi =
1

n
nλ = λ;

âî-âòîðûõ, îíà ñîñòîÿòåëüíàÿ â ñèëó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë
(ÓÇÁ×).

Â òî æå âðåìÿ, îöåíêà λ∗
2 ìåíåå óäîáíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ, õîòÿ

îíà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé (ïðîâåðüòå, èñïîëüçóÿ ÓÇÁ×). Íàïðèìåð,
èññëåäîâàòü äëÿ íåå ñâîéñòâî íåñìåùåííîñòè � òåõíè÷åñêè òðóäíàÿ çà-
äà÷à.

Ïðèìåð 11.5. Ïóñòü X⃗ ⊂= U[θ1; θ2], ãäå −∞ < θ1 < θ2 < ∞ �
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Íàéòè ÎÌÌ.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ìîìåíòû ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêîâ ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

α1(θ1, θ2) = EXi =
θ1 + θ2

2
,

DXi =
(θ2 − θ1)

2

12
.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ òåîðåòè÷åñêèå è ýìïèðè÷å-
ñêèå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ:{

EX1 = X,

DX1 = S2,
⇐⇒

{
θ1+θ2

2 = X,
(θ2−θ1)

2

12 = S2,
⇐⇒

{
θ1 + θ2 = 2X,

θ2 − θ1 =
√
12S.

Ðåøàÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ θ1, θ2 (âû÷èòàÿ è
ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû), ïîëó÷èì îöåíêè ÌÌ:

θ∗
1 = X −

√
3S, θ∗

2 = X +
√
3S.
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� 11.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

11.1 Ïî äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè x = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1):
à) ïîñòðîèòü ãðàôèêè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ãèñòî-

ãðàììû;
á) âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå ñðåäíåå è äèñïåðñèþ.

11.2 Ïðîâîäèëèñü îïûòû ñ áðîñàíèåì îäíîâðåìåííî 12 èãðàëüíûõ êîñòåé.
Íàáëþäàåìóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X ñ÷èòàëè ðàâíîé ÷èñëó êîñòåé, íà
êîòîðûõ âûïàëî íå áîëüøå òðåõ î÷êîâ. Ïóñòü νi - ÷èñëî îïûòîâ, â êîòîðûõ
íàáëþäàëîñü çíà÷åíèå X = i; i = 0, 1, ..., 12. Äàííûå äëÿ n = 4096 îïûòîâ
ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
νi 0 7 60 198 430 731 948 847 536 257 71 11 0

à) Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ñðàâíèòü åå ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè y =

ce−
x2

6 .
á) Âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå ñðåäíåå è äèñïåðñèþ.

11.3 Èçìåðåí ðîñò (â ñì) ñòóäåíòîâ îäíîé ó÷åá-
íîé ãðóïïû. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äàëè âûáîðêó
(171; 186; 164; 190; 158; 181; 176; 180; 174; 157; 176; 169; 164; 186).

à) Ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû.
á) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷íîé äèñïåð-

ñèè è âûáîðî÷íîãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ S. Íà îäíîì ãðàôèêå ñ ãèñòî-
ãðàììîé ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ ïàðàìåòðàìè
X, S2.
11.4 Ïàññàæèð ìàðøðóòíîãî òàêñè èçìåðèë 8 ðàç âðåìÿ îæèäàíèÿ òàêñè
è ïîëó÷èë ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (â ìèíóòàõ): 8; 4; 5; 4; 2; 15; 1;
6. Ó íåãî åñòü äâå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ãðàôèêà äâèæåíèÿ òàêñè: ëè-
áî ãðàôèê äâèæåíèÿ ñîáëþäàåòñÿ, è âðåìÿ îæèäàíèÿ èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; θ], ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ íå ñîáëþäàåòñÿ, è
âðåìÿ îæèäàíèÿ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

à) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ θ è λ, èñïîëüçîâàâ îöåíêè
θ̃2 = (n+ 1)X(n)/n è λ̃2 = n−1

nX
.

á) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî è
ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîä-
ñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.

â) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû è òåîðåòè÷å-
ñêèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíîâ, â
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êîòîðûå âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöå-
íîê.

ã) Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêàÿ
èç ãèïîòåç âûãëÿäèò áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.
11.5 Ïóñòü X⃗ ⊂= N(a,σ2). Âû÷èñëèòü EX, DX. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå
èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X?
11.6 Äàíà âûáîðêà X ⊂= Π(λ), λ > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïðîâåðèòü,
÷òî ñòàòèñòèêè

T1 = X, T2 =
1

n

n∑
i=1

I(Xi = k), T3 =
X1 +Xn

2

ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ λ, λk

k! e
−λ è λ.

ßâëÿþòñÿ ëè ýòè îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè?
11.7 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bp ñ
íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêè ïàðàìåòðà p:

a) ïî ïåðâîìó ìîìåíòó;
á) ïî âòîðîìó ìîìåíòó;
â) ïî ïðîèçâîëüíîìó k-ìó ìîìåíòó.
Ìîæíî ëè îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-ëèáî èç ïîñòðîåííûõ îöåíîê?

Èññëåäîâàòü èõ ñîñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü.
11.8 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bm,p ïî-
ñòðîèòü îöåíêè ìåòîäîì ìîìåíòîâ:

a) ïàðàìåòðà p ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó ìîìåíòó ïðè èçâåñòíîì m > 0;
á) ïàðàìåòðîâ p è m.
Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîñòðîåííûõ îöåíîê.

11.9 Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ > 0 ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîò-
íîñòüþ

fθ(t) =

{ θ
tθ+1 , t ≥ 1,
0, t < 1

ñóùåñòâóåò îöåíêà ïàðàìåòðà ïî ïåðâîìó ìîìåíòó? Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü
ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ìåòîäîì ìîìåíòîâ â ñëó÷àå, êîãäà îöåíêè ïî ïåðâî-
ìó ìîìåíòó íå ñóùåñòâóåò?
11.10 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ ïëîòíîñòüþ
fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà λ > 0 ìåòîäîì ìîìåí-
òîâ.
11.11 Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
α è σ2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü îöåíêè

à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;
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â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

11.12 Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, îöåíèòü ïàðàìåòð θ ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå

à) [−θ; θ], θ > 0; á) [θ; θ + 1].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

11.13 Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîìåíòîâ íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ðàâíî-
ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Áóäóò ëè îíè ñîñòîÿòåëüíûìè?
11.14 Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàçëè÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îò-
ðåçêå [0; θ]. Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè?
11.15 Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîìåíòîâ ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0,
åñëè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè èìååò ïëîòíîñòü

à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.

11.16 Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; 1],
0, t ̸∈ [0; 1].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìîìåíòîâ, èññëåäîâàòü åå íà
íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.
11.17 Ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà α > 0 ïî âûáîðêå èç
ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ fα(t) = αe−αt, t > 0. Áóäåò
ëè îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?
11.18 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè äâå ðàçëè÷íûå
îöåíêè ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

P{X1 = 1} = p/2, P{X1 = 2} = p/2, P{X1 = 3} = 1− p.
Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè?

110



Ãëàâà 12

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñðàâíåíèå îöåíîê

� 12.1. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå ëèáî àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ f(t, θ) = fXi

(t), ëèáî
äèñêðåòíî, ïðè ýòîì äëÿ ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå
îáîçíà÷åíèå: f(t, θ) = P(Xi = t). Ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé âûáîðêå X⃗, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Π(θ) = Π(X⃗, θ) =
n∏

i=1

f(Xi, θ). (12.1)

Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) íàçûâàåòñÿ òà-
êîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ = θ̂(X⃗), ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, òî åñòü

Π(X⃗, θ̂) = max
θ∈Θ

Π(X⃗, θ). (12.2)

Åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ θ ∈ Θ, òî
çíà÷åíèå θ = θ̂ äîëæíî áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Π′(θ) = 0, (12.3)

111



êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ, èëè ýêâèâàëåíòíîãî óðàâ-
íåíèÿ

d

dθ
lnΠ(θ) = 0 ⇐⇒

n∑
i=1

d

dθ
ln f(Xi, θ) = 0. (12.4)

-

6

θX(n)0

y = Π(θ,X)

Ðèñ. 12.1: Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ X⃗ ⊂= U[0,θ].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà, ïðåäïîëîæèâ
îïÿòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî θ = (θ1, θ2) - äâóìåðíûé ïàðàìåòð. Òîãäà äëÿ
íàõîæäåíèÿ ÎÌÏ íóæíî íàéòè òî÷êó θ̂ = (θ̂1, θ̂2) íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ Π(θ1, θ2). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, âìåñòî óðàâíåíèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ (12.3) èëè (12.4), íóæíî íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû
óðàâíåíèé: 

∂Π(θ1,θ2)
∂θ1

= 0,

∂Π(θ1,θ2)
∂θ2

= 0.

(12.5)

� 12.2. Ñðàâíåíèå îöåíîê:
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïîäõîä

Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ, è θ̃ = θ̃(X⃗) � êàêàÿ-íèáóäü îöåíêà ïàðà-
ìåòðà θ. Òàê êàê îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òî äàæå ñâîéñòâî
íåñìåùåííîñòè íå ãàðàíòèðóåò áëèçîñòü åå êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè θ̃(x⃗) ê
îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó. Åñëè îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, òî òàêàÿ
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áëèçîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, íî òîëüêî ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè n. Ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå âûáîðêè
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ¾ìåðîé áëèçîñòè¿ îöåíêè ê îöåíèâàåìîìó ïà-
ðàìåòðó ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà, èëè ñðåäíåå çíà÷å-
íèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ E(θ̃ − θ)2.

Èç äâóõ îöåíîê θ̃1 ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå, ÷åì θ̃2, åñëè ïðè âñåõ θ ∈ Θ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(θ̃1 − θ)2 ≤ E(θ̃2 − θ)2, (12.6)

à õîòÿ áû äëÿ îäíîãî θ íåðàâåíñòâî â (12.6) îêàçûâàåòñÿ ñòðîãèì.
Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà îöåíêè íå ìåíüøå åå äèñ-

ïåðñèè, è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê:

E(θ̃ − θ)2 =
(
E(θ̃ − θ)

)2
+D(θ̃ − θ) =

(
Eθ̃ − θ

)2
+Dθ̃ ≥ Dθ̃.

Åñëè θ̃ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ, òî åñòü Eθ̃ = θ, òî äëÿ íåå

E(θ̃ − θ)2 =
(
Eθ̃ − θ

)2
+Dθ̃ = Dθ̃.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ñðàâíåíèþ îöåíîê
íåëüçÿ íàéòè íàèëó÷øóþ â êëàññå âñåõ îöåíîê (â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò
íåñðàâíèìûå îöåíêè).

Òåîðåìà 12.1. Â íåâûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷å (òî åñòü
â ñèòóàöèè, êîãäà ïî âûáîðêå íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûé
ïàðàìåòð) íå ñóùåñòâóåò íàèëó÷øåé â êëàññå âñåõ îöåíîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèëó÷øàÿ â êëàññå âñåõ
îöåíîê ïàðàìåòðà θ îöåíêà θ̌. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äóðàöêóþ îöåíêó
θ̃d = θ0. Ýòà îöåíêà ðàâíÿåòñÿ êîíñòàíòå θ0 äëÿ ëþáûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé, òî åñòü íèêàê íå èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ âûáîðêîé.
Îäíàêî åñëè θ0 � âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, òî íåëüçÿ èñêëþ÷èòü
ñèòóàöèè, êîãäà θ = θ0 (äóðàöêàÿ îöåíêà ìîæåò îêàçàòüñÿ íàèáîëåå âåð-
íîé, åñëè ïðàâèëüíî óãàäûâàåò çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà). Â ýòîì
ñëó÷àå êâàäðàòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ýòîé îöåíêè ðàâíà 0:

E(θ̃d − θ)2 = E(θ0 − θ0)
2 = 0.

Íî åñëè îöåíêà θ̌ íå õóæå, ÷åì θ̃d, òî åå êâàäðàòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà
âñåãäà íå áîëüøå, ÷åì êâàäðàòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà îöåíêè θ̃d äëÿ ëþáîãî
θ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè θ = θ0 ïîëó÷àåì:

E(θ̌ − θ0)
2 ≤ E(θ0 − θ0)

2 = 0.
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Îòñþäà E(θ̌ − θ0)
2 = 0, òî åñòü θ̌ = θ0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ýòî ïðîòè-

âîðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷è � ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ïî âûáîðêå íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Èòàê, íå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íàèëó÷øåé â êëàññå âñåõ îöåíîê. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ñðàâíèâàòü ïîëó÷àåìûå îöåí-
êè ñ âûðîæäåííûìè îöåíêàìè (ðàññìîòðåííûìè â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû), íóæíî îãðàíè÷èòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê. Êàê ïðàâè-
ëî, ñðàâíèâàþò òîëüêî íåñìåùåííûå îöåíêè. Ñðåäè íåñìåùåííûõ îöåíîê
íàèëó÷øàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Åå íàçûâàþò ýôôåêòèâíîé îöåíêîé. Ýôôåêòèâíàÿ
îöåíêà èìååò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ èç âñåõ íåñìåùåííûõ îöåíîê.

Ê ñîæàëåíèþ, òàêîå îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîé îöåíêè íåïðèãîäíî äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ, òàê êàê äëÿ ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè îäíîé
îöåíêè òðåáóåòñÿ ñðàâíèâàòü äèñïåðñèè âñåõ îöåíîê âñåõ íåñìåùåííûõ îöå-
íîê. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî èìåòü êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðÿòü îïòè-
ìàëüíîñòü îöåíêè íà îñíîâàíèè õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ òîëüêî ýòîé
îöåíêè. Îäèí èç òàêèõ êðèòåðèåâ îñíîâàí íà íåðàâåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà,
êîòîðîå ñôîðìóëèðîâàíî íèæå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òî÷íîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (t, θ) ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååò
ïëîòíîñòü èëè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìû, êàê è ïðåæäå, îáîçíà÷à-
åì îäèíàêîâî: f(t, θ)). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, θ) óäî-
âëåòâîðÿåò íåêîòîðûì àíàëèòè÷åñêèì óñëîâèÿì, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü
óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè (óñëîâèÿ (R)), è ñóòü êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ â
âîçìîæíîñòè ìåíÿòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî θ è èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî x⃗ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ Π(x⃗, θ), ñîîòâåòñòâóþùåé f(t, θ). Òî÷íàÿ
ôîðìóëèðîâêà ýòèõ óñëîâèé äîâîëüíî ñëîæíà, ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà óñëîâèå èç [1], äîñòàòî÷íîå äëÿ (R): ôóíêöèÿ

√
f(t, θ) äèôôåðåíöè-

ðóåìà ïî θ ∈ Θ, è ôóíêöèÿ i(θ), íàçûâàåìàÿ èíôîðìàöèåé ïî Ôèøåðó è
îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

i(θ) = E

(
∂ ln f(Xi, θ)

∂θ

)2

, (12.7)

ñóùåñòâóåò, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà ïî θ äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.
Ïðèìåðîì ìîäåëè, äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè,

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü X⃗ ⊂= U[0; θ], θ > 0.

Òåîðåìà 12.2. (Íåðàâåíñòâî Ðàî-Êðàìåðà.)
Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Òîãäà äëÿ
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ëþáîé íåñìåùåííîé îöåíêè θ̃ ïàðàìåòðà θ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

Dθ̃ ≥ 1

ni(θ)
. (12.8)

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåñìåùåííîé îöåíêè θ̌ îêàæåòñÿ, ÷òî åå äèñïåðñèÿ
ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà Ðàî-Êðàìåðà (ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ
ýòîé îöåíêè â íåðàâåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî), òî îöåíêà
θ̌ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, òàê êàê äëÿ ëþáîé äðóãîé íåñìåùåííîé îöåíêè
θ̃ íåðàâåíñòâî (12.8) ïðîäîëæàåò âûïîëíÿòüñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, Dθ̃ ≥ Dθ̌
äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.

� 12.3. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 12.1. Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 11.4 íàéòè ÎÌÏ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà λ.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà Πλ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò
âèä:

f(t, λ) = P(Xi = t) = e−λ λt

t!
.

Èñêîìàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (12.3)
èëè (12.4). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî:

f(Xi, λ) = e−λ λXi

Xi!
, ln f(Xi, λ) = −λ +Xi ln λ − ln(Xi!),

d

dλ
ln f(Xi, λ) = −1 +

1

λ
Xi,

n∑
i=1

d

dλ
ln f(Xi, λ) = −n+

1

λ

n∑
i=1

Xi = −n+
1

λ
nX.

Òîãäà óðàâíåíèå (12.4) è åãî ðåøåíèå èìåþò âèä:

−n+
1

λ
nX = 0 ⇐⇒ λ = X.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ

d2

dλ2
lnΠ(λ) = − 1

λ2
nX < 0
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ïðè âñåõ λ, òàê êàê ïðè íàøåì ïðåäïîëîæåíèè X⃗ ⊂= Πλ âñå ýëåìåíòû
âûáîðêè X1, X2, ..., Xn, à çíà÷èò, è âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X, ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ åäèíèöà íåîòðèöàòåëüíû. Çíà÷èò, íàéäåííîå ðåøåíèå λ = X óðàâ-
íåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèé
Π(λ) è lnΠ(λ), à ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòèêà λ̂ = X ÿâëÿåòñÿ ÎÌÏ ïàðà-
ìåòðà λ.

Ïðèìåð 12.2. Ïóñòü X⃗ ⊂= U[0,θ], ãäå θ > 0. Íàéòè ÎÌÏ äëÿ ïàðà-
ìåòðà θ.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ âû-
áîðêå X⃗ èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U[0,θ]. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
çàêîíà U[0,θ] ïðè t = Xi ðàâíà:

f(Xi, θ) =
{

1
θ , åñëè Xi ∈ [0, θ],
0, åñëè Xi /∈ [0, θ] (12.9)

Òîãäà ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Π(θ) = Π(X⃗, θ) =
n∏

i=1

f(Xi, θ) =
{

1
θn , åñëè Xi ∈ [0, θ] äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., n;
0, èíà÷å.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùèõ ðàâíîñèëüíûõ ôîð-
ìàõ:

Π(θ) =

{
1

θn , åñëè max
1≤i≤n

Xi ≤ θ;

0, èíà÷å.
⇐⇒ Π(θ) =

{
1

θn , åñëè θ > X(n);
0, èíà÷å.

Ïîñëåäíåå çàäàíèå ôóíêöèè Π(θ) = Π(X⃗, θ) ïîçâîëÿåò ëåãêî èçîáðàçèòü
åå ãðàôèê (ñì. ðèñ. 12.1). Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèÿ Π(θ) äîñòèãàåò ïðè θ = X(n). Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä: θ̂(X⃗) = X(n).

Ïðèìåð 12.3. Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 11.5 íàéòè ÎÌÏ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà θ = (θ1, θ2).

Ðåøåíèå. Íàéäåì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ âû-
áîðêå X⃗ èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U[θ1,θ2]. Òàê êàê ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàêîíà U[θ1,θ2] ïðè t = Xi ðàâíà

f(Xi, θ) =
{

1
θ2−θ1

, åñëè Xi ∈ (θ1, θ2),

0, åñëè Xi /∈ [θ1, θ2],
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òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Π(θ1, θ2) =

n∏
i=1

p(Xi, θ) =
{ 1

(θ2−θ1)n
, åñëè âñåXi ∈ [θ1, θ2];

0, èíà÷å.

Èëè ïî-äðóãîìó:

Π(θ1, θ2) =

{ 1
(θ2−θ1)n

, åñëè θ2 ≥ X(n), θ1 ≤ X(1);

0, èíà÷å.
(12.10)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ îòëè÷íà îò
íóëÿ (áîëåå òîãî, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà) ëèøü ïðè çíà÷åíèÿõ (θ1, θ2), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì:

θ1 ≤ X(1) ≤ X(n) ≤ θ2.

Çíà÷èò, ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ Π(θ1, θ2) äîñòèãàåò ëèøü
ïðè òàêèõ (θ1, θ2). Îäíàêî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ (θ1, θ2) ðàçíîñòü (θ2 − θ1)
ïðèíèìàåò ñâîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå (X(n) −X(1)) ïðè θ2 = X(n),
θ1 = X(1). À çíà÷èò, â ñèëó (12.10), ôóíêöèÿ Π(θ1, θ2) ïðèíèìàåò ñâîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ (θ1, θ2), òî åñòü èñêîìàÿ ÎÌÏ
èìååò âèä: θ̂2 = X(n), θ̂1 = X(1).

Ïðèìåð 12.4. Ïóñòü X⃗ ⊂= U[0; θ], θ > 0. Ñðàâíèòü ñ ïîìîùüþ

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïîäõîäà îöåíêè ïàðàìåòðà θ : θ∗
1 = 2X è θ̂ = X(n).

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ñâîéñòâî íåñìåùåííîñòè îáåèõ îöåíîê.
Âû÷èñëÿåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùå-
ãî ïàðàãðàôà (ñì. ðåøåíèå ïðèìåðà 11.2):

Eθ∗
1 = E(2X) = 2EX = 2

θ
2
= θ, Eθ̂ = EX(n) =

n

n+ 1
θ.

Âèäèì, ÷òî èç äâóõ îöåíîê θ∗
1 = 2X ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, à θ̂ =

X(n) � ñìåùåííîé. ×òîáû âûÿñíèòü, êàêàÿ èç îöåíîê ëó÷øå, âû÷èñëèì
äëÿ êàæäîé êâàäðàòè÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó. Äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè îíà
ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé:

E(θ∗
1 − θ)2 = Dθ∗

1 = D(2X) = 4D
1

n

n∑
i=1

Xi = 4
1

n2

n∑
i=1

DθXi =

= 4
1

n2
nDθX1 =

4

n

θ2

12
=

θ2

3n
. (12.11)
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Ïðè âû÷èñëåíèè êâàäðàòè÷íîé õàðàêòåðèñòèêè îöåíêè θ̂n = X(n) ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéäåííóþ ïðè ðåøåíèè
ïðèìåðà 11.2.

E(X(n) − θ)2 = EX2
(n) − 2θEX(n) + θ2 =

θ∫
0

y2
nyn−1

θn
dy − 2θ

nθ
n+ 1

+ θ2 =

=
n

n+ 2
θ2 − 2n

n+ 1
θ2 + θ2 =

2θ2

(n+ 1)(n+ 2)
. (12.12)

Ñðàâíèâàÿ êâàäðàòè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, âû÷èñëåííûå â (12.11) è
(12.12), âèäèì, ÷òî

θ2

3n
≥ 2θ2

(n+ 1)(n+ 2)

äëÿ âñåõ θ > 0 è äëÿ âñåõ n ≥ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÌÏ θ̂ = X(n) ëó÷øå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, ÷åì

ÎÌÌ θ∗
1 = 2X.

Ïðèìåð 12.5. Èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ðàî-Êðàìåðà îï-
òèìàëüíîñòü îöåíêè X â ìîäåëÿõ:

à) X⃗ ⊂= E 1
θ
, θ > 0;

á) X⃗ ⊂= Πλ, λ > 0.

Ðåøåíèå. à) Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ îöåíêè, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà äèñ-
ïåðñèè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî DXi = θ2:

Dθ∗ = DX = D
1

n

n∑
i=1

Xi =
1

n2

n∑
i=1

DXi =
1

n2
nDX1 =

θ2

n
. (12.13)

Íàéäåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Ðàî-Êðàìåðà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè, äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî:

f(Xi, θ) =
1

θ
e−

Xi
θ ; ln f(Xi, θ) = − ln θ − Xi

θ
;

∂ ln f(Xi, θ)
∂θ

= −1

θ
+

Xi

θ2
;

i(θ) = E

(
∂ ln f(Xi, θ)

∂θ

)2

= E

(
−1

θ
+

Xi

θ2

)2

= E

(
Xi − θ

θ2

)2

=

=
1

θ4
E(Xi − θ)2 =

DXi

θ4
=

θ2

θ4
=

1

θ2
;
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1

ni(θ)
=

θ2

n
. (12.14)

Ñðàâíèâàÿ (12.13) è (12.14), âèäèì, ÷òî äëÿ îöåíêè θ∗ = X â íåðàâåíñòâå
Ðàî-Êðàìåðà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ýôôåêòèâíà.

á) Ïðåæäå âñåãî âñïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà Πλ ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ðàâíû EXi = λ, DXi = λ. Òîãäà
äèñïåðñèÿ íàøåé îöåíêè ðàâíà:

Dλ∗ = DX = D
1

n

n∑
i=1

Xi =
1

n2

n∑
i=1

DXi =
1

n2
nDX1 =

λ
n
. (12.15)

Àíàëîãè÷íî ïóíêòó à), âû÷èñëÿåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Ðàî-Êðàìåðà:

f(Xi, λ) = e−λ λXi

Xi!
; ln f(Xi, λ) = −λ+Xi ln λ−ln(Xi!);

∂ ln f(Xi, λ)
∂λ

= −1+
Xi

λ
;

i(λ) = E

(
∂ ln f(Xi, λ)

∂λ

)2

= E

(
Xi

λ
− 1

)2

= E

(
Xi − λ

λ

)2

=

=
1

λ2
E(Xi − λ)2 =

1

λ2
DXi =

1

λ
;

1

ni(λ)
=

λ
n
. (12.16)

Ñðàâíèâàÿ (12.15) è (12.16), âèäèì, ÷òî äëÿ îöåíêè λ∗ = X â íåðàâåíñòâå
Ðàî-Êðàìåðà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ýôôåêòèâíà.

� 12.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

12.1 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bp ñ
íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà p ìåòî-
äîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. (Óêàçàíèå: ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ â òî÷êó t äëÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè ðàâíà f(t, p) = pt(1 − p)1−t,
ãäå t ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1). Èññëåäîâàòü ñîñòîÿ-
òåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.
12.2 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bm,p ïî-
ñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p ïðè èçâåñòíîì
m > 0. Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü îöåíêè.
12.3 Ïî âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eα ïîñòðîèòü îöåíêó
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ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà α > 0. Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëü-
íîñòü îöåíêè.
12.4 Ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî âûáîðêå èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{ θ
tθ+1 , t ≥ 1,
0, t < 1

.

Äîêàçàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.
12.5 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ ïëîòíîñòüþ
fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà λ > 0 ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
12.6 Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α
è σ2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñòðîèòü îöåíêè

à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;
â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

12.7 Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îöåíèòü ïàðàìåòð θ
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå

à) [−θ; θ], θ > 0; á) [θ; θ + 1].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

12.8 Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîñòðîèòü îöåíêó
ïàðàìåòðà θ > 0, åñëè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè èìååò ïëîòíîñòü

à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.

12.9 Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; 1],
0, t ̸∈ [0; 1].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðâäîïîäîáèÿ,
èññëåäîâàòü åå íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.
12.10 Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

P{X1 = 1} = p/2, P{X1 = 2} = p/2, P{X1 = 3} = 1− p.
Áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?

12.11 Ïî ðåàëèçàöèè x⃗ = (4; 5; 2) âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà îòðåçêå [0; θ] íàéòè ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðà θ, ïðåäëîæåííûõ
â ïðèìåðå 11.2.
12.12 Ïî ðåàëèçàöèè x⃗ = (0; 2; 0; 3) âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
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ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 íàéòè ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðà λ ïî ïåðâîìó è
âòîðîìó ìîìåíòàì, è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
12.13 Ïî ðåàëèçàöèè x⃗ = (−2; 3; 4; −2; 1) âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [θ1; θ2] íàéòè ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ,
ïðåäëîæåííûõ â ïðèìåðå 11.5, è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èç
ïðèìåðà 12.4.
12.14 Äàíà âûáîðêà X⃗ ⊂= U[0,θ], θ > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ñðàâ-
íèòü, êàêàÿ èç îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðà θ ëó÷øå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì:
θ∗
1 = 2X, θ∗

2 = n+1
n X(n).

12.15 Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), ãäå θ = EθX1, DX1 < ∞. Ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà
θ∗
1 = X ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñðåäè âñåõ íåñìåùåí-
íûõ îöåíîê âèäà

θ∗ = C1X1 + C2X2 + · · ·+ CnXn, C1 + C2 + · · ·+ Cn = 1.

12.16 Èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ðàî-Êðàìåðà îïòèìàëüíîñòü
ÎÌÏ äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà â ìîäåëÿõ

à) X⃗ ⊂= Bp, 0 < p < 1;
á) X⃗ ⊂= Bm,p, 0 < p < 1, m � èçâåñòíî.
â) X⃗ ⊂= Nθ,1, −∞ < θ < ∞.
ã) X⃗ ⊂= N0,θ, 0 < θ < ∞.
ä) X⃗ ⊂= G1/θ, θ > 1.

12.17 Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
eθ−t, t ≥ θ,
0, t < θ.

Íàéòè îöåíêó äëÿ θ à) ìåòîäîì ìîìåíòîâ; á) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ. Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿ-
òåëüíûìè?
12.18 Âû÷èñëèòü ñìåùåíèÿ îöåíîê â çàäà÷å 12.17 è ïîëó÷èòü èñïðàâ-
ëåííûå íåñìåùåííûå îöåíêè.

121



Ãëàâà 13

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà â

ïàêåòå Excel

Ïàêåò ïðîãðàìì Microsoft Excel äëÿ ÎÑ Windows íå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçè-
ðîâàííûì ïàêåòîì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, íî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí è
ñíàáæåí íàáîðîì ôóíêöèé, äîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ çàäà÷.

� 13.1. Ïðèìåð ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà íà ïðèìåðå èñêóññòâåííî
ñãåíåðèðîâàííîé âûáîðêè.

Ïðèìåð 13.1. Ñãåíåðèðîâàòü ðåàëèçàöèþ âûáîðêè îáúåìà n = 30
ïî ôîðìóëå xi = 1−100 lnui, ãäå ui � ñëó÷àéíûå ÷èñëà � îáðàçóþò ðåàëè-
çàöèþ âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0; 1]. Ïîñòðîèòü ðåà-
ëèçàöèþ âàðèàöèîííîãî ðÿäà è ãèñòîãðàììû, âûáðàâ ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ
ïî ôîðìóëå Ñòåäæåñà. Âûäâèíóòü äâå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåçû î
ðàñïðåäåëåíèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Îöåíèòü ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé
ìåòîäîì ìîìåíòîâ (ïî ïåðâîìó è âòîðîìó ìîìåíòàì) è ìåòîäîì ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåàëèçàöèé îöåíîê
ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèè îöåíîê ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñäåëàòü âûâîä î
íàèáîëåå àäåêâàòíîé ìîäåëè.

Ðåøåíèå. Ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ âûáîðêè â ñòîëáèêå A ýëåêòðîííîé
òàáëèöû. Äëÿ ýòîãî â ÿ÷åéêó A1 ââåäåì ôîðìóëó

=1-LN(ÑË×ÈÑ())*100
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(çäåñü ÑË×ÈÑ() � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå îò 0 äî 1).

Ñêîïèðóåì ñîäåðæèìîå ÿ÷åéêè â ÿ÷åéêè A2-A30. Ñêîïèðóåì çíà÷åíèÿ
ñòîëáèêà A â òîò æå ñòîëáèê (äëÿ ýòîãî ùåëêíåì ïðàâîé êíîïêîé ìûøè ïî
áóêâå A è â âûïàäàþùåì ìåíþ âûáåðåì ñïåöèàëüíàÿ âñòàâêà ⇒ çíà÷åíèÿ.

Êîïèðîâàíèå çíà÷åíèé ôèêñèðóåò ðåàëèçàöèþ âûáîðêè, ñîõðàíÿÿ çíà-
÷åíèÿ îò ïîñëåäóþùåãî ïåðåñ÷åòà.

Âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòêîâ ïî ôîðìóëå Ñòåäæåñà: â ÿ÷åéêó
B1 ââåäåì ôîðìóëó

=ÖÅËÎÅ(LOG(30;2))+1

Â ÿ÷åéêàõ B2, B3, B4, B5 íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ, ðàçìàõ ðåàëèçàöèè âûáîðêè è äëèíó ïðîìåæóòêà:

ÿ÷åéêà ôîðìóëà
B2 =ÌÀÊÑ(A:A)
B3 =ÌÈÍ(A:A)
B4 =B2-B3
B5 =B4/B1

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèáàâëÿÿ äëèíó ïðîìåæóòêà ê ìèíèìàëüíîìó çíà-
÷åíèþ, õðàíÿùåìóñÿ â ÿ÷åéêå A1, ïîëó÷àåì â ñòîëáèêå C ïðàâûå ãðàíèöû
ïðîìåæóòêîâ: 61,5; 117; 173; 229; 284 (îêðóãëåííî). Îòìåòèì, ÷òî çäåñü
íàäî ñïåöèàëüíî ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû ïîïàëè ëåâåå
ñàìîé ïðàâîé ãðàíèöû ïðîìåæóòêà, äëÿ ýòîãî ïðèáàâèì ê ñàìîé ïðàâîé
ãðàíèöå 1, ïîëó÷èâ 285 âìåñòî 284.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, ïîïàâøèõ â êàæäûé èç ïðîìåæóò-
êîâ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé ×ÀÑÒÎÒÀ. Ââåäåì â ÿ÷åéêó D1 ôîð-
ìóëó

=×ÀÑÒÎÒÀ(A1:A30;C1:C5)

Çàòåì âûäåëèì ÿ÷åéêè D1:D5, íàæìåì êëàâèøó F2 è ââåäåì ôîðìóëó êàê
ôîðìóëó ìàññèâà, íàæàâ êëàâèøè CTRL+SHIFT+ENTER.

Â ñòîëáèêå F ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ãèñòîãðàììû, ðàçäåëèâ çíà÷åíèÿ ñòîë-
áèêà D íà n = 30 è íà äëèíó ïðîìåæóòêà, õðàíÿùóþñÿ â ÿ÷åéêå B5. Ïî-
ñòðîèì ãèñòîãðàììó ïî ñòîëáèêó F ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè äèàãðàììà (ñì.
ðèñ. 13.1).

Ïî âèäó ãèñòîãðàììû íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü, êàêèå ãèïîòåçû î ðàñ-
ïðåäåëåíèè âûáîðêè ñëåäóåò âûäâèíóòü. Âñïîìíèì, êàê âûãëÿäÿò ãðà-
ôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷åííûõ íàìè äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-
ìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé: ðàâíîìåðíîãî, ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî, Ïàðåòî,
íîðìàëüíîãî.
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Ðèñ. 13.1: Òàáëèöà Excel è ãèñòîãðàììà âûáîðî÷íûõ äàííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ñäâèíóòîå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ðàñïðå-
äåëåíèå Ïàðåòî èìåþò ïëîòíîñòè, ïîõîæèå íà ïîëó÷åííóþ ãèñòîãðàììó
(ðèñ. 13.2). Íà ðèñóíêå ñëåâà èçîáðàæåí ãðàôèê ïëîòíîñòè ñäâèíóòîãî ïî-

124



êàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñïðàâà � ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî. Íàïîìíèì,
÷òî ôîðìóëû äëÿ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

fα,θ(t) =

{
αe−α(t−θ), åñëè t ≥ θ;
0 èíà÷å;

fγ,h(t) =

{
γhγt−(γ+1), åñëè t ≥ h;
0 èíà÷å.

Ðèñ. 13.2: Ïëîòíîñòè ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
è ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî

Ó ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòð α ïîëîæèòåëü-
íûé, à ïàðàìåòð θ � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ó ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî
îáà ïàðàìåòðà γ è h ïîëîæèòåëüíû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ èìåþò âèä

Fα,θ(t) =

{
1− e−α(t−θ), åñëè t ≥ θ;
0 èíà÷å;

Fγ,h(t) =

{
1− hγt−γ , åñëè t ≥ h;
0 èíà÷å.

Ïîñòðîèì îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî ïåðâîìó è âòîðîìó ìîìåíòàì. Äëÿ
ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòû âûáîðêè Xi ðàâíû
Xi = θ+Yi, ãäå Yi îáðàçóþò âûáîðêó èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì α, à θ � ïàðàìåòð ñäâèãà. Êàê èçâåñòíî, EYi = 1/α, DYi = 1/α2.
Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé {

EXi = θ + 1/α,
DXi = 1/α2.

Âûðàçèì ïàðàìåòðû:{
α = (DXi)

−1/2,
θ = EXi − (DXi)

1/2.

Çàìåíèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ íà âûáîðî÷íîå ñðåä-
íåå X è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S2, à ïàðàìåòðû α è θ íà èõ îöåíêè α∗ è
θ∗. Ïîëó÷èì îöåíêè ïàðàìåòðîâ:{

α∗ = S−1,
θ∗ = X − S.

Íàéäåì ðåàëèçàöèè ýòèõ îöåíîê. Âûáîðî÷íîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíå-
íèå S � ýòî ôóíêöèÿ ÑÒÀÍÄÎÒÊËÎÍÏ, à âûáîðî÷íîå ñðåäíåå � ôóíêöèÿ
ÑÐÇÍÀ×. Âû÷èñëèì èõ çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêàõ G1 è G2, ââåäÿ òóäà ôóíêöèè
=ÑÒÀÍÄÎÒÊËÎÍÏ(A:A) è =ÑÐÇÍÀ×(A:A). Â ÿ÷åéêàõ H1 è H2 ïîëó÷èì ðåàëèçà-
öèè îöåíîê θ∗ è α∗. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, íàñêîëüêî õîðîøè îöåíêè ìå-
òîäîì ìîìåíòîâ, ïîñòðîèì ãðàôèêè ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (t,α∗, θ∗) è ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F ∗

n(t). Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè dt ïåðåìåííîé
t, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òîáû dt áûëî öåëîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 10, è ìíîæåñòâî âû-
áîðî÷íûõ çíà÷åíèé äåëèëîñü íå ìåíåå ÷åì íà 100 èíòåðâàëîâ. Îáîçíà÷èâ
÷åðåç R = X(n) −X(1) ðàçìàõ âûáîðêè, ïîëó÷àåì:

R/100 ≥ dt, dt = 10k, dt ≤ 10lgR−2.

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå dt íàèáîëüøåå èç òàêèõ ÷èñåë, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

dt = 10[lgR]−2,
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ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ïðèìåðå ðàçìàõ âûáîðêè ðàâåí 279, ïîëó÷àåì
[lg 279] = 2, è dt = 1. Íàéäåì çíà÷åíèÿ îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî ôîðìóëå

=ÅÑËÈ(ÑÒÐÎÊÀ()<H$1;0;1-EXP(-H$2*(ÑÒÐÎÊÀ()-H$1)))

è ñêîïèðóåì ýòó ôîðìóëó â ÿ÷åéêè I1:I285.

Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òåõ æå òî÷-
êàõ. Äëÿ ýòîãî ñîçäàäèì âñïîìîãàòåëüíûé ñòîëáèê M, ñîäåðæàùèé ãðàíè-
öû ïðîìåæóòêîâ äèñêðåòèçàöèè, ñêîïèðîâàâ ôóíêöèþ =ÑÒÐÎÊÀ() â ÿ÷åéêè
M1:M285. Ïîòîì ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ âûáîðêè ïîïàëî â êàæäûé
èç ïðîìåæóòêîâ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé ×ÀÑÒÎÒÀ. Ââåäåì â
ÿ÷åéêó P1 ôîðìóëó

=×ÀÑÒÎÒÀ(A1:A30;M1:M285)

Çàòåì âûäåëèì ÿ÷åéêè P1:P285, íàæìåì êëàâèøó F2 è ââåäåì ôîðìóëó
êàê ôîðìóëó ìàññèâà, íàæàâ êëàâèøè CTRL+SHIFT+ENTER. Òåïåðü ïîëó-
÷èì çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ñòîëáèêå J, ââåäÿ â
ïåðâóþ ÿ÷åéêó ôîðìóëó

=ÑÓÌÌ(P$1:P1)/30

è ñêîïèðîâàâ åå â îñòàëüíûå ÿ÷åéêè. Çäåñü 30 = n � îáúåì âûáîðêè.

Ïîñòðîèì äèàãðàììó ïî ñòîëáèêàì I è J (ðèñ. 13.3).
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Ðèñ. 13.3: Îöåíêà ôóíêöèè ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ìåòîäîì ìîìåíòîâ.

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
α è θ ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ

fα,θ(t) =

{
αe−α(t−θ), åñëè t ≥ θ;
0 èíà÷å;

íåïðåðûâíà ïî ïàðàìåòðó α > 0 è ðàçðûâíà ïî ïàðàìåòðó θ. Ñíà÷àëà
íàéäåì îöåíêó ïàðàìåòðà θ íåïîñðåäñòâåííî îòûñêàíèåì òî÷êè ìàêñèìóìà
ôóíêöèè ïðàâäîïîáîáèÿ. Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà

Π(X⃗,α, θ) =
{ ∏n

i=1(αe
−α(Xi−θ)), åñëè âñå Xi ≥ θ;

0 èíà÷å;

èëè

Π(X⃗,α, θ) =
{

αne−α(
∑n

i=1 Xi−nθ), åñëè θ ≤ min{Xi};
0 èíà÷å.
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Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ îò ïàðàìåòðà θ èçîáðàæåíà íà
ðèñ 13.4. Åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå θ̂ = min{Xi}, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ.

Ðèñ. 13.4: Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ îò ïàðàìåòðà θ.

Íàéäåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà α. Äëÿ ýòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèì

ln f(t,α, θ) = lnα − α(t− θ)

ïðè t ≥ θ;
∂

∂α
ln f(t,α, θ) =

1

α
− (t− θ)
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ïðè t ≥ θ;

∂

∂α
lnΠ(X⃗,α, θ) =

n∑
i=1

∂

∂α
ln f(Xi,α, θ) =

n∑
i=1

(
1

α
− (Xi − θ)

)
,

åñëè âñå Xi ≥ θ. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà
α:

n∑
i=1

(
1

α
− (Xi − θ)

)
= 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

α =
n∑n

i=1 Xi − nθ
=

1

X − θ
.

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí, çàìåíèì åãî íà îöåíêó ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂ = min{Xi} è ïîëó÷èì

α̂ =
1

X −min{Xi}
.

Óñëîâèå Xi ≥ θ̂ îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì àâòîìàòè÷åñêè.

Íàéäåì ðåàëèçàöèè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è ïîñòðîèì
ãðàôèêè ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F (t, α̂, θ̂) (êàê äëÿ îöåíîê ìåòîäîì ìîìåíòîâ) è ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗

n(t). Ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 13.5.
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Ðèñ. 13.5: Îöåíêà ôóíêöèè ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ ðèñ. 13.3, âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îöåíîê ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî ïðèáëèçèòü ýìïèðè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñòðîèì îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ïî ïåðâîìó è âòî-
ðîìó ìîìåíòàì. Âñïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé

fγ,h(t) =

{
γhγt−(γ+1), åñëè t ≥ h;
0 èíà÷å.

Âû÷èñëèì EXi è EX2
i :

EXi =

∫ ∞

−∞
tfγ,h(t)dt =

∫ ∞

h

tγhγt−(γ+1)dt =

= γhγ
∫ ∞

h

t−γdt = γhγ t−γ+1

−γ + 1
|∞h =

γhγh−γ+1

γ − 1
=

γh
γ − 1

,
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åñëè γ > 1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùåñòâóåò).
Àíàëîãè÷íî

EX2
i =

∫ ∞

−∞
t2fγ,h(t)dt =

∫ ∞

h

t2γhγt−(γ+1)dt =

= γhγ
∫ ∞

h

t−γ+1dt = γhγ t−γ+2

−γ + 2
|∞h =

γhγh−γ+2

γ − 2
=

γh2

γ − 2
,

åñëè γ > 2 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âòîðîé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò).
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

EXi =
γh2

γ−2 ,

EX2
i = γh2

γ−2 .

Âûðàçèì ïàðàìåòðû:

h =
γ − 1

γ
EXi,

γ(γ − 1)2

γ2(γ − 2)
(EXi)

2 = EX2
i ,

(γ − 1)2(EXi)
2 = γ(γ − 2)EX2

i .

Ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

DXiγ2 − 2DXiγ − (EXi)
2 = 0.

Ðåøàÿ åãî è âûáèðàÿ ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì:

γ = 1 +

√
1 +

(EXi)2

DXi
.

Çàìåíèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ íà âûáîðî÷íîå ñðåä-
íåå X è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S2, à ïàðàìåòðû h è γ íà èõ îöåíêè h∗ è
γ∗. Ïîëó÷èì îöåíêè ïàðàìåòðîâ: γ∗ = 1 +

√
1 + (X)2

S2 ,

h = γ∗−1
γ∗ X.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ïàðàìåòðà γ âñåãäà íå ìåíüøå ÷èñëà 2, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò òðåáîâàíèþ ê ïàðàìåòðó, îáåñïå÷èâàþùåìó êîíå÷íîñòü âòîðîãî

132



ìîìåíòà. Íàéäåì ðåàëèçàöèè îöåíîê ïî âûáîðêå è ïîñòðîèì ãðàôèêè ðå-
àëèçàöèé ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (t, h∗, γ∗) ïî
ôîðìóëå

=ÅÑËÈ(ÑÒÐÎÊÀ() < R$1; 0; 1− (ÑÒÐÎÊÀ()/R$1)∧(−R$2))

è ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t). Ãðàôèê ïðèâåäåí íà

ðèñ. 13.6.

Ðèñ. 13.6: Îöåíêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî
ìåòîäîì ìîìåíòîâ.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
íåóäà÷íûì.

Ïîëó÷èì îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñíà÷àëà íàéäåì îöåíêó ïàðàìåòðà h íåïîñðåäñòâåííî îòûñêàíèåì òî÷-
êè ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîáîáèÿ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ôóíêöèþ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ

Π(X⃗, h, γ) =
{ ∏n

i=1(γh
γX

−(γ+1)
i ), åñëè âñå Xi ≥ θ;

0 èíà÷å.

133



Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ îò ïàðàìåòðà h èìååò òîò æå õà-
ðàêòåð, ÷òî è â ñëó÷àå ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñè-
ìîñòü îò ïàðàìåòðà θ. Îíà èçîáðàæåíà ñõåìàòè÷íî íà ðèñ. 13.4. Åå ìàê-
ñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ĥ = min{Xi}, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà h.

Íàéäåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà γ. Äëÿ ýòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèì

ln f(t, h, γ) = ln γ + γ lnh− (γ + 1) ln t

ïðè t ≥ h;
∂

∂γ
ln f(t, h, γ) =

1

γ
+ lnh− ln t

ïðè t ≥ h. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
ê íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà γ:

n∑
i=1

(
1

γ
+ lnh− lnXi

)
= 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

γ =
1

lnX − lnh
.

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð h íåèçâåñòåí, çàìåíèì åãî íà îöåíêó ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ĥ = min{Xi} (òàê æå ìû ïîñòóïàëè ïðè íàõîæäåíèè
îöåíîê äëÿ ñäâèíóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) è ïîëó÷èì

γ̂ =
1

lnX − ln(min{Xi})
.

Óñëîâèå Xi ≥ ĥ îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì àâòîìàòè÷åñêè.
Íàéäåì ðåàëèçàöèè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îòìåòèì,

÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âûáîðî÷íîãî óñðåäíåíèÿ ëîãàðèôìà lnX íóæíî ïðåä-
âàðèòåëüíî â îòäåëüíîì ñòîëáèêå âû÷èñëèòü ëîãàðèôìû âñåõ âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé, ñêîïèðîâàâ ôóíêöèþ =LN(A1), è çàòåì âû÷èñëèòü ñðåäíåå èç 30
çíà÷åíèé ëîãàðèôìîâ.

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (t, ĥ, γ̂) (êàê äëÿ îöåíîê ìåòîäîì ìîìåíòîâ) è ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗

n(t).
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Ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 13.7.

Ðèñ. 13.7

Àíàëèçèðóÿ ãðàôèê, âèäèì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî è îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå äàþò õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî áîëåå àäåêâàòíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñäâè-
íóòîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è ëó÷øèé ìåòîä îöåíèâàíèÿ åå ïà-
ðàìåòðîâ � ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ çäåñü ïîëó÷àþòñÿ ñìåùåííûìè, îäíàêî ìû íå áóäåì îáñóæ-
äàòü, êàê ìîæíî óìåíüøèòü ñìåùåíèå.
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� 13.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 13.1
Â òåêñòå çàäà÷è ÷åðåç � îáîçíà÷åí íîìåð ñòóäåíòà ïî ñïèñêó

ãðóïïû.

1. Äëÿ âûáîðêè X1, . . . , Xn èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0; θ]
ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòîâ íà îñíîâàíèè ïåð-
âîãî, âòîðîãî, �+2-ãî ìîìåíòà. Âû÷èñëèòü E(X1 + �)eX1/� è íà
ýòîì îñíîâàíèè ïîëó÷èòü îöåíêó ïàðàìåòðà θ ÷åðåç óñðåäíåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ïî âûáîðêå.

2. Äëÿ òîé æå âûáîðêè íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ïàðàìåòðà θ, âû÷èñëèòü åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è èñïðàâèòü
åå, ïîëó÷èâ íåñìåùåííóþ îöåíêó.

3. Ãåíåðèðîâàòü ðåàëèçàöèþ âûáîðêè îáúåìà n = 100+� èç ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0; θ], ïðèíÿâ θ = �.

4. Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âñåõ ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïîäñ÷èòàòü àáñî-
ëþòíûå ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ è ðàíæèðîâàòü îöåíêè ïî àáñîëþò-
íîé ïîãðåøíîñòè.

Çàäà÷à 13.2
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå, åñëè åå ëîãàðèôì ðàñïðåäåëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó.

1. Äëÿ âûáîðêè X1, . . . , Xn èç ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a, σ ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìåòîäîì
ìîìåíòîâ è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

2. Ãåíåðèðîâàòü ðåàëèçàöèþ âûáîðêè îáúåìà n = 100 ïî ôîðìóëå
U1U2U3/U4, ãäå U1, . . . , U4 � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûå íà [0; 1]. Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó, âûáðàâ ÷èñëî ïðîìå-
æóòêîâ ãðóïïèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå Ñòåäæåñà.

3. Ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âñåõ ïîëó÷åííûõ îöå-
íîê.

4. ∗ Íàéòè òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïîäñ÷èòàòü àáñîëþò-
íûå ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ è ðàíæèðîâàòü îöåíêè ïî àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè.
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Ãëàâà 14

Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå

� 14.1. Îïðåäåëåíèå äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ, èçâåñòíîãî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïàðàìåòðà: X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ. Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ñ
óðîâíåì äîâåðèÿ γ ( γ-äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì) äëÿ íåèçâåñòíîãî ïà-
ðàìåòðà θ íàçûâàþò ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (θ−; θ+) ⊂ Θ, ïîñòðîåííûé
ïî âûáîðêå, êîòîðûé íàêðûâàåò íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñ âåðîÿò-
íîñòüþ, ðàâíîé γ, èëè ïî êðàéíåé ìåðå ñòðåìÿùåéñÿ ê γ ñ ðîñòîì îáúåìà
âûáîðêè, òî åñòü

P{θ ∈ (θ−; θ+)} → γ (14.1)

ïðè n → ∞.

Â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî, äî-
âåðèòåëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

θ−, θ+ � ýòî îöåíêè ïàðàìåòðà θ, íàçûâàåìûå íèæíåé è âåðõíåé
äîâåðèòåëüíûìè ãðàíèöàìè. ×èñëî γ ∈ (0; 1) � óðîâåíü äîâåðèÿ, èëè
äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, � âûáèðàåòñÿ çàðàíåå è îòðàæàåò, êàê ñêàçàíî
â [7], ¾ñòåïåíü ãîòîâíîñòè ìèðèòüñÿ ñ âîçìîæíîñòüþ îøèáêè¿: ÷åì ìåíåå
ìû ãîòîâû ìèðèòüñÿ ñ âîçìîæíîé îøèáêîé, òåì áîëüøåå (áîëåå áëèçêîå ê
åäèíèöå) çíà÷åíèå γ äîëæíû óñòàíàâëèâàòü.
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� 14.2. Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ íîðìàëüíûì

Ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ñïåöèàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ñâÿçàííûõ ñ íîðìàëüíûì: ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò è ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà. Íàçâàíèå ¾ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà¿ ñâÿçàíî ñ èìåíåì àí-
ãëèéñêîãî ñòàòèñòèêà Ê. Ãîññåòà, êîòîðûé ïîäïèñûâàë ñâîè ðàáîòû ïñåâ-
äîíèìîì ¾Ñòüþäåíò¿.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Zn èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû, åñëè

Zn = X1
2 + . . .+Xn

2,

ãäå X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñòàíäàðòíûì íîð-
ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îòìåòèì, ÷òî ¾÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû¿ � ýòî
ïðîñòî òðàäèöèîííîå íàçâàíèå äëÿ ïàðàìåòðà n ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.
Ïàðàìåòð n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 ïî-
ëó÷àåì êâàäðàò îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì: Z1 = X2, ãäå X ⊂= N0, 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Zn ⊂= χ2
n.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.

Ñëåäñòâèå 14.1. Ïóñòü Zn ⊂= χ2
n. Òîãäà

1) EZn = n;
2) Zn/n → 1 ïî÷òè íàâåðíîå ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âî-ïåðâûõ,

EZ1 = EX2 = DX + (EX)2,

ãäå X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïîòîìó EX = 0,
DX = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

EZ1 = 1 + 02 = 1.

1) Ïî îïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò,

EZn = E(X1
2 + . . .+Xn

2) = EX1
2 + . . .+EXn

2 = nEX1
2 = n · 1 = n.

2) Òàê êàê Zn � ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ñïðàâåäëèâ çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà:

Zn/n =
X1

2 + . . .+Xn
2

n
→ EX1

2 = 1
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ïî÷òè íàâåðíîå ïðè n → ∞. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Yn èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû, åñëè

Yn =
X√
Zn/n

,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Zn íåçàâèñèìû, ïðè÷åì X èìååò ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à Zn èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû. Çäåñü, êàê è ó ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò, n � ýòî ïðîñòî
ïîëîæèòåëüíûé öåëûé ïàðàìåòð.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Yn ⊂= Tn.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà.

Ñëåäñòâèå 14.2. Ïóñòü Yn ⊂= Tn. Òîãäà

1) äëÿ ëþáîãî t âûïîëíåíî P{Yn < −t} = P{Yn > t}, òî åñòü ðàñïðå-
äåëåíèå Ñòüþäåíòà ñèììåòðè÷íî;

2) Yn → X ïî÷òè íàâåðíîå ïðè n → ∞, ãäå X èìååò ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ñèììåòðèÿ ñëåäóåò èç ñèììåòðèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:

P{Yn < −t} = P{X < −t
√

Zn/n} = P{X > t
√

Zn/n} = P{Yn > t}.

2) Ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå, íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè x/

√
y è èç ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò. Äîêà-

çàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

� 14.3. Òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ñèòóàöèåé, êîãäà âîçìîæíî ïîñòðîåíèå òî÷-
íûõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ: X⃗ ⊂= Na,σ2 , � êîãäà õîòÿ áû îäèí èç åãî ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòåí. Â
ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ
îöåíîê X è S2 ïàðàìåòðîâ a è σ2, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî è ñòðîÿòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîäåð-
æàòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîòîðóþ ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà 14.1. (Òåîðåìà Ôèøåðà) Ïóñòü X⃗ ⊂= Na,σ2 . Òîãäà âåðíû
ñëåäóþùèå 4 ôàêòà:

1)

√
n(X − a)

σ
⊂= N0,1.

2)

∑n
i=1(Xi − a)2

σ2
⊂= χ2

n.

3)
nS2

σ2
⊂= χ2

n−1.

4)

√
n− 1

(
X − a

)
S

⊂= Tn−1.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò ñðàçó æå èç ñâîéñòâ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âòîðîå � èç îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-
êâàäðàò ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî Xi−a

σ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Òðåòüå óòâåðæäåíèå � íåòðèâèàëüíûé ôàêò, ïðîêîììåí-
òèðîâàòü êîòîðûé ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñïîìíèì, ÷òî

nS2 =

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Åñëè âûáîðêà ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà X1, òî åñòü n = 1, òî

nS2

σ2
=

(X1 −X1)
2

σ2
= 0,

� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå, âûðîæäåííîå â òî÷êå íîëü,
êîòîðîå ìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèåì õè-êâàäðàò ñ íó-
ëåâûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Åñëè âûáîðêà ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ (X1; X2), òî åñòü n = 2, òî

nS2

σ2
=

(X1 − (X1 −X2)/2)
2 + (X2 − (X1 −X2)/2)

2

σ2
=

(X1 −X2)
2

2σ2
.

Îòìåòèì, ÷òî E(X1 − X2) = a − a = 0. Òàê êàê X1 è X2 íåçàâèñèìû,
òî D(X1 − X2) = DX1 + DX2 = 2σ2. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, X1 − X2 ⊂= N0,2σ2 , òî åñòü X1 − X2 =

√
2σX, ãäå X èìååò

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó

nS2

σ2
=

2σ2X2

2σ2
= X2 ⊂= χ2

1.
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ n ≥ 2 îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûì, è
ïðèâîäèòü åãî çäåñü ìû íå áóäåì.

×åòâåðòîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òðåòüåãî è îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Ñòüþäåíòà.

� 14.4. Àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èí-
òåðâàëû

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî÷íûé äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü. Ïîýòîìó ñòðîÿò àñèìïòîòè÷å-
ñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïðèìåíÿÿ öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðå-
ìó (òåîðåìà 10.4), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ R (t1 < t2)
âûïîëíåíî (10.2)

lim
n→∞

P

(
t1 ≤ nX − na

σ
√
n

< t2

)
= Φ(t2)− Φ(t1), n → ∞

òî åñòü öåíòðèðîâàííûå è íîðìèðîâàííûå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí nX =
X1 + . . .+Xn ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, èìåþùåé
ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çäåñü a = EX1, σ2 = DX1 � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Åñëè âûáðàòü t2 = −t1 = A è ïðèíÿòü äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü ðàâíûì
γ, òî

lim
n→∞

P

(
−A ≤ nX − na

σ
√
n

< A

)
= Φ(A)− Φ(−A) = 2Φ(A)− 1 = γ, n → ∞

îòêóäà ïîëó÷àåì
Φ(A) = (γ + 1)/2. (14.2)

Ïî çàäàííîìó γ ìîæíî íàéòè A ñ ïîìîùüþ òàáëèö íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èëè ïðîãðàììíûõ ïðèëîæåíèé. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ: åñëè Yn ñõîäèòñÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ê Y , à Zn ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê 1, òî èõ ïðîèçâåäåíèå
YnZn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê Y . Âûáåðåì

Yn =
nX − na

σ
√
n

=

√
n(X − a)

σ
, Zn =

σ
S
.
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Âñïîìíèì, ÷òî S =

√
X2 − (X)2 → σ ïî÷òè íàâåðíîå, è ïî ñâîéñòâó

ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå Zn → 1 ï. í. Ñëåäîâàòåëüíî,

YnZn =

√
n(X − a)

σ
· σ
S

=

√
n(X − a)

S

ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå, òî åñòü

lim
n→∞

P

(
−A ≤

√
n(X − a)

S
< A

)
= Φ(A)−Φ(−A) = 2Φ(A)−1 = γ, n → ∞,

(14.3)
ãäå êîíñòàíòà A âûáèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå 14.2.

×òîáû äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë
àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ γ, íóæíî äëÿ èññëåäóåìîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé íàéòè çàâèñèìîñòü EX1 = a = a(θ) è ïîäñòà-
âèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â 14.3, òî åñòü ðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà
θ äâîéíîå íåðàâåíñòâî

−A ≤
√
n(X − a(θ))

S
< A (14.4)

(äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ a(θ) áûëà íåïðåðûâíîé è ñòðîãî ìîíî-
òîííîé). Ïîëó÷èâøèåñÿ ãðàíèöû äâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç θ− è θ+.

� 14.5. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 14.1. Ïóñòü X⃗ ⊂= Na,σ2 , a ∈ R. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë (a−; a+) äëÿ ïàðàìåòðà a, ñ÷èòàÿ σ2 èçâåñòíûì. Âû÷èñ-
ëèòü ðåàëèçàöèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ óðîâíåì äîâåðèÿ γ = 0, 95,
ðàñïîëàãàÿ äàííûìè: n = 10, X = 2, 7, σ2 = 4.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èñïîëüçóåì
îöåíêó X, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé èçâåñòíî. Äëÿ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè γ íàéäåì òàêîå A > 0, ÷òî

γ = P

{∣∣∣∣√n
X − a

σ

∣∣∣∣ < A

}
= P

{
−σA√

n
< X − a <

σA√
n

}
. (14.5)

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî èñêàòü ε1 = − σA√
n
, ε2 = σA√

n
òàêèå, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
P
{
ε1 < X − a < ε2

}
= γ.
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Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê (14.5). Â ñèëó òåîðåìû 14.1, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(t) çàêîíà N0,1, è òîãäà óðàâíåíèå (14.5) ïðèîáðåòàåò
âèä:

2Φ(A)− 1 = γ ⇐⇒ Φ(A) =
1 + γ
2

, (14.6)

ãäå Φ(t) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå
ïðèëîæåíèÿ â êîíöå êíèãè. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå A = A 1+γ

2
, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå (14.6), ïðåäñòàâëÿåò êâàíòèëü óðîâíÿ 1+γ
2 ðàñïðåäåëåíèÿ N0,1.

Íàéäÿ åãî ïî òàáëèöå è ïîäñòàâèâ â (14.5), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

γ = P

{∣∣∣∣√n
X − a

σ

∣∣∣∣ < A 1+γ
2

}
= P

{
−A 1+γ

2
<

√
n
a−X

σ
< A 1+γ

2

}
⇐⇒

⇐⇒ γ = P

{
X − σ

A 1+γ
2√
n

< a < X + σ
A 1+γ

2√
n

}
, (14.7)

îòêóäà èñêîìûé γ-äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë:

(a−; a+) =

(
X − σ

A 1+γ
2√
n

, X + σ
A 1+γ

2√
n

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êîíêðåòíûå äàííûå èç óñëîâèÿ, âû÷èñëÿåì ðåàëèçà-
öèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà:

(a−; a+) ≈
(
2, 7− 2

1, 96√
10

, 2, 7 + 2
1, 96√
10

)
≈ (1, 46; 3, 94) ⇐⇒

⇐⇒ P(1, 46 < θ < 3, 94) = 0, 95.

Çàìå÷àíèå 14.1. Ïîñòðîåííûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë îêàçûâàåò-
ñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X è èìååò äëèíó
2A σ√

n
, ïðîïîðöèîíàëüíóþ çíà÷åíèþ A, êîòîðîå áûëî íàéäåíî èç óñëîâèÿ

(14.5).

Ïðèìåð 14.2. Ïóñòü X⃗ ⊂= Na,σ2 , ãäå a ∈ R, σ2 > 0 � äâà íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðà. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåò-
ðà σ2. Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ óðîâíåì äî-
âåðèÿ γ = 0, 9, ðàñïîëàãàÿ äàííûìè: n = 10, S2 = 4.

143



Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ëåììó Ôèøåðà, ïðîùå âñåãî ïîñòðîèòü òàê íà-
çûâàåìûé îäíîñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë. Äëÿ ýòîãî ïî çàäàííîé
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè γ = 0, 9 íàéäåì òàêîå B > 0, ÷òî

γ = P

{
nS2

σ2
> B

}
⇐⇒ P

{
nS2

σ2
≤ B

}
= 1− γ. (14.8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà nS2

σ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå
χ2
n−1, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èñêîìîå B åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êâàíòèëü

χ2
1−γ,n−1 ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ åå â (14.8) è ðàçðåøàÿ íåðàâåí-
ñòâî ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî σ2, íàõîäèì äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë:

γ = P

{
nS2

σ2
> χ2

1−γ,n−1

}
⇐⇒ γ = P

{
nS2

χ2
1−γ , n− 1

> σ2

}
⇐⇒

⇐⇒ (σ2
−; σ2

+) =

(
0,

nS2

χ2
1−γ,n−1

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ êîíêðåòíûå äàííûå, íàõîäèì ðåàëèçàöèþ äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà:

χ2
0.1,9 = 4, 17; (σ2

−; σ2
+) = (0; 8, 63).

×òîáû ïîñòðîèòü äâóñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, âìåñòî (14.8)
èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

γ = P

{
x1 <

nS2

σ2
< x2

}
⇐⇒ Pθ

{
nS2

x2
< σ2 <

nS2

x1

}
= γ, (14.9)

ãäå 0 < x1 < x2, óäîâëåòâîðÿþùèå (14.9), íàõîäèì ïî èçâåñòíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ χ2

n−1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû nS2

σ2 . Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à
íå èìååò åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ãðàôèêó ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

n−1, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ. 14.1, òî x1 < x2 ñëåäó-
åò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà âåðîÿòíîñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ
ïëîùàäÿìè çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòåé ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè, ðàâíÿëàñü
1− γ. ßñíî, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè.

×òîáû ñäåëàòü ðåøåíèå îäíîçíà÷íûì, âûáåðåì x1 < x2 òàê, ÷òîáû
êàæäàÿ èç çàøòðèõîâàííûõ ïëîùàäåé ðàâíÿëàñü 1−γ

2 , òîãäà íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî x1, x2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

n−1:

x1 = χ2
1−γ
2 ,n−1

, x2 = χ2
1+γ
2 ,n−1

.
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-

6

jj

y

0 x1 x2 x

γ2γ1

γ1 + γ2 = 1− γ

Ðèñ. 14.1: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
n−1

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (14.9), íàõîäèì èñêîìûé äâóñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë:

Pθ

 nS2

χ2
1+γ
2 ,n−1

< σ2 <
nS2

χ2
1−γ
2 ,n−1

 = γ ⇐⇒ (σ2
−; σ2

+) =

 nS2

χ2
1+γ
2 ,n−1

,
nS2

χ2
1−γ
2 ,n−1

 .

Íàõîäÿ ïî òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò χ2
1−γ
2 ,n−1

, χ2
1+γ
2 ,n−1

� êâàí-

òèëè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
n−1 äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé γ = 0, 9, n = 10, è

äàííûõ â óñëîâèè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé, íàõîäèì ðåàëèçàöèþ äîâåðèòåëü-
íîãî èíòåðâàëà:

χ2
1+0,9

2 ,9
= 16, 9; χ2

1−0,9
2 ,9

≈ 3, 325;

(σ2
−, σ2

+) = (2, 37; 12, 03).

Ïðèìåð 14.3. Ïóñòü X⃗ ⊂= Eα, α > 0. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷å-
ñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà α.

Ðåøåíèå. Òàê êàê äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì
α ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíÿåòñÿ EX1 = 1/α, òî ñîãëàñíî ôîðìóëå
14.4

−A ≤
√
n(X − 1/α)

S
< A.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàçèì

−AS√
n
≤ X − 1

α
<

AS√
n
;
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X − AS√
n
<

1

α
≤ X +

AS√
n
;

1

X − AS√
n

> α ≥ 1

X +
AS√
n

.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (α−; α+), ãäå

α− =
1

X +
AS√
n

, α+ =
1

X − AS√
n

,

à êîíñòàíòà A âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (14.2).

� 14.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

14.1 Ïóñòü X⃗ ⊂= N(θ1, θ2), θ1 ∈ R, θ2 > 0. Ïîñòðîèòü öåíòðàëüíûé äî-
âåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà θ1. Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèþ äîâå-
ðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ óðîâíåì γ = 0, 95, ðàñïîëàãàÿ äàííûìè: n=10,
X = 2, 7; S2 = 4. Ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåðà 14.1.
14.2 Ïóñòü X⃗ ⊂= N(a, θ), θ > 0, a- èçâåñòíî. Ïîñòðîèòü òî÷íûå äîâåðèòåëü-
íûå èíòåðâàëû (îäíîñòîðîííèé è öåíòðàëüíûé äâóõñòîðîííèé) íà îñíîâå
ñòàòèñòèêè S2

1 = 1
n

∑n
i=1(Xi−a)2. Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè ïîñòðîåííûõ èí-

òåðâàëîâ ñ óðîâíåì γ = 0, 9, ðàñïîëàãàÿ äàííûìè: n=10, S2
1 = 4. Ñðàâíèòü

ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåðà 14.2.
14.3 Ïóñòü X⃗ ⊂= K(θ), θ ∈ R. Ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé òî÷íûé äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà θ ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ (n=1).
14.4 X⃗ ⊂= B(p), 0 < p < 1. Ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûå äîâåðèòåëüíûå èí-
òåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðà p íà îñíîâå îöåíêè θ∗ = X:
à) ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà;
á) èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü îöåíêè.
14.5 X⃗ ⊂= (λ), λ > 0. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåð-
âàë äëÿ ïàðàìåòðà λ ñ ïîìîùüþ îöåíêè λ∗ = X.
14.6 Ïóñòü X⃗ ⊂= U(0, θ), ãäå θ > 0. Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê X X2 ïîñòðî-
èòü àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû (ñîîòâåòñòâåííî (θ−

1 , θ+
1 ) è

(θ−
2 , θ+

2 )) óðîâíÿ 1− ε è ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (θ−
2 , θ+

2 ) êîðî÷å
ñîîòâåòñòâóþùåãî (θ−

1 , θ+
1 ).
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Ãëàâà 15

Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ

ãèïîòåç

� 15.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû

Ïóñòü X⃗ = (X1, X2, ..., Xn) � âûáîðêà, X⃗ ⊂= F, ãäå F - ïîëíîñòüþ
èëè ÷àñòè÷íî íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îòäåëüíîãî íàáëþäåíèÿ Xi.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçîé áóäåì íàçûâàòü âñÿ-
êîå óòâåðæäåíèå î âèäå èëè ñâîéñòâàõ íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Ïðèìåð 15.1. Ïóñòü F � ïîëíîñòüþ íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ïðèìåðàìè ãèïîòåç ÿâëÿþòñÿ

H : F = F0, ãäå F0 � ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå;
H : F ∈ F̂0, ãäå F̂0 � ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé (íàïðèìåð, F̂0 =

Na,σ2 èëè F̂0 = Bp).
Â ýòèõ ïðèìåðàõ íàáëþäåíèÿ èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ èç íåêîòîðîãî

îäíî- èëè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà. Íî ìîãóò áûòü íåïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, F0 ∈ {F : EXi > 0} � êëàññ ðàñïðåäåëå-
íèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè.

Ïðèìåð 15.2. Ïóñòü F � ÷àñòè÷íî èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íà-
ïðèìåð, F ∈ U[a; b] (íàáëþäåíèÿ èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå). Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèìåðû ãèïîòåç:

H : a = 0, b = 1 (ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå íà [0; 1]);
H : a = 0 (ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå íà [0; b]);
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H : a < b− 1 (ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå äëèíû áîëåå 1).

Ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðå-
äåëåíèå F, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé. Â ïðèâå-
äåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ïðîñòûìè ÿâëÿþòñÿ ãèïîòåçû:

H : F = F0 è H : a = 0, b = 1 (ïîñëåäíÿÿ â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå íà [a; b]).

Îñòàëüíûå ãèïîòåçû ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà ãèïîòåç âñåãî äâå. Îäíó èç

íèõ íàçûâàþò îñíîâíîé, à äðóãóþ � àëüòåðíàòèâíîé, îáîçíà÷àÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî H0 è H1.

� 15.2. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè

Îïðåäåëåíèå 15.2. Ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì íàçûâàþò âñÿêîå
ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå íà îñíîâàíèè íàáëþäàåìîãî âûáîðî÷íîãî âåêòîðà
X⃗ ïðèíÿòü îäíó èç ãèïîòåç: îñíîâíóþ èëè àëüòåðíàòèâíóþ.

Ïðè ïðèìåíåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü îøèáêè
äâóõ ðîäîâ. Îøèáêà íóëåâîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòâåðãàåòñÿ âåðíàÿ
íóëåâàÿ ãèïîòåçà. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà � îòâåðãàåòñÿ âåðíàÿ ïåðâàÿ ãèïî-
òåçà. Âîîáùå îøèáêà i-ãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé
îòâåðãàåò âåðíóþ i-þ ãèïîòåçó.

ïðèíèìàåìàÿ âåðíà âåðíà
ãèïîòåçà ãèïîòåçà H0 ãèïîòåçà H1

H0 íåò îøèáêà
îøèáêè 1-ãî ðîäà

H1 îøèáêà íåò
0-ãî ðîäà îøèáêè

Êðèòåðèé õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê:

α0 = PH0(H0 îòâåðãàåòñÿ), α1 = PH1(H1 îòâåðãàåòñÿ).

Çäåñü íèæíèé èíäåêñ ó ñèìâîëà âåðîÿòíîñòè óêàçûâàåò, ïðè âûïîëíå-
íèè êàêîé ãèïîòåçû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü. Èç âñåâîçìîæíûõ êðè-
òåðèåâ íàäî âûáèðàòü òàêèå, ó êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïî âîçìîæíî-
ñòè ìàëû. Ê ñîæàëåíèþ, â íåâûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷å íå ñóùå-
ñòâóåò êðèòåðèÿ, äëÿ êîòîðîãî îáå âåðîÿòíîñòè îøèáîê ðàâíû íóëþ. Êàê
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ïðàâèëî, ÷åì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü îøèáêè íóëåâîãî ðîäà, òåì áîëüøå âå-
ðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 15.3. Ñòóäåíòû ãðóïïû À ñ÷èòàþò, ÷òî îíè èãðàþò â
øàõìàòû âäâîå ëó÷øå, ÷åì ñòóäåíòû ãðóïïû Â. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñòó-
äåíòû ãðóïïû Â ñ÷èòàþò, ÷òî îíè èãðàþò â øàõìàòû âòðîå ëó÷øå,
÷åì ñòóäåíòû ãðóïïû À. Äëÿ ðåøåíèÿ ñïîðà íàçíà÷àåòñÿ øàõìàòíûé
ìàò÷ ìåæäó ãðóïïàìè À è Â. Ñ êàæäîé ñòîðîíû ó÷àñòâóþò 3 ñòó-
äåíòà, âûáèðàåìûå ïî æðåáèþ. Ðåøåíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì ìíåíèå
ãðóïïû, âûèãðûâøåé ìàò÷, òî åñòü íàáðàâøåé íå ìåíåå 2 î÷êîâ â 3 ïàð-
òèÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè÷üèõ íåò. Íàéòè, â ÷åì ñîñòîÿò îøèáêè
íóëåâîãî è ïåðâîãî ðîäà. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ýòèõ îøèáîê.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíå-
íèþ ñòóäåíòîâ ãðóïïû À) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà êàæ-
äîãî ñòóäåíòà ãðóïïû À ó ñòóäåíòà ãðóïïû Â âäâîå áîëüøå âåðîÿòíîñòè
ïðîèãðûøà, òî åñòü âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ðàâíà 2/3. Ñîãëàñíî ïåðâîé
ãèïîòåçå (ìíåíèþ ñòóäåíòîâ ãðóïïû Â), âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà êàæäîãî
ñòóäåíòà ãðóïïû À âòðîå ìåíüøå âåðîÿòíîñòè ïðîèãðûøà, òî åñòü ðàâíÿ-
åòñÿ 1/4.

Èòàê, ïðîâîäÿòñÿ òðè èñïûòàíèÿ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïå-
õà p, ãèïîòåçà H0 : p = 2/3; ãèïîòåçà H1 : p = 1/4.

Êðèòåðèé (èñõîä ìàò÷à) ïðåäïèñûâàåò ïðèíÿòü ãèïîòåçó H0, åñëè ÷èñ-
ëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè ðàâíÿåòñÿ äâóì èëè òðåì, à â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðèíÿòü ãèïîòåçó H1.

Îøèáêà íóëåâîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðèòåðèé ïðåäïèñûâàåò ñ÷è-
òàòü âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ñòóäåíòà ïåðâîé ãðóïïû ðàâíîé 1/4 â òî âðåìÿ,
êàê îíà ðàâíÿåòñÿ 2/3. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà îïèñûâàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñèòóàöèþ: âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ñòóäåíòà ïåðâîé ãðóïïû ðàâíÿåòñÿ 1/4,
à êðèòåðèé ïðåäïèñûâàåò ñ÷èòàòü åå ðàâíîé 2/3.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê.
Âåðîÿòíîñòü îøèáêè íóëåâîãî ðîäà α0 � ýòî âåðîÿòíîñòü îòâåðãíóòü

âåðíóþ íóëåâóþ ãèïîòåçó, òî åñòü ïîëó÷èòü íîëü èëè îäèí óñïåõ â ñõåìå
Áåðíóëëè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò 3 èñïûòàíèÿ ñ p = 2/3 â êàæäîì. Âû÷èñ-
ëèì ýòó âåðîÿòíîñòü íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Áåðíóëëè:

α0 = PH0(H0 îòâåðãàåòñÿ) =

= C0
3 (2/3)

0(1/3)3 + C1
3 (2/3)

1(1/3)2 = 1/27 + 2/9 ≈ 0, 25.

149



Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α1 � ýòî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äâà
èëè òðè óñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò 3 èñïûòàíèÿ ñ
p = 1/4 â êàæäîì.

α1 = PH1(H1 îòâåðãàåòñÿ) =

= C2
3 (1/4)

2(3/4)1 + C3
3 (1/4)

3(3/4)0 = 9/64 + 1/64 ≈ 0, 15.

� 15.3. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé êàê ôóíêöèþ δ(X⃗) îò
âûáîðî÷íîãî âåêòîðà, ïðèíèìàþùóþ äâà çíà÷åíèÿ: H0 è H1. Íàèáîëåå
îáùèé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì.

Ïóñòü T = T (X⃗) - íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòêëîíå-
íèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ âûáîðêîé, îò òåîðåòè÷åñêèõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçå H0. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè-
ñòèêè T (X⃗) èçâåñòíî (òî÷íî èëè õîòÿ áû ïðèáëèæåííî), òî äëÿ ëþáîãî
α > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå ìíîæåñòâî Tα çíà÷åíèé T , äëÿ êîòîðîãî áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

P(T ∈ Tα/H0) ≤ α. (15.1)

Ïóñòü α > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ñîáûòèå, èìåþùåå âåðîÿòíîñòü, íå
ïðåâîñõîäÿùóþ α, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Òîãäà
ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(X⃗) =

{
H1, åñëè T (X⃗) ∈ Tα,

H0, åñëè T (X⃗) /∈ Tα.
(15.2)

Ýòî ïðàâèëî îñíîâàíî íà çäðàâîì ñìûñëå: îíî ïðåäïèñûâàåò îòâåðã-
íóòü ãèïîòåçó H0 (òî åñòü ïðèíÿòü H1), åñëè ïðîèñõîäèò ñîáûòèå
{T (X⃗) ∈ Tα}, êîòîðîå íå äîëæíî ïðîèçîéòè, áóäü ãèïîòåçà H0 ñïðà-
âåäëèâà. ×èñëî α > 0, êîòîðîå ôèãóðèðóåò â (15.1) - (15.2), íàçûâàåòñÿ
óðîâíåì êðèòåðèÿ, èëè óðîâíåì çíà÷èìîñòè, ñòàòèñòèêà T (X⃗) íàçûâà-
åòñÿ ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ, à ìíîæåñòâî Tα - êðèòè÷åñêèì ìíîæå-
ñòâîì.
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� 15.4. Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

Îò ñòàòèñòèêè T = T (X⃗) òðåáóþò ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:
1) ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H0 ñòàòèñòèêà T èìååò èçâåñòíîå ðàñïðå-

äåëåíèå èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê íåêîòîðîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå J ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì;

2) ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H1 ñòàòèñòèêà T ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå
ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êðèòåðèé óðîâíÿ α, çàäàþò êðèòè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî â âèäå

Tα = {T ≥ C},
ãäå C � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì

P{J ≥ C} = α,

òî åñòü FJ(C) = 1−α. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå êîíñòàíòû C âåðîÿòíîñòü
îøèáêè íóëåâîãî ðîäà α0 ëèáî ðàâíà óðîâíþ êðèòåðèÿ α (â ñëó÷àå, êîãäà
ñòàòèñòèêà T ïðè âåðíîé íóëåâîé ãèïîòåçå ðàñïðåäåëåíà â òî÷íîñòè êàê
J), ëèáî, ïî êðàéíåé ìåðå, ñõîäèòñÿ ê α ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè.

Ñõîäèìîñòü ñòàòèñòèêè T ïî÷òè íàâåðíîå ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè âûïîë-
íåííîé ïåðâîé ãèïîòåçå ãàðàíòèðóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü êðèòåðèÿ, òî åñòü
ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α1 ê íóëþ ñ ðîñòîì îáúåìà
âûáîðêè.

Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé âûáîðêè X⃗ ìîæíî íàéòè ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
óðîâíÿ α∗ = α∗(X⃗), ïðè êîòîðîì ãèïîòåçà H0 åùå ìîæåò áûòü ïðèíÿòà.
Òàêîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ (ðåàëüíî) äîñòèãàåìûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè.
Êàê ñêàçàíî â [10], α∗ ¾èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü õóäøåå ñîãëà-
ñèå ñ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçîé, ÷åì ðåàëüíî ïîëó÷åííîå, åñëè ãèïîòåçà H0

âåðíà¿. Ïîýòîìó ÷åì ìåíüøå α∗, òåì áîëåå ýòî ãîâîðèò ïðîòèâ ãèïîòåçû
H0.

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñòàòèñòèêè J :

α∗ = P{J ≥ T (X⃗)} = 1− FJ(T (X⃗)).

Â òåðìèíàõ äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü èìå-
åò âèä

Tα = {α∗ ≤ α},
òî åñòü íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå α â ñëó÷àå, êîãäà α∗ ≤ α.
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Êàæäûé êðèòåðèé ñîãëàñèÿ èñïîëüçóåò ñâîþ ñòàòèñòèêó, ïðåäíàçíà-
÷åííóþ äëÿ ðàçëè÷åíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû è àëüòåðíàòèâû è îáëàäàþùóþ
íóæíûìè ñâîéñòâàìè: ñõîäèìîñòüþ ê ôèêñèðîâàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè
âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû è ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè íàâåðíîå ê áåñêîíå÷-
íîñòè ïðè åå íåâûïîëíåíèè.

Â êà÷åñòâå âàæíûõ ïðèìåðîâ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ ðàññìîòðèì êðèòåðèè
Êîëìîãîðîâà è õè-êâàäðàò Ïèðñîíà.

� 15.5. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà è χ2

Ïèðñîíà

Ðàññìîòðèì âûáîðêó X⃗ ⊂= F îáúåìà n ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F è ïðîñòóþ ãèïîòåçó H0 : F = F0. Àëüòåðíàòèâíîé äëÿ H0

ÿâëÿåòñÿ ñëîæíàÿ ãèïîòåçà H1 : F ̸= F0.
Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F0(t) íåïðåðûâíà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Dn = D(F ∗
n , F0) = sup

−∞<t<∞
|F ∗

n(t)− F0(t)| = max
−∞<t<∞

|F ∗
n(t)− F0(t)|.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà âûáèðàåòñÿ ýòî ðàññòî-
ÿíèå, óìíîæåííîå íà

√
n, ãäå n � îáúåì âûáîðêè:

Tn =
√
nDn =

√
n max

−∞<t<∞
|F ∗

n(t)− F0(t)|.

À. Í. Êîëìîãîðîâ äîêàçàë ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòàòèñòèêè Tn:
1) åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî Tn ñ ðîñòîì n ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíå J ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåìîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîëìîãîðîâà:

FJ(t) = 1− 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2t2 ;

2) åñëè ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, òî Tn ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê +∞ ïðè
n → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ Êîëìîãî-
ðîâà ðàâåí

α∗ = 1− FJ(Tn) = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2T 2
n = 2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2nD2
n . (15.3)
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî ýòîé ôîðìóëå íóæíî áðàòü íå âñþ áåñêî-
íå÷íóþ ñóììó, à òîëüêî íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ, ïðè ýòîì îøèáêà âû÷èñëå-
íèé íå ïðåâîñõîäèò ïîñëåäíåãî îòáðîøåííîãî ñëàãàåìîãî. Êðèòåðèé Êîë-
ìîãîðîâà îòâåðãàåò ãèïîòåçó H0 íà óðîâíå α, åñëè α∗ ≤ α.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè Dn = Dn(X⃗) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Dn(X⃗) = max
1≤i≤n

max

(∣∣∣∣F (X(i))−
i

n

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣F (X(i))−
i− 1

n

∣∣∣∣) . (15.4)

Çäåñü X(i) � ýòî ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà, òî åñòü äëÿ ýòèõ âû-
÷èñëåíèé âûáîðêó ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ.

Åñëè ãèïîòåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé, òî êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà íåïðèìåíèì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ χ2-êðèòåðèåì Ïèðñîíà. Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ Ïèðñîíà ñòðî-
èòñÿ ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî ¾ãðóïïèðîâàíèÿ¿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Äëÿ
ýòîãî âñå ìíîæåñòâî S âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi ðàçáè-
âàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé:

S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sr, Si ∩ Sj = ∅, i ̸= j.

Îáîçíà÷èì νj � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè X⃗, ïîïàâøèõ â ìíîæåñòâî
Sj , à pj � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi â ìíîæåñòâî
Sj , âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ãèïîòåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F =
F0. Òîãäà â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ χ2 ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ
ïðåäëîæåííóþ Ïèðñîíîì ìåðó îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îò ïðåäïîëàãàåìîãî òåîðåòè÷åñêîãî:

χ2(X⃗) =
r∑

j=1

(νj − npj)
2

npj
. (15.5)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ðàñïðåäåëå-
íèå ñòàòèñòèêè χ2 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n, à ñòàëî áûòü, è ñòðîèòü
ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 15.1. Åñëè ãèïîòåçà H0 îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåò âåðîÿòíî-
ñòè p1, p2, . . . , pr, ãäå pj = P(Xi ∈ Sj), òî ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ãèïîòåçû

ñòàòèñòèêà χ2(X⃗) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2
r−1:

χ2 =⇒ χ2
r−1, n → ∞.

Ïðè íåâûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû ñòàòèñòèêà χ2(X⃗) ñõîäèòñÿ ïî-
÷òè íàâåðíîå ê +∞.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå χ2, èñïîëüçó-
åì ðàñïðåäåëåíèå χ2

r−1, è ïî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ χ2(X⃗) îòûñêèâàåì
äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

α∗ = 1− Fχ2
r−1

(χ2(X⃗))

ïî òàáëèöå 5 ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò èëè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïàêåòîâ. Â ïàêåòå Microsoft Excel äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

=ÕÈ2ÐÀÑÏ(ÿ÷åéêà;r-1) (15.6)

(â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè íàäî ïîäñòàâèòü àäðåñ ÿ÷åéêè, â êîòîðîé âû÷èñëåíà
ñòàòèñòèêà õè-êâàäðàò, à r − 1 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû).

Òîãäà êðèòåðèé Ïèðñîíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H0 ⇔ α∗ > α. (15.7)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ðàçáèåíèå
ïðîèçâîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå npj ≥ 10.
Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ íóæíî îáúåäèíèòü ñîñåäíèå ìíîæåñòâà Sj .
Âåðîÿòíîñòè pj íàäî âûáèðàòü ïî âîçìîæíîñòè ðàâíûìè.

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ ïðîâåðêè ñëîæíûõ ãèïîòåç
î ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ê íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåé-
ñòâó (íàïðèìåð, ê íîðìàëüíîìó). Ïðè ýòîì âìåñòî èçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòåé
pj ïîäñòàâëÿþò èõ îöåíêè p∗j , ïîëó÷åííûå ïóòåì îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ
ïàðìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè χ2(X⃗) óæå íå áóäåò ðàñïðåäåëåíèåì χ2

r−1, à áó-
äåò áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2

r−1−s, ãäå s� ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ
(s = 2 äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ). Áîëåå òî÷íî, ïðåäåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷åíà ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

r−1−s è
χ2
r−1.
Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α∗ çàêëþ÷åí ìåæäó 1−Fχ2

r−1
(χ2(X⃗))

è 1− Fχ2
r−1−s

(χ2(X⃗)), ãäå s � ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü â òî÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ

r−1−s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñëåäóåò îöåíèâàòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ìå-
òîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêå, íî ýòî
ïðèâîäèò, êàê ïðàâèëî, ê ñëîæíûì âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì.
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� 15.6. Ðåøåíèå òèïîâûõ ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 15.4. Âàðèàöèîííûé ðÿä âûáîðêè èìååò âèä
(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10). Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè íà îòðåçêå îò 0 äî 10 ñ ïîìîùüþ
êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà: íàéòè ðåàëèçàöèþ äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ çíà-
÷èìîñòè è ñäåëàòü âûâîä î ïðèíÿòèè ãèïîòåçû íà óðîâíÿõ 0,1 è
0,01.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì íà îäíîì ãðàôèêå ýìïèðè÷åñêóþ F ∗
n(t) è òåîðå-

òè÷åñêóþ F0(t) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ,

âûñîòà ñòóïåíüêè ðàâíà 1/10 â òî÷êàõ 1; . . . ; 10.
Òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî çàêîíà íà îòðåç-

êå îò 0 äî 10 ðàâíà

F0(t) =

 0, åñëè t ≤ 0,
t/10, åñëè 0 < t ≤ 10,
1, åñëè t > 10.

(15.8)

Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F0(t) íåïðåðûâíà, òî ìîæíî ïðèìå-
íÿòü êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà. Íàéäåì ïî ãðàôèêó çíà÷åíèå Dn � íàèáîëü-
øóþ ïî ìîäóëþ ðàçíîñòü ìåæäó ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòà ðàçíîñòü äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ ðàçðûâà ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàâíà 1/10. Âû÷èñëèì ðåàëèçàöèþ äîñòè-
ãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, âñïîìèíàÿ, ÷òî n = 10: ñîãëàñíî (15.3),

α∗ = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2nD2
n ≈

≈ 2e−0,2−2e−4·0,2+2e−9·0,2−2e−16·0,2+2e−25·0,2−2e−36·0,2+2e−49·0,2 ≈ 0, 99997.

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè îêàçàëñÿ áëèçêèì ê 1; ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíîñòè âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé. Ýòó ãèïîòåçó ñëåäîâàëî áû îòâåðãíóòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè îêàçàëñÿ áû áëèçêèì ê íóëþ.

Â ÷àñòíîñòè, â íàøåì ñëó÷àå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α∗ > 0, 1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ãèïîòåçà î ðàâíîìåðíîñòè ïðèíèìàåòñÿ íà óðîâíå 0,1. Òåì áîëåå
îíà áóäåò ïðèíèìàòüñÿ íà óðîâíå 0,01.
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Ïðèìåð 15.5. Ðåøèòü ïðèìåð 15.4 äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðêè
(10; 0; 0; 10; 10; 10; 0; 0; 0; 10).

Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èâ ðåàëèçàöèþ âûáîðêè ïî íåóáûâàíèþ, ïîëó÷èì
ðåàëèçàöèþ âàðèàöèîíîãî ðÿäà: (0; 0; 0; 0; 0; 10; 10; 10; 10; 10). Êàê è
â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîñòðîèì íà îäíîì ãðàôèêå ýìïèðè÷åñêóþ F ∗

n(t)
è òåîðåòè÷åñêóþ F0(t) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùå-
ãî ïðèìåðà, ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çäåñü èìååò âñåãî äâå
ñòóïåíüêè â òî÷êàõ 0 è 10, âûñîòîé ïî 5/10 = 0, 5. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàåòñÿ òîé æå ñàìîé è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (15.8).
Çíà÷åíèå Dn äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ ðàçðûâà ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è ðàâíÿåòñÿ 0, 5. Âû÷èñëèì ðåàëèçàöèþ äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè:

α∗ = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2nD2
n ≈ 2e−2·10·0,52 = 2e−5 ≈ 0, 0135.

Çäåñü ìû âçÿëè òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ñóììû, òàê êàê îñòàëüíûå ñëà-
ãàåìûå ãîðàçäî ìåíüøå.

Â ýòîì ïðèìåðå äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè îêàçàëñÿ áëèçêèì ê
0, ÷òî ãîâîðèò ïðîòèâ ãèïîòåçû H0. Â ÷àñòíîñòè, α∗ < 0, 1, òî åñòü ãèïîòåçà
îäíîðîäíîñòè îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå 0,1. Îäíàêî îíà ïðèíèìàåòñÿ íà áîëåå
íèçêîì óðîâíå 0,01, òàê êàê α∗ > 0, 01.

Ïðèìåð 15.6. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíîñòè íà îòðåçêå îò
0 äî 10 äëÿ âûáîðîê èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ
õè-êâàäðàò Ïèðñîíà: íàéòè ðåàëèçàöèè äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìî-
ñòè è ñäåëàòü âûâîäû î ïðèíÿòèè ãèïîòåçû íà óðîâíÿõ 0,1 è 0,01. ×èñëî
ïðîìåæóòêîâ ãðóïïèðîâàíèÿ âûáðàòü ïî ôîðìóëå Ñòåäæåñà.

Ðåøåíèå.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòåäæåñà (11.3), âû÷èñëÿåì öåëóþ ÷àñòü ëîãàðèôìà

ïî îñíîâàíèþ 2 îò îáúåìà âûáîðêè è ïðèáàâëÿåì åäèíèöó:

r = [log2 n] + 1 = [log2 10] + 1 = 3 + 1 = 4,

òàê êàê 23 = 8 < 10 < 24 = 16.
Èòàê, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé � îòðåçîê [0; 10]

� ñëåäóåò ðàçáèòü íà 4 ïðîìåæóòêà ðàâíîé äëèíû:

S1 = [0; 2, 5), S2 = [2, 5; 5), S3 = [5; 7, 5), S4 = [7, 5; 10].
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Ñîãëàñíî íóëåâîé ãèïîòåçå, ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå îò
0 äî 10. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ýëåìåíòà âûáîðêè
â îòðåçêè ðàâíîé äëèíû:

p1 = p2 = p3 = p4 = 1/4 = 0, 25.

Çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò Ïèðñîíà ðàçëè÷íû äëÿ ïðèìåðîâ 15.4
è 15.5:

1) Â ïðèìåðå 15.4 êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, ïîïàâøèõ â êàæäûé èç ïðî-
ìåæóòêîâ, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

ν1 = 2, ν2 = 2, ν3 = 3, ν4 = 3.

Âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó õè-êâàäðàò ñîãëàñíî ôîðìóëå (15.5):

χ2(X⃗) =
r∑

j=1

(νj − npj)
2

npj
=

=
(2− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
+
(2− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
+
(3− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
+
(3− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
= 0, 4.

Íàéäåì äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïî ôîðìóëå (15.6), èñïîëüçóÿ
ôóíêöèþ ÕÈ2ÐÀÑÏ è ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå 0,4 è ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû,
ðàâíîå r − 1 = 4− 1 = 3:

ÕÈ2ÐÀÑÏ(0,4;3) ≈ 0, 94.

Èòàê, çäåñü äîñòèãíóò óðîâåíü çíà÷èìîñòè 0,94, ÷òî íå äàåò îñíîâàíèé
îòâåðãàòü ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíîñòè íè íà óðîâíå 0, 1 < 0, 94, íè òåì áîëåå
íà óðîâíå 0,01.

2) Â ïðèìåðå 15.5 êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, ïîïàâøèõ â êàæäûé èç ïðî-
ìåæóòêîâ, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

ν1 = 5, ν2 = 0, ν3 = 0, ν4 = 5.

Êàê è â ïóíêòå (1), âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó õè-êâàäðàò è íàéäåì äîñòèã-
íóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

χ2(X⃗) =

r∑
j=1

(νj − npj)
2

npj
=

=
(5− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
+

(0− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
+

(5− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
+

(0− 10 · 0, 25)2

10 · 0, 25
= 10;
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ÕÈ2ÐÀÑÏ(10;3) ≈ 0, 0186.

Â ýòîì ïðèìåðå äîñòèãíóò íèçêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè 0,0186, ÷òî äàåò
îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíîñòè íà óðîâíå 0, 1 > 0, 0186, íî
íå íà óðîâíå 0,01.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ êðèòåðèè Êîëìîãîðîâà è
õè-êâàäðàò Ïèðñîíà äàþò ïîõîæèå ðåçóëüòàòû � äîñòèãíóòûå óðîâíè çíà-
÷èìîñòè äëÿ îáîèõ êðèòåðèåâ îêàçàëèñü äîâîëüíî áëèçêèìè. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ïðåäïîëàãàåò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, êðèòåðèé
Êîëìîãîðîâà íåïðèìåíèì, è ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî êðèòåðèåì õè-
êâàäðàò Ïèðñîíà.

Ïðèìåð 15.7. Ïðè 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû Áþôôîí ïîëó÷èë ν1 =
2048 âûïàäåíèé ãåðáà è ν2 = n− ν1 = 1992 âûïàäåíèé ðåøåòêè. Ñîãëà-
ñóåòñÿ ëè ýòî ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ìîíåòà ïðàâèëüíàÿ, ïðè óðîâíå
çíà÷èìîñòè α = 0, 1? Ñ êàêèì ïðåäåëüíûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè ìîæåò
áûòü ïðèíÿòà ýòà ãèïîòåçà?

Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñî ñòàòèñòè÷åñêîé ìî-
äåëüþ X⃗ ⊂= Bp, ãäå íåèçâåñòåí ïàðàìåòð p - âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà.
Ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà H0 : p = 0, 5. Ïîñêîëüêó âûáîðî÷íûå äàííûå óæå
ñãðóïïèðîâàíû ( ν1 = 2048 � ÷èñëî çíà÷åíèé Xi = 1 , ν2 � ÷èñëî çíà-
÷åíèé Xi = 0 ), òî ìîæåì âû÷èñëèòü íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè
χ2:

p1 = PH0(Xi = 1) = 0, 5; p2 = PH0(Xi = 0) = 0, 5;

(ν1 − np1)
2

np1
=

(2048− 2020)2

2020
= 0, 285;

(ν2 − np2)
2

np2
=

(1992− 2020)2

2020
= 0, 388; χ2 = 0, 285 + 0, 388 = 0, 673.

×èñëî ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ r = 2, ïîýòîìó äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìî-
ñòè

ÕÈ2ÐÀÑÏ(0,673;1) ≈ 0, 412.

Äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè äîâîëüíî âûñîê. Â ÷àñòíîñòè,
0, 412 > 0, 1, òî åñòü ãèïîòåçà î ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû ïðèíèìàåòñÿ íà
óðîâíå 0,1.
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� 15.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

15.1 Ïðè n=4000 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñîáûòèÿ A1, A2, A3, ñî-
ñòàâëÿþùèå ïîëíóþ ãðóïïó, îñóùåñòâèëèñü ñîîòâåòñòâåííî 1905, 1015 è
1080 ðàç. Ïðîâåðèòü, ñîãëàñóþòñÿ ëè ýòè äàííûå ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè
0,05 ñ ãèïîòåçîé H0: p1 = 1/2, p2 = p3 = 1/4, ãäå pj = P(Aj). Íàéòè
äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè.
15.3 Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ñåëåêöèåé ãîðîõà Ìåíäåëü íàáëþäàë ÷àñòî-
òû ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñåìÿí, ïîëó÷åííûõ ïðè ñêðåùèâàíèè ðàñòåíèé ñ
êðóãëûìè æåëòûìè ñåìåíàìè è ðàñòåíèé ñ ìîðùèíèñòûìè çåëåíûìè
ñåìåíàìè. Ýòè äàííûå è çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé ïî òåîðèè
íàñëåäñòâåííîñòè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ñåìåíà ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü
Êðóãëûå è æåëòûå 315 9/16
Ìîðùèíèñòûå è æåëòûå 101 3/16
Êðóãëûå è çåëåíûå 108 3/16
Ìîðùèíèñòûå è çåëåíûå 32 1/16
Σ n=556 1

Ñëåäóåò ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 î ñîãëàñîâàíèè ÷àñòîòíûõ äàííûõ ñ
òåîðåòè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè (íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1) è íàéòè
äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè.
15.3 Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëà mi ó÷àñòêîâ ðàâíîé ïëîùàäè 0,25 êì2

þæíîé ÷àñòè Ëîíäîíà, íà êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèõîäèëîñü ïî i ïîïàäàíèé
ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ âî âðåìÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Ïðîâåðèòü ñîãëàñèå
îïûòíûõ äàííûõ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ïðèíÿâ çà óðîâåíü
çíà÷èìîñòè α = 0, 05:

i 0 1 2 3 4 5 è Èòîãî
áîëåå

mi 229 211 93 35 7 1 Σmi = 576

15.4 Êðóïíàÿ ïàðòèÿ òîâàðîâ ìîæåò ñîäåðæàòü äîëþ äåôåêòíûõ èçäåëèé.
Ïîñòàâùèê ïîëàãàåò, ÷òî ýòà äîëÿ ñîñòàâëÿåò 3%, à ïîêóïàòåëü � 10%.
Óñëîâèÿ ïîñòàâêè: åñëè ïðè ïðîâåðêå 20 ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòîáðàííûõ
òîâàðîâ îáíàðóæåíî íå áîëåå îäíîãî äåôåêòíîãî, òî ïàðòèÿ ïðèíèìàåòñÿ
íà óñëîâèÿõ ïîñòàâùèêà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íà óñëîâèÿõ ïîêóïàòå-
ëÿ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü: 1) êàêîâû ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû, ñòàòèñòèêà
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êðèòåðèÿ, îáëàñòü åå çíà÷åíèé, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü; 2) êàêîå ðàñïðåäåëå-
íèå èìååò ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, â ÷åì ñîñòîÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà è êàêîâû èõ âåðîÿòíîñòè.
15.5 Èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà 1 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na,1. Ïðî-
âåðÿþòñÿ ïðîñòûå ãèïîòåçû H0 : a = 0, H1 : a = 1. Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-
þùèé êðèòåðèé (ïðè çàäàííîé ïîñòîÿííîé c):

H0 ⇔ X1 ≤ c.

Âû÷èñëèòü, â çàâèñèìîñòè îò c, âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðî-
äà.
15.6 Ïîñòðîèòü êðèòåðèé, îáëàäàþùèé íóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê,
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : X⃗ ⊂= N0,1 ïðîòèâ H1 : X⃗ ⊂= Πλ .
15.7 ÏóñòüX⃗ ⊂= Na,1. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : a = 0 ïðîòèâ H1 : a = 1
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé: H0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè X(n) < 3, è
îòâåðãàåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàéòè âåðîÿòíîñòè îøèáîê.
15.8 Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ïîñòðîèòü êðè-
òåðèé óðîâíÿ ε äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : θ = 1 , åñëè à) X⃗ ⊂= Nθ,1; á)
X⃗ ⊂= N1,θ; â) X⃗ ⊂= Eθ; ã) X⃗ ⊂= Bθ/2; ä) X⃗ ⊂= Πθ.
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Ãëàâà 16

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç

� 16.1. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y, çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàâèñÿò îò ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà ôàêòîðîâ ðåãðåññèè −→x = (1, x1, ..., xk). Ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè
−→
β = (a0, a1, ..., ak). Áóäåì

èçó÷àòü ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ

E(y|−→x ) = a0 +
k∑

i=1

aixi.

Ïóñòü â t-ì ýêñïåðèìåíòå ôàêòîðû ðåãðåññèè ïðèíèìàþò çàäàííûå çíà÷å-
íèÿ

−→x (t) = (1, x1,t, ..., xk,t),

ãäå t = 1, ..., N . Ïîñëå N ≥ k + 1 ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åí íàáîð îòêëèêîâ
(y1, ..., yN ):

−→y = XT−→β +−→u ,

ñ ìàòðèöåé ïëàíà X(k + 1×N)
1 . . . 1

x1,1 . . . x1,N

x2,1 . . . x2,N

...
. . .

...
xk,1 . . . xk,N

 .
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Ìàòðèöó XT � áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âåê-
òîð −→u = (u1, ..., uN ) � áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì îøèáîê (ñëó÷àéíûõ îñòàò-
êîâ).

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 16.1 (Ãàóññà-Ìàðêîâà). Ïóñòü ìàòðèöà X èìååò ðàíã k+1
è âåêòîð îøèáîê −→u � ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì Φ0,σ2 ñ îäíîé è òîé æå äèñïåðñèåé. Òîãäà îöåíêà

ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ β̂, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò
ôóíêöèþ

S(
−→
β ) = (−→y −XT−→β )T (−→y −XT−→β )

èìååò âèä
β̂ = (XXT )−1X−→y .

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè β̂ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Cov(β̂, β̂|X) = σ2
u(XXT )−1,

ãäå σ2
u = 1

N−k (
−→y −XT β̂)T (−→y −XT β̂) = 1

N−k

∑N
i=1 û

2
i � íåñìåùåííàÿ îöåíêà

äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî îñòàòêà, ÷åðåç ûi ìû îáîçíà÷èëè i-óþ êîìïî-

íåíòó âåêòîðà −→y −XT β̂.

Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå çàäà÷è î ëèíåéíîé ðåãðåññèè äàíû ïàðû òî÷åê
(x1, y1), . . . , (xn, yn). Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïðÿìîé y = kx+ b, íàè-
ëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþùåé ýòè òî÷êè â ñëåäóþùåì ñìûñëå: çíà÷åíèå
ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé çíà÷åíèé yi îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé
kxi + b äîñòèãàåò ìèíèìóìà:

n∑
i=1

(yi − kxi − b)2 → min .

Ðåøåíèå çàäà÷è äàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

k =
xy − x y

x2 − (x)2
;

b = y − kx.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðèâîäÿùàÿ ê òîìó æå îòâåòó, ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû yi èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ îäíîé è òîé æå äèñïåðñèåé è ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Kxi+B.
Òîãäà k è b � ýòî îöåíêè ïàðàìåòðîâ K, B ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.
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� 16.2. Êðèòåðèé Äàðáèíà-Âàòñîíà

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó Äàðáèíà-Âàòñîíà

DW =

∑N
i=2(ûi − ûi−1)

2∑N
i=1 û

2
i

,

ãäå ÷åðåç ûi îáîçíà÷àåòñÿ i-àÿ êîìïîíåíòó âåêòîðà −→y −XT β̂ (ñì. òåîðåìó
16.1). Íà îñíîâå ýòîé ñòàòèñòèêè ñòðîèòñÿ êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ïðåäïî-
ñûëêè òåîðåìû Ãàóññà-Ìàðêîâà î íåêîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ îñòàò-
êîâ â ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, à èìåííî, ïðîâåðÿåòñÿ îñíîâíàÿ ãèïîòåçà

H1 : Cov(ui, uj) = 0, j = i− 1.

Ýòîò êðèòåðèé ðåàëèçóåòñÿ â èòîãå ñëåäóþùèõ øàãîâ.
Øàã 1. Ïî êîëè÷åñòâó óðàâíåíèé íàáëþäåíèé N , à òàêæå êîëè÷åñòâó

k + 1 íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè è îøèáêå ïåðâîãî ðîäà êðèòåðèÿ
α ñëåäóåò âûáðàòü äâå âåëè÷èíû dL è dU (äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ñîñòàâëåíû
òàáëèöû, ñêàæåì äëÿ α = 0, 05 è k = 1, N = 10 çíà÷åíèÿ dL è dU áóäóò
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0, 88 è 1, 32).

Øàã 2. Îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ îñíîâíîé ãèïîòåçû ñëóæèò ïðîìåæóòîê
(dU , 4− dU ).

Ïðè ïîïàäàíèè ðåàëèçàöèè ñòàòèñòèêè DW â ìíîæåñòâî (0, dl] ïðèíè-
ìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà:

H1 : Cov(ui, uj) > 0, j = i− 1.

Åñëè æå ðåàëèçàöèÿ ñòàòèñòèêè DW ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî [4 − dL, 4), òî
ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà:

H1 : Cov(ui, uj) < 0, j = i− 1.

� 16.3. Îáîáùåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ

Ïóñòü âåêòîð ñëó÷àéíûõ îøèáîê −→u = (u1, u2, ..., uN ) â ìîäåëè ëèíåéíîé
ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè.
Êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó Cov(−→u ,−→u ) âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Cov(−→u ,−→u ) = σ2

0Ω, ãäå Ω � ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, à σ2
0

� ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ
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ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè β̂, äîñòàâëÿåìàÿ ïðîöåäóðîé îáîáùåííîãî ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñëå-
äóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé

XΩ−1XT β̂ = XΩ−1−→y .

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè ñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, à
èìåííî: ìîäåëü àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà (îáîçíà÷åíèå AR(1)) è ìî-
äåëü ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïåðâîãî ïîðÿäêà (îáîçíà÷åíèå MA(1)).

� 16.4. Ìîäåëü àâòîðåãðåññèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, AR(1)

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ut}t=1,2,... ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ut = ρut−1 + ξt,
ãäå {ξt}t=1,2,... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé ðàâíîé σ2

ξ , ρ � íåêîòîðàÿ êîí-
ñòàíòà, òàêàÿ ÷òî |ρ| < 1, ïðè ýòîì Eu1 = 0, Du1 = σ2

u, Cov(ut−1, ξt) = 0 è
(1− ρ2)σ2

u = σ2
ξ .

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì âðåìåííîé ðÿä
{ut}t=1,2,... ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è îáîçíà-
÷àòü ut ∈ AR(1).

Ðàññìîòðèì óðîâíè âðåìåííîãî ðÿäà {ut}t=1,2,... â äâà ïðîèçâîëüíûõ íî
ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòà âðåìåíè t = i è t = j. Óðîâíè ui è uj ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, îïðåäåëèì äëÿ íèõ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

ρuu(i, j) = Cor(ui, uj).

Ôóíêöèÿ ρuu(i, j) íàçûâàåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà îíà çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè i− j,
ò. å. ρuu(i, j) = f(|i − j|), ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè äëÿ
ut ∈ AR(1) àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ρuu(i, j) = ρ|i−j|.

� 16.5. Ìîäåëü ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî
ïåðâîãî ïîðÿäêà, MA(1)

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ut}t=1,2,... ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ut = γξt−1 + ξt,
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ãäå {ξt}t=0,1,... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé σ2

ξ , γ � íåêîòîðàÿ êîí-
ñòàíòà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì âðåìåííîé ðÿä
{ut}t=1,2,... ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ñêîëüçÿùåãî ïåðâîãî ïîðÿäêà è îáîçíà-
÷àòü ut ∈ MA(1). Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ρuu(i, j) â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíà

ρuu(i, j) =

{ (
γ

1+γ2

)|i−j|
, |i− j| ≤ 1;

0, |i− j| ≥ 2.

� 16.6. Îöåíèâàíèå ëèíåéíûõ
ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé
ñ çàâèñèìûìè îñòàòêàìè

Ðàññìîòðèì ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü{
yt = a0 + a1x1,t + ...+ akxk,t + ut;
ut ∈ AR(1), t = 1, 2, ..., N.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî yt, t = 1, 2, ..., N � ýòî íàáîð îòêëèêîâ â
ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, a1, a2, ..., ak � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ðåãðåññèè,
ut, t = 1, 2, ..., N � íàáîð ñëó÷àéíûõ îñòàòêîâ. Ïîñêîëüêó ut ∈ AR(1) ìû
äëÿ âñåõ t = 2, 3, ..., N ìîæåì âûïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

yt−ρyt−1 = a0(1−ρ)+a1(x1,t−ρx1,t−1)+ ...+ak(xk,t−ρxk,t−1)+ξt, (16.1)

ãäå {ξt}t=2,3,...,N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Åñëè áû êîíñòàíòà ρ áûëà èçâåñòíà, òî ìîäåëü (16.1) áûëà áû ìîäå-
ëüþ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, â ðàìêàõ êîòîðîé âñå ïðåäïîñûëêè òåîðå-
ìû 16.1 (òåîðåìû Ãàóññà-Ìàðêîâà) ñïðàâåäëèâû. Òàê ÷òî ìîæíî áûëî áû
ïîëó÷èòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
ðåãðåññèè. Îäíàêî ρ � íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæèò ïðîìåæóòêó [0, 1). Àëãîðèòì åå îïðåäåëåíèÿ íåëèíåéíûì ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðèíàäëåæèò Õèëäðåòó è Ëó è ñîñòîèò èç ñëåäóþ-
ùèõ øàãîâ:
Øàã 1. Çàäàòüñÿ â ïðîìåæóòêå [0, 1) íàáîðîì ïðîáíûõ çíà÷åíèé ρ = ρi ïî
ïðàâèëó

ρi = (i− 1)/n, i = 1, ..., n,
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ãäå n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Øàã 2. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ρ = ρi ñîñòàâèòü â ðàìêàõ ìîäåëè (16.1)
ñèñòåìó óðàâíåíèé

y2 − ρy1 = a0(1− ρ) + a1(x1,2 − ρx1,1) + ...+ ak(xk,2 − ρxk,1) + ξ2;
...
yN − ρyN−1 = a0(1− ρ) + a1(x1,N − ρx1,N−1) + ...+

+ak(xk,N − ρxk,N−1) + ξN

è âû÷èñëèòü íà îñíîâàíèè ýòîé ñèñòåìû îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à òàêæå îöåíêè ñëó÷àéíûõ îñòàò-
êîâ ðåãðåññèè ξ̂j , j = 2, ..., N . Äàëåå ñëåäóåò âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ
îöåíîê ñëó÷àéíûõ îñòàòêîâ

N∑
j=2

ξ̂2j .

Øàã 3. Âûáðàòü èç ìíîæåñòâà ïðîáíûõ çíà÷åíèé ρi òàêóþ âåëè÷èíó ρ̂ è
ñîîòâåòñòâóþùèå åé îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè, äëÿ êîòî-
ðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

∑N
j=2 ξ̂2j . Ïîëó÷åííûå îöåíêè è áóäóò èñêîìûìè

îöåíêàìè ïàðàìåòðà ρ â ìîäåëè àâòîðåãðåññèè, à òàêæå íåèçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ðåãðåññèè a0, a1, ..., ak.

Â ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷àõ âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k = 1.

� 16.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

16.1 Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéòè íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ðå-
ãðåññèè.
x1,t 1 2 3
yt 5 −1 2
16.2 Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéòè íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû

ðåãðåññèè.
x1,t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yt 5, 4 10, 4 14, 6 16, 8 20, 07 26, 13 30, 8 35, 3 41, 5 43, 5
16.3 Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéòè íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû

ðåãðåññèè.
x1,t 1 2 3
yt 2 −1 2
Âû÷èñëèòü ñòàòèñòèêó Äàðáèíà-Âàòñîíà è ñäåëàòü âûâîäû, âû÷èñëèòü

ñóììó êâàäðàòîâ îñòàòêîâ. Äàëåå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå îñòàòêè
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ïîä÷èíÿþòñÿ ìîäåëè AR(1) ñ ρ = 1/2, âû÷èñëèòü òàêæå îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ ðåãðåññèè è ñóììó êâàäðàòîâ îñòàòêîâ, ñðàâíèòü ýòó ñóììó êâàäðàòîâ
ñ ïîëó÷åííîé ðàíåå è ñäåëàòü âûâîäû.

16.4 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ut} ïîä÷èíÿåò-
ñÿ ìîäåëè àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè
ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè, ðàâíûì 1/3. Âû÷èñëèòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ.

16.5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ut} óäîâëåòâîðÿåò ìî-
äåëè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè
ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè, ðàâíûì 1/2. Âû÷èñëèòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ.

16.6 Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå îñòàòêè â ìîäåëè ðåãðåññèè ïîä÷è-
íÿþòñÿ ìîäåëè àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ñëó÷àéíûõ îñòàòêîâ (èñïîëüçî-
âàòü àëãîðèòì Õèëäðåòà-Ëó).

x1,t 1 2 3 4
yt 7, 7 9, 2 13 18, 8

16.7 Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå îñòàòêè â ìîäåëè ðåãðåññèè óäî-
âëåòâîðÿþò ìîäåëè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàéòè îöåíêè
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè.
x1,t 1 2 3 4 6
yt 5 −1 2 −1 3
16.8 Ïóñòü ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ îñòàòêîâ â ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè èìååò âèä:

0, 27; 2, 18; 0, 18;−1, 17; 0, 68; 2, 05; 0, 45;−1, 1;−1, 74;−3, 21.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå îñòàòêè óäîâëåòâîðÿþò ìîäåëè
AR(1), ò.å. ut = ρut−1 + ξi, ãäå {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èñïîëüçóÿ
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íàéòè îöåíêó äëÿ ρ.
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Ãëàâà 17

Ìàðêîâñêèå öåïè è

ïðîöåññû

� 17.1. Öåïè Ìàðêîâà. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà

Ïóñòü êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X0, X1, ... ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî çíà÷åíèé {x1, x2, ..., xm}, ýòè çíà÷åíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿìè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X0, X1, ... íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ìîìåíòà âðåìåíè n è ëþáûõ ñîñòîÿíèé xi0 , ..., xin âûïîëíÿåòñÿ

P(Xn = xin |Xn−1 = xin−1 , ..., X0 = xi0) = P(Xn = xin |Xn−1 = xin−1).

Öåïü Ìàðêîâà {Xn}n≥0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ïî âðåìåíè ñ ìàòðèöåé
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé M = (pij), åñëè äëÿ ëþáîãî n è ëþáûõ xi è xj

P(Xn = xj |Xn−1 = xi) = pij .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i

m∑
j=1

pij = 1.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî îäíîðîäíûå öåïè Ìàðêîâà!
Îáîçíà÷èì

pij(k) = P(X(k) = xj |X(0) = xi)

âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà k øàãîâ èç ñîñòîÿíèÿ xi â ñîñòîÿíèå xj è

pj(k) = P(X(k) = xj)
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� âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â ñîñòîÿíèè xj â ìîìåíò âðåìåíè k. Äëÿ äàëü-
íåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m è
âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðà m

M (k) = (pij(k))

è
N (k) = (pi(k)).

Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Êîëìîãîðîâà-
×ýïìåíà

pij(k + l) =
∑

α

piα(k)pαj(l)

è
pj(k + l) =

∑
α

pα(k)pαj(l).

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêèì îáðàçîì

M (k+l) = M (k)M (l)

è
N (k+l) = N (k)M (l).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò øèðîêèé êëàññ ìàðêîâñêèõ öåïåé, îá-
ëàäàþùèõ òàê íàçûâàåìûì ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòè: ïðåäåëû πj =
limn→∞ pij(n) íå òîëüêî ñóùåñòâóþò è íå çàâèñÿò îò i, íî è îáðàçóþò ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (πj ≥ 0,

∑m
j=1 πj = 1), íî è òàêîâû, ÷òî πj > 0

äëÿ âñåõ j.

Òåîðåìà 17.1 (ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà). Ïóñòü M = (pij) � ìàòðè-
öà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîé öåïè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
ñîñòîÿíèé {x1, ..., xm}.
Åñëè íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî

min
i,j

pij(n0) > 0,

òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà π1, ..., πm òàêèå, ÷òî

πj > 0,
m∑
j=1

πj = 1

è äëÿ ëþáîãî i
πj = lim

n→∞
pij(n).

Ïðè ýòîì ÷èñëà (π1, ..., πm) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

πj =
∑

α

παpαj , j = 1, ...,m.
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� 17.2. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû
ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì
è êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñ âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè S0, S1, ..., Sm ìîæåò áûòü
îïèñàíî ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé X(t), ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå k, åñëè â ìî-
ìåíò t ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè Sk. Åñëè ïåðåõîä ñèñòåìû èç îäíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå âîçìîæåí â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t, à âåðîÿòíîñòè
pik(t, τ) ïåðåõîäà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ Si â ìîìåíò âðåìåíè t â ñîñòîÿíèå
Sk â ìîìåíò âðåìåíè τ, τ ≥ t íå çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû äî ìîìåíòà
âðåìåíè t, òî X(t) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè

pik(t, τ) = pik(t− τ, 0).

Âåðîÿòíîñòè Pk(t) íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè Sk â ìîìåíò âðåìåíè
t îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

dPk(t)

dt
=

m∑
j=0

λjk(t)Pj(t), k = 0, 1, 2, ...,m,

ãäå λjk(t) � èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà â ìîìåíò t èç ñîñòîÿíèÿ Sj â Sk. Â
ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà èç îä-
íîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ò.å. äëÿ âñåõ t âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

λjk(t) = λjk.

Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå Si çàäàíî, òî

Pk(0) =

{
0, i ̸= k
1, i = k.

Ïðè îäíîðîäíîì ìàðêîâñêîì ïðîöåññå ñ ñîîáùàþùèìèñÿ ñîñòîÿíèÿìè ñó-
ùåñòâóþò íåçàâèñèìûå îò íîìåðîâ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäåëû

lim
t→∞

pik(t) = lim
t→∞

Pk(t) = Pk, k = 0, 1, 2, ...,m.

Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè Pk íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé { ∑m

j=0 λjkPj = 0, k = 0, 1, 2, ...,m;∑m
j=0 Pj = 1.
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� 17.3. Ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè

Îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ áåñêîíå÷íûì, íî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòî-
ÿíèé S0, S1, ... íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ðàçìíîæåíèÿ (ðîæäåíèÿ) è ãèáåëè,
åñëè òîëüêî äëÿ ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïîëîæèòåëüíû,
òî åñòü λij = 0 âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà j íå ðàâíÿåòñÿ íè i + 1, íè i − 1.
Îáîçíà÷èì λi = λii+1, µj = λjj−1. Ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ìîãóò
¾óáåãàòü íà áåñêîíå÷íîñòü¿ � â ýòîì ñëó÷àå X(t) ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → ∞. Òàêîå ïîâåäåíèå ïðîöåññà íàçûâàåòñÿ
íåýðãîäè÷åñêèì. Íàïðîòèâ, äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ïðîöåññà âûïîëíåíî

lim
t→∞

pik(t) = lim
t→∞

Pk(t) = Pk, k = 0, 1, 2, ...,

è
∑∞

n=0 Pn = 1.
Óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè âìåñòå ñ ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàð-

íûõ âåðîÿòíîñòåé ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 17.2. Ïðîöåññ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ýðãîäè÷åí â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììà ðÿäà

γ = 1 +
λ0

µ1
+

λ0λ1

µ1µ2
+ . . .+

λ0λ1 . . . λn−1

µ1µ2 . . .µn
+ . . .

êîíå÷íà. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû

P0 =
1

γ
, Pn =

λ0λ1 . . . λn−1

µ1µ2 . . .µn
P0, n = 1, 2, . . . .

� 17.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

17.1 Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè, îïè-
ñûâàþùåé ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü áðîñàþò ìîíåòó, ïðè÷åì âåðî-
ÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ðåøêè ðàâíà p. Îïðåäåëèì Xn êàê ðàçíîñòü ìåæäó
÷èñëîì âûïàäåíèé ðåøêè è ÷èñëîì âûïàäåíèÿ ãåðáà ïîñëå n áðîñàíèé ìî-
íåòû.

17.2 Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè,
îïèñûâàþùåé ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ïîëî-
æèì Xn ðàâíûì íàèáîëüøåìó èç ÷èñåë, âûïàäàþùèõ â ïåðâûõ n áðîñàíè-
ÿõ.

17.3 Óñòðîéñòâî S ñîñòîèò èç äâóõ óçëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ â õîäå
ðàáîòû óñòðîéñòâà ìîæåò âûéòè èç ñòðîÿ. Âîçìîæíû ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû:
S1 � îáà óçëà ðàáîòàþò; S2 � ïåðâûé óçåë îòêàçàë, âòîðîé ðàáîòàåò; S3 �
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âòîðîé óçåë îòêàçàë, ïåðâûé ðàáîòàåò; S4 � îáà óçëà îòêàçàëè. Ïîñòðîèòü
ãðàô ñîñòîÿíèé è ïåðåõîäîâ ñèñòåìû. Âûáðàòü èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ
ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

17.4 Ïî äâóì ëèíèÿì ñâÿçè â îäèí ïóíêò ïîñòóïàþò äâà íåçàâèñèìûõ
ïðîñòåéøèõ ïîòîêà òåëåãðàìì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî. ÷òî çà âðåìÿ t â
ïóíêò ïðèåìà ïðèäåò n òåëåãðàìì, åñëè ïàðàìåòðû ñîñòàâëÿþùèõ ïîòîêîâ
ðàâíû λ1 è λ2.

17.5 ×àñòèöû, âûëåòàþùèå èç ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà â ïðîöåññå åãî
ðàñïàäà, îáðàçóþò ïðîñòåéøèé ïîòîê ñ ïàðàìåòðîì λ. Êàæäàÿ ÷àñòèöà
íåçàâèñèìî îò äðóãîé ðåãèñòðèðóåòñÿ ñ÷åò÷èêîì ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíî ðîâíî n
÷àñòèö.

17.6 Ïóñòü ìàòðèöà ïåðåõîäîâ äëÿ öåïè Ìàðêîâà èìååò âèä:

à)
(

0 1
0, 25 0, 75

)
, á)

(
0 1

0, 85 0, 15

)
, â)

(
1 0

0, 25 0, 75

)
,

ã)

 0 1/3 2/3
1/3 1/3 1/3
1/4 1/4 1/2

 .

Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ ýòîé öåïè. Åñëè ýðãîäè-
÷åñêàÿ òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Íàðèñîâàòü ãðàô ñîñòîÿíèé è ïåðåõîäîâ öåïè Ìàðêîâà.

17.7 Äâîå ðàáî÷èõ îáñëóæèâàþò òðè àâòîìàòè÷åñêèõ ñòàíêà, êîòîðûå
ïðè íîðìàëüíîé ðàáîòå íå òðåáóþò èõ âìåøàòåëüñòâà. Êàæäûé ñòàíîê
îñòàíàâëèâàåòñÿ âñëåäñòâèå íåïîëàäîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ îäèí ñòàíîê â 30
ìèí. Ñðåäíåå âðåìÿ, êîòîðîå òðàòèòñÿ ðàáî÷èì íà ðåìîíò îäíîãî ñòàíêà,
ñîñòàâëÿåò 15 ìèíóò. Íàéòè ïðåäåëüíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ñòàíêà
íå ðàáîòàþò.

17.8 Ïîòîê ïîñòóïëåíèÿ íåèñïðàâíîé àïïàðàòóðû â ìàñòåðñêóþ ãàðàí-
òèéíîãî ðåìîíòà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñ ïàðàìåòðîì λ = 10 åä./÷àñ. Ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü ðåìîíòà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé ïîêà-
çàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ = 5 åä./÷àñ. Îïðåäåëèòü ñðåäíåå
âðåìÿ, ïðîõîäÿùåå îò ìîìåíòà ïðèõîäà íåèñïðàâíîé àïïàðàòóðû äî íà÷àëà
ðåìîíòà, åñëè â ìàñòåðñêîé ÷åòâåðî ðàáî÷èõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðåìîí-
òèðóåò òîëüêî îäèí ïðèáîð.

17.9 Íà êîììóòàòîð, èìåþùèé ÷åòûðå âíåøíèå ëèíèè ñâÿçè, ïîñòóïàåò
â ñðåäíåì çà ÷àñ 60 òðåáîâàíèé íà ñâÿçü. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðåãîâîðîâ
â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò 4 ìèí. Îïðåäåëèòü àáñîëþòíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîá-
íîñòü ñèñòåìû; ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ ëèíèé; âåðîÿòíîñòü îòêàçà àáîíåíòó.
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Ãëàâà 18

Òèïîâîé ðàñ÷åò

Âàðèàíò 1

1. Íàóãàä âûáðàíû äâà ÷èñëà. Ñîáûòèÿ A è B ñîîòâåòñòâåííî îçíà÷àþò,
÷òî âûáðàíî õîòÿ áû îäíî íå÷åòíîå ÷èñëî è õîòÿ áû îäíî ÷åòíîå ÷èñëî. ×òî
îçíà÷àþò ñîáûòèÿ AB è A ∪B?

2. Èç êîðçèíû ñ ïÿòüþ êðàñíûìè, ÷åòûðüìÿ çåëåíûìè è òðåìÿ æåë-
òûìè ÿáëîêàìè áåðóòñÿ (áåç âîçâðàùåíèÿ) íàóäà÷ó òðè ÿáëîêà. Ñ êàêîé
âåðîÿòíîñòüþ ñðåäè ýòèõ òðåõ ÿáëîê: à) ðîâíî äâà çåëåíûõ, á) õîòÿ áû
îäíî êðàñíîå è õîòÿ áû îäíî æåëòîå ÿáëîêî?

3. Ìîëîäîé ÷åëîâåê äîãîâîðèëñÿ âñòðåòèòüñÿ ñ äåâóøêîé ìåæäó 9 è 10
÷àñàìè è îáåùàë æäàòü å¼ äî 10 ÷àñîâ. Äåâóøêà îáåùàëà æäàòü åãî 10
ìèíóò, åñëè ïðèäåò ðàíüøå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè âñòðåòÿòñÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîìåíòû èõ ïðèõîäà ðàâíîâåðîÿòíû â òå÷åíèå ÷àñà.

4. Ïðè ïåðåäà÷å òåêñòà â ñðåäíåì 5 % áóêâ èñêàæàåòñÿ è ïðèíèìàåòñÿ
íåâåðíî. Ïåðåäàíî ñëîâî èç 6 áóêâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå áóêâû
ñëîâà áóäóò ïðèíÿòû ïðàâèëüíî? Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû èñêàæàþòñÿ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

5. Â òèðå èìååòñÿ 6 îäèíàêîâûõ íà âèä ðóæåé. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
â ìèøåíü äëÿ äâóõ èç íèõ ïî 0,9, äëÿ òðåõ ïî 0,8 è äëÿ îäíîãî 0,3. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü, åñëè îí âûáèðàåò ðóæüå
íàóäà÷ó? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëî âûáðàíî ðóæüå, äëÿ êîòîðîãî
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ 0,3, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòðåëîê ïîïàë â ìèøåíü?

6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ðàâíà 0,6 ïðè êàæäîì âûñòðåëå.
Ñòðåëüáà âåäåòñÿ îäèíî÷íûìè âûñòðåëàìè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, ïîêà íå
áóäåò èçðàñõîäîâàí áîåçàïàñ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ âûñòðåëîâ, åñëè áîåçàïàñ ñî-
ñòàâëÿåò 3 åäèíèöû. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

173



7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
Ax ïðè 0 ≤ x ≤ θ;
0 ïðè x ̸∈ [0; θ].

Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îò-
êëîíåíèå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ > θ/2. Íà÷åðòèòü ãðàôèêè ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

8. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âûïàâøèõ åäè-
íèö è ÷èñëà âûïàâøèõ øåñòåðîê ïðè îäíîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êî-
ñòè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x, y ≥ 0, x + 3y ≤ 3 è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è
ρ(X,Y ).

10. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè áðîñàåò èãðàëüíóþ êîñòü 10 ðàç. Ó÷àñòíèê ïî-
ëó÷àåò öåííûé ïðèç, åñëè ñóììà î÷êîâ áîëüøå 50. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ öåííîãî ïðèçà.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 2 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
θx−(θ+1) ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

0,78 1,26 1,58 2,11 0,01 1,35 2,05 0,76 1,65 1,61 0,12 2,03 1,07 1,10
3,06 0,38 0,64 1,63 0,54 2,65 0,82 1,21 0,73 1,99 2,44 0,93 0,47 0,88

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå äîâåðèÿ 0,1; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè
0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,46 0,68 0,59 1,97 1,03 0,62 0,89 1,93 0,88
1,66 1,34 1,99 0,59 0,00 0,46 1,48 1,35 1,74

174



14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y 3 −1 2 −2

Âàðèàíò 2

1. Èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàóäà÷ó âçÿòî îäíî ÷èñëî. Ñîáûòèå A
� âûáðàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5; ñîáûòèå B � äàííîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ
íóëåì. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ A \B è AB?

2. Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) íàóäà÷ó áðîøåíà
òî÷êà. Ïóñòü (X,Y ) � åå êîîðäèíàòû. Íàéòè: P(max{X + 3Y, Y } ≤ 1/2).

3. Áðîñàþò 3 èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà íèõ
âûïàäåò ðàçíîå ÷èñëî î÷êîâ?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A1 A2

A3
-

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ êàæäîãî ýëåìåíòàÂåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Ak ðàâíà 0,02. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü òîê.

5. Îäèíàêîâûå äåòàëè ïîñòóïàþò íà ñáîðêó ñ òðåõ àâòîìàòîâ. Ïåðâûé
àâòîìàò äàåò 20 %, âòîðîé 30 %, òðåòèé 50 % âñåõ äåòàëåé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ñáîðêè. Áðàê â ïðîäóêöèè ïåðâîãî àâòîìàòà ñîñòàâëÿåò 2,5 %, âòîðîãî
� 2 %, òðåòüåãî � 2,5 %. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ íà ñáîðêó áðà-
êîâàííîé äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêàçàâøàÿñÿ áðàêîâàííîé
äåòàëü èçãîòîâëåíà íà ïåðâîì àâòîìàòå.

6. Ïî ìèøåíè îäíîâðåìåííî ñòðåëÿþò òðè ñòðåëêà, âåðîÿòíîñòè ïîïà-
äàíèé êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,55, 0,6 è 0,65. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïîïàäàíèé â ìèøåíü.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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7. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî ïðèáëèæåííî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå äîõî-
äîâ ôèçè÷åñêèõ ëèö. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
A
xα ïðè x ≥ θ;
0 ïðè x < θ.

Çäåñü α > 2, θ > 0 � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, A � íîðìèðóþùàÿ êîí-
ñòàíòà. Íàéòè êîíñòàíòó A. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðîì
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ â 3 ðàçà.

8. Ïîäáðàñûâàþòñÿ òðè ñèììåòðè÷íûõ ìîíåòû. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâ-
ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâ âûïàâøèõ ãåðáîâ íà òðåõ ìîíåòàõ è íà
ïåðâûõ äâóõ ìîíåòàõ. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè x, y ≥ 0, x + 2y ≤ 2, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Âðåìÿ îæèäàíèÿ ïîåçäà ìåòðî çà îäíó ïîåçäêó èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå îò 0 äî 5 ìèíóò. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ çà 30 ïîåçäîê îêàæåòñÿ ìåíüøå 1,5 ÷àñîâ.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî âòîðîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
2x
θ e−x2/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
2,05 0,80 0,32 3,31 1,12 3,29 3,87 2,65 2,01 2,65 1,19 -0,85 4,07 1,23
3,38 5,17 1,51 2,20 5,41 1,22 1,89 2,02 3,17 -1,02 2,73 1,10 3,87

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,24 1,25 0,87 0,54 0,48 1,20 1,79 0,62 0,75 0,55
0,46 1,02 1,71 1,91 0,83 0,99 1,46 1,09 0,94
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14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 3 5 7
Y 3 −1 2 −2

Âàðèàíò 3

1. Ñîáûòèå A � õîòÿ áû îäíî èç èìåþùèõñÿ ÷åòûðåõ èçäåëèé áðàêî-
âàííîå, ñîáûòèå B � áðàêîâàííûõ èçäåëèé ñðåäè íèõ íå ìåíåå äâóõ. ×òî
îçíà÷àþò ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ A è B?

2. Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) íàóäà÷ó áðîøåíà
òî÷êà. Ïóñòü (X,Y ) � åå êîîðäèíàòû. Íàéòè: P(max{2X,Y } < 1/3)?

3. Â ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå 15 þíîøåé è 10 äåâóøåê. Íà óíèâåðñèòåòñêèé
ïðàçäíè÷íûé áàë ãðóïïà ïîëó÷èëà òîëüêî 2 ïðèãëàñèòåëüíûõ áèëåòà, êî-
òîðûå ðàçûãðûâàþòñÿ ïî æðåáèþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà áàë
ïîïàäåò ðàçíîïîëàÿ ïàðà?

4. Ðàáî÷èé îáñëóæèâàåò 4 ñòàíêà, ðàáîòàþùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-
ãà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ÷àñà ñòàíîê íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ
ðàáî÷åãî, ðàâíà äëÿ ïåðâîãî ñòàíêà 0,6, äëÿ âòîðîãî � 0,8, äëÿ òðåòüåãî
� 0,9, äëÿ ÷åòâåðòîãî � 0,7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç
ñòàíêîâ â òå÷åíèå ÷àñà íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî.

5. Ñòàíîê îáðàáàòûâàåò 2 âèäà äåòàëåé A è B, ïðè÷åì âðåìÿ ðàáîòû
ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íèìè â ñîîòíîøåíèè 1:4. Ïðè îáðàáîòêå äåòàëè âèäà
A îí ðàáîòàåò ñ ìàêñèìàëüíîé äëÿ íåãî íàãðóçêîé â òå÷åíèå 70 % âðåìåíè,
ïðè îáðàáîòêå äåòàëè âèäà B � 50 % âðåìåíè. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ñòàíîê ðàáîòàë ñ ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêîé. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ýòî âðåìÿ îí îáðàáàòûâàë äåòàëü âèäà A; âèäà B.

6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ áàñêåòáîëüíîãî ìÿ÷à â êîëüöî ïðè áðîñàíèè
íà÷èíàþùèì ñïîðòñìåíîì ðàâíà 1/4. Ìÿ÷ áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ,
íî äàþò íå áîëåå 4 ïîïûòîê. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîìàõîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

7. Ñêîðîñòü ïåøåõîäà íà äèñòàíöèè â 1 êì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå îò 2 êì/÷ äî 4 êì/÷. Íàéòè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå âðåìåíè, çàòðà÷åí-
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íîãî íà ïðåîäîëåíèå äèñòàíöèè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî âðåìÿ
ïðåâûñèò 24 ìèíóòû.

8. Â ãðóïïå èç 25 ñòóäåíòîâ òîëüêî äâîå èçó÷àëè â øêîëå ìîäàëüíóþ
ëîãèêó, è èìåííî îíè ïîëó÷èëè îöåíêó ¾5¿ íà ýêçàìåíå. Èç îñòàëüíûõ
ñòóäåíòîâ 10 ÷åëîâåê ïîëó÷èëè îöåíêó ¾4¿, 10 ÷åëîâåê � îöåíêó ¾3¿, è
3 ñòóäåíòà ïîëó÷èëè ¾äâîéêè¿. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îöåíêè íà ýêçàìåíå è èíäèêàòîðà èçó÷åíèÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè äëÿ
âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñòóäåíòà. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íè-
ìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x2 + y), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. ×èñëî îïå÷àòîê íà ñòðàíèöå êíèãè èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì 2. Íàéòè ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9 ëåæèò ÷èñëî
îïå÷àòîê â êíèãå èç 400 ñòðàíèö.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî òðåòüåìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3x2

θ e−x3/θ ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
7,61 3,33 7,35 3,05 2,54 1,91 1,77 2,92 5,95 2,31 0,27 5,12 6,60 -1,58
5,42 5,67 6,28 -0,09 2,74 2,45 1,11 6,97 -1,59 -1,41 2,69 4,99 7,24 1,75
4,76

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,49 1,42 0,61 2,00 0,59 0,58 1,18 1,58 1,01 0,57
0,05 0,25 0,17 1,30 0,52 0,91 0,84 1,66 1,24

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
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âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y −3 −1 2 −2

Âàðèàíò 4

1. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Îïèñàòü ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âûïàëî
íå ìåíåå äâóõ ãåðáîâ.

2. Â êîìïàíèè èç òðåõ ÷åëîâåê ðåøèëè ñäåëàòü äðóã äðóãó ïîäàðêè, äëÿ
÷åãî êàæäûé ïðèíåñ ïîäàðîê. Âñå ïîäàðêè ñëîæèëè âìåñòå, ïåðåìåøàëè
è ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëèëè ñðåäè ó÷àñòíèêîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî õîòÿ
áû îäèí ïîäàðîê âåðíåòñÿ ê ñâîåìó âëàäåëüöó.

3. Íà ëèíåéêå äëèíîé 20 ñì ñëó÷àéíî ñäåëàíû äâå íàñå÷êè. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâàÿ îêàæåòñÿ äàëüøå îò íà÷àëà íå ìåíåå, ÷åì íà
5 ñì ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðîé?

4. Äåòàëè ïðîõîäÿò òðè îïåðàöèè îáðàáîòêè. Íà êàæäîé èç îïåðàöèé
ìîæåò âîçíèêíóòü áðàê íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ îïåðàöèé ñ âåðîÿòíîñòÿ-
ìè 0,02, 0,03 è 0,035 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ íåáðà-
êîâàííîé äåòàëè.

5. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó, ðàâíà 0,95.
Íà çàâîäå ïðèíÿòà ñèñòåìà èç òðåõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êî-
òîðûõ èçäåëèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñòàíäàðòó, ïðîõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8,
à íåóäîâëåòâîðÿþùåå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íàóäà÷ó âçÿòîå èçäåëèå âûäåðæèò èñïûòàíèÿ? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èçäåëèå, âûäåðæàâøåå èñïûòàíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó?

6. Âåðîÿòíîñòü èçãîòîâëåíèÿ íåñòàíäàðòíîãî èçäåëèÿ ïðè íàëàæåííîì
òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå ïîñòîÿííà è ðàâíà 1/5. Äëÿ ïðîâåðêè èçäåëèé
îòäåë òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ áåðåò èç ïàðòèè èçäåëèÿ îäíî çà äðóãèì, íî
íå áîëåå 3 èçäåëèé. Ïðè îáíàðóæåíèè íåñòàíäàðòíîãî èçäåëèÿ âñÿ ïàð-
òèÿ çàäåðæèâàåòñÿ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèþ ÷èñëà èçäåëèé, ïðîâåðÿåìûõ â êàæäîé ïàðòèè. Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ìîùíîñòü W , âûäåëÿåìàÿ íà ñîïðîòèâëåíèè R, âû÷èñëÿåòñÿ ïî çà-
êîíóW = RI2, ãäå I � ñèëà òîêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëà òîêà ðàñïðåäå-
ëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå îò 1 äî 2 àìïåð. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
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íèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîùíîñòè, âûäåëÿåìîé íà ñîïðîòèâëåíèè
â 1000 Îì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîùíîñòü ïðåâûñèò 2 êÂò.

8. Â íàó÷íîì îòäåëå 3 ëàáîðàòîðèè. Â ïåðâîé ëàáîðàòîðèè 4 ñîòðóä-
íèêà è 2 èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòà, âî âòîðîé 6 ñîòðóäíèêîâ è 1 ïðîåêò,
â òðåòüåé � 3 ñîòðóäíèêà è 2 ïðîåêòà. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
÷èñëà ñîòðóäíèêîâ è ÷èñëà ïðîåêòîâ â âûáðàííîé íàóäà÷ó ëàáîðàòîðèè.
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x + y2), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Ìàðøðóò ðàçáèò íà 900 ó÷àñòêîâ. Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé äëèíû
êàæäîãî èç íèõ ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì
è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 5 ìåòðîâ. Íàéòè, â êàêèõ ïðåäåëàõ ëåæèò
ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

2θ
√
x
e−

√
x/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
-1,70 -0,72 -4,46 -3,24 2,42 -1,70 -1,24 -0,07 6,20 2,67 1,80 0,26 9,61
2,51 1,44 -3,65 5,50 4,17 -2,06 7,48 2,60 7,61 2,54 9,77 9,67 7,36 7,86
11,22 3,38

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,60 1,44 0,70 1,33 0,74 0,61 1,03 1,25 0,85
0,81 1,04 0,76 0,80 1,55 1,61 0,82 1,70 1,63

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
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íåéíîé ðåãðåññèè.
X 2 4 6 8
Y 3 −1 2 −2

Âàðèàíò 5

1. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ äâà ðàçà ïîäðÿä. Îïèñàòü ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Îïèñàòü ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàëà åäèíèöà, ñîáûòèå B, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
ñóììà î÷êîâ ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïîäáðàñûâàíèè íå÷åòíà.

2. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò 10 ÷åëîâåê, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû ïî æðåáèþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ñàìûõ ñèëüíûõ
øàõìàòèñòà ïîïàäóò â îäíó ïàðó?

3. Â êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íàóäà÷ó áðîøåíû ïÿòü òî÷åê. Ñ êàêîé
âåðîÿòíîñòüþ ðàññòîÿíèå îò ãðàíèöû êðóãà äî áëèæàéøåé òî÷êè îêàæåòñÿ
íå ìåíüøå 1/3?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:äóþùåé ñõåìå:

-

A1

A2
A3 -

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòàÂåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà Ak ðàâíà 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî öåïü íå áóäåò ïðîïóñêàòü òîê.

5. Íà ñáîðêó ïîñòóïàþò äåòàëè ñ äâóõ àâòîìàòîâ. Ïåðâûé àâòîìàò äà-
åò 80 %, à âòîðîé 20 % âñåõ äåòàëåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñáîðêè. Áðàê â
ïðîäóêöèè ïåðâîãî àâòîìàòà ñîñòàâëÿåò 1 %, à âòîðîãî � 4 %. Äåòàëü, èç-
ãîòîâëåííàÿ àâòîìàòîì, îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî îíà èçãîòîâëåíà íà ïåðâîì àâòîìàòå?

6. Âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñåðâåðà ïðè êàæäîì èç íåçàâèñèìûõ ïîäêëþ÷å-
íèé ñ ïîìîùüþ ìîäåìà ðàâíà 0,3. Ïîïûòêè ïîäêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî
óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ ïîïûòîê ïîäêëþ÷åíèÿ, åñëè ÷èñëî ïî-
ïûòîê îãðàíè÷åíî ÷åòûðüìÿ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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7. Çàêîí Ðýëåÿ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
Axe−x2/(2σ2) ïðè x ≥ 0;

0 ïðè x < 0

â ðÿäå ñëó÷àåâ îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñðîêà ñëóæáû ýëåêòðîííîé àïïà-
ðàòóðû. Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.
(Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàáëèöû îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ).

8. Íà 4 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû îò 1 äî 4. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÷èñëà, íàïèñàííîãî íà âûáðàííîé íàóäà÷ó êàðòî÷êå, è èíäèêàòîðà
òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî ÷åòíîå. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x, y ≥ 0, x+ 4y ≤ 3, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è
ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî âîäû, ðàñõîäóåìîå æèòåëÿìè îäíîé êâàðòèðû â ñóò-
êè, èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 100 ëèòðîâ.
Íàéòè, êàêîãî êîëè÷åñòâà âîäû äîñòàòî÷íî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98 äëÿ óäî-
âëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé æèëüöîâ 250000 êâàðòèð.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1
θe

−x/θ ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
4,83 -1,10 13,11 10,84 9,45 8,56 7,87 7,34 -4,06 3,48 4,70 7,13 -1,08
4,53 13,56 2,66 7,29 9,41 11,86 9,54 10,86 2,50 -2,84 11,21 8,93

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,32 0,49 1,12 1,98 0,25 1,52 0,52 0,03 1,10
1,59 0,27 1,30 1,79 1,93 0,23 1,84 1,04
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14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y 1 −1 2 −2

Âàðèàíò 6

1. Ïóñòü A, B, C � ïðîèçâîëüíûå ñîáûòèÿ. íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ñî-
áûòèé, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî èç A, B è C ïðîèçîøëî õîòÿ áû äâà ñîáûòèÿ.

2. Øåñòü êíèã íà ïîëêå ðàññòàâëåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå îïðåäåëåííûå êíèãè îêàæóòñÿ ðÿäîì (â ëþáîì
ïîðÿäêå).

3. Äâà ëèöà A è B èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü ïðèéòè ê óêàçàííîìó
ìåñòó â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìåæäó 12 è 13 ÷àñàìè. Ëèöî Aæäåò äðóãîãî
â òå÷åíèå 10 ìèíóò ïîñëå ÷åãî óõîäèò; ëèöî B æäåò äðóãîãî â òå÷åíèå 15
ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî A è B âñòðåòÿòñÿ.

4. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Ïî
ìèøåíè ñòðåëÿþò îäèíî÷íûìè âûñòðåëàìè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, ïîñëå
÷åãî ñòðåëüáó ïðåêðàùàþò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ñäåëàíî íå
áîëåå òðåõ âûñòðåëîâ.

5. Ñòóäåíò âûó÷èë ê ýêçàìåíó òîëüêî 20 âîïðîñîâ èç 30. Äëÿ ñäà÷è
ýêçàìåíà äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà äâà èç òðåõ ðàçíûõ âîïðîñîâ. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýêçàìåí áóäåò ñäàí? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñòóäåíò îòâåòèë íà âñå òðè âîïðîñà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí ñäàë ýêçàìåí?

6. Ïîëüçîâàòåëü êîìïüþòåðà çàáûë ïàðîëü è ïåðåáèðàåò íàóäà÷ó 4 âîç-
ìîæíûõ. Ïîñëå òðåõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê êîìïüþòåð áëîêèðóåòñÿ. Íàéòè
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïîïûòîê.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ñêîðîñòü V ìîëåêóë ãàçà èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(v) =

{
v2

σ3

√
2
πe

−v2/(2σ2) ïðè v ≥ 0;

0 ïðè v < 0

(ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà). Îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå V .
(Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàáëèöû îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ).
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8. Â äâóõ èç ÷åòûðåõ êîìíàò òåìïåðàòóðà 20 ãðàäóñîâ, à âëàæíîñòü 80
ïðîöåíòîâ. Â òðåòüåé êîìíàòå òåìïåðàòóðà 25 ãðàäóñîâ, à âëàæíîñòü 90
ïðîöåíòîâ. Â ÷åòâåðòîé êîìíàòå òåìïåðàòóðà 20 ãðàäóñîâ, à âëàæíîñòü 90
ïðîöåíòîâ. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè â
âûáðàííîé íàóäà÷ó êîìíàòå. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó òåì-
ïåðàòóðîé è âëàæíîñòüþ.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = cx(x + y), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè áðîñàåò 6 øàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïî-
ïàñòü â ëóçû ñ íîìåðàìè îò 1 äî 6. Ó÷àñòíèê ïîëó÷àåò öåííûé ïðèç, åñëè
ñóììà î÷êîâ ìåíüøå 12. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ öåííîãî ïðèçà.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî òðåòüåìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3
√
x

2θ e−x
√
x/θ ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
5,16 6,70 2,88 9,09 -2,06 6,25 6,46 4,25 16,16 7,07 1,35 13,58 7,96 14,64
-2,14 10,81 2,50 2,24 -1,04 5,31 11,93 16,20 7,49 -5,21 5,90 5,63 7,26

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,46 0,79 0,64 1,06 0,42 0,69 1,65 0,45 0,43
1,48 0,44 0,97 1,49 0,46 1,29 0,37 0,45

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y 6 −1 2 −8
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Âàðèàíò 7

1. Ðàáî÷èé èçãîòîâèë òðè äåòàëè. Ïóñòü ñîáûòèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî
i-àÿ èçãîòîâëåííàÿ èì äåòàëü èìååò äåôåêò. Çàïèñàòü ñîáûòèå, çàêëþ÷àþ-
ùååñÿ â òîì, ÷òî ðîâíî îäíà äåòàëü èìååò äåôåêò.

2. Îäèí øêîëüíèê, æåëàÿ ïîäøóòèòü íàä ñâîèìè òîâàðèùàìè, ñîáðàë
â ãàðäåðîáå âñå ïàëüòî, à ïîòîì ðàçâåñèë èõ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, ÷òî êàæäîå ïàëüòî ñíîâà ïîïàëî íà ïðåæíåå ìåñòî, åñëè â
ãàðäåðîáå øåñòü êðþ÷êîâ è íà íèõ âèñåëî øåñòü ïàëüòî.

3. Íà îòðåçêå AB íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè M è N . Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà M îêàæåòñÿ áëèæå ê òî÷êå N , ÷åì ê òî÷êå A?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:äóþùåé ñõåìå:

-

A1

A2

A3

-

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòàÂåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A1 ðàâíà 0,1, îñòàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ Ak � ïî 0,04. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Ïðèáîð ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ áëîêîâ, âåðîÿòíîñòè
îòêàçà êîòîðûõ çà ñìåíó ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,05 è 0,08. Âåðîÿòíîñòü
âûõîäà èç ñòðîÿ ïðèáîðà ïðè îòêàçå îäíîãî èç áëîêîâ ðàâíà 0,8; ïðè îòêàçå
îáîèõ áëîêîâ � 1. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü âûõîäà ïðèáîðà èç ñòðîÿ çà
ñìåíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàçàëè îáà áëîêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ïðèáîð âûøåë èç ñòðîÿ.

6. Ïðè èãðå ñ àâòîìàòîì â ñëó÷àå âûèãðûøà èãðîê ïîëó÷àåò 10 ðóáëåé.
Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ñîñòàâëÿåò 0,3. Íàéòè ñóììó x ðóáëåé, êîòîðóþ èã-
ðîê áðîñàåò â àâòîìàò è òåðÿåò â ñëó÷àå ïðîèãðûøà, åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âûèãðûøà ðàâíî ìèíóñ 2 ðóáëÿì. (Â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ñóììà
âûèãðûøà ñ÷èòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ðàâíûì ñóììå ïðîèãðûøà,
âçÿòîé ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿.) Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ñóììû
âûèãðûøà. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò
âèä f(x) = Ae−2|x| (ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà). Íàéòè êîýôôèöèåíò A, âû-
÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå, áîëüøåå 1.
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8. Â òðåõ èç ÷åòûðåõ àóäèòîðèé ïî 20 ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 80
äåöèáåëë, à â ÷åòâåðòîé àóäèòîðèè íåò ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 20 äå-
öèáåëë. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòóäåíòîâ è óðîâíÿ øóìà
â âûáðàííîé íàóäà÷ó àóäèòîðèè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
÷èñëîì ñòóäåíòîâ è óðîâíåì øóìà.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x + y), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî 10-êîïåå÷íûõ ìîíåò, íåîáõîäèìîå äëÿ âûäà÷è êàæäîé
ñäà÷è â êàññå, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
Íàéòè, ñêîëüêî äîëæíî áûòü 10-êîïåå÷íûõ ìîíåò â êàññå, ÷òîáû ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,9 èõ õâàòèëî íà 2500 âûäà÷ ñäà÷è.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà 0 < θ < 1 ïî ïåðâîìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1
θx

−(θ+1)/θ ïðè x > 1;
0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
1,29 12,70 10,80 -10,19 4,32 12,02 13,68 3,75 -0,90 2,94 15,07 2,08 16,22
13,42 1,55 -6,05 15,70 12,35 13,94 -0,56 24,10 7,45 3,60 -0,24 16,84 6,13
-5,28 3,00 10,04

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,28 1,13 1,78 0,65 0,55 1,02 0,88 0,76 0,57
1,71 0,62 1,69 0,15 0,23 1,99 1,53 1,91 1,57

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y 3 −1 2 −2 −4
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Âàðèàíò 8

1. Íàóäà÷ó áðîøåíû òðè ìîíåòû. Îïèñàòü ñîáûòèÿ: A � õîòÿ áû íà
îäíîé âûïàëà ðåøêà, B � õîòÿ áû íà äâóõ âûïàë îðåë, à òàêæå ñîáûòèå
AB.

2. Íîìåð ëîòåðåéíîãî áèëåòà ñîñòîèò èç 3 öèôð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî âñå öèôðû âçÿòîãî íàóäà÷ó áèëåòà îêàæóòñÿ ðàçëè÷íûìè?

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà õîòÿ áû îäíîé èç ïåðâûõ äâóõ ïîëó-
÷èâøèõñÿ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò 2/3.

4. Ïî ìèøåíè ïî îäíîìó ðàçó ñòðåëÿþò 3 ñòðåëêà. Âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ äëÿ ïåðâîãî ðàâíà 0,5, äëÿ âòîðîãî � 0,6, äëÿ òðåòüåãî � 0,7. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü ðîâíî äâóõ ïîïàäàíèé.

5. Â ñåìè óðíàõ ñîäåðæèòñÿ ïî 2 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, à â òðåõ óðíàõ
ïî 7 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç óðíû, âçÿòîé
íàóäà÷ó, áóäåò èçâëå÷åí áåëûé øàð? Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî øàð èçâëå÷åí
èç óðíû ñ 7 áåëûìè è 3 ÷åðíûìè øàðàìè, åñëè îí îêàçàëñÿ áåëûì.

6. Ïðèáîð ñîñòîèò èç òðåõ ìàëîíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ. Îòêàçû ýëåìåíòîâ
çà íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè íåçàâèñèìû, à èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî 0,1; 0,2; 0,3. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Òî÷êà M äâèæåòñÿ ïî îñè Ox ïî çàêîíó x = at2. Â ñëó÷àéíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà îòðåçêå [0; 1], íàáëþäàåòñÿ
ïîëîæåíèå ξ òî÷êè M . Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

8. ×åòûðå ïîåçäà ìåòðî, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 4 ìèíóòû, óâåçëè ïî
200 ïàññàæèðîâ. ×åòûðå ïîåçäà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 6 ìèíóò, óâåçëè
ïî 100 ïàññàæèðîâ. Äâà ïîåçäà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 8 ìèíóò, óâåçëè
ïî 50 ïàññàæèðîâ. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïàññàæèðîâ è
èíòåðâàëà äâèæåíèÿ äëÿ âûáðàííîãî íàóäà÷ó ïîåçäà. Íàéòè êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x, y ≥ 0, x+ 2y ≤ 3, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è
ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî áðàêîâàííûõ èçäåëèé â êîðîáêå èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì 3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 25 êîðîáêàõ ìåíåå
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100 áðàêîâàííûõ èçäåëèé.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 3 ïî âòîðîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
(θ − 1)x−θ ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
14,92 7,48 2,82 22,84 7,49 8,98 13,84 14,17 7,07 9,69 -8,35 12,77 14,93
5,81 8,62 11,22 3,85 2,86 9,52 15,93 9,43 19,48 19,19 12,20 19,40 12,09
8,47 6,79

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,91 0,91 0,30 1,34 0,61 1,12 1,00 0,53 1,58 0,62
0,41 0,89 1,20 1,51 0,78 1,44 0,46 0,69 1,33

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 2 3 4 5
Y 3 −1 2 −2

Âàðèàíò 9

1. Èç êîëîäû êàðò â 52 ëèñòà íàóäà÷ó âûíèìàþòñÿ òðè êàðòû (áåç âîç-
âðàùåíèÿ). Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à òàêæå ñîáûòèå,
ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðåõ êàðò îêàæåòñÿ ðîâíî îäèí òóç.
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2. Â áðèãàäå 3 ðàáî÷èõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
äâîå èç íèõ ðîäèëèñü â îäèí è òîò æå äåíü íåäåëè? Ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿò-
íîñòè ðîäèòüñÿ â êàæäûé èç äíåé îäèíàêîâû.

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà êàæäîé èç òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé
íå ïðåâîñõîäèò 3/4.

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

- A1

A2

A3

-

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòàÂåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A2 ðàâíà 0,01, îñòàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ Ak � ïî 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Òåëåãðàôíîå ñîîáùåíèå ñîñòîèò èç ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿ è ¾òèðå¿. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñðåäè ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿ è ¾òèðå¿ âñòðå÷àþòñÿ â
îòíîøåíèè 3:2. Èç-çà ïîìåõ èñêàæàåòñÿ â ñðåäíåì 25 % ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿
è 20 % ñèãíàëîâ ¾òèðå¿, ïðè÷åì ¾òî÷êà¿ èñêàæàåòñÿ â ¾òèðå¿, à ¾òèðå¿ â
¾òî÷êó¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ñèãíàëà. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïåðåäàâàëè ¾òèðå¿, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèíÿëè ¾òî÷êó¿.

6. Äâà èãðîêà èãðàþò â øàõìàòû íà äåíüãè. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì
èç 4 ïàðòèé îäíó âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, îäíà çàêàí÷èâàåòñÿ âíè÷üþ,
è äâå âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ïåðâûé èãðîê ïëà-
òèò âòîðîìó 5 ðóáëåé. Ñêîëüêî îí äîëæåí ïîëó÷àòü â ñëó÷àå âûèãðûøà,
÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åãî âûèãðûøà ðàâíÿëîñü íóëþ? Íàéòè
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ñóììû âûèãðûøà (îòðèöàòåëüíàÿ ñóììà
âûèãðûøà � ýòî ñóììà ïðîèãðûøà, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿). Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
A

σ
√
2πe

−(x−a)2/(2σ2) ïðè x ∈ [a; ∞);

0 ïðèx < a

Íàéòè íîðìèðóþùóþ êîíñòàíòó A, âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè a = σ = 1.

8. Â ïîäúåçäå 15 îäíîêîìíàòíûõ êâàðòèð ïëîùàäüþ ïî 50 êâ. ì., 10
äâóõêîìíàòíûõ êâàðòèð ïî 70 êâ. ì. è 5 òðåõêîìíàòíûõ êâàðòèð ïî 80
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êâ. ì. Äëÿ âûáðàííîé íàóäà÷ó êâàðòèðû íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
÷èñëà êîìíàò è ïëîùàäè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x + y), åñëè 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1, è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû ñêëàäûâàåòñÿ èç 10 000 èíòåðâà-
ëîâ âðåìåíè, êàæäûé èç êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì
â 1 ìèíóòó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ôàêòè÷åñêîå âðåìÿ ðàáîòû îòëè-
÷àåòñÿ îò èçìåðåííîãî áîëüøå, ÷åì íà 1 ÷àñ.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x
θ2 e

−x/θ ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
22,59 -2,61 11,87 1,37 5,92 -5,10 5,38 14,71 7,55 3,91 1,23 8,50 -5,58
-1,97 17,93 9,42 11,99 9,39 4,78 5,43 9,40 8,68 2,20 7,15 14,78 14,77
-15,16

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,49 1,96 0,64 0,76 0,01 0,82 0,23 0,82 1,96
1,28 1,49 1,07 1,92 0,17 1,68 1,01 0,48

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 0 1 2 3
Y 3 −3 2 −2
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Âàðèàíò 10

1. Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âûïàâøàÿ ñóììà î÷êîâ íå÷åòíà, à ñîáûòèå B � â òîì, ÷òî õîòÿ áû íà îäíîé
èç êîñòåé âûïàëà òðîéêà. Îïèñàòü ñîáûòèÿ AB è AB.

2. Èç ïîëíîãî íàáîðà êîñòåé äîìèíî íàóäà÷ó áåðóòñÿ ïÿòü êîñòåé. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ áóäåò õîòÿ áû îäíà ñ øåñòåðêîé.

3. Íà ëèíåéêå íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû 2 òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îêàæåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû äëèíû ëèíåéêè?

4. Äâà ñòðåëêà ïîî÷åðåäíî ñòðåëÿþò ïî îäíîé è òîé æå ìèøåíè. Ó
êàæäîãî ñòðåëêà 2 ïàòðîíà. Ïðè ïåðâîì ïîïàäàíèè ñòðåëüáà ïðåêðàùà-
åòñÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå äëÿ ïåðâîãî
ñòðåëêà 0,3, äëÿ âòîðîãî � 0,4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ñòðåëêà
èçðàñõîäóþò âåñü ñâîé áîåçàïàñ.

5. Ïåðâîå îðóäèå 2-îðóäèéíîé áàòàðåè ïðèñòðåëÿíî òàê, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ äëÿ íåãî ðàâíà 3/11. Äëÿ âòîðîãî îðóäèÿ îíà ðàâíà 1/5.
Áàòàðåÿ äàëà çàëï ïî öåëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëü ïîðàæåíà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîå îðóäèå ïîïàëî â öåëü, åñëè èçâåñòíî,
÷òî öåëü áûëà ïîðàæåíà. Äëÿ ïîðàæåíèÿ öåëè äîñòàòî÷íî îäíîãî ïîïàäà-
íèÿ.

6. Âåðîÿòíîñòü ïðèåìà îòäåëüíîãî ñèãíàëà ðàâíà 0,15. Ðàäèîñèãíàë ïå-
ðåäàåòñÿ 4 ðàçà. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è
äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ áóäåò íå ìåíüøå
2, íî íå áîëüøå 3.

7. Ðàäèóñ êðóãà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé íà îòðåçêå [0;1]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïëîùàäè êðóãà. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïëîùàäü ïðåâîñõîäèò π/16. Íà÷åðòèòü ãðàôèêè
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

8. Â îòäåëå ðàáîòàåò îäèí ñîòðóäíèê ñ äâóìÿ âûñøèìè îáðàçîâàíèÿìè,
àâòîð 6 èçîáðåòåíèé, ÷åòûðå ñîòðóäíèêà ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì, êàæäûé
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì îäíîãî èçîáðåòåíèÿ, è ÷åòûðå ñîòðóäíèêà áåç
âûñøåãî îáðàçîâàíè, íà ñ÷åòó êîòîðûõ èçîáðåòåíèé íåò. Äëÿ âûáðàííîãî
íàóäà÷ó ñîòðóäíèêà íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà èçîáðåòå-
íèé è âûñøèõ îáðàçîâàíèé. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
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åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x+ y), åñëè x, y ≥ 0, x+ y ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Âðåìÿ îæèäàíèÿ àâòîáóñà ïàññàæèðîì èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 10 ìèíóò. Íàéòè ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,8 ëåæèò ñóììàðíîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà îæèäàíèå àâòî-
áóñà çà 48 ïîåçäîê.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x2

2θ3 e
−x/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

9,36 19,48 3,89 4,45 15,11 15,90 24,94 1,72 3,25 -3,77 12,17 10,08 14,36
9,39 1,27 7,89 8,68 1,59 10,57 3,21 -6,11 15,61 10,82 1,68 5,63 6,79
20,27 -2,15

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,46 1,43 0,40 1,23 1,40 0,76 1,09 1,65 1,32
1,24 1,39 0,81 0,39 0,76 1,14 1,24 1,69 1,58

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X −1 0 1 2
Y −3 −1 2 −5
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Âàðèàíò 11

1. Ñîáûòèÿ: A � õîòÿ áû îäèí èç òðåõ ïðîâåðÿåìûõ ïðèáîðîâ áðàêîâàí-
íûé, B � âñå ïðèáîðû äîáðîêà÷åñòâåííûå. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ: A ∪ B
è AB?

2. Â ÿùèêå ëåæàò 3 ÷åðíûõ è 3 áåëûõ øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñëó÷àéíîì èçâëå÷åíèè øàðîâ èç ÿùèêà ñíà÷àëà
âûíóò âñå áåëûå øàðû.

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà êàæäîé èç òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé
íå ìåíüøå 2/3.

4. Âåðîÿòíîñòü èçãîòîâëåíèÿ íåêà÷åñòâåííîé äåòàëè ðàâíà 0,2. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 4 äåòàëåé íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà êà÷åñòâåííàÿ.

5. Çàïðîñ àáîíåíòà àâòîìàòè÷åñêè ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè íàïðàâëÿ-
åòñÿ íà îäèí èç äâóõ ñåðâåðîâ. Âåðîÿòíîñòü âîçíèêîíîâåíèÿ ñáîÿ â ðàáîòå
ïåðâîãî ñåðâåðà ðàâíà 0,1, âòîðîãî � 0,01. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
çàïðîñ áóäåò îáñëóæåí áåç ñáîÿ? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáîíåíò îá-
ñëóæèâàëñÿ íà ïåðâîì ñåðâåðå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí áûë îáñëóæåí áåç
ñáîÿ?

6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ðàâíà 0,8 ïðè êàæäîì âûñòðåëå.
Ñòðåëüáà âåäåòñÿ îäèíî÷íûìè âûñòðåëàìè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, ïîêà íå
áóäåò èçðàñõîäîâàí áîåçàïàñ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ âûñòðåëîâ, åñëè áîåçàïàñ ñî-
ñòàâëÿåò 4 åäèíèöû. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â øàð ðàäèóñà R. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî öåíòðà øàðà. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëî-
íåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà-
÷åíèå, áîëüøåå ïîëîâèíû ðàäèóñà øàðà. Íà÷åðòèòü ãðàôèêè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

8. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âûïàâøèõ äâî-
åê è ÷èñëà âûïàâøèõ ÷åòíûõ ÷èñåë ïðè îäíîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé
êîñòè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x+ y), åñëè x, y ≥ 0, x+ y ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).
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10. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè áðîñàåò èãðàëüíóþ êîñòü 20 ðàç. Ó÷àñòíèê ïî-
ëó÷àåò öåííûé ïðèç, åñëè ñóììà î÷êîâ áîëüøå 90. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ öåííîãî ïðèçà.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 3 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
(θ − 1)x−θ ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

1,87 1,26 1,58 2,11 0,01 1,35 2,05 0,76 1,65 1,61 0,12 2,03 1,07 1,10
3,06 0,38 0,64 1,63 0,54 2,65 0,82 1,21 0,73 1,99 2,44 0,93 0,47 0,88

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,46 0,68 0,59 1,97 1,03 0,62 0,89 1,93 0,88
1,66 1,34 1,99 0,59 0,00 0,46 1,48 1,35 1,74

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y −3 −1 2 −4

Âàðèàíò 12

1. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ n ðàç, n ≥ 6. Ïóñòü ñîáûòèå Ai îçíà÷àåò,
÷òî ãðàíü i âûïàäåò õîòÿ áû ðàç, à ñîáûòèå A � ÷òî ñðåäè ãðàíåé íàéäåòñÿ
òàêàÿ, êîòîðàÿ íå âûïàäåò íè ðàçó. Îïèñàòü ñîáûòèå A, èñïîëüçóÿ
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îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè.

2. Áðîñàþò 4 èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà íèõ
âûïàäóò òîëüêî ¾5¿ è ¾6¿?

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà ìàêñèìàëüíîé ÷àñòè èç òðåõ ïîëó÷èâ-
øèõñÿ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò 4/5.

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A1 A2

A3

A4

-

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Ak ðàâíà 0,02. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü òîê.

5. Îäèíàêîâûå äåòàëè ïîñòóïàþò íà ñáîðêó ñ òðåõ çàâîäîâ. Ïåðâûé çà-
âîä äàåò 10 %, âòîðîé 40 %, òðåòèé 50 % âñåõ äåòàëåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ñáîðêè. Áðàê â ïðîäóêöèè ïåðâîãî çàâîäà ñîñòàâëÿåò 2 %, âòîðîãî � 3 %,
òðåòüåãî � 4 %. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ íà ñáîðêó áðàêîâàííîé
äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêàçàâøàÿñÿ áðàêîâàííîé äåòàëü èç-
ãîòîâëåíà íà ïåðâîì çàâîäå.

6. Äëÿ òðåõ ñàæåíöåâ âåðîÿòíîñòè óñïåøíî âûíåñòè ïåðåñàäêó ðàâíû
0,7, 0,8 è 0,85. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ÷èñëà âûíåñøèõ ïåðåñàäêó ñàæåíöåâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî ïðèáëèæåííî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå äîõî-
äîâ ôèçè÷åñêèõ ëèö. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
A

xα+1 ïðè x ≥ θ;
0 ïðè x < θ.

Çäåñü α > 1, θ > 0 � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, A � íîðìèðóþùàÿ êîí-
ñòàíòà. Íàéòè êîíñòàíòó A. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðîì
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ â 10 ðàç.

8. Ïîäáðàñûâàþòñÿ òðè ñèììåòðè÷íûõ ìîíåòû. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâ-
ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâ âûïàâøèõ ãåðáîâ íà ïåðâûõ äâóõ ìîíå-
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òàõ è íà ïîñëåäíèõ äâóõ ìîíåòàõ. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x+ y + xy), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Âðåìÿ îæèäàíèÿ òðîëëåéáóñà çà îäíó ïîåçäêó èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå îò 0 äî 15 ìèíóò. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ çà 10 ïîåçäîê îêàæåòñÿ ìåíüøå 1,5 ÷àñîâ.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî âòîðîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
2x
θ2 e

−x2/θ2

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
3,50 0,80 0,32 3,31 1,12 3,29 3,87 2,65 2,01 2,65 1,19 -0,85 4,07 1,23
3,38 5,17 1,51 2,20 5,41 1,22 1,89 2,02 3,17 -1,02 2,73 1,10 3,87

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,42 1,25 0,87 0,54 0,48 1,20 1,79 0,62 0,75 0,55
0,46 1,02 1,71 1,91 0,83 0,99 1,46 1,09 0,94

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 0 2 4 6
Y −3 −1 2 −4
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Âàðèàíò 13

1. Íàéòè ñëó÷àéíîå ñîáûòèå X èç ðàâåíñòâà

X +A+X +A = B.

2. Â ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå 10 þíîøåé è 15 äåâóøåê. Íà óíèâåðñèòåòñêèé
ïðàçäíè÷íûé áàë ãðóïïà ïîëó÷èëà òîëüêî 3 ïðèãëàñèòåëüíûõ áèëåòà, êî-
òîðûå ðàçûãðûâàþòñÿ ïî æðåáèþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà áàë
ïîïàäóò òðè äåâóøêè?

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà ìèíèìàëüíîé ÷àñòè èç òðåõ ïîëó÷èâ-
øèõñÿ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò 4/5.

4. Ñèñòåìíûé àäìèíèñòðàòîð îáñëóæèâàåò 4 ñåðâåðà, ðàáîòàþùèõ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ðàáî÷åãî äíÿ
ñåðâåð íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ àäìèíèñòðàòîðà, ðàâíà äëÿ ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ñåðâåðà 0,8, äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî � 0,10. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñåðâåðîâ íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ àäìèíèñòðàòîðà.

5. Ôèðìà ðàñïðîñòðàíÿåò 2 âèäà ðåêëàìíûõ ëèñòîâîê A è B, ïðè÷åì
êîëè÷åñòâà ëèñòîâîê äâóõ âèäîâ íàõîäÿòñÿ â ñîîòíîøåíèè 2:3. Íà ëèñòîâêó
âèäà A ïîëîæèòåëüíî ðåàãèðóþò 20 % ïîëó÷àòåëåé, íà ëèñòîâêó âèäà B �
10 % ïîëó÷àòåëåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíîé ðåàêöèè ïîëó÷àòåëÿ
ëèñòîâêè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷åíà ëèñòîâêà âèäà A, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ðåàêöèÿ áûëà ïîëîæèòåëüíîé.

6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ áàñêåòáîëüíîãî ìÿ÷à â êîëüöî ïðè áðîñàíèè
íà÷èíàþùèì ñïîðòñìåíîì ðàâíà 1/5. Ìÿ÷ áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ,
íî äàþò íå áîëåå 5 ïîïûòîê. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîìàõîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

7. Ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ íà äèñòàíöèè â 100 êì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå îò 40 êì/÷ äî 80 êì/÷.
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå âðåìåíè, çà-
òðà÷åííîãî íà ïðåîäîëåíèå äèñòàíöèè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî
âðåìÿ ïðåâûñèò 2 ÷àñà.

8. Â ãðóïïå èç 20 ñòóäåíòîâ òîëüêî äâîå ïðîïóñòèëè áîëåå ïîëîâèíû
çàíÿòèé, è èìåííî îíè ïîëó÷èëè îöåíêó ¾2¿ íà ýêçàìåíå. Èç îñòàëüíûõ
ñòóäåíòîâ 5 ÷åëîâåê ïîëó÷èëè îöåíêó ¾5¿, 10 ÷åëîâåê � îöåíêó ¾4¿, è 3
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ñòóäåíòà ïîëó÷èëè ¾òðîéêè¿. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ îöåíêè íà ýêçàìåíå è èíäèêàòîðà ïðîïóñêà áîëåå ïîëîâèíû çàíÿòèé
äëÿ âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñòóäåíòà. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x2 + y2 ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. ×èñëî ñåðèàëîâ, ïðîñìàòðèâàåìûõ çà äåíü âûáðàííûì íàóäà÷ó ñòó-
äåíòîì, èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì 0,5. Íàéòè ïðåäåëû,
â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8 ëåæèò ÷èñëî ïðîñìîòðîâ ñåðèàëîâ çà äåíü
ñòóäåíòàìè ãðóïïû èç 20 ÷åëîâåê.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî òðåòüåìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3x2

θ2 e−x3/θ2

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
8,16 3,33 7,35 3,05 2,54 1,91 1,77 2,92 5,95 2,31 0,27 5,12 6,60 -1,58
5,42 5,67 6,28 -0,09 2,74 2,45 1,11 6,97 -1,59 -1,41 2,69 4,99 7,24 1,75
4,76

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,94 1,42 0,61 2,00 0,59 0,58 1,18 1,58 1,01 0,57
0,05 0,25 0,17 1,30 0,52 0,91 0,84 1,66 1,24

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y −3 −1 −2 −4
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Âàðèàíò 14

1. Ïóñòü A, B è C � ñîáûòèÿ. Êàêîâ ñìûñë ðàâåíñòâ: ABC = A è
A ∪B ∪ C = A? Ïðèâåñòè ïðèìåðû.

2. Ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ êîñòü äîìèíî îêàçàëàñü íå äóáëåì. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðóþ òàêæå âçÿòóþ íàóäà÷ó êîñòü ìîæíî ïðèñòàâèòü
ê ïåðâîé.

3. Âñòðå÷íûå ïîåçäà ïðèõîäÿò íà ñòàíöèþ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè â òå÷åíèå ñóòîê. Îäèí ïîåçä ñòîèò íà ñòàíöèè 30 ìèíóò, äðóãîé 40
ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ïîåçäîâ íà ñòàíöèè.

4. Ïðåäíàçíà÷åííûé ê ïå÷àòè òåêñò ïðîâåðÿåòñÿ ñíà÷àëà àâòîðîì, çà-
òåì êîððåêòîðîì. Àâòîð íàõîäèò â ñðåäíåì 80 % äîïóùåííûõ â òåêñòå îïå-
÷àòîê, êîððåêòîð � 90 %. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäóò èñïðàâëåíû
âñå 4 ñîäåðæàùèåñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîì òåêñòå îïå÷àòêè.

5. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó, ðàâíà 0,8.
Íà çàâîäå ïðèíÿòà ñèñòåìà èç òðåõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êî-
òîðûõ èçäåëèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñòàíäàðòó, ïðîõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9,
à íåóäîâëåòâîðÿþùåå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íàóäà÷ó âçÿòîå èçäåëèå âûäåðæèò èñïûòàíèÿ? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èçäåëèå, âûäåðæàâøåå èñïûòàíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó?

6. Âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî ñîåäèíåíèÿ êîìïüþòåðà ñ ñåðâåðîì ðàâíà
0,6. Ïîïûòêè ñîåäèíåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî óñòàíîâëåíèÿ ñîåäèíåíèÿ, íî íå
áîëåå 6 ïîïûòîê. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è
äèñïåðñèþ ÷èñëà ïîïûòîê ñîåäèíåíèÿ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

7. Ìîùíîñòü W , âûäåëÿåìàÿ íà ñîïðîòèâëåíèè R, âû÷èñëÿåòñÿ ïî çà-
êîíó W = U2/R, ãäå U � íàïðÿæåíèå â ñåòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïðÿ-
æåíèå � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå îò
200 äî 250 âîëüò. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ìîùíîñòè, âûäåëÿåìîé íà ñîïðîòèâëåíèè â 100 Îì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ìîùíîñòü ïðåâûñèò 500 Âò.

8. Â îôèñå 4 êîìíàòû. Â ïåðâîé êîìíàòå 2 ñîòðóäíèêà, à êîìïüþòå-
ðîâ íåò, âî âòîðîé 4 êîìïüþòåðà è 1 ñîòðóäíèê, â îñòàëüíûõ äâóõ ïî 2
êîìïüþòåðà è ïî 2 ñîòðóäíèêà. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
ñîòðóäíèêîâ è ÷èñëà êîìïüþòåðîâ â âûáðàííîé íàóäà÷ó êîìíàòå. Íàéòè
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x2 + y2), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, è 0 èíà÷å.
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Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Âçâåøèâàþò ãðóç, íàõîäÿùèéñÿ â 200 ìåøêàõ. Ïîãðåøíîñòü èçìåðå-
íèé âåñà êàæäîãî èç íèõ ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì
ñðåäíèì è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 100 ãðàìì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå 1 êã.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

2θ2
√
x
e−

√
x/θ2

ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
1,07 -0,72 -4,46 -3,24 2,42 -1,70 -1,24 -0,07 6,20 2,67 1,80 0,26 9,61
2,51 1,44 -3,65 5,50 4,17 -2,06 7,48 2,60 7,61 2,54 9,77 9,67 7,36 7,86
11,22 3,38

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,06 1,44 0,70 1,33 0,74 0,61 1,03 1,25 0,85
0,81 1,04 0,76 0,80 1,55 1,61 0,82 1,70 1,63

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4
Y −3 −1 6 −4

Âàðèàíò 15

1. Áðîøåíû òðè ìîíåòû. Îïèñàòü ñîáûòèÿ
A = {âûïàëî íå áîëüøå äâóõ ãåðáîâ è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ðåøêà} è
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B = {âûïàë ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ãåðá è õîòÿ áû îäíà ðåøêà}. Îïèñàòü
òàêæå ñîáûòèÿ AB, AB.

2. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò 16 ÷åëîâåê, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû ïî æðåáèþ è èãðàþò ïî îëèìïèéñêîé ñèñòåìå (ïðîèãðàâøèé âû-
áûâàåò èç èãðû, íè÷üèõ íåò). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ïî ñèëå
øàõìàòèñò íå ïîïàäåò â ôèíàë?

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðåäå-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà äëèí ïåðâûõ äâóõ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò
äëèíû ïîñëåäíåé ÷àñòè.

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A1

A2A3

A4

-

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà Ak ðàâíà 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî öåïü íå áóäåò ïðîïóñêàòü òîê.

5. Íà ñáîðêó ïîñòóïàþò äåòàëè ñ òðåõ àâòîìàòîâ. Ïåðâûé àâòîìàò äà-
åò 50 %, à âòîðîé 30 % âñåõ äåòàëåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñáîðêè. Áðàê â
ïðîäóêöèè ïåðâîãî àâòîìàòà ñîñòàâëÿåò 1 %, âòîðîãî � 2 %, à òðåòüåãî
� 4 %. Äåòàëü, èçãîòîâëåííàÿ àâòîìàòîì, îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà èçãîòîâëåíà íà ïåðâîì àâòîìàòå?

6. Âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñåðâåðà ïðè êàæäîì èç íåçàâèñèìûõ ïîäêëþ-
÷åíèé ñ ïîìîùüþ ìîäåìà ðàâíà 0,2. Ïîïûòêè ïîäêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
äî óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ ïîïûòîê ïîäêëþ÷åíèÿ, åñëè ÷èñëî
ïîïûòîê îãðàíè÷åíî ïÿòüþ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Çàêîí Ýðëàíãà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
Ax2e−αx ïðè x ≥ 0;

0 ïðè x < 0

îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðèáûòèÿ äâóõ âûçîâîâ â ïóàññîíîâñêîì
ïîòîêå. Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.
(Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàáëèöû îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ). Ïîñòðî-
èòü ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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8. Íà 5 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû îò 1 äî 5. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÷èñëà, íàïèñàííîãî íà âûáðàííîé íàóäà÷ó êàðòî÷êå, è èíäèêàòîðà
òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî íå÷åòíîå. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íè-
ìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x2 + y2 ≤ 4, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî âîäû, ðàñõîäóåìîå æèòåëÿìè îäíîé êâàðòèðû â ñóò-
êè, èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 200 ëèòðîâ.
Íàéòè, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé æèëüöîâ
500 êâàðòèð áóäåò äîñòàòî÷íî 12 000 ëèòðîâ âîäû.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

θ2 e
−x/θ2

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
5,38 -1,10 13,11 10,84 9,45 8,56 7,87 7,34 -4,06 3,48 4,70 7,13 -1,08
4,53 13,56 2,66 7,29 9,41 11,86 9,54 10,86 2,50 -2,84 11,21 8,93

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,23 0,49 1,12 1,98 0,25 1,52 0,52 0,03 1,10
1,59 0,27 1,30 1,79 1,93 0,23 1,84 1,04

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −3 −1 2 −4 4
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Âàðèàíò 16

1. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî ñòîðî-
íàìè 1 è 2. Îïèñàòü ñîáûòèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò A äî êàæäîé
ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1.

2. Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíû 8 êíèã, â òîì ÷èñëå äâóõ-
òîìíèê Ìàíäåëüøòàìà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäèí èç òîìîâ Ìàí-
äåëüøòàìà îêàæåòñÿ ó ïðàâîãî êðàÿ ïîëêè, à äðóãîé � ó ëåâîãî.

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà äëèí ïîñëåäíèõ äâóõ ÷àñòåé íå ïðå-
âîñõîäèò äëèíû ïåðâîé ÷àñòè.

4. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,9. Ïî
ìèøåíè ñòðåëÿþò îäèíî÷íûìè âûñòðåëàìè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, ïîñëå
÷åãî ñòðåëüáó ïðåêðàùàþò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ñäåëàíî áî-
ëåå òðåõ âûñòðåëîâ.

5. Ñòóäåíò âûó÷èë ê ýêçàìåíó òîëüêî 30 âîïðîñîâ èç 40. Äëÿ ñäà÷è
ýêçàìåíà äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà äâà èç ÷åòûðåõ ðàçíûõ âîïðîñîâ. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýêçàìåí áóäåò ñäàí? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñòóäåíò îòâåòèë íà âñå ÷åòûðå âîïðîñà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí ñäàë ýêçàìåí?

6. Ïîëüçîâàòåëü êîìïüþòåðà çàáûë ïàðîëü è ïåðåáèðàåò íàóäà÷ó 6 âîç-
ìîæíûõ. Ïîñëå òðåõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê êîìïüþòåð áëîêèðóåòñÿ. Íàéòè
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïîïûòîê.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ñòàíäàðòíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì óðîâíÿ a
èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(t) =

{
At−3/2e−a2/(2t) ïðè t ≥ 0;

0 ïðè t < 0.

Íàéòè íîðìèðóþùóþ êîíñòàíòó A. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå âðåìåíè äîñòèæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. (Ñäåëàòü çàìåíó a/

√
t = y. Ìîæíî

èñïîëüçîâàòü òàáëèöû îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ).

8. Â òå÷åíèå òðåõ äíåé íåäåëè òåìïåðàòóðà áûëà 30 ãðàäóñîâ, à âëàæ-
íîñòü 60 ïðîöåíòîâ. Â òå÷åíèå äðóãèõ òðåõ äíåé òåìïåðàòóðà 20 ãðàäóñîâ,
à âëàæíîñòü 90 ïðîöåíòîâ, à â ïîñëåäíèé äåíü 10 ãðàäóñîâ è 100 ïðîöåí-
òîâ. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè â âûáðàí-
íûé íàóäà÷ó äåíü. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó òåìïåðàòóðîé
è âëàæíîñòüþ.
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9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = cxy, åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè áðîñàåò 5 øàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïî-
ïàñòü â ëóçû ñ íîìåðàìè îò 1 äî 6. Ó÷àñòíèê ïîëó÷àåò öåííûé ïðèç, åñëè
ñóììà î÷êîâ áîëüøå 23. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ öåííîãî ïðèçà.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî òðåòüåìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3
√
x

2θ2 e−x
√
x/θ2

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
4,61 6,70 2,88 9,09 -2,06 6,25 6,46 4,25 16,16 7,07 1,35 13,58 7,96 14,64
-2,14 10,81 2,50 2,24 -1,04 5,31 11,93 16,20 7,49 -5,21 5,90 5,63 7,26

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,64 0,79 0,64 1,06 0,42 0,69 1,65 0,45 0,43
1,48 0,44 0,97 1,49 0,46 1,29 0,37 0,45

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 0 2 4 6 8
Y −3 −1 2 −4 4
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Âàðèàíò 17

1. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî ñòîðî-
íàìè 1 è 2. Îïèñàòü ñîáûòèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò A äî áëèæàé-
øåé ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1/2.

2. Èç êîëîäû êàðò â 36 ëèñòîâ âûíèìàþòñÿ òðè êàðòû. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæóòñÿ õîòÿ áû äâå êðàñíûå êàðòû.

3. Íà îòðåçêå AB íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè M è N . Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà M îêàæåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå âòðîå áëèæå ê òî÷êå
N , ÷åì ê òî÷êå A?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A1

A2

A3

-

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A1 ðàâíà 0,1, îñòàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ Ak � ïî 0,04. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Ïðèáîð ñîñòîèò èç òðåõ íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ áëîêîâ, âåðîÿòíîñòè
îòêàçà êîòîðûõ çà ñìåíó ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,01, 0,05 è 0,08. Âåðîÿò-
íîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ïðèáîðà ïðè îòêàçå îäíîãî èç áëîêîâ ðàâíà 0,5; ïðè
îòêàçå äâóõ áëîêîâ � 0,8, ïðè îòêàçå âñåõ òðåõ áëîêîâ � 1. Îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü âûõîäà ïðèáîðà èç ñòðîÿ çà ñìåíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî îòêàçàëè âñå òðè áëîêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèáîð âûøåë èç ñòðîÿ.

6. Ïðè èãðå ñ àâòîìàòîì èãðîê ïîëó÷àåò 50 ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1,
10 ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Íàéòè ñóììó x ðóáëåé, êîòîðóþ èãðîê áðîñà-
åò â àâòîìàò è òåðÿåò â ñëó÷àå ïðîèãðûøà, åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âûèãðûøà ðàâíî ìèíóñ 2 ðóáëÿì. (Â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ñóììà âûèãðû-
øà ñ÷èòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ðàâíûì ñóììå ïðîèãðûøà, âçÿòîé
ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿.) Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ñóììû âûèã-
ðûøà. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò
âèä

f(x) =


A

1 +
(x

θ

)2 ïðè |x| ≤ θ;

0 ïðè |x| > θ
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(óñå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè). Íàéòè êîýôôèöèåíò A, âû÷èñëèòü ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå, áîëüøåå θ/

√
3.

8. Â äâóõ èç ÷åòûðåõ àóäèòîðèé ïî 20 ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 60 äå-
öèáåëë, â òðåòüåé 10 ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 50 äåöèáåëë, à â ÷åòâåðòîé
àóäèòîðèè íåò ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 20 äåöèáåëë. Íàéòè ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòóäåíòîâ è óðîâíÿ øóìà â âûáðàííîé íàóäà÷ó àóäè-
òîðèè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ÷èñëîì ñòóäåíòîâ è óðîâ-
íåì øóìà.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = cx, åñëè x, y ≥ 0, x + 2y ≤ 2, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî 10-êîïåå÷íûõ ìîíåò, íåîáõîäèìîå äëÿ âûäà÷è êàæäîé
ñäà÷è â êàññå, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
Íàéòè, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ íà 100 âûäà÷ ñäà÷è áóäåò äîñòàòî÷íî 220
10-êîïåå÷íûõ ìîíåò .

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà 1 < θ < 2 ïî ïåðâîìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

θ−1x
−θ/(θ−1) ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
2,92 12,70 10,80 -10,19 4,32 12,02 13,68 3,75 -0,90 2,94 15,07 2,08 16,22
13,42 1,55 -6,05 15,70 12,35 13,94 -0,56 24,10 7,45 3,60 -0,24 16,84 6,13
-5,28 3,00 10,04

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,82 1,13 1,78 0,65 0,55 1,02 0,88 0,76 0,57
1,71 0,62 1,69 0,15 0,23 1,99 1,53 1,91 1,57
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14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y 3 −1 2 −4 4

Âàðèàíò 18

1. Áðîøåíû òðè èãðàëüíûå êîñòè. Îïèñàòü ñîáûòèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî
õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè ïîÿâèëàñü åäèíèöà è íå áîëåå ÷åì íà äâóõ âûïàëè
äâîéêè.

2. Íîìåð ëîòåðåéíîãî áèëåòà ñîñòîèò èç 6 öèôð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî õîòÿ áû äâå öèôðû âçÿòîãî íàóäà÷ó áèëåòà ñîâïàäàþò?

3. Ñòåðæåíü åäèíè÷íîé äëèíû AB ðàçëîìàí â äâóõ íàóäà÷ó âûáðàííûõ
òî÷êàõ X è Y . Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè íå
ïðåâçîéäåò ìàêñèìàëüíîãî èç äâóõ îòðåçêîâ AX èëè AY .

4. Ïî ìèøåíè ïî îäíîìó ðàçó ñòðåëÿþò 4 ñòðåëêà. Âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ äëÿ ïåðâîãî ðàâíà 0,5, äëÿ âòîðîãî � 0,6, äëÿ òðåòüåãî � 0,7, äëÿ
÷åòâåðòîãî � 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ðîâíî äâóõ ïîïàäàíèé.

5. Â ñåìè óðíàõ ñîäåðæèòñÿ ïî 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, à â òðåõ óðíàõ
ïî 7 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç óðíû, âçÿòîé
íàóäà÷ó, áóäåò èçâëå÷åí áåëûé øàð? Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî øàð èçâëå÷åí
èç óðíû ñ 7 áåëûìè è 3 ÷åðíûìè øàðàìè, åñëè îí îêàçàëñÿ áåëûì.

6. Ïðèáîð ñîñòîèò èç òðåõ ìàëîíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ. Îòêàçû ýëåìåíòîâ
çà íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè íåçàâèñèìû, à èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî 0,2; 0,3; 0,4. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Òî÷êàM äâèæåòñÿ ïî îñè Ox ïî çàêîíó x = vt−at2. Â ñëó÷àéíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà îòðåçêå [0; T ], íàáëþäàåòñÿ
êîîðäèíàòà ξ òî÷êè M . Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå
îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ïðè v = 10 ì/ñ, a = 10 ì/ñ2, T = 3 c
íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ > 0.

8. ×åòûðå àâòîáóñà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 5 ìèíóò, óâåçëè ïî 20
ïàññàæèðîâ. Äâà àâòîáóñà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 10 ìèíóò, óâåçëè ïî
30 ïàññàæèðîâ. Äâà àâòîáóñà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 15 ìèíóò, óâåçëè ïî
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35 ïàññàæèðîâ. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïàññàæèðîâ è èí-
òåðâàëà äâèæåíèÿ äëÿ âûáðàííîãî íàóäà÷ó àâòîáóñà. Íàéòè êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x2+y2+xy), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 è 0 èíà÷å.
Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî áðàêîâàííûõ èçäåëèé â êîðîáêå èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì 2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 16 êîðîáêàõ áîëåå
40 áðàêîâàííûõ èçäåëèé.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 2 ïî âòîðîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
θx−(θ+1) ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
13,29 7,48 2,82 22,84 7,49 8,98 13,84 14,17 7,07 9,69 -8,35 12,77 14,93
5,81 8,62 11,22 3,85 2,86 9,52 15,93 9,43 19,48 19,19 12,20 19,40 12,09
8,47 6,79

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,19 0,91 0,30 1,34 0,61 1,12 1,00 0,53 1,58 0,62
0,41 0,89 1,20 1,51 0,78 1,44 0,46 0,69 1,33

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 3 5 7 9
Y −3 −1 2 −4 4
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Âàðèàíò 19

1. Íåêòî íàïèñàë n àäðåñàòàì ïèñüìà, â êàæäûé êîíâåðò âëîæèë ïî
îäíîìó ïèñüìó è çàòåì íàóäà÷ó íàïèñàë íà êàæäîì êîíâåðòå îäèí èç n
àäðåñîâ. Ïóñòü ñîáûòèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî i-å ïèñüìî ïîïàëî â ñâîé
êîíâåðò. Îïèñàòü ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî ðîâíî îäíî ïèñüìî
ïîïàëî â ñâîé êîíâåðò.

2. Â áðèãàäå 4 ðàáî÷èõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
òðîå èç íèõ ðîäèëèñü â îäèí è òîò æå äåíü íåäåëè? Ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿò-
íîñòè ðîäèòüñÿ â êàæäûé èç äíåé îäèíàêîâû.

3. Ñòåðæåíü åäèíè÷íîé äëèíû AB ðàçëîìàí â äâóõ íàóäà÷ó âûáðàííûõ
òî÷êàõ X è Y . Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè íå
ïðåâçîéäåò äëèíû îòðåçêà AX.

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-
A1

A2
A3

-A4

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A2 ðàâíà 0,01, îñòàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ Ak � ïî 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Òåëåãðàôíîå ñîîáùåíèå ñîñòîèò èç ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿ è ¾òèðå¿. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñðåäè ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿ è ¾òèðå¿ âñòðå÷àþòñÿ â
îòíîøåíèè 7:3. Èç-çà ïîìåõ èñêàæàåòñÿ â ñðåäíåì 25 % ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿
è 20 % ñèãíàëîâ ¾òèðå¿, ïðè÷åì ¾òî÷êà¿ èñêàæàåòñÿ â ¾òèðå¿, à ¾òèðå¿ â
¾òî÷êó¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ñèãíàëà. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïåðåäàâàëè ¾òî÷êó¿, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèíÿëè ¾òèðå¿.

6. Äâà èãðîêà èãðàþò â øàõìàòû íà äåíüãè. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì
èç 5 ïàðòèé îäíó âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, äâå çàêàí÷èâàþòñÿ âíè÷üþ, è
äâå âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ïåðâûé èãðîê ïëàòèò
âòîðîìó 50 ðóáëåé. Ñêîëüêî îí äîëæåí ïîëó÷àòü â ñëó÷àå âûèãðûøà, ÷òî-
áû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åãî âûèãðûøà ðàâíÿëîñü íóëþ? Íàéòè ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ñóììû âûèãðûøà (îòðèöàòåëüíàÿ ñóììà âû-
èãðûøà � ýòî ñóììà ïðîèãðûøà, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿). Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
A

σ
√
2πe

−(x−a)2/(2σ2) ïðè |x− a| ≤ 2σ;
0 ïðè |x− a| > 2σ.
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Íàéòè íîðìèðóþùóþ êîíñòàíòó A, âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè a = σ = 1.

8. Â ïîäúåçäå 5 îäíîêîìíàòíûõ êâàðòèð ïëîùàäüþ ïî 40 êâ. ì., 10 äâóõ-
êîìíàòíûõ êâàðòèð ïî 60 êâ. ì., 10 òðåõêîìíàòíûõ êâàðòèð ïî 70 êâ. ì. è
5 ÷åòûðåõêîìíàòíûõ ïî 90 êâ. ì. Äëÿ âûáðàííîé íàóäà÷ó êâàðòèðû íàéòè
ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìíàò è ïëîùàäè. Íàéòè êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè |x|+ |y| ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c
è ρ(X,Y ).

10. Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû ñêëàäûâàåòñÿ èç 1000 èíòåðâàëîâ
âðåìåíè, êàæäûé èç êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì â 10
ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ôàêòè÷åñêîå âðåìÿ ðàáîòû îòëè÷àåòñÿ
îò èçìåðåííîãî áîëüøå, ÷åì íà 10 ÷àñîâ.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x
θ4 e

−x/θ2

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
23,95 -2,61 11,87 1,37 5,92 -5,10 5,38 14,71 7,55 3,91 1,23 8,50 -5,58
-1,97 17,93 9,42 11,99 9,39 4,78 5,43 9,40 8,68 2,20 7,15 14,78 14,77
-15,16

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,94 1,96 0,64 0,76 0,01 0,82 0,23 0,82 1,96
1,28 1,49 1,07 1,92 0,17 1,68 1,01 0,48

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
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íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −3 −1 2 −4 8

Âàðèàíò 20

1. Íåêòî íàïèñàë n àäðåñàòàì ïèñüìà, â êàæäûé êîíâåðò âëîæèë ïî
îäíîìó ïèñüìó è çàòåì íàóäà÷ó íàïèñàë íà êàæäîì êîíâåðòå îäèí èç n
àäðåñîâ. Ïóñòü ñîáûòèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî i-å ïèñüìî ïîïàëî â ñâîé
êîíâåðò. Îïèñàòü ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî ðîâíî äâà ïèñüìà
ïîïàëî â ñâîé êîíâåðò.

2. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå ìîíåòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âî âòîðîé ðàç âûïàäåò ñòîëüêî æå ãåðáîâ, ñêîëüêî è â ïåðâûé.

3. Íà ëèíåéêå íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû 2 òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îêàæåòñÿ áîëüøå ÷åòâåðòè äëèíû ëèíåéêè?

4. Òðè ñòðåëêà ïîî÷åðåäíî ñòðåëÿþò ïî îäíîé è òîé æå ìèøåíè. Ó
êàæäîãî ñòðåëêà 2 ïàòðîíà. Ïðè ïåðâîì ïîïàäàíèè ñòðåëüáà ïðåêðàùà-
åòñÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå äëÿ ïåðâîãî
ñòðåëêà 0,3, äëÿ âòîðîãî � 0,4, äëÿ òðåòüåãî � 0,6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âñå ñòðåëêè èçðàñõîäóþò âåñü ñâîé áîåçàïàñ.

5. Ïåðâîå îðóäèå 3-îðóäèéíîé áàòàðåè ïðèñòðåëÿíî òàê, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ äëÿ íåãî ðàâíà 3/11. Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî îðóäèÿ îíà
ðàâíà 1/5. Áàòàðåÿ äàëà çàëï ïî öåëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëü
ïîðàæåíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîå îðóäèå ïîïàëî â öåëü, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî öåëü áûëà ïîðàæåíà. Äëÿ ïîðàæåíèÿ öåëè äîñòàòî÷íî îäíîãî
ïîïàäàíèÿ.

6. Âåðîÿòíîñòü ïðèåìà îòäåëüíîãî ñèãíàëà ðàâíà 0,05. Ðàäèîñèãíàë ïå-
ðåäàåòñÿ 5 ðàç. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ÷èñëà ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ áóäåò íå ìåíüøå
2, íî íå áîëüøå 3.

7. Êàòåò ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [0;1]. Íàéòè
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ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå è äèñïåðñèþ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïëîùàäü ïðåâîñõîäèò 1/8. Íà÷åðòèòü ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

8. Â îòäåëå ðàáîòàåò îäèí ñîòðóäíèê ñ äâóìÿ âûñøèìè îáðàçîâàíèÿìè
âîçðàñòîì 30 ëåò, äâà ñîòðóäíèêà ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì âîçðàñòîì ïî 50
ëåò è äâà ñîòðóäíèêà áåç âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ âîçðàñòîì ïî 20 ëåò. Äëÿ
âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñîòðóäíèêà íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçðàñòà
è êîëè÷åñòâà âûñøèõ îáðàçîâàíèé. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè x ≥ 0, |x| + |y| ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Âðåìÿ îæèäàíèÿ àâòîáóñà ïàññàæèðîì èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 8 ìèíóò. Íàéòè êîëè÷åñòâî ïîåçäîê, çà
êîòîðîå ñóììàðíîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà îæèäàíèå àâòîáóñà, íå ïðåâûñèò
5 ÷àñîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x2

2θ6 e
−x/θ2

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

10,63 19,48 3,89 4,45 15,11 15,90 24,94 1,72 3,25 -3,77 12,17 10,08
14,36 9,39 1,27 7,89 8,68 1,59 10,57 3,21 -6,11 15,61 10,82 1,68 5,63
6,79 20,27 -2,15

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.
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1,64 1,43 0,40 1,23 1,40 0,76 1,09 1,65 1,32
1,24 1,39 0,81 0,39 0,76 1,14 1,24 1,69 1,58

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −8 −1 2 −4 8

Âàðèàíò 21

1. Áðîñàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âûïàâøàÿ ñóììà î÷êîâ íå÷åòíà, à ñîáûòèå B � â òîì, ÷òî õîòÿ áû íà îäíîé
èç êîñòåé âûïàëà òðîéêà. Îïèñàòü ñîáûòèÿ AB è AB.

2. Â ÿùèêå 5 êðàñíûõ è 4 ñèíèõ ïóãîâèö. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èç ÷åòûðåõ íàóäà÷ó âûíóòûõ ïóãîâèö õîòÿ áû äâå áóäóò îäíîöâåòíûìè.

3. Ìîëîäîé ÷åëîâåê äîãîâîðèëñÿ âñòðåòèòüñÿ ñ äåâóøêîé ìåæäó 9 è 10
÷àñàìè è îáåùàë æäàòü å¼ äî 10 ÷àñîâ. Äåâóøêà îáåùàëà æäàòü åãî 10
ìèíóò, åñëè ïðèäåò ðàíüøå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè âñòðåòÿòñÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîìåíòû èõ ïðèõîäà ðàâíîâåðîÿòíû â òå÷åíèå ÷àñà.

4. Ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé â ñðåäíåì 20 % ïèñåì íå äîõîäÿò äî ïîëó-
÷àòåëÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 6 ïèñåì áîëåå ïîëîâèíû íà áóäåò
ïîëó÷åíî àäðåñàòàìè.

5. Â ïóíêòå ïðîêàòà èìååòñÿ 6 îäèíàêîâûõ íà âèä âåëîñèïåäîâ. Âåðî-
ÿòíîñòü ïîëîìêè äëÿ äâóõ èç íèõ ïî 0,1, äëÿ òðåõ ïî 0,2 è äëÿ îäíîãî 0,7.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëîñèïåä ñëîìàåòñÿ, åñëè åãî âûáèðàþò íà-
óäà÷ó? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë âûáðàí âåëîñèïåä, äëÿ êîòîðîãî
âåðîÿòíîñòü ïîëîìêè 0,7, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñëîìàëñÿ?

6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ðàâíà 0,4 ïðè êàæäîì âûñòðåëå.
Ñòðåëüáà âåäåòñÿ îäèíî÷íûìè âûñòðåëàìè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, ïîêà íå
áóäåò èçðàñõîäîâàí áîåçàïàñ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ âûñòðåëîâ, åñëè áîåçàïàñ ñî-
ñòàâëÿåò 5 åäèíèö. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � êîîðäèíàòà òî÷êè, ñîâåðøàþùåé êîëå-
áàòåëüíûå äâèæåíèÿ ïî çàêîíó x = a sin(ωt), è íàáëþäàåìîé â ñëó÷àé-
íûé ìîìåíò âðåìåíè T , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà ïåðèîäå êîëåáà-
íèé [0; 2π/ω]. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ > a/2.
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8. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âûïàâøèõ ÷åò-
íûõ è íå÷åòíûõ ÷èñåë ïðè îäíîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè y ≥ 0, |x| + |y| ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Îöåíèòü, ñêîëüêî ðàç íóæíî áðîñèòü èãðàëüíóþ êîñòü, ÷òîáû ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ïðåâûñèëà 300 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,92.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 4 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
(θ − 2)x−θ+1 ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

0,87 1,26 1,58 2,11 0,01 1,35 2,05 0,76 1,65 1,61 0,12 2,03 1,07 1,10
3,06 0,38 0,64 1,63 0,54 2,65 0,82 1,21 0,73 1,99 2,44 0,93 0,47 0,88

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,46 0,68 0,59 1,97 1,03 0,62 0,89 1,93 0,88
1,66 1,34 1,99 0,59 0,00 0,46 1,48 1,35 1,74

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −3 −1 8 −4 4
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Âàðèàíò 22

1. Ïðèáîð ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ ïåðâîãî òèïà è òðåõ áëîêîâ âòîðîãî
òèïà. Ñîáûòèÿ: Ak, k = 1, 2 � èñïðàâåí k-é áëîê ïåðâîãî òèïà, Bj , j = 1, 2, 3
� èñïðàâåí j-é áëîê âòîðîãî òèïà. Ïðèáîð èñïðàâåí, åñëè èñïðàâíû õîòÿ
áû îäèí áëîê ïåðâîãî òèïà è íå ìåíåå äâóõ áëîêîâ âòîðîãî òèïà. Âûðàçèòü
C, îçíà÷àþùåå èñïðàâíîñòü ïðèáîðà, ÷åðåç Ak è Bj .

2. Áðîñàþò 4 èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû
íà äâóõ èç íèõ âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ?

3. Ñòåðæåíü åäèíè÷íîé äëèíû AB ðàçëîìàí â äâóõ íàóäà÷ó âûáðàííûõ
òî÷êàõ X è Y . Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè íå
ïðåâçîéäåò äëèíû îòðåçêà BY ?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-
A4

A3
A1

-A2

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Ak ðàâíà 0,02. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü òîê.

5. Îäèíàêîâûå äåòàëè ïîñòóïàþò íà ñáîðêó ñ òðåõ àâòîìàòîâ. Ïåðâûé
àâòîìàò äàåò 25 %, âòîðîé 30 %, òðåòèé 45 % âñåõ äåòàëåé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ñáîðêè. Áðàê â ïðîäóêöèè ïåðâîãî àâòîìàòà ñîñòàâëÿåò 2,5 %, âòîðîãî
� 2 %, òðåòüåãî � 3 %. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ íà ñáîðêó íåáðà-
êîâàííîé äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêàçàâøàÿñÿ íåáðàêîâàííîé
äåòàëü èçãîòîâëåíà íà ïåðâîì àâòîìàòå.

6. Ïî ìèøåíè îäíîâðåìåííî ñòðåëÿþò òðè ñòðåëêà, âåðîÿòíîñòè ïîïà-
äàíèé êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,4, 0,7 è 0,9. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïîïàäàíèé â ìèøåíü.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ìàêñèìàëüíûé íóëü ñòàíäàðòíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ íà [0; 1]
èìååò êîîðäèíàòó ξ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

{
Aarcsin

√
x ïðè x ∈ [0; 1];
1 ïðè x > 1.

Íàéòè êîíñòàíòó A. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
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8. Ïîäáðàñûâàþòñÿ òðè ñèììåòðè÷íûõ ìîíåòû. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâ-
ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâ âûïàâøèõ ãåðáîâ íà ïåðâîé ìîíåòå è íà
òðåõ ìîíåòàõ. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c(x3 + y3 + xy2), åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, è 0
èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Âðåìÿ îæèäàíèÿ ïîåçäà ìåòðî çà îäíó ïîåçäêó èìååò ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå îò 0 äî 5 ìèíóò. Îöåíèòü ÷èñëî ïîåçäîê, â
òå÷åíèå êîòîðûõ ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ îêàæåòñÿ ìåíüøå 1 ÷àñà ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,96.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî âòîðîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
2x
θ3 e

−x2/θ3

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
2,50 0,80 0,32 3,31 1,12 3,29 3,87 2,65 2,01 2,65 1,19 -0,85 4,07 1,23
3,38 5,17 1,51 2,20 5,41 1,22 1,89 2,02 3,17 -1,02 2,73 1,10 3,87

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,42 1,25 0,87 0,54 0,48 1,20 1,79 0,62 0,75 0,55
0,46 1,02 1,71 1,91 0,83 0,99 1,46 1,09 0,94

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −3, 5 −1, 4 2, 2 −4, 6 4, 1
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Âàðèàíò 23

1. Ñóäíî èìååò îäíî ðóëåâîå óñòðîéñòâî, ÷åòûðå êîòëà è äâå òóðáèíû.
Ñîáûòèå A îçíà÷àåò èñïðàâíîñòü ðóëåâîãî óñòðîéñòâà, Bk, k = 1, 2, 3, 4 �
èñïðàâíîñòü k-ãî êîòëà, à Cj , j = 1, 2 � èñïðàâíîñòü j-é òóðáèíû. Ñîáûòèå
D � ñóäíî óïðàâëÿåìîå, ÷òî áóäåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
èñïðàâíû ðóëåâîå óñòðîéñòâî, õîòÿ áû îäèí êîòåë è õîòÿ áû îäíà òóðáèíà.
Âûðàçèòü D ÷åðåç A, Bk è Cj .

2. Â ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå 10 þíîøåé è 15 äåâóøåê. Íà óíèâåðñèòåòñêèé
ïðàçäíè÷íûé áàë ãðóïïà ïîëó÷èëà 5 ïðèãëàñèòåëüíûõ áèëåòîâ, êîòîðûå
ðàçûãðûâàþòñÿ ïî æðåáèþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà áàë ïîïàäåò
õîòÿ áû îäíà äåâóøêà?

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà õîòÿ áû îäíîé èç òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ
÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò 2/3.

4. Íà òðåõ òåëåêàíàëàõ ÷àñòü âðåìåíè çàíÿòà ðåêëàìîé: íà ïåðâîì �
60 % âðåìåíè, íà âòîðîì � 40 %, íà ìåñòíîì � 30 %. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè íåò ðåêëàìû õîòÿ áû íà îäíîì èç
êàíàëîâ.

5. Ñòàíîê îáðàáàòûâàåò 2 âèäà äåòàëåé A è B, ïðè÷åì âðåìÿ ðàáîòû
ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íèìè â ñîîòíîøåíèè 2:3. Ïðè îáðàáîòêå äåòàëè âèäà
A îí ðàáîòàåò ñ ìàêñèìàëüíîé äëÿ íåãî íàãðóçêîé â òå÷åíèå 60 % âðåìåíè,
ïðè îáðàáîòêå äåòàëè âèäà B � 90 % âðåìåíè. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ñòàíîê ðàáîòàë ñ ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêîé. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ýòî âðåìÿ îí îáðàáàòûâàë äåòàëü âèäà A; âèäà B.

6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ áàñêåòáîëüíîãî ìÿ÷à â êîëüöî ïðè áðîñàíèè
íà÷èíàþùèì ñïîðòñìåíîì ðàâíà 1/9. Ìÿ÷ áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ,
íî äàþò íå áîëåå 6 ïîïûòîê. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîìàõîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

7. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîí â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå F = k/r2, ãäå r � ðàññòîÿíèå îò àíîäà � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà [R; 2R]. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñèëû F . Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ñèëà
ïðåâûñèò k/(2R2).

8. Â ãðóïïå èç 20 ñòóäåíòîâ òîëüêî äâîå èçó÷àëè â øêîëå ôðàíöóç-
ñêèé ÿçûê, è èìåííî îíè ïîëó÷èëè îöåíêó ¾4¿ íà ýêçàìåíå. Èç îñòàëüíûõ
ñòóäåíòîâ 10 ÷åëîâåê ïîëó÷èëè îöåíêó ¾3¿, 5 ÷åëîâåê � îöåíêó ¾3¿, è 3
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ñòóäåíòà ïîëó÷èëè ¾äâîéêè¿. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ îöåíêè íà ýêçàìåíå è èíäèêàòîðà èçó÷åíèÿ ôðàíöóçñêîãî ÿçûêà äëÿ
âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñòóäåíòà. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íè-
ìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè x ≥ 0, |x| + |y| ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. ×èñëî îïå÷àòîê íà ñòðàíèöå êíèãè èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðîì 0,5. Íàéòè, ñêîëüêî äîëæíî áûòü ñòðàíèö â êíèãå, ÷òîáû
÷èñëî îïå÷àòîê â íåé íå ïðåâûñèëî 200 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,75.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî òðåòüåìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3x2

θ3 e−x3/θ3

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
7,16 3,33 7,35 3,05 2,54 1,91 1,77 2,92 5,95 2,31 0,27 5,12 6,60 -1,58
5,42 5,67 6,28 -0,09 2,74 2,45 1,11 6,97 -1,59 -1,41 2,69 4,99 7,24 1,75
4,76

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,94 1,42 0,61 2,00 0,59 0,58 1,18 1,58 1,01 0,57
0,05 0,25 0,17 1,30 0,52 0,91 0,84 1,66 1,24

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −3, 5 −1 2, 5 −4 4
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Âàðèàíò 24

1. Ìàøèííî-êîòåëüíàÿ óñòàíîâêà ñîñòîèò èç äâóõ êîòëîâ è îäíîé ìàøè-
íû. Ñîáûòèå A � èñïðàâíà ìàøèíà, ñîáûòèå Bk, k = 1, 2 � èñïðàâåí k-é
êîòåë. Ñîáûòèå C îçíà÷àåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìàøèííî-êîòåëüíîé óñòà-
íîâêè, ÷òî áóäåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èñïðàâíà ìàøèíà è
õîòÿ áû îäèí êîòåë. Âûðàçèòü ñîáûòèÿ C è C ÷åðåç A è Bk.

2. Â êîìïàíèè èç äåñÿòè ÷åëîâåê ðåøèëè ñäåëàòü äðóã äðóãó ïîäàðêè,
äëÿ ÷åãî êàæäûé ïðèíåñ ïîäàðîê. Âñå ïîäàðêè ñëîæèëè âìåñòå, ïåðåìå-
øàëè è ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëèëè ñðåäè ó÷àñòíèêîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òðè êîíêðåòíûõ ÷åëîâåêà ïîëó÷àò ñâîé ñîáñòâåííûé ïîäàðîê.

3. Íà ëèíåéêå äëèíîé 20 ñì ñëó÷àéíî ñäåëàíû äâå íàñå÷êè. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñòîÿíèå îò ïåðâîé íàñå÷êè äî íà÷àëà ëèíåéêè ïðå-
âîñõîäèò ðàññòîÿíèå îò âòîðîé íàñå÷êè äî íà÷àëà ëèíåéêè áîëåå ÷åì íà 15
ñì?

4. Ðàäèîñèãíàë ïåðåäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç 3 ðåòðàíñëÿòîðà. Íà
êàæäîì ðåòðàíñëÿòîðå ìîæåò âîçíèêíóòü ïîìåõà íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ
ðåòðàíñëÿòîðîâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,02, 0,03 è 0,04 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðàäèîñèãíàëà áåç ïîìåõè.

5. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó, ðàâíà 0,95.
Íà çàâîäå ïðèíÿòà ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç
êîòîðûõ èçäåëèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñòàíäàðòó, ïðîõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,9, à íåóäîâëåòâîðÿþùåå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî íàóäà÷ó âçÿòîå èçäåëèå âûäåðæèò èñïûòàíèÿ? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî èçäåëèå, âûäåðæàâøåå èñïûòàíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó?

6. Âåðîÿòíîñòü èçãîòîâëåíèÿ íåñòàíäàðòíîãî èçäåëèÿ ïðè íàëàæåííîì
òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå ïîñòîÿííà è ðàâíà 1/9. Äëÿ ïðîâåðêè èçäåëèé
îòäåë òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ áåðåò èç ïàðòèè èçäåëèÿ îäíî çà äðóãèì, íî
íå áîëåå 5 èçäåëèé. Ïðè îáíàðóæåíèè íåñòàíäàðòíîãî èçäåëèÿ âñÿ ïàð-
òèÿ çàäåðæèâàåòñÿ. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèþ ÷èñëà èçäåëèé, ïðîâåðÿåìûõ â êàæäîé ïàðòèè. Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. ÂûñîòàH, êîòîðîé äîñòèãàåò áðîøåííûé ââåðõ ìÿ÷, îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå H = v2/(2g), ãäå v � ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé áðîøåí ìÿ÷, g � óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, êîòîðîå ïðèìåì ðàâíûì 10 ì/ñ2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî v � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå îò
10 äî 20 ì/ñ. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âûñîòû, äîñòèãíóòîé ìÿ÷îì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûñîòà ïðåâûñèò
15 ì.
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8. Â íàó÷íîì îòäåëå 3 ëàáîðàòîðèè. Â ïåðâîé ëàáîðàòîðèè 6 ñîòðóäíè-
êîâ è 2 èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòà, âî âòîðîé 8 ñîòðóäíèêîâ è 1 ïðîåêò,
â òðåòüåé � 4 ñîòðóäíèêà è 2 ïðîåêòà. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
÷èñëà ñîòðóäíèêîâ è ÷èñëà ïðîåêòîâ â âûáðàííîé íàóäà÷ó ëàáîðàòîðèè.
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé äëèíû êàæäîãî èç ó÷àñòêîâ ìàðøðóòà ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñòàíäàðòíûì îò-
êëîíåíèåì 5 ìåòðîâ. Íàéòè, íà ñêîëüêî ó÷àñòêîâ ìîæíî ðàçáèòü ìàðøðóò,
÷òîáû ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèëà ïî ìîäóëþ 100 ìåòðîâ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,95.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

2θ3
√
x
e−

√
x/θ3

ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
-1,07 -0,72 -4,46 -3,24 2,42 -1,70 -1,24 -0,07 6,20 2,67 1,80 0,26 9,61
2,51 1,44 -3,65 5,50 4,17 -2,06 7,48 2,60 7,61 2,54 9,77 9,67 7,36 7,86
11,22 3,38

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,06 1,44 0,70 1,33 0,74 0,61 1,03 1,25 0,85
0,81 1,04 0,76 0,80 1,55 1,61 0,82 1,70 1,63

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
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X 1 2 3 4 5
Y −3 −1 2 −4 0

Âàðèàíò 25

1. Áðîøåíû ÷åòûðå ìîíåòû. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî
êðàéíåé ìåðå íà äâóõ ìîíåòàõ âûïàë ãåðá, à ñîáûòèå B � â òîì, ÷òî õîòÿ
áû íà äâóõ ìîíåòàõ âûïàëà ðåøêà. Îïèñàòü ñîáûòèÿ AB, AB, AB.

2. Â øàõìàòíîì ìàò÷å ó÷àñòâóþò 4 ïàðû øàõìàòèñòîâ. Âåðîÿòíîñòü
íè÷üåé â êàæäîé ïàðòèè ðàâíà 1/4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìàò÷å
áóäåò õîòÿ áû îäíà íè÷üÿ.

3. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû äâå òî÷êè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ýòîò îòðåçîê îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà òðè ÷àñòè. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà ïåðâûõ äâóõ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò
3/5, äëèíà æå ïîñëåäíåé ÷àñòè áîëüøå 1/2.

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A4

A3A1
-

A2

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà Ak ðàâíà 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî öåïü íå áóäåò ïðîïóñêàòü òîê.

5. Íà ñáîðêó ïîñòóïàþò äåòàëè ñ ÷åòûðåõ àâòîìàòîâ. Ïåðâûé è âòî-
ðîé àâòîìàòû äàþò ïî 40 %, à òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïî 10 % âñåõ äåòàëåé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñáîðêè. Áðàê â ïðîäóêöèè ïåðâîãî è âòîðîãî àâòîìàòà
ñîñòàâëÿåò 1 %, à òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî � 4 %. Äåòàëü, èçãîòîâëåííàÿ
àâòîìàòîì, îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà èç-
ãîòîâëåíà íà ïåðâîì àâòîìàòå?

6. Âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñåðâåðà ïðè êàæäîì èç íåçàâèñèìûõ ïîäêëþ-
÷åíèé ñ ïîìîùüþ ìîäåìà ðàâíà 0,2. Ïîïûòêè ïîäêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
äî óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ ïîïûòîê ïîäêëþ÷åíèÿ, åñëè ÷èñëî
ïîïûòîê îãðàíè÷åíî øåñòüþ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

221



7. Çàêîí Ýðëàíãà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
Ax2e−αx ïðè x ≥ 0;

0 ïðè x < 0

îïèñûâàåò âðåìÿ îæèäàíèÿ ïðèõîäà òðåõ âûçîâîâ â ïóàññîíîâñêîì ïîòîêå.
Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ. (Ðåêîìåí-
äóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàáëèöû îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ).

8. Íà 8 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû öèôðû îò 1 äî 9. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÷èñëà, íàïèñàííîãî íà âûáðàííîé íàóäà÷ó êàðòî÷êå, è èíäèêàòîðà
òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî áîëüøå òðåõ. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî âîäû, ðàñõîäóåìîå æèòåëÿìè îäíîé êâàðòèðû â ñóò-
êè,8 èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 100 ëèòðîâ.
Íàéòè, äëÿ êàêîãî êîëè÷åñòâà êâàðòèð äîñòàòî÷íî 100 000 ëèòðîâ âîäû ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,94.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

θ3 e
−x/θ3

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
4,38 -1,10 13,11 10,84 9,45 8,56 7,87 7,34 -4,06 3,48 4,70 7,13 -1,08
4,53 13,56 2,66 7,29 9,41 11,86 9,54 10,86 2,50 -2,84 11,21 8,93

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,23 0,49 1,12 1,98 0,25 1,52 0,52 0,03 1,10

222



1,59 0,27 1,30 1,79 1,93 0,23 1,84 1,04

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 0 2 3 4 6
Y −3 −1 2 −4 4

Âàðèàíò 26

1. Íà îòðåçêå [0, 1] íàóäà÷ó ñòàâÿòñÿ äâå òî÷êè. Ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùåå
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω è îïèñàòü ñîáûòèå A, îçíà÷àþùåå,
÷òî âòîðàÿ òî÷êà áëèæå ê ïðàâîìó êîíöó îòðåçêà [0, 1], ÷åì ê ëåâîìó, è
ñîáûòèå B, îçíà÷àþùåå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìåíüøå ïî-
ëîâèíû äëèíû îòðåçêà, à òàêæå ñîáûòèå AB.

2. Òðîå æåíùèí è òðîå ìóæ÷èí ñàäÿòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì çà êðóãëûé
ñòîë. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìóæ÷èíû è æåíùèíû çà ñòîëîì áóäóò
÷åðåäîâàòüñÿ.

3. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî ñòîðî-
íàìè 1 è 2. íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò À äî áëèæàéøåé
ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1/3.

4. Âåðîÿòíîñòü óñòàíîâëåíèÿ ñîåäèíåíèÿ ñ ñåðâåðîì ïðè êàæäîé ïîïûò-
êå ðàâíà 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîåäèíåíèå áóäåò óñòàíîâëåíî íå
ðàíüøå ÷åòâåðòîé ïîïûòêè.

5. Ñòóäåíò âûó÷èë ê çà÷åòó òîëüêî 10 âîïðîñîâ èç 30. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
çà÷åòà äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà äâà èç ÷åòûðåõ ðàçíûõ âîïðîñîâ. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà÷åò áóäåò ïîëó÷åí? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñòóäåíò îòâåòèë íå ìåíåå ÷åì íà òðè âîïðîñà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí ïîëó÷èë
çà÷åò?

6. Ïîëüçîâàòåëü êîìïüþòåðà çàáûë ïàðîëü è ïåðåáèðàåò íàóäà÷ó 5 âîç-
ìîæíûõ. Ïîñëå ÷åòûðåõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê êîìïüþòåð áëîêèðóåòñÿ. Íàé-
òè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïîïû-
òîê. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñòàíäàðòíîå ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ξ = eη, ãäå η èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ > 1.
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8. Â äâóõ èç ÷åòûðåõ êîìíàò òåìïåðàòóðà 25 ãðàäóñîâ, à âëàæíîñòü 80
ïðîöåíòîâ. Â òðåòüåé êîìíàòå òåìïåðàòóðà 20 ãðàäóñîâ, à âëàæíîñòü 90
ïðîöåíòîâ. Â ÷åòâåðòîé êîìíàòå òåìïåðàòóðà 25 ãðàäóñîâ, à âëàæíîñòü 90
ïðîöåíòîâ. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè â
âûáðàííîé íàóäà÷ó êîìíàòå. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó òåì-
ïåðàòóðîé è âëàæíîñòüþ.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤

√
x, è 0 èíà÷å. Íàéòè

êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè áðîñàåò íåñêîëüêî øàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ìîæåò ïîïàñòü â ëóçû ñ íîìåðàìè îò 1 äî 6. Ó÷àñòíèê ïîëó÷àåò öåííûé
ïðèç, åñëè ñóììà î÷êîâ ìåíüøå 12. Íàéòè, ïðè êàêîì ÷èñëå øàðîâ âåðîÿò-
íîñòü ïîëó÷åíèÿ öåííîãî ïðèçà áóäåò ìåíüøå 0,01.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî òðåòüåìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3
√
x

2θ3 e−x
√
x/θ3

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
5,61 6,70 2,88 9,09 -2,06 6,25 6,46 4,25 16,16 7,07 1,35 13,58 7,96 14,64
-2,14 10,81 2,50 2,24 -1,04 5,31 11,93 16,20 7,49 -5,21 5,90 5,63 7,26

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,64 0,79 0,64 1,06 0,42 0,69 1,65 0,45 0,43
1,48 0,44 0,97 1,49 0,46 1,29 0,37 0,45

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X −1 2 3 4 6
Y −3 −1 2 −4 4
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Âàðèàíò 27

1. Èç ìíîæåñòâà ñóïðóæåñêèõ ïàð âûáèðàåòñÿ îäíà ïàðà. Ñîáûòèå A =
{Ìóæó áîëüøå 25 ëåò}, ñîáûòèå B = {Ìóæ ñòàðøå æåíû}, ñîáûòèå
C = {Æåíå áîëüøå 25 ëåò}.
Âûÿñíèòü ñìûñë ñîáûòèé: ABC, A\AB, ABC.

2. Ñîáðàëèñü âìåñòå òðè íåçíàêîìûõ ÷åëîâåêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî
õîòÿ áû ó äâóõ èç íèõ ñîâïàäàþò äíè ðîæäåíèÿ.

3. Íà îòðåçêå AB íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè M è N . Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà M îêàæåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå âäâîå áëèæå ê òî÷êå
A, ÷åì ê òî÷êå N?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

- A4
A3

A1
-

A2

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A1 ðàâíà 0,1, îñòàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ Ak � ïî 0,04. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Ïðèáîð ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ áëîêîâ, âåðî-
ÿòíîñòè îòêàçà êîòîðûõ çà ñìåíó ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,01, 0,02, 0,03 è
0,04. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ïðèáîðà ïðè îòêàçå îäíîãî èç áëîêîâ
ðàâíà 0,8; ïðè îòêàçå áîëåå ÷åì îäíîãî áëîêà � 1. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
âûõîäà ïðèáîðà èç ñòðîÿ çà ñìåíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàçàë
îäèí áëîê, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèáîð âûøåë èç ñòðîÿ.

6. Ïðè èãðå ñ àâòîìàòîì â ñëó÷àå âûèãðûøà èãðîê ïîëó÷àåò 10 ðóá-
ëåé. Äëÿ ó÷àñòèÿ â èãðå èãðîê áðîñàåò â àâòîìàò 5 ðóáëåé. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü âûèãðûøà, åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ðàâíî ìèíóñ 2
ðóáëÿì. (Â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ñóììà âûèãðûøà ñ÷èòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì
÷èñëîì, ðàâíûì ñóììå ïðîèãðûøà, âçÿòîé ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿.) Íàéòè ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ñóììû âûèãðûøà. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìå-
åò âèä f(x) = Ae−|x−a| (ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà). Íàéòè êîýôôèöèåíò A,
âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå, áîëüøåå 2a.

8. Â òðåõ èç ÷åòûðåõ àóäèòîðèé ïî 20 ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 60
äåöèáåëë, à â ÷åòâåðòîé àóäèòîðèè íåò ñòóäåíòîâ è óðîâåíü øóìà 20 äå-
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öèáåëë. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòóäåíòîâ è óðîâíÿ øóìà
â âûáðàííîé íàóäà÷ó àóäèòîðèè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
÷èñëîì ñòóäåíòîâ è óðîâíåì øóìà.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x3, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî 10-êîïåå÷íûõ ìîíåò, íåîáõîäèìîå äëÿ âûäà÷è êàæäîé
ñäà÷è â êàññå, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
Â êàññå â íà÷àëå ðàáî÷åãî äíÿ íàõîäèòñÿ 2500 10-êîïåå÷íûõ ìîíåò. Íàé-
òè, äëÿ êàêîãî êîëè÷åñòâà ïîêóïàòåëåé ïîëó÷åíèå ñäà÷è ãàðàíòèðîâàíî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,8.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà 2 < θ < 3 ïî ïåðâîìó ìîìåí-
òó è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

θ−2x
−(θ−1)/(θ−2) ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
1,92 12,70 10,80 -10,19 4,32 12,02 13,68 3,75 -0,90 2,94 15,07 2,08 16,22
13,42 1,55 -6,05 15,70 12,35 13,94 -0,56 24,10 7,45 3,60 -0,24 16,84 6,13
-5,28 3,00 10,04

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,82 1,13 1,78 0,65 0,55 1,02 0,88 0,76 0,57
1,71 0,62 1,69 0,15 0,23 1,99 1,53 1,91 1,57

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −9 −1 2 −4 4
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Âàðèàíò 28

1. Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âûïàâøàÿ ñóììà î÷êîâ íå÷åòíà, ñîáûòèå B � â òîì, ÷òî õîòÿ áû íà îäíîé
èç êîñòåé âûïàëà åäèíèöà, ñîáûòèå C � â òîì, ÷òî õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè
âûïàëà äâîéêà. Îïèñàòü ñîáûòèÿ: ABC, ABC, ABC.

2. Íîìåð ëîòåðåéíîãî áèëåòà ñîñòîèò èç 8 öèôð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïåðâûå ÷åòûðå öèôðû ÷åòíûå, à ïîñëåäíèå ÷åòûðå � íå÷åòíûå?

3. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî ñòî-
ðîíàìè 1 è 2. íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò À äî êàæäîé
äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1/3.

4. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ ìåæäó àâòîáóñàìè ìàðøðóòà À � 5 ìèíóò,
ìàðøðóòà Á � 6 ìèíóò, ìàðøðóòà Â � 10 ìèíóò. Ïàññàæèð ïðèõîäèò íà
îñòàíîâêó â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ
áû îäèí àâòîáóñ ïðèäåò â òå÷åíèå 2 ìèíóò ïîñëå ïðèõîäà ïàññàæèðà?

5. Â äåâÿòè óðíàõ ñîäåðæèòñÿ ïî 4 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, à â îäíîé
óðíå 9 áåëûõ è 1 ÷åðíûé øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç óðíû, âçÿòîé íà-
óäà÷ó, áóäåò èçâëå÷åí ÷åðíûé øàð? Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî øàð èçâëå÷åí
èç óðíû ñ 9 áåëûìè è 1 ÷åðíûì øàðîì, åñëè îí îêàçàëñÿ ÷åðíûì.

6. Ïðèáîð ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ìàëîíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ. Îòêàçû ýëå-
ìåíòîâ çà íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè íåçàâèñèìû, à èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî 0,1; 0,1; 0,2; 0,2. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Òî÷êà M äâèæåòñÿ ïî îñè Ox ïî çàêîíó x = aet. Â ñëó÷àéíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà îòðåçêå [0; T ], íàáëþäàåòñÿ
ïîëîæåíèå ξ òî÷êè M . Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

8. ×åòûðå ïîåçäà ìåòðî, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 4 ìèíóòû, óâåçëè ïî
200 ïàññàæèðîâ. ×åòûðå ïîåçäà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 6 ìèíóò, óâåçëè
ïî 300 ïàññàæèðîâ. Äâà ïîåçäà, óõîäÿùèå ñ èíòåðâàëîì â 8 ìèíóò, óâåçëè
ïî 100 ïàññàæèðîâ. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïàññàæèðîâ è
èíòåðâàëà äâèæåíèÿ äëÿ âûáðàííîãî íàóäà÷ó ïîåçäà. Íàéòè êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé f(x, y) = c, åñëè y ≥ 0, |x| + y ≤ 1, è 0 èíà÷å. Íàéòè
êîíñòàíòó c è ρ(X,Y ).

10. Êîëè÷åñòâî áðàêîâàííûõ èçäåëèé â êîðîáêå èìååò ðàñïðåäåëåíèå
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Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì 4. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîðîáîê òàêîå, ÷òîáû
âåðîÿòíîñòü íàéòè â íèõ áîëåå 200 áðàêîâàííûõ èçäåëèé áûëà ìåíüøå 0,04.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 4 ïî âòîðîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
(θ − 2)x−θ+1 ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
14,29 7,48 2,82 22,84 7,49 8,98 13,84 14,17 7,07 9,69 -8,35 12,77 14,93
5,81 8,62 11,22 3,85 2,86 9,52 15,93 9,43 19,48 19,19 12,20 19,40 12,09
8,47 6,79

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,19 0,91 0,30 1,34 0,61 1,12 1,00 0,53 1,58 0,62
0,41 0,89 1,20 1,51 0,78 1,44 0,46 0,69 1,33

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X −1 2 3 6 7
Y −3 −1 2 −4 4

Âàðèàíò 29

1. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ ñîáûòèé A è B ñîâïàäàòü ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì?
Ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

2. Â áðèãàäå 4 ðàáî÷èõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
äâîå èç íèõ ðîäèëèñü â îäèí è òîò æå ìåñÿö? Ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè
ðîäèòüñÿ â êàæäûé ìåñÿö îäèíàêîâû.
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3. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå ñ êàòåòàìè 1 è 2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò À äî
áëèæàéøåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1/3.

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A4

A3

A1
-A2

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A2 ðàâíà 0,01, îñòàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ Ak � ïî 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Òåëåãðàôíîå ñîîáùåíèå ñîñòîèò èç ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿ è ¾òèðå¿. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñðåäè ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿ è ¾òèðå¿ âñòðå÷àþòñÿ â
îòíîøåíèè 11:10. Èç-çà ïîìåõ èñêàæàåòñÿ â ñðåäíåì 30 % ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿
è 20 % ñèãíàëîâ ¾òèðå¿, ïðè÷åì ¾òî÷êà¿ èñêàæàåòñÿ â ¾òèðå¿, à ¾òèðå¿ â
¾òî÷êó¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ñèãíàëà. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñèãíàë íå áûë èñêàæåí, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèíÿëè ¾òî÷êó¿.

6. Äâà èãðîêà èãðàþò â øàõìàòû íà äåíüãè. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì
èç 10 ïàðòèé òðè âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, òðè çàêàí÷èâàþòñÿ âíè÷üþ, è
÷åòûðå âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ïåðâûé èãðîê ïëà-
òèò âòîðîìó 30 ðóáëåé. Ñêîëüêî îí äîëæåí ïîëó÷àòü â ñëó÷àå âûèãðûøà,
÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åãî âûèãðûøà ðàâíÿëîñü íóëþ? Íàéòè
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ñóììû âûèãðûøà (îòðèöàòåëüíàÿ ñóììà
âûèãðûøà � ýòî ñóììà ïðîèãðûøà, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿). Ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =

{
A

σ
√
2πe

−(x−a)2/(2σ2) ïðè |x− a| > 2σ;
0 ïðè|x− a| ≤ 2σ.

Íàéòè íîðìèðóþùóþ êîíñòàíòó A, âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè a = σ = 1.

8. Â ïîäúåçäå 5 îäíîêîìíàòíûõ êâàðòèð ïëîùàäüþ ïî 40 êâ. ì., 10
äâóõêîìíàòíûõ êâàðòèð ïî 60 êâ. ì. è 5 òðåõêîìíàòíûõ êâàðòèð ïî 70
êâ. ì. Äëÿ âûáðàííîé íàóäà÷ó êâàðòèðû íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
÷èñëà êîìíàò è ïëîùàäè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.
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9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x, y ≥ 0, x+ 3y ≤ 3, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è
ρ(X,Y ).

10. Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû ñêëàäûâàåòñÿ èç èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè, êàæäûé èç êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì â 1 ìè-
íóòó. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ âðåìåíè òàêîå, ÷òîáû ôàêòè-
÷åñêîå âðåìÿ ðàáîòû îòëè÷àëîñü îò èçìåðåííîãî íå áîëüøå, ÷åì íà 2 ÷àñà,
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x
θ6 e

−x/θ3

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
22,95 -2,61 11,87 1,37 5,92 -5,10 5,38 14,71 7,55 3,91 1,23 8,50 -5,58
-1,97 17,93 9,42 11,99 9,39 4,78 5,43 9,40 8,68 2,20 7,15 14,78 14,77
-15,16

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

1,94 1,96 0,64 0,76 0,01 0,82 0,23 0,82 1,96
1,28 1,49 1,07 1,92 0,17 1,68 1,01 0,48

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y −3 −1 −10 −4 4
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Âàðèàíò 30

1. Ìîæåò ëè ðàçíîñòü äâóõ ñîáûòèé ñîâïàäàòü ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì?
Ïðèâåñòè ïðèìåðû.

2. Â ÷óëàíå ëåæèò òðè ïàðû áîòèíîê. Ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ òðè áîòèí-
êà. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ íå áóäåò íè îäíîé ïàðû?

3. Íà ëèíåéêå íàóäà÷ó ïîñòàâëåíû 2 òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îêàæåòñÿ ìåíüøå òðåòè äëèíû ëèíåéêè?

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Ak, ñîåäèíåííûõ ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

-

A1 A3

A2

A5

-A4

Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòà A2 ðàâíà 0,01, îñòàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ Ak � ïî 0,1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü áóäåò ïðîïóñêàòü
òîê.

5. Ïåðâîå îðóäèå 4-îðóäèéíîé áàòàðåè ïðèñòðåëÿíî òàê, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ äëÿ íåãî ðàâíà 1/2. Äëÿ îñòàëüíûõ îðóäèé îíà ðàâíà 2/5.
Áàòàðåÿ äàëà çàëï ïî öåëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëü ïîðàæåíà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîå îðóäèå ïîïàëî â öåëü, åñëè èçâåñòíî,
÷òî öåëü áûëà ïîðàæåíà. Äëÿ ïîðàæåíèÿ öåëè äîñòàòî÷íî îäíîãî ïîïàäà-
íèÿ.

6. Âåðîÿòíîñòü ïðèåìà îòäåëüíîãî ñèãíàëà ðàâíà 0,3. Ðàäèîñèãíàë ïå-
ðåäàåòñÿ 6 ðàç. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ÷èñëà ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ áóäåò íå ìåíüøå
2, íî íå áîëüøå 4.

7. Äèàìåòð êðóãà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííîé íà îòðåçêå [0; d]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïëîùàäè êðóãà. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïëîùàäü ïðåâîñõîäèò πd2/32. Íà÷åðòèòü ãðàôèêè
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

8. Â îòäåëå ðàáîòàåò îäèí ñîòðóäíèê ñ äâóìÿ âûñøèìè îáðàçîâàíèÿìè
ïî 13-ìó ðàçðÿäó, äâà ñîòðóäíèêà ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì ïî 12-ìó ðàçðÿ-
äó, è øåñòü ñîòðóäíèêîâ áåç âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî 10-ìó ðàçðÿäó. Äëÿ
âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñîòðóäíèêà íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàçðÿäà
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è êîëè÷åñòâà âûñøèõ îáðàçîâàíèé. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ìåæäó íèìè.

9. Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X,Y èìååò
âèä: f(x, y) = c, åñëè x, y ≥ 0, 3x+ y ≤ 3, è 0 èíà÷å. Íàéòè êîíñòàíòó c è
ρ(X,Y ).

10. Âðåìÿ îæèäàíèÿ àâòîáóñà ïàññàæèðîì èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 9 ìèíóò. Íàéòè ÷èñëî ïîåçäîê, äëÿ êîòîðîãî
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ àâòîáóñà ïðåâûñèò 3 ÷àñà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå
áîëåå 0,2.

11. Äëÿ âûáîðêè (X1, X2, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà θ > 0 ïî ïåðâîìó ìîìåíòó è
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâåðèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x2

2θ9 e
−x/θ3

ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

12. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàì-
ìó ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó (ñòàíäàðòíîìó) îòêëîíåíèþ,
è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

9,63 19,48 3,89 4,45 15,11 15,90 24,94 1,72 3,25 -3,77 12,17 10,08 14,36
9,39 1,27 7,89 8,68 1,59 10,57 3,21 -6,11 15,61 10,82 1,68 5,63 6,79
20,27 -2,15

13. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 2]. Ñäåëàòü âûâîä î òîì,
ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1; íà óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè 0,01; íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,001.

0,64 1,43 0,40 1,23 1,40 0,76 1,09 1,65 1,32
1,24 1,39 0,81 0,39 0,76 1,14 1,24 1,69 1,58

14. Îöåíèòü ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ðåãðåññèè Y íà X ïî äâóìåðíîé
âûáîðêå. Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå òî÷êè äâóìåðíîé âûáîðêè è ïðÿìóþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè.
X 1 2 3 4 5
Y 3 1 2 4 6
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Ïðèëîæåíèå. Òàáëèöû

Ò à á ë è ö à 1. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(x) = 1√
2π ·

x∫
−∞

e−
t2

2 dt è ôóíêöèè

Φ(x) = Φ(−x) = 1− Φ(x). 1

x Φ(−x) Φ(x)
4,75 0,000001 0,999999
4,26 0,00001 0,99999
3,72 0,0001 0,9999
3,09 0,001 0,999
2,58 0,005 0,995
2,33 0,01 0,99
2,05 0,02 0,98
1,96 0,025 0,975
1,88 0,03 0,97
1,75 0,04 0,96
1,64 0,05 0,95
1,28 0,1 0,9
0,84 0,2 0,8
0,52 0,3 0,7
0,25 0,4 0,6
0,00 0,5 0,5

1Äëÿ x > 4, 75 ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ

Φ(x) ∼ e−x2/2

x
√
2π .
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Ò à á ë è ö à 2. Ðàñïðåäåëåíèå χ2(n). Êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ:

p =

χ2
p,n∫
0

kn(x)dx =
1

2n/2Γ(n/2)
·

χ2
p,n∫
0

xn/2−1e−x/2dx

n

\
p 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 0,95 0.999 0,9999

1 0,016 0,148 0,455 1,07 2,71 3,84 6,63 10,8
2 0,211 0,713 1,39 2,41 4,61 5,99 9,21 13,8
3 0,584 1,42 2,37 3,67 6,25 7,82 11,3 16,3
4 1,06 2,20 3,36 4,88 7,78 9,49 13,3 18,5
5 1,61 3,00 4,35 6,06 9,24 11,1 15,1 20,5
6 2,20 3,83 5,35 7,23 10,6 12,6 16,8 22,5
7 2,83 4,67 6,35 8,38 12,0 14,1 18,5 24,3
8 3,49 5,53 7,34 9,52 13,4 15,5 20,1 26,1
9 4,17 6,39 8,34 10,7 14,7 16,9 21,7 27,9
10 4,87 7,27 9,34 11,8 16,0 18,3 23,2 29,6
11 5,58 8,15 10,3 12,9 17,3 19,7 24,7 31,3
12 6,30 9,03 11,3 14,0 18,5 21,0 26,2 32,9
13 7,04 9,93 12,3 15,52 13,4 15,5 20,1 26,1
14 7,79 10,08 13,3 16,2 21,1 23,7 29,1 36,1
15 8,55 11,7 14,3 17,3 22,3 25,0 30,6 37,7
16 9,31 12,6 15,3 18,4 23,5 26,3 32,0 39,3
17 10,09 13,5 16,3 19,5 24,8 27,6 33,4 40,8
18 10,9 14,4 17,3 20,6 26,0 28,9 34,8 42,3
19 11,7 15,4 18,3 21,7 27,2 30,1 36,2 43,8
20 12,4 16,3 19,3 22,8 28,4 31,4 37,6 45,3
21 13,2 17,2 20,3 23,9 29,6 32,7 38,9 46,8
22 14,0 18,1 21,3 24,9 30,8 33,9 40,3 48,3
23 14,8 19,0 22,3 26,0 32,0 35,2 41,6 49,7
24 15,7 19,9 23,3 27,1 33,2 36,4 43,0 51,2
25 16,5 20,9 24,3 28,2 34,3 37,7 44,3 52,6
26 17,3 21,8 25,3 29,2 35,6 38,9 45,6 54,1
27 18,1 22,7 26,3 30,3 36,7 40,1 47,0 55,5
28 18,9 23,6 27,3 31,4 37,9 41,3 48,3 56,9
29 19,8 24,6 28,3 32,5 39,1 42,6 49,6 58,3
30 20,6 25,5 29,3 33,5 40,3 43,8 50,9 59,7
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Ò à á ë è ö à 3. Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà S(n)
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè tγ,n

1 + γ
2

=

tγ,n∫
−∞

sn(x)dx =
Γ(n+1

2 )

Γ(n2 )
√

πn
·

tγ,n∫
−∞

(1 +
x2

n
)−(n+1)/2dx

n

\
γ 0,9 0,95 0,98 0,99

1 6,314 12,706 31,821 63,657
2 2,920 4,303 6,965 9,925
3 2,353 3,182 4,541 5,841
4 2,132 2,776 3,747 4,604
5 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,812 2,228 2,764 3,169
12 1,782 2,179 2,681 3,055
14 1,761 2,145 2,625 2,977
16 1,746 2,120 2,584 2,921
18 1,734 2,101 2,552 2,878
20 1,725 2,086 2,528 2,845
22 1,717 2,074 2,508 2,819
24 1,711 2,064 2,492 2,797
26 1,706 2,056 2,479 2,779
28 1,701 2,048 2,467 2,763
30 1,697 2,042 2,457 2,750
∞ 1,645 1,960 2,326 2,576
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