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Ãëàâà 1

Ìàòðè÷íûå èãðû

1.1. Ïðîñòàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà

Ïî õàðàêòåðó âûèãðûøåé èãðû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òè-
ïà: èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé è èãðû ñ íåíóëåâîé ñóììîé. Èãðà ñ íóëåâîé
ñóììîé � ýòî èãðà, â êîòîðîé ñóììà âûèãðûøåé âñåõ èãðîêîâ â êàæäîé
ïàðòèè ðàâíà íóëþ, ò. å. â èãðå ñ íóëåâîé ñóììîé îáùèé êàïèòàë âñåõ
èãðîêîâ íå ìåíÿåòñÿ, à ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó èãðîêàìè â çàâè-
ñèìîñòè îò ïîëó÷àþùèõñÿ èñõîäîâ. Ìíîãèå ýêîíîìè÷åñêèå è âîåííûå
ñèòóàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé. Â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå
èãðû, ò. å. èãðû äâóõ èãðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé. Â òàêèõ èãðàõ öåëè
èãðîêîâ ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûå: âûèãðûø îäíîãî èãðîêà ïðîèñõîäèò
çà ñ÷åò ïðîèãðûøà äðóãîãî.

Ïî âèäó ôóíêöèé âûèãðûøåé ìû âûäåëèì ìàòðè÷íûå èãðû. Ìàò-
ðè÷íàÿ èãðà � ýòî êîíå÷íàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé, â
êîòîðîé çàäàþòñÿ ïðîèãðûøè ïåðâîãî èãðîêà â âèäå ìàòðèöû, ñòðîêà
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ïðèìåíÿåìîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà,
ñòîëáåö � íîìåðó ïðèìåíÿåìîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà; íà ïåðåñå-
÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ìàòðèöû íàõîäèòñÿ ïðîèãðûø ïåðâîãî èãðîêà,
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåíÿåìûì ñòðàòåãèÿì. Îòìåòèì, ÷òî ïðîèãðûø
ïåðâîãî èãðîêà ðàâåí âûèãðûøó âòîðîãî èãðîêà, ò. å. äëÿ âòîðîãî èã-
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ðîêà ýòî ìàòðèöà âûèãðûøåé. Åñëè êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ìàòðèöû îò-
ðèöàòåëåí, òî â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèòóàöèè (ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé
ïàðû ñòðàòåãèé) âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, à âòîðîé ïðîèãðûâàåò. Åñ-
ëè ýëåìåíò ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, òî â ýòîé ñèòóàöèè íè îäèí èç èãðîêîâ
íè÷åãî íå âûèãðûâàåò è íå òåðÿåò.

Èòàê, ìàòðè÷íàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñëåäóþùàÿ àáñòðàêòíàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ.

Ïåðâûé èãðîê èìååò m ñòðàòåãèé i = 1, 2, ...,m, âòîðîé èìååò n
ñòðàòåãèé j = 1, 2, ..., n. Êàæäîé ïàðå ñòðàòåãèé (ñèòóàöèè èãðû) (i, j)
ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî aij , ïîêàçûâàþùåå ïðîèãðûø ïåðâîãî
èãðîêà, åñëè ïåðâûé èãðîê ïðèìåíèò i-þ ñòðàòåãèþ, à âòîðîé � ñâîþ
j-þ ñòðàòåãèþ.

Êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ..., n íàçûâàåòñÿ
÷èñòîé ñòðàòåãèåé. Äëÿ çàäàíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû äîñòàòî÷íî çàäàòü
ìàòðèöó A = (aij) ïîðÿäêà m× n ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà.

Åñëè ðàññìîòðåòü ìàòðèöó

A =


a11 a12 ... a1j ... a1n
... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij .... ain
... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amj ... amn

 ,

òî ïðîâåäåíèå êàæäîé ïàðòèè ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé A ñâîäèòñÿ
ê âûáîðó ïåðâûì èãðîêîì i-é ñòðîêè, à âòîðûì èãðîêîì j-ãî ñòîëáöà
è ïîëó÷åíèþ âòîðûì èãðîêîì çà ñ÷åò ïåðâîãî âûèãðûøà aij . Ìàòðè-
öó A â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ïëàòåæíîé ìàòðèöåé èëè
ìàòðèöåé ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà. Ñëåäóþùèì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé è âûèãðûøåé èãðîêîâ.

×èñëî a∗, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

a∗ = min
i

max
j

aij ,

íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé âåðõíåé öåíîé èãðû è ïîêàçûâàåò âåðõíþþ ãðàíèöó
ïðîèãðûøà, êîòîðóþ ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ïåðâûé èãðîê çà ñ÷åò
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ïðèìåíåíèÿ ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïðè âñåâîçìîæíûõ äåéñòâèÿõ âòî-
ðîãî èãðîêà.

×èñëî a∗, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

a∗ = max
j

min
i

aij ,

íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé íèæíåé öåíîé èãðû è ïîêàçûâàåò íèæíþþ ãðàíè-
öó âûèãðûøà, êîòîðóþ ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âòîðîé èãðîê çà ñ÷åò
ïðèìåíåíèÿ ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïðè âñåâîçìîæíûõ äåéñòâèÿõ ïåð-
âîãî èãðîêà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèìåíÿÿ ñâîè ÷èñòûå ñòðàòåãèè, âòîðîé èãðîê
ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø íå ìåíüøå ÷åì a∗, à ïåðâûé èãðîê çà
ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ìîæåò íå äîïóñêàòü âûèãðûø
âòîðîãî èãðîêà áîëüøå, ÷åì a∗. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

a∗ ≤ a∗.

Åñëè â èãðå ñ ìàòðèöåé A íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ÷èñòûå öåíû èãðû
ñîâïàäàþò, ò. å. a∗ = a∗, òî ãîâîðÿò, ÷òî èãðà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ è ÷èñòóþ öåíó èãðû:

a = a∗ = a∗.

Ñåäëîâàÿ òî÷êà � ýòî ïàðà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (i0, j0) ñîîòâåò-
ñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî
a∗ = a∗. Â ïîíÿòèå ñåäëîâîé òî÷êè âëîæåí ñëåäóþùèé ñìûñë: åñëè
îäèí èç èãðîêîâ ïðèäåðæèâàåòñÿ ñòðàòåãèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñåäëî-
âîé òî÷êå, òî äðóãîé íå ìîæåò ïîñòóïèòü ëó÷øå, ÷åì ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñòðàòåãèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñåäëîâîé òî÷êå. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

ai0j ≤ ai0j0 ≤ aij0 .

Ïàðó ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (i0, j0) ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà, îáðàçóþùèõ
ñåäëîâóþ òî÷êó è ñåäëîâîé ýëåìåíò ai0j0 , íàçûâàþò ðåøåíèåì ïðîñòîé

ìàòðè÷íîé èãðû. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïðîñòîé ìàòðè÷íîé èãðû îïè-
ñûâàåò, êàê äîëæåí äåéñòâîâàòü êàæäûé èç èãðîêîâ, è êàêîâ ïðè ýòîì
áóäåò ïðîèãðûø ïåðâîãî èãðîêà (ðàâíûé âûèãðûøó âòîðîãî èãðîêà).

6



×èñòûå ñòðàòåãèè i0 è j0, îáðàçóþùèå ñåäëîâóþ òî÷êó, íàçûâàþò-
ñÿ îïòèìàëüíûìè ÷èñòûìè ñòðàòåãèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è
âòîðîãî èãðîêà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ çàãàäûâàåò öåëîå ÷èñëî îò 1
äî 3. Ïåðâûé èãðîê ïëàòèò âòîðîìó êîëè÷åñòâî ðóáëåé, ðàâíîå ñóììå
çàãàäàííûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Çàïîëíèì ìàòðèöó ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà.

θ1 θ2 θ3
δ1 2 3 4
δ2 3 4 5
δ3 4 5 6

Çäåñü ÷åðåç δi îáîçíà÷åíû ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà ¾çàãàäàòü ÷èñ-
ëî i¿. ×åðåç θj îáîçíà÷åíû òàêèå æå ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà.

Íàéäåì ÷èñòóþ âåðõíþþ öåíó èãðû. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé ñòðîêå
íàéäåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ai↑, à çàòåì íàèìåíüøåå èç ýòèõ íàéäåí-
íûõ çíà÷åíèé:

θ1 θ2 θ3 ai↑
δ1 2 3 4 4
δ2 3 4 5 5
δ3 4 5 6 6

a∗ = 4

Íàéäåì ÷èñòóþ íèæíþþ öåíó èãðû. Äëÿ ýòîãî â êàæäîì ñòîëáöå
íàéäåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå a↓j , à çàòåì íàèáîëüøåå èç ýòèõ íàéäåí-
íûõ çíà÷åíèé:

θ1 θ2 θ3 ai↑
δ1 2 3 4 4
δ2 3 4 5 5
δ3 4 5 6 6

a↓j 2 3 4 a∗ = 4
a∗ = 4

7



Èòàê, a = a∗ = a∗ = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà.
×òîáû åå íàéòè, âûáåðåì çíà÷åíèÿ ai↑ è a↓j , ðàâíûå a. Ôîðìàëüíî
îòâåò çàïèñûâàåòñÿ êàê ñåäëîâàÿ òî÷êà (1, 3) è öåíà ïðîñòîé èãðû
a = 4. Â òåðìèíàõ óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé îòâåò: ïåðâûé èãðîê
çàãàäûâàåò 1, âòîðîé èãðîê çàãàäûâàåò 3, â ðåçóëüòàòå ïåðâûé èãðîê
ïðîèãðûâàåò 4 ðóáëÿ âòîðîìó èãðîêó.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå âñå èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé ïîäîáíû ïðèâå-
äåííîìó âûøå ïðèìåðó: îòâåò èíòóèòèâíî ÿñåí èç óñëîâèé çàäà÷è.

1.2. Èãðû (2× 2)

Îäíàêî íå êàæäàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ. Èññëåäîâàíèå ìàòðè÷íîé èãðû íà÷èíàåòñÿ ñ íàõîæäåíèÿ åå ñåä-
ëîâîé òî÷êè â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñëè ìàòðè÷íàÿ èãðà èìååò ñåäëî-
âóþ òî÷êó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òî íàõîæäåíèåì ýòîé òî÷êè çàêàí÷è-
âàåòñÿ èññëåäîâàíèå èãðû.

Åñëè æå ñåäëîâîé òî÷êè íåò, ò. å. âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a∗ < a∗,
òî íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ èãðû â òàê íàçûâàåìûõ ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò íèæå.

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà íàçûâàåòñÿ ïîëíûé íàáîð âåðîÿò-
íîñòåé ïðèìåíåíèÿ åãî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðâûé
èãðîê èìååò m ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, òî åãî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ p⃗ � ýòî
íàáîð ÷èñåë p⃗ = (p1, p2, ..., pm), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

pi ≥ 0, i = 1, ...,m,

m∑
i=1

pi = 1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî èãðîêà, êîòîðûé èìååò n ÷èñòûõ ñòðàòåãèé,
ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ q⃗ � ýòî íàáîð ÷èñåë q⃗ = (q1, q2, ..., qn), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

qj ≥ 0, j = 1, ..., n,

n∑
j=1

qj = 1.
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Â ïîíÿòèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé çàëîæåíû ñëåäóþùèå âåðîÿò-
íîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ: êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì
îäíó èç ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âåêòîðîì âå-
ðîÿòíîñòåé è íåçàâèñèìî îò äðóãîãî èãðîêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðà
ïðîèñõîäèò ìíîãîêðàòíî, è êàæäûé ðàç ÷èñòûå ñòðàòåãèè âûáèðàþòñÿ
íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ èãð, è ñóììàðíûé ïðîèãðûø
èãðîêà, äåëåííûé íà ÷èñëî èãð, ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê
÷èñëó, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ïðîèãðûøåì.

Ñðåäíèé ïðîèãðûø ïåðâîãî èãðîêà (ñðåäíèé âûèãðûø âòîðîãî èã-
ðîêà) â ìàòðè÷íîé èãðå ñ ìàòðèöåé A âûðàæàåòñÿ â âèäå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ åãî ïðîèãðûøåé

ã(p⃗, q⃗) =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijpiqj .

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè
îò äâóõ íåçàâèñèìûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð (óãàäûâàíèå ñòîðîíû ìîíåòû). Ïåðâûé èãðîê ïðÿ÷åò ìî-
íåòó ëèáî îðëîì ââåðõ, ëèáî ðåøêîé ââåðõ. Âòîðîé èãðîê ïûòàåòñÿ
óãàäàòü ñòîðîíó ìîíåòû, íàçûâàÿ îðåë èëè ðåøêó. Åñëè âòîðîé èãðîê
óãàäàë, ïåðâûé îòäàåò åìó ìîíåòó. Åñëè íå óãàäàë, òî îí îòäàåò ïåð-
âîìó èãðîêó òàêóþ æå ìîíåòó.

×òîáû ôîðìàëèçîâàòü ýòó èãðó, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: δ1 � ïåðâûé
èãðîê çàãàäàë îðëà, δ2 � ðåøêó; θ1 � âòîðîé èãðîê íàçâàë îðëà, θ2 �
ðåøêó. Ïîñòðîèì ìàòðèöó ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà, íàéäåì âåðõ-
íþþ è íèæíþþ öåíó ïðîñòîé èãðû.

θ1 θ2 ai↑
δ1 1 -1 1
δ2 -1 1 1

a↓j -1 -1 a∗ = 1
a∗ = −1

Åñëè ïåðâûé èãðîê çàôèêñèðóåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ (íàïðè-
ìåð, áóäåò êàæäûé ðàç çàãàäûâàòü ðåøêó), òî âòîðîé èãðîê ïîñëå
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íåñêîëüêèõ ïàðòèé ýòî ïîéìåò è áóäåò âûèãðûâàòü èãðó çà èãðîé. Â
ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèé ïðîèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ñîñòàâèò a∗ = 1. Ïîýòî-
ìó ïåðâîìó èãðîêó íàäî êàæäûé ðàç âûáèðàòü îðëà èëè ðåøêó ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì, ÷òîáû âòîðîé èãðîê íå çíàë åãî âûáîðà.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðèìåðà, ÷òî ïåðâûé èãðîê çàãàäûâàåò îðëà
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1, à âòîðîé èãðîê ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Òîãäà p⃗ =
(0, 1; 0, 9) (ñóììà âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå), q⃗ = (0, 2; 0, 8):

θ1 θ2 pi
δ1 1 -1 0,1
δ2 -1 1 0,9

qj 0,2 0,8

Ñðåäíèé ïðîèãðûø ïåðâîãî èãðîêà

ã(p⃗, q⃗) =

2∑
i=1

2∑
j=1

aijpiqj =

1 · 0, 1 · 0, 2− 1 · 0, 1 · 0, 8− 1 · 0, 9 · 0, 2 + 1 · 0, 9 · 0, 8 = 0, 48.

Èòàê, ïðè òàêîì âûáîðå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èãðà îêàçûâàåòñÿ
âûãîäíîé äëÿ âòîðîãî èãðîêà, ïîñêîëüêó ã(p⃗, q⃗) > 0.

Ïåðâûé èãðîê çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ñâîèõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé p⃗
ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü ñâîé ñðåäíèé ïðîèãðûø ã(p⃗, q⃗), à âòîðîé � çà ñ÷åò
ñâîèõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èìååò öåëü ñäåëàòü ã(p⃗, q⃗) ìàêñèìàëüíûì.
Ïî àíàëîãèè ñ èãðàìè, èìåþùèìè ñåäëîâûå òî÷êè â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ,
ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: îïòèìàëüíûìè ñìåøàííûìè ñòðàòå-
ãèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà íàçûâàþòñÿ òàêèå âåêòîðû p⃗ 0, q⃗ 0 ñî-
îòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì

ã(p⃗ 0, q⃗) ≤ ã(p⃗ 0, q⃗ 0) ≤ ã(p⃗, q⃗ 0),

ò. å. îáðàçóþò ñåäëîâóþ òî÷êó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïðè ýòîì ã =
ã(p⃗ 0, q⃗ 0) íàçûâàåòñÿ öåíîé ðàñøèðåííîé ìàòðè÷íîé èãðû, è âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà

max
q⃗

min
p⃗

ã(p⃗, q⃗) = max
q⃗

ã(p⃗ 0, q⃗) = min
p⃗

max
q⃗

ã(p⃗, q⃗) = ã.
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Îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è öåíà èãðû íàçûâàþò ðåøå-
íèåì ìàòðè÷íîé èãðû. Íåéìàíîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ìàòðè÷íàÿ
èãðà èìååò ðåøåíèå (ñì. [3]).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû p⃗ 0 = (p01, ..., p
0
i , ..., p

0
m) áûëà îï-

òèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé A è

öåíîé èãðû ã, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ íåðà-
âåíñòâ:

m∑
i=1

aijp
0
i ≤ ã, j = 1, 2, ..., n.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî èãðîêà: ÷òîáû q⃗ 0 = (q01, ..., q
0
j , ..., q

0
n) áûëà îï-

òèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîë-

íåíèå ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

n∑
j=1

aijq
0
j ≥ ã, i = 1, 2, ...,m.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå
ñâîéñòâî ìàòðè÷íûõ èãð, êîòîðîå ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü äàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A = (aij)
è öåíîé èãðû ã. Òîãäà îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ

èãðû ñ ìàòðèöåé B = (bij) = (baij + c), ãäå b > 0, ñîâïàäàþò ñ îï-

òèìàëüíûìè ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èãðîêîâ

â èñõîäíîé ìàòðè÷íîé èãðå Γ, à öåíà èãðû ñ ìàòðèöåé B ðàâíà

b̃ = bã+ c.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâîäèò ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû ïîðÿäêà 2×2
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ìàòðèöà ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà èìååò

âèä:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç p⃗ = (p1, p2) è q⃗ = (q1, q2) îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè
ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ìàòðè÷íàÿ èãðà íå

èìååò ñåäëîâîé òî÷êè â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òî îïòèìàëüíûå ñòðà-

òåãèè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå

óðàâíåíèé: 
a11p1 + a21p2 = ã, a11q1 + a12q2 = ã,
a12p1 + a22p2 = ã, a21q1 + a22q2 = ã,

p1 + p2 = 1, q1 + q2 = 1,

ãäå ã � öåíà èãðû.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð (èãðó â óãàäûâàíèå
ñòîðîíû ìîíåòû). Òàê êàê â ýòîé èãðå íåò ñåäëîâîé òî÷êè â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ (a∗ = −1 < a∗ = 1), ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ìàòðè÷íóþ
èãðó è íàéäåì îïòèìàëüíóþ îáîáùåííóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà
p⃗ = (p1, p2) è âòîðîãî èãðîêà q⃗ = (q1, q2):

θ1 θ2 pi
δ1 1 -1 p1
δ2 -1 1 p2
qj q1 q2

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 çàïèøåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
p1 − p2 = ã, q1 − q2 = ã,
−p1 + p2 = ã, −q1 + q2 = ã,
p1 + p2 = 1, q1 + q2 = 1,

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì p1 = p2, q1 = q2. Èñïîëü-
çóÿ ðàâåíñòâî ñóììû âåðîÿòíîñòåé åäèíèöå, ïîëó÷àåì p1 = p2 = q1 =
q2 = 1/2. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ëþáîå èç ïåðâûõ ÷åòûðåõ
óðàâíåíèé, íàõîäèì öåíó ðàñøèðåííîé èãðû: ã = 0. Ôîðìàëüíî îòâåò
çàïèñûâàåòñÿ òàê: p⃗ = (1/2, 1/2), q⃗ = (1/2, 1/2), ã = 0. Ïðîèíòåðïðå-
òèðóåì åãî â òåðìèíàõ óñëîâèÿ. Ïåðâûé èãðîê çàãàäûâàåò îðëà ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1/2, ðåøêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Âòîðîé èãðîê íàçûâàåò îðëà
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, ðåøêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Ñðåäíèå ïîòåðè êàæ-
äîãî èç èãðîêîâ ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èãðà ÿâëÿåòñÿ
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ñïðàâåäëèâîé. Â êàæäîé ïàðòèè êàæäûé èç èãðîêîâ ëèáî âûèãðûâà-
åò 1, ëèáî ïðîèãðûâàåò 1, íî åñëè èãðà ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî ìíîãî
ðàç, òî ñóììàðíûé âûèãðûø, äåëåííûé íà ÷èñëî ïàðòèé, â ýòîé èãðå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ ñâîèõ îïòèìàëüíûõ
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

1.3. Èãðû (m× 2), (2× n)

Ðåøåíèå ðàñøèðåííûõ èãð ñ ìàòðèöàìè (m × 2) è (2 × n) ìîæíî
ñâåñòè ê ðåøåíèþ èãð (2 × 2) ñ ïîìîøüþ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ
ñðåäíèõ ïîòåðü.

Â èãðå (m×2) îáîçíà÷èì ÷åðåç ãi(q⃗) ñðåäíèå ïîòåðè ïåðâîãî èãðîêà
â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ j-þ ñòðàòåãèþ, à
âòîðîé èãðîê � ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ q⃗. Òàê êàê ó âòîðîãî èãðîêà
âñåãî äâå ñòðàòåãèè, òî q2 = 1− q1, è ñðåäíèå ïîòåðè ãi(q⃗) îêàçûâàþòñÿ
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò q1:

ã1(q⃗) = a11q1 + a12(1− q1),

. . . ,

ãm(q⃗) = am1q1 + am2(1− q1).

Ïîñòðîèì ýòè ïðÿìûå ãðàôè÷åñêè äëÿ q1 ∈ [0, 1] (ðèñ. 1). Ó êàæ-
äîé ëèíèè ïîäïèøåì íîìåð ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà.

Äëÿ ïåðâîãî èãðîêà çíà÷åíèÿ êàæäîé èç ëèíåéíûõ ôóíêöèé �
ýòî åãî ñðåäíèå ïîòåðè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñòîé
ñòðàòåãèè. Ïîýòîìó ïåðâûé èãðîê â êàæäîé òî÷êå âûáèðàåò ôóíêöèþ,
ïðèíèìàþùóþ íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ, ò. å. ñòðîèò íèæíþþ îãèáàþùóþ
ìíîæåñòâà ôóíêöèé (íà ðèñóíêå ïîêàçàíà æèðíîé ëèíèåé).

Äëÿ âòîðîãî èãðîêà çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé � åãî ñðåäíèå âû-
èãðûøè. Ïîýòîìó îí â íèæíåé îãèáàþùåé, âûáðàííîé ïåðâûì èãðî-
êîì, âûáèðàåò òî÷êó ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì, ò. å. òî÷êó ìàêñèìóìà
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Ðèñ. 1. Ôóíêöèè ïîòåðü ïåðâîãî èãðîêà.
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íèæíåé îãèáàþùåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàñøèðåííîé èãðû íàäî íàéòè íî-
ìåðà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé òî÷êå.
Íà ðèñóíêå ýòî íîìåðà i è k. Âñå îñòàëüíûå ÷èñòûå ñòðàòåãèè íå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì èãðîêîì, òàê êàê ñðåäíèå ïîòåðè îêàçûâàþò-
ñÿ áîëüøå. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ãðàôè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ ìàòðè÷íàÿ
èãðà ñâîäèòñÿ ê èãðå (2× 2) ñ ìàòðèöåé

(
ai1 ai2
ak1 ak2

)
.

Ðàñøèðåííàÿ èãðà (2×n) àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî çäåñü ñòðî-
ÿòñÿ çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ ïîòåðü îò âåðîÿòíîñòè p1 èñïîëüçîâàíèÿ ïåð-
âîé ñòðàòåãèè ïåðâûì èãðîêîì. Çàòåì âòîðîé èãðîê âûáèðàåò âåðõíþþ
îãèáàþùóþ, à ïåðâûé èãðîê � ìèíèìóì âåðõíåé îãèáàþùåé.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïîÿñíèì íå òîëüêî ðåøåíèå ðàñøèðåííîé
ìàòðè÷íîé èãðû (4×2), íî è èíòåðïðåòàöèþ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè êàê
ðàçäåëåíèÿ ðåñóðñà èãðîêà â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè.

Ïðèìåð. Ïåðâûé èãðîê � ïðèðîäà. Åå ñòðàòåãèè: δ1 � ëåòî ñóõîå,
æàðêîå, δ2 � ëåòî ñóõîå, õîëîäíîå, δ3 � ëåòî âëàæíîå, æàðêîå, δ4 �
ëåòî âëàæíîå, õîëîäíîå.

Âòîðîé èãðîê � ôåðìåð. Åãî ñòðàòåãèè: θ1 � âûðàùèâàòü êàðòî-
ôåëü, θ2 � âûðàùèâàòü òûêâû. Ïî ðåçóëüòàòàì ìíîãîëåòíèõ íàáëþäå-
íèé ôåðìåð ñîñòàâèë ìàòðèöó ñâîèõ âûèãðûøåé (â ìèëëèîíàõ ðóáëåé):

θ1 θ2
δ1 4 -1
δ2 3 1
δ3 1 5
δ4 0 4

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîñòóþ ìàòðè÷íóþ èãðó � íàéäåì âåðõíþþ è
íèæíþþ öåíû ïðîñòîé èãðû:
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θ1 θ2 ai↑
δ1 4 -1 4
δ2 3 1 3
δ3 1 5 5
δ4 0 4 4

a↓j 0 -1 a∗ = 0
a∗ = 3

Òàê êàê â ýòîé èãðå íåò ñåäëîâîé òî÷êè â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ
(a∗ < a∗), ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ìàòðè÷íóþ èãðó è íàéäåì ñðåäíèå
ïîòåðè ïåðâîãî èãðîêà ïðè èñïîëüçîâàíèè èì åãî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé:

a1(q⃗) = 4q1 − (1− q1); a2(q⃗) = 3q1 + (1− q1);

a3(q⃗) = q1 + 5(1− q1); a4(q⃗) = 4(1− q1).

Èçîáðàçèì ýòè ôóíêöèè íà ÷åðòåæå è ïîñòðîèì íèæíþþ îãèáàþ-
ùóþ (ðèñ.2).

Ìàêñèìóì íèæíåé îãèáàþùåé äîñòèãàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ôóíê-
öèé ñðåäíèõ ïîòåðü äëÿ ïåðâîé è ÷åòâåðòîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðî-
êà. Èñïîëüçîâàíèå îñòàëüíûõ ñòðàòåãèé îêàçûâàåòñÿ äëÿ íåãî íåâû-
ãîäíûì. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü p2 = p3 = 0, è èãðà ñâîäèòñÿ ê ñëå-
äóþùåé èãðå (2× 2):

θ1 θ2
δ1 4 -1
δ4 0 4

Ñåäëîâîé òî÷êè ïî-ïðåæíåìó íåò, ïîýòîìó ðåøèì ðàñøèðåííóþ
ìàòðè÷íóþ èãðó:

θ1 θ2 pi
δ1 4 -1 p1
δ2 0 4 p4
qj q1 q2

Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

4p1 = ã, −p1 + 4p4 = ã, p1 + p4 = 1,
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Ðèñ. 2. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèìåðà.

4q1 − q2 = ã, 4q2 = ã, q1 + q2 = 1.

Òàì, ãäå ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû ã, ïðèðàâíèâàåì ëåâûå ÷àñòè óðàâ-

íåíèé. Ïîëó÷àåì 5p1 = 4p4, ïîýòîìó p1 =
4

5
p4,

4

5
p4 + p4 = 1. Íàõîäèì

p4 = 5/9, p1 = 4/9. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî èãðîêà: 4q1 = 5q2, q1 = 5/9,
q2 = 4/9.

Öåíó èãðû íàéäåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: ã = 16/9.

Ôîðìàëüíî îòâåò çàïèñûâàåòñÿ òàê: p⃗ =

(
4

9
, 0, 0,

5

9

)
, q⃗ =(

5

9
,
4

9

)
, ã = 16/9.

Ïðîèíòåðïðåòèðóåì îòâåò â òåðìèíàõ óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî çàìå-
òèì, ÷òî ðåñóðñû âòîðîãî èãðîêà ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëèìûìè: îí ìîæåò
ïîäåëèòü ñâîè ïîñåâíûå ïëîùàäè ìåæäó ðàçíûìè êóëüòóðàìè â íóæ-
íîé ïðîïîðöèè. Ïðè òàêîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà íèêàêàÿ ñòðàòåãèÿ
ïåðâîãî èãðîêà íå ìîæåò ïðèâåñòè ê óìåíüøåíèþ âûèãðûøà âòîðîãî
èãðîêà ïî ñðàâíåíèþ ñ íàéäåííîé öåíîé ðàñøèðåííîé èãðû.
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Èòàê, âòîðîé èãðîê (ôåðìåð) ïîñàäèò êàðòîôåëü íà 5/9 ñâîèõ ïî-
ñåâíûõ ïëîùàäåé, òûêâó � íà îñòàâøèõñÿ 4/9. Ïðè ýòîì åãî ãàðàíòè-
ðîâàííûé âûèãðûø ðàâåí 16/9 îò ìèëëèîíà ðóáëåé � ïðèìåðíî
1 778 òûñÿ÷ ðóáëåé. Íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèðîäû ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 4/9 ëåòî áóäåò ñóõèì è æàðêèì, à ñ
âåðîÿòíîñòüþ 5/9 � âëàæíûì è õîëîäíûì.

Ïîäîáíûå ñòðàòåãèè (ðàññìîòðåíèÿ âàðèàíòîâ ïðîãíîçîâ è ðàçäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà) íàçûâà-
þò õåäæèðîâàíèåì ðèñêîâ è øèðîêî ïðèìåíÿþò â ñòðàõîâîì è áàíêîâ-
ñêîì äåëå.

1.4. Äîìèíèðîâàíèå, ïîäîáèå, ñèììåò-

ðèÿ, ðàâíîìåðíîñòü

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ óïðîùåíèÿ
ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ èãð, äëÿ ýòîãî ñôîðìóëèðóåì ðÿä òåîðåì.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé,
åñëè aij = −aji äëÿ âñåõ i, j. Ìàòðè÷íàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-
íîé, åñëè åå ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ.

Òåîðåìà 1.4. Öåíà ñèììåòðè÷íîé èãðû ðàâíà íóëþ. Åñëè p⃗ �

îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, òî p⃗ åñòü

òàêæå îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.

×àñòî ïðè ðåøåíèè ìàòðè÷íîé èãðû ñóùåñòâåííî ïîìîãàåò ïðå-
âîñõîäñòâî îäíîé ñòðàòåãèè íàä äðóãîé.

Åñëè äëÿ i-é è k-é ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ

aij ≥ akj , j = 1, ..., n, (1.1)

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (1.1) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, òî ãîâîðÿò,
÷òî ñòðàòåãèÿ i ïðåâîñõîäèò (èëè äîìèíèðóåò) ñòðàòåãèþ k.
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Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî èãðîêà: ñòðàòåãèÿ j äîìèíèðóåò ñòðàòå-
ãèþ r, åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

aij ≥ air, i = 1, ...,m, (1.2)

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (1.2) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü Γ � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A ïîðÿä-

êà m×n è i-ÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà äîìèíèðóåò k-þ ñòðàòåãèþ.

Ïóñòü A1 � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A èñêëþ÷åíèåì åå i-é ñòðîêè,

è ïóñòü Γ1 � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A1. Òîãäà öåíà èãðû Γ1

ñîâïàäàåò ñ öåíîé èãðû Γ. Åñëè u⃗ = (u1, u2, ..., ui−1, ui+1, ..., um) åñòü
îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ1, òî åãî

ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ p⃗ = (u1, u2, ..., ui−1, 0, ui+1, ..., um) ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíîé â èãðå Γ.

Äîìèíèðîâàíèå ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà òàêæå äàåò âîçìîæ-
íîñòü ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû ïðîèãðûøåé.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü Γ � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A ïîðÿäêà

m× n è j-ÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà äîìèíèðóåò r-þ ñòðà-

òåãèþ. Ïóñòü A1 � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A èñêëþ÷åíèåì åå r-ãî
ñòîëáöà, è ïóñòü Γ1 � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A1. Òîãäà öåíà èã-

ðû Γ1 ñîâïàäàåò ñ öåíîé èãðû Γ. Åñëè w⃗ = (w1, w2, ..., wr−1, wr+1, ..., wn)
åñòü îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà â èãðå Γ1,

òî åãî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ q⃗ = (w1, w2, ..., wr−1, 0, ur+1, ..., wn) ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíîé â èãðå Γ.

Ðàññìîòðèì îäèí êëàññ ðàñøèðåííûõ ìàòðè÷íûõ èãð, ðåøåíèå êî-
òîðûõ îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ïðîñòûì. Ìàòðè÷íàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîìåðíîé, åñëè:

1) ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû ðàâíà îäíîìó è òîìó
æå ÷èñëó;

2) ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà ðàâíà îäíîìó è òîìó æå ÷èñ-
ëó.
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Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ èãðà ðàâíîìåðíà.

Òîãäà p⃗ =

(
1

m
,

1

m
, . . . ,

1

m

)
, q⃗ =

(
1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n

)
, ã =

1

m

m∑
i=1

aij, ãäå

j � ëþáîå îò 1 äî n, îáðàçóþò åå ðåøåíèå. Òàêæå ã =
1

n

n∑
j=1

aij, ãäå i

� ëþáîå îò 1 äî m.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1.7 ðåøåíèå ðàâíîìåðíîé ðàñøèðåííîé
ìàòðè÷íîé èãðû ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì àðèôìåòè÷åñêèì äåéñòâèÿì.

Ïðèìåð (èãðà â ðàçâåäêó). Êàæäûé èç èãðîêîâ îòïðàâëÿåò â ðàç-
âåäêó ëèáî òàíê, ëèáî àâòîìàò÷èêîâ, ëèáî ñàïåðîâ. Òàíê ïîáåæäàåò
àâòîìàò÷èêîâ, àâòîìàò÷èêè ïîáåæäàþò ñàïåðîâ, à ñàïåðû ïîáåæäàþò
òàíê.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì δ1 = θ1 � ïîñëàòü â ðàçâåäêó òàíê, δ2 = θ2
� àâòîìàò÷èêîâ, δ3 = θ3 � ñàïåðîâ. Çàïîëíèì ìàòðèöó ïîòåðü ïåðâîãî
èãðîêà:

θ1 θ2 θ3
δ1 0 -1 1
δ2 1 0 -1
δ3 -1 1 0

Ïî äèàãîíàëè ìàòðèöû íóëè, òàê êàê â ýòèõ ñèòóàöèÿõ íè îäíà èç
ñòîðîí íå èìååò ïðåâîñõîäñòâà.

Ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ðàâíà íóëþ, è ñóììà ýëåìåíòîâ
êàæäîãî ñòîëáöà ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èãðà ðàâíîìåðíà, è åå

ðåøåíèå p⃗ =

(
1

3
,
1

3
,
1

3

)
, q⃗ =

(
1

3
,
1

3
,
1

3

)
, ã = 0.

Â òåðìèíàõ óñëîâèÿ ñòðàòåãèÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì: ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïî 1/3 îòïðàâëÿòü â ðàçâåäêó òàíê, àâòîìàò-
÷èêîâ è ñàïåðîâ. Ïðè ýòîì ñðåäíèå ïîòåðè êàæäîãî èç èãðîêîâ ðàâíû
íóëþ, ò. å. èãðà ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé.
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1.5. Èãðû ñ ðàçäåëåíèåì íà ðàâíîìåð-

íûå

Áîëåå øèðîêèé êëàññ ìàòðè÷íûõ èãð � èãðû, äîïóñêàþùèå ðàçäå-

ëåíèå íà ðàâíîìåðíûå. Ýòî èãðû, ìàòðèöû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç áëîêîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ìàòðèöàìè ðàâíîìåðíûõ èãð:

A =

 A11 . . . A1N

. . . . . . . . .
AM1 . . . AMN

 .

Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåì öåíó ãij êàæäîé ðàâíîìåðíîé ðàñøèðåí-
íîé èãðû ñ ìàòðèöåé Aij (â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.7) è ñîñòà-

âèì ìàòðèöó Ã èç öåí ðàâíîìåðíûõ èãð. ×åðåç P⃗ = (P1, . . . , PM ) è
Q⃗ = (Q1, . . . , QN ) îáîçíà÷èì îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðî-
êîâ â èãðå ñ ìàòðèöåé Ã. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A äîïóñêàåò

ðàçäåëåíèå íà ðàâíîìåðíûå. Òîãäà öåíû èãð ñ ìàòðèöàìè A è Ã ñîâ-

ïàäàþò, è îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ â èñõîäíîé èãðå ìîãóò

áûòü íàéäåíû äåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé Pi (Qj) íà ÷èñëî ñòðîê (ñòîëá-
öîâ) ìàòðèöû Aij.

Ïîÿñíèì òåîðåìó íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Ïðèìåð. Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ ãîëîñóåò çà îäíîãî èç ïÿòè

êàíäèäàòîâ. Çà ïåðâûõ òðåõ êàíäèäàòîâ óæå ïîäàíî ïî îäíîìó ãîëîñó.
Êàíäèäàò ïîáåæäàåò, åñëè îí íàáðàë îòíîñèòåëüíîå áîëüøèíñòâî ãîëî-
ñîâ. Ïåðâûé èãðîê ïðîèãðûâàåò âòîðîìó èãðîêó 1 ðóáëü, åñëè âûáîðû
ñîñòîÿëèñü, ò. å. êàêîé-ëèáî èç êàíäèäàòîâ ïîáåäèë.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñòðàòåãèè δi = θi � ãîëîñîâàòü çà i-ãî êàíäè-
äàòà, i = 1, . . . , 5.

Ïåðâûé èãðîê ïðîèãðûâàåò â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îáà èãðîêà ïðîãî-
ëîñîâàëè çà îäíîãî è òîãî æå êàíäèäàòà, à òàêæå â ñèòóàöèÿõ, êîãäà
îäèí èç èãðîêîâ ãîëîñîâàë çà îäíîãî èç ïåðâûõ òðåõ êàíäèäàòîâ, à
äðóãîé � çà îäíîãî èç ïîñëåäíèõ äâóõ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó
ïîòåðü ïåðâîãî èãðîêà (âûèãðûøåé âòîðîãî èãðîêà):
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θ1 θ2 θ3 θ4 θ5
δ1 1 0 0 1 1
δ2 0 1 0 1 1
δ3 0 0 1 1 1
δ4 1 1 1 1 0
δ5 1 1 1 0 1

Ýòà èãðà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé, íî äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå íà
ðàâíîìåðíûå:

θ1 θ2 θ3 | θ4 θ5
δ1 1 0 0 | 1 1
δ2 0 1 0 | 1 1
δ3 0 0 1 | 1 1
� � � � | � �
δ4 1 1 1 | 1 0
δ5 1 1 1 | 0 1

Ìàòðèöû

A11 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , A12 =

 1 1
1 1
1 1

 ,

A21 =

(
1 1 1
1 1 1

)
, A22 =

(
1 0
0 1

)
ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðàâíîìåðíûõ èãð. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.7, ïîëó-
÷àåì, ÷òî öåíû ýòèõ èãð ðàâíû ã11 = 1/3, ã12 = 1, ã21 = 1, ã22 = 1/2.
Ïîëó÷àåì ìàòðè÷íóþ èãðó (2× 2) ñ ìàòðèöåé

Ã =

(
1/3 1
1 1/2

)
.

Òàê êàê âåðõíÿÿ öåíà ïðîñòîé èãðû ðàâíà 1, à íèæíÿÿ 1/2, òî íåò
ñåäëîâîé òî÷êè â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ðàñøèðåí-
íóþ èãðó
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1/3 1 P1

1 1/2 P2

Q1 Q2

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

1

3
P1 + P2 = ã, P1 +

1

2
P2 = ã, P1 + P2 = 1,

1

3
Q1 +Q2 = ã, Q1 +

1

2
Q2 = ã, Q1 +Q2 = 1,

ïîëó÷àåì

P1 = Q1 =
3

7
, P2 = Q2 =

4

7
, ã =

5

7
.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé èãðå.

θ1 θ2 θ3 | θ4 θ5

δ1 1 0 0 | 1 1
δ2 0 1 0 | 1 1
δ3 0 0 1 | 1 1

 P1 =
3

7

− − − − | − −
δ4 1 1 1 | 1 0
δ5 1 1 1 | 0 1

}
P2 =

4

7

Ïîëó÷àåì p1 = p2 = p3 = P1/3 = 1/7, p4 = p5 = P2/2 = 2/7. Òî æå
äëÿ âòîðîãî èãðîêà. Ôîðìàëüíî îòâåò çàïèñûâàåòñÿ êàê

p⃗ = q⃗ =

(
1

7
,
1

7
,
1

7
,
2

7
,
2

7

)
, ã =

5

7
.

Ïðîèíòåðïðåòèðóåì îòâåò â òåðìèíàõ óñëîâèÿ. Êàæäûé èç èãðî-
êîâ âûáèðàåò êàíäèäàòà, çà êîòîðîãî îí áóäåò ãîëîñîâàòü, ñëó÷àéíûì
îáðàçîì: ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïî 1/7 ãîëîñóåò çà êàæäîãî èç ïåðâûõ òðåõ
êàíäèäàòîâ, è ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïî 2/7 � çà êàæäîãî èç ïîñëåäíèõ äâóõ.
Âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà ðàâíà 5/7, ò. å. åãî ñðåäíèé
ïðîèãðûø ðàâåí 5/7 · 1 ðóá. ≈ 71 êîï.
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1.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

ðåøåíèÿ

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó ïðîñòîé ìàòðè÷íîé èãðû äëÿ
èãð ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ, íàéòè åãî.

a)

 5 −2 1
0 −3 8
7 −1 4

, á)

(
1 −1
4 4

)
, â)


0 2 −1
2 6 −4
8 10 2
6 2 2

.

2. Ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ èãðó. Åñòü äâà èãðîâûõ ïîëÿ. Êàæäûé
èç äâóõ èãðîêîâ ðàñïðåäåëÿåò 4 ñâîè ôèøêè ìåæäó ýòèìè ïîëÿìè. Åñëè
íà ïîëå ó èãðîêà áîëüøå ôèøåê, ÷åì ó ïðîòèâíèêà, îí âûèãðûâàåò âñå
ôèøêè ïðîòèâíèêà íà ýòîì ïîëå. Íàéòè âñå ñåäëîâûå òî÷êè â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ.

3. Ðåøèòü ðàñøèðåííûå ìàòðè÷íûå èãðû: a)

(
1 −2
−1 0

)
,

á)

(
1 −1
0 4

)
.

4. Ïåðâûé èãðîê ïðÿ÷åò ìîíåòó ëèáî â ïðàâîé, ëèáî â ëåâîé ðó-
êå. Âòîðîé èãðîê ïûòàåòñÿ óãàäàòü. Åñëè âòîðîé èãðîê óãàäûâàåò, ÷òî
ìîíåòà â ïðàâîé ðóêå, òî îí ïîëó÷àåò ýòó ìîíåòó. Åñëè óãàäûâàåò, ÷òî
ìîíåòà â ëåâîé ðóêå, òî ïîëó÷àåò 5 òàêèõ æå ìîíåò. Íàéòè ðåøåíèå
ðàñøèðåííîé ìàòðè÷íîé èãðû è ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü åãî â òåðìèíàõ
óñëîâèÿ.

5. Äâîå èãðàþò â èãðó, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: êàæäûé
èç íèõ îäíîâðåìåííî ïîêàçûâàåò îò îäíîãî äî äâóõ ïàëüöåâ. Åñëè ñóì-
ìà ÷èñëà ïàëüöåâ ÷åòíàÿ, òî ïåðâûé èãðîê ïëàòèò êîëè÷åñòâî ðóáëåé,
ðàâíîå ñóììàðíîìó ÷èñëó ïîêàçàííûõ ïàëüöåâ, âòîðîìó èãðîêó. Åñëè
ñóììà íå÷åòíàÿ, òî âòîðîé èãðîê ïî òåì æå ïðàâèëàì ïëàòèò ïåðâîìó.
Ñîñòàâèòü ïëàòåæíóþ ìàòðèöó: ñóùåñòâóåò ëè äëÿ äàííîé èãðû ñåä-
ëîâàÿ òî÷êà? Åñëè ñåäëîâîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò, íàéòè ðåøåíèå èãðû
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
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6. Ðåøèòü ðàñøèðåííûå ìàòðè÷íûå èãðû: a)

(
5 −2 1
0 3 −8

)
,

á)

 1 −1
4 −4
−2 5

, â)

(
0 2 −1
2 −6 4

)
.

7. Ïóñòü ìàòðèöà ïðîèãðûøåé (â ìëí ðóá.) ïåðâîãî èãðîêà èìååò
âèä  −4 0

0 −4
−2 −1

 .

Ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó, ïåðåéäÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Íàéòè îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà
(èñïîëüçîâàòü ñèìïëåêñ-ìåòîä).

8. Ñîñòîÿíèå ïîãîäû â ëåòíèé ïåðèîä âðåìåíè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè ïðèðîäû (âòîðîãî èãðîêà): ëåòî æàðêîå
ñóõîå, ëåòî æàðêîå âëàæíîå, ëåòî òåïëîå âëàæíîå, ëåòî òåïëîå ñóõîå,
ëåòî ïðîõëàäíîå ñóõîå, ëåòî ïðîõëàäíîå âëàæíîå. Ñòðàòåãèè ôåðìåðà:
âûðàùèâàåò ïåðâóþ êóëüòóðó, âûðàùèâàåò âòîðóþ êóëüòóðó. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

(
−10 −8 −6 −4 −2 −3
−1 −2 −4 −3 −12 −6

)
.

Ñóùåñòâóåò ëè ñåäëîâàÿ òî÷êà? Åñëè íåò, ðåøèòü çàäà÷ó â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ.

9. Äâà èãðîêà èãðàþò â èãðó ¾êàìåíü�íîæíèöû�áóìàãà¿, êîòî-
ðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: êàìåíü âûèãðûâàåò ó íîæíèö, áóìàãà
âûèãðûâàåò ó êàìíÿ, íîæíèöû âûèãðûâàþò ó áóìàãè; åñëè âûèãðûâà-
åò ïåðâûé èãðîê, òî âòîðîé ïëàòèò îäíó åäèíèöó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðâûé ïëàòèò îäíó åäèíèöó âòîðîìó. Ñîñòàâèòü ïëàòåæíóþ ìàòðèöó,
âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè ñåäëîâàÿ òî÷êà. Åñëè òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò,
íàéòè ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
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10. Ðåøèòü ðàñøèðåííûå ìàòðè÷íûå èãðû: a)


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

,

á)


1 0 0 0 0
−1 1 2 3 4
−1 4 1 2 3
−1 3 4 1 2
−1 2 3 4 1

, â)


3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
1 1 6 0 0
1 1 0 6 0
1 1 0 0 6

.
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

2.1. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ ðÿä ïåðåìåííûõ

x1, ..., xn.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ,
êîòîðûå áû óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2;
...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm,

(2.1)

è, êðîìå òîãî, îáðàùàëè â ìèíèìóì ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ â äàëüíåé-
øåì öåëåâîé ôóíêöèåé

L = c1x1 + c2xx + ...+ cnxn. (2.2)
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Î÷åâèäíî, ñëó÷àé, êîãäà ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íóæíî îáðàòèòü íå â ìè-
íèìóì, à â ìàêñèìóì, ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó, åñëè èçìåíèòü
çíàê ôóíêöèè è ðàññìîòðåòü âìåñòî íåå ôóíêöèþ

L1 = −c1x1 − c2xx − ...− cnxn.

Äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäåì
íàçûâàòü ëþáóþ ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xn ≥ 0,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (2.1).

Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì áóäåì íàçûâàòü òî èç äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ (2.2) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, çàäàííîé â òåêñòîâîé ôîðìå, ñëåäóåò:

1) ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí çàäà÷è;

2) èññëåäîâàòü è çàôèêñèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ äëÿ íèõ, ñêàæåì,
íåîòðèöàòåëüíîñòü;

3) ñîñòàâèòü ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé çàäà÷è;

4) ñîñòàâèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ è âûÿâèòü âèä ýêñòðåìóìà.

Çäåñü ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ
ìîãóò èìåòü ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ èëè áûòü ðàâåíñòâàìè.

Äàëåå ìû ñîñòàâèì ìîäåëè äëÿ äâóõ çàäà÷ ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñî-
äåðæàíèåì.

Ïðèìåð. Äëÿ òðåõ âèäîâ ïðîäóêöèè P1, P2, P3 èñïîëüçóåòñÿ òðè
âèäà ñûðüÿ C1, C2, C3. Ïðåäïðèÿòèå ìîæåò èçðàñõîäîâàòü 32 ò ñûðüÿ
âèäà C1, íå ìåíåå 40 ò ñûðüÿ âèäà C2 è íå áîëåå 50 ò ñûðüÿ C3. Íîðìû
ðàñõîäà ñûðüÿ íà åäèíèöó ïðîäóêöèè òîãî èëè èíîãî âèäà ïðèâåäåíû
â òàáë. 1. Â ýòîé æå òàáëèöå ïðèâåäåíû òðóäîâûå è ýíåðãåòè÷åñêèå
çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè P1, P2, P3. Îïðåäåëèòü
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êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè âèäîâ P1, P2, P3, êîòîðûå ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü
ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ ýíåðãåòè÷åñêèõ è òðóäîâûõ ðåñóðñîâ.

Òàáëèöà 1.

Íîðìû ðàñõî-
äà íà åäèíèöó
ïðîäóêöèè (ò)

Ñûðüå Çàïàñû (ò) P1 P2 P3

C1 32 2 3 0

C2 40 4 1 2

C3 50 3 1 3

Ðàñõîäû (ðóá.) 4 5 6
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, x3 êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè âèäîâ P1, P2, P3

ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîäèòü. Òîãäà öåëåâóþ
ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L = 4x1 + 5x2 + 6x3 → min


2x1 + 3x2 = 32,
4x1 + x2 + 2x3 ≥ 40,
3x1 + x2 + 3x3 ≤ 50,
x1, x2, x3 ≥ 0.

Ïðèìåð (çàäà÷à î ðàöèîíå ïèòàíèÿ). Äëÿ ñîõðàíåíèÿ çäîðîâüÿ
÷åëîâåê äîëæåí óïîòðåáëÿòü â ïèùó â òå÷åíèå ñóòîê îïðåäåëåííîå êî-
ëè÷åñòâî áåëêîâ, æèðîâ, óãëåâîäîâ, âèòàìèíîâ, ìèêðîýëåìåíòîâ è äð.

Ïóñòü èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ P1, P2,...,Pn è ïåðå÷åíü èç
m íåîáõîäèìûõ ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ S1, S2,...,Sm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aij
êîëè÷åñòâî ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà Si, ñîäåðæàùåãîñÿ â åäèíèöå ïðî-
äóêòà Pj . Òðåáóåòñÿ òàê îðãàíèçîâàòü ïèòàíèå, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëàñü
ñóòî÷íàÿ ïîòðåáíîñòü â ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâàõ è ÷òîáû ñòîèìîñòü èñ-
ïîëüçîâàííûõ ïðîäóêòîâ áûëà ìèíèìàëüíîé.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè äàííûå çàäà÷è ïîìåñòèì â òàáë. 2.
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Òàáëèöà 2.

Âèäû ïðîäóêöèè
Ïèòàòåëüíûå âå-
ùåñòâà

P1 P2 ... Pn Ñóòî÷íàÿ ïîòðåá-
íîñòü îäíîãî ÷å-
ëîâåêà

S1 a11 a12 ... a1n b1
S2 a21 a22 ... a2n b2
... ... ... ... ... ...

Sm am1 am2 ... amn bm
Ñòîèìîñòü åäèíè-
öû ïðîäóêòà

c1 c2 ... cn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2,...,xn êîëè÷åñòâà åäèíèö ïðîäóêòà âèäà
P1, P2,...,Pn ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàéòè. Â òàêîì
ñëó÷àå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è çàïèøóòñÿ â âèäå

L = c1x1 + c2xx + ...+ cnxn → min
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≤ b1;
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≤ b2;
...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≤ bm;
x1, ..., xn ≥ 0.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äâóìÿ ïåðå-
ìåííûìè

L(X) = c1x1 + c2x2 → extr
a11x1 + a12x2 ≤ (≥)b1;
a21x1 + a22x2 ≤ (≥)b2;
...
am1x1 + am2x2 ≤ (≥)bm;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ãðàôè÷åñêè, ïîñêîëüêó ëåãêî ñòðîèòü
ÎÄÐ (îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî-
óãîëüíèê (îãðàíè÷åííûé èëè íåò, ëèáî âîâñå ïóñòîå ìíîæåñòâî), ñòî-
ðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïîëó÷àåìûõ èç ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé
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çàäà÷è
ai1x1 + ai2x2 = bi, i = 1, 2, ...,m.

Àëãîðèòì ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äåéñòâèé.

1) Ïîñòðîèòü ÎÄÐ.

2) Ïîñòðîèòü âåêòîð íîðìàëè n = (c1, c2) öåëåâîé ôóíêöèè (îí óêà-
çûâàåò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè).

3) Ïîñòðîèòü íèæíþþ è âåðõíþþ îïîðíûå ïðÿìûå p è q, ò. å. êðàé-
íèå ëèíèè óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè, èìåþùèå îáùèå òî÷êè ñ
ÎÄÐ.

4) Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê (P = p ∩ ÎÄÐ,
Q = q ∩ÎÄÐ) è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà íèõ.

Ïðèìå÷àíèÿ.

1) Åñëè ÎÄÐ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ ââè-
äó íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé.

2) Åñëè ÎÄÐ íå îãðàíè÷åíà â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n = (c1, c2),
òî ñàìà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó â ýòîé îáëàñòè, è
ïðèíèìàåì Lmax(X) = +∞. Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà
â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì n, òî ïðèíèìàåì Lmin(X) =
−∞.

2.2. Ñèìïëåêñ-ìåòîä ðåøåíèÿ

çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååòñÿ n ïå-
ðåìåííûõ è m íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, çàäàííûõ â ôîð-
ìå óðàâíåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (åñëè îíî ñóùå-
ñòâóåò) äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç îïîðíûõ òî÷åê, ãäå, ïî êðàéíåé ìåðå,
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k = n − m ïåðåìåííûõ ðàâíû 0. Âûáåðåì êàêèå-òî k ïåðåìåííûõ â
êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ è âûðàçèì ÷åðåç íèõ îñòàëüíûå m áàçèñíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïóñòü, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ âûáðàíû
x1, ..., xk, à îñòàëüíûå m âûðàæåíû ÷åðåç íèõ:

xk+1 = ak+1,1x1 + ak+1,2x2 + ...+ ak+1,kxk + bk+1;
xk+2 = ak+2,1x1 + ak+2,2x2 + ...+ ak+2,kxk + bk+2;
...
xn = an,1x1 + an,2x2 + ...+ an,kxk + bn.

(2.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå x1, ..., xk ðàâíû 0. Ïðè
ýòîì ìû ïîëó÷èì 

xk+1 = bk+1;
xk+2 = bk+2;
...
xn = bn.

Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü äîïóñòèìûì èëè íåäîïóñòèìûì. Îíî äîïó-
ñòèìî, åñëè âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû íåîòðèöàòåëüíû. Ïðåäïîëîæèì, ýòî
óñëîâèå âûïîëíåíî. Òîãäà ìû ïîëó÷èì îïîðíîå ðåøåíèå. Íî ÿâëÿåòñÿ
ëè îíî îïòèìàëüíûì? ×òîáû ïðîâåðèòü ýòî, âûðàçèì öåëåâóþ ôóíê-
öèþ L ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå x1, ..., xk:

L = g0 + g1x1 + g2x2 + ...+ gkxk. (2.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x1 = x2 = ... = xk = 0, L = g0. Ïðîâåðèì, ìîæåò ëè
áûòü óëó÷øåíî ðåøåíèå, ò. å. ïîëó÷åíî óìåíüøåíèå ôóíêöèè L c óâå-
ëè÷åíèåì êàêèõ-íèáóäü èç ïåðåìåííûõ x1, ..., xk (óìåíüøèòü èõ ìû íå
ìîæåì, òàê êàê âñå îíè ðàâíû 0, à îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
íåäîïóñòèìû). Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû g1, ..., gk â (2.4) ïîëîæèòåëüíû,
òî óâåëè÷åíèå êàêèõ-ëèáî èç ïåðåìåííûõ x1, ..., xk íå ìîæåò óìåíüøèòü
L, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííîå îïîðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Åñëè æå ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ g1, ..., gk åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî, óâåëè-
÷èâàÿ íåêîòîðûå èç ïåðåìåííûõ x1, ..., xk (òå, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòî-
ðûõ îòðèöàòåëüíû), ìû ìîæåì óëó÷øèòü ðåøåíèå. Ïóñòü, íàïðèìåð,
êîýôôèöèåíò g1 â (2.4) îòðèöàòåëåí. Çíà÷èò, åñòü ñìûñë óâåëè÷èòü x1,
ò. å. ïåðåéòè îò äàííîãî îïîðíîãî ðåøåíèÿ ê äðóãîìó, ãäå ïåðåìåííàÿ
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x1 íå ðàâíà 0, à âìåñòî íåå ðàâíà íóëþ êàêàÿ-òî äðóãàÿ. Îäíàêî óâåëè-
÷èâàòü x1 ñëåäóåò ñ îñòîðîæíîñòüþ, òàê ÷òîáû íå ñòàëè îòðèöàòåëüíû-
ìè äðóãèå ïåðåìåííûå xk+1, xk+2, ..., xn, âûðàæåííûå ÷åðåç ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå, â ÷àñòíîñòè ÷åðåç x1, ôîðìóëàìè (2.3).

Íàïðèìåð, åñëè êîýôôèöèåíò ïðè x1 â ñîîòâåòñòâóþùåì xj óðàâ-
íåíèè (2.3) îòðèöàòåëåí, òî óâåëè÷åíèå x1 ìîæåò ñäåëàòü xj îòðèöà-
òåëüíûì. Íàîáîðîò, åñëè ñðåäè óðàâíåíèé (2.3) íåò óðàâíåíèÿ ñ îòðè-
öàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè x1, òî âåëè÷èíó x1 ìîæíî óâåëè÷èâàòü
áåñïðåäåëüíî, à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ L íå îãðàíè÷åíà ñíèçó (â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëàãàþò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå L ðàâíî −∞) è îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê è ñðåäè óðàâíåíèé (2.3) åñòü òàêèå, â
êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ïðè x1 îòðèöàòåëåí. Äëÿ ïåðåìåííûõ, ñòîÿùèõ
â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé, óâåëè÷åíèå x1 îïàñíî � îíî ìîæåò
ñäåëàòü èõ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Âîçüìåì îäíó èç òàêèõ ïåðåìåííûõ xl è ïîñìîòðèì, äî êàêîé ñòå-
ïåíè ìîæíî óâåëè÷èòü x1, ïîêà ïåðåìåííàÿ xl íå ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé.
Âûïèøåì l-å óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (2.3)

xl = al,1x1 + al,2x2 + ...+ al,kxk + bl.

Çäåñü ñâîáîäíûé ÷ëåí bl ≥ 0, à êîýôôèöèåíò al,1 � îòðèöàòåëåí, îòñþ-
äà âèäíî, ÷òî åñëè ìû îñòàâèì x2 = x3 = ... = xk = 0, òî x1 ìîæíî

óâåëè÷èâàòü òîëüêî äî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî − bl
al,1

, à ïðè äàëüíåéøåì óâå-

ëè÷åíèè x1 ïåðåìåííàÿ xl ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé.
Âûáåðåì òó èç ïåðåìåííûõ xk+1, ..., xn, êîòîðàÿ ðàíüøå âñåõ îáðà-

òèòñÿ â 0 ïðè óâåëè÷åíèè x1, ò.å. òó, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà − bl
al,1

íàè-

ìåíüøàÿ. Ïóñòü ýòî áóäåò xr, òîãäà èìååò ñìûñë ðàçðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé (2.3) îòíîñèòåëüíî äðóãèõ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, èñêëþ÷àÿ
èç ÷èñëà ñâîáîäíûõ x1 è ïåðåâîäÿ âìåñòî íåå â ãðóïïó ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ xr. Äåéñòâèòåëüíî, ìû õîòèì ïåðåéòè îò îïîðíîãî ðåøåíèÿ,
çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâàìè x1 = x2 = ... = xk = 0, ê îïîðíîìó ðåøåíèþ,
â êîòîðîì óæå x1 ̸= 0, à x2 = ... = xk = xr = 0. Ïåðâîå îïîðíîå ðå-
øåíèå ìû ïîëó÷èëè, ïîëîæèâ ðàâíûìè íóëþ âñå ïðåæíèå ñâîáîäíûå
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ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xk, âòîðîå ìû ïîëó÷èì, åñëè îáðàòèì â íóëü âñå
íîâûå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå x2, x3, ..., xk, xr. Áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè
ïðè ýòîì áóäóò x1, xk+1, xk+2, ..., xr−1, xr+1, ..., xn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèÿ òèïà (2.3) äëÿ íîâîãî íàáîðà áàçèñ-
íûõ è ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñîñòàâëåíû. Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
íîâûå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå è ôóíêöèþ L. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû
ïðè ïåðåìåííûõ â ýòîé ôîðìóëå íåîòðèöàòåëüíû, òî ìû íàøëè îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå, îíî ïîëó÷èòñÿ, åñëè âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ïîëî-
æèòü ðàâíûìè íóëþ. Åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ åñòü
îòðèöàòåëüíûå, òî ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ: ñè-
ñòåìà âíîâü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ,
è òàê äàëåå, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, äàþùåå ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè L.

2.3. Ðåøåíèå ðàñøèðåííîé ìàòðè÷íîé

èãðû

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñâåäåíèå ìàòðè÷íûõ èãð ê çàäà÷àì ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, ýòî íèñêîëüêî íå íàðóøàåò îáùíîñòè, òàê
êàê ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå c, ïðèáàâëåíèå
êîòîðîãî êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû ïðîèãðûøåé äàåò ìàòðèöó ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðà-
òåãèè èãðîêîâ íå èçìåíÿþòñÿ.

Èòàê, ïóñòü äàíà ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A = (aij) ïîðÿäêà
m × n. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè p⃗ =
(p1, ..., pm) è q⃗ = (q1, ..., qn) ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà è
öåíà èãðû ã äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì:{ ∑m

i=1 pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m,∑m
i=1 aijpi ≤ ã, j = 1, 2, ..., n,

(2.5)

è, êðîìå òîãî,{ ∑n
j=1 qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,∑n
j=1 aijqj ≥ ã, i = 1, 2, ...,m.

(2.6)
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Ðàçäåëèì âñå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà â (2.5) è (2.6) íà ã (ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ã > 0) è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

pi
ã

= xi, i = 1, ...,m;
qj
ã

= yj , j = 1, ..., n,

òîãäà ïîëó÷èì

{ ∑m
i=1 pi =

1

ã
, pi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m,∑m

i=1 aijpi ≤ 1, j = 1, 2, ..., n,

è { ∑n
j=1 qj =

1

ã
, qj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,∑n

j=1 aijqj ≥ 1, i = 1, 2, ...,m.

Ïîñêîëüêó ïåðâûé èãðîê ñòðåìèòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ pi, à ñëå-
äîâàòåëüíî, è xi, ÷òîáû öåíà èãðû áûëà ìèíèìàëüíîé, ðåøåíèå ïåðâîé
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ xi, i = 1, ...,m,
ïðè êîòîðûõ

m∑
i=1

xi → max,

m∑
i=1

aijxi ≤ 1.

Â ñâîþ î÷åðåäü âòîðîé èãðîê ñòðåìèòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ qj , ñëå-
äîâàòåëüíî, è yj , ÷òîáû öåíà èãðû áûëà ìàêñèìàëüíîé, ïîýòîìó ðå-
øåíèå âòîðîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ
yj , j = 1, ..., n, ïðè êîòîðûõ

n∑
j=1

yj → min,
n∑

j=1

aijyj ≥ 1.

Â èòîãå ìû ñâåëè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû ê äâóì çàäà÷àì ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü, ñêàæåì, èñïîëüçóÿ
ñèìïëåêñ-ìåòîä.
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2.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

ðåøåíèÿ

11. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè L(X) =
x1 + x2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ{

x1 + 2x2 ≤ 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

12. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè L(X) = x1+
x2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 

x1 + 2x2 ≤ 1,
3x1 + x2 ≤ 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

13. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè L(X) = x1 +
2x2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 

x1 + 3x2 ≥ 3,
7x1 + 5x2 ≥ 35,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

14. L(X) = 2x1 + x2 → max
x1 + 2x2 ≤ 1,
2x1 + 3x2 ≤ 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

15. Äâóì ïîãðóç÷èêàì ðàçíîé ìîùíîñòè çà 24 ÷àñà íóæíî ïîãðó-
çèòü íà ïåðâîé ïëîùàäêå 230 ò, íà âòîðîé - 68 ò. Ïåðâûé ïîãðóç÷èê
íà 1-îé ïëîùàäêå ìîæåò ïîãðóçèòü 10 ò â ÷àñ, à íà 2-îé - 12 ò â ÷àñ.
Âòîðîé ïîãðóç÷èê íà êàæäîé ïëîùàäêå ìîæåò ïîãðóçèòü ïî 13 ò â
÷àñ. Ñòîèìîñòü ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîãðóçêîé 1 ò ïåðâûì ïîãðóç÷èêîì
íà ïåðâîé ïëîùàäêå 8 ðóá., íà âòîðîé - 7 ðóá., âòîðûì ïîãðóç÷èêîì íà
ïåðâîé ïëîùàäêå - 12 ðóá., íà âòîðîé - 13ðóá. Íóæíî íàéòè, êàêîé îáú-
åì ðàáîò äîëæåí âûïîëíèòü êàæäûé ïîãðóç÷èê íà êàæäîé ïëîùàäêå,
÷òîáû ñòîèìîñòü âñåõ ðàáîò ïî ïîãðóçêå áûëà ìèíèìàëüíîé.
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16. Ïðè ñîñòàâëåíèè ñóòî÷íîãî ðàöèîíà êîðìëåíèÿ ñêîòà èñïîëü-
çóþò ñåíî è ñèëîñ. Ðàöèîí äîëæåí îáëàäàòü îïðåäåëåííîé ïèòàòåëüíî-
ñòüþ è ñîäåðæàòü áåëêà íå ìåíåå 1 êã, êàëüöèÿ íå ìåíåå 100 ã è ôîñôîðà
íå ìåíåå 80 ã. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ïèòàòåëüíîãî ðàöèîíà äîëæíî áûòü
íå ìåíåå 60 êã. Ñîäåðæàíèå ïèòàòåëüíûõ êîìïîíåíòîâ â 1 êã ñåíà è ñè-
ëîñà ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåé òàáëèöå. Â íåé óêàçàíà òàêæå ñòîèìîñòü
åäèíèöû òîãî èëè èíîãî êîðìà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ñó-
òî÷íûé ðàöèîí êîðìëåíèÿ æèâîòíûõ, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíóþ
ñòîèìîñòü êîðìà.

Ñîäåðæàíèå èí-
ãðåäèåíòà â 1 êã
êîðìà (ã/êã)

Íàçâàíèå èíãðå-
äèåíòà

Íîðìà (ã) Ñåíî Ñèëîñ

Áåëîê 1000 40 10

Êàëüöèé 100 1,25 2,5

Ôîñôîð 80 2 1

Ñòîèìîñòü åä. êîðìà (äåí. åä.) 12 8

17. Ïóñòü ìàòðèöà ïðîèãðûøåé (â ìëí ðóá.) ïåðâîãî èãðîêà èìååò
âèä (

4 2
2 3

)
.

Ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó, ïåðåéäÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Íàéòè îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà
(èñïîëüçîâàòü ñèìïëåêñ-ìåòîä).

18. Ïóñòü ìàòðèöà ïðîèãðûøåé (â ìëí ðóá.) ïåðâîãî èãðîêà èìååò
âèä (

8 4 6
4 8 5

)
.

Ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó, ïåðåéäÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Íàéòè îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ äëÿ âòîðîãî èãðîêà
(èñïîëüçîâàòü ñèìïëåêñ-ìåòîä).
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19. Ïóñòü ìàòðèöà ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà èìååò âèä
7 2 5 1
2 2 3 4
5 3 4 4
3 2 1 6

 .

Ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðè÷íóþ èãðó. ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ïðîèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, åñëè è ïåðâûé èãðîê, è âòî-
ðîé èãðîê èñïîëüçóþò ñâîè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè?

20. Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà â íåêîòîðîé èãðå èìååò âèä 1 −1 −1
−1 −1 3
−1 2 −1

 .

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ïðèäåðæèâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè:
(6/13, 3/13, 4/13), à âòîðîé (6/13, 4/13, 3/13). Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ïðîèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà.

21. Íàéòè ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ èãð:

a)

(
5 −2 1
0 −3 8

)
, á)

(
1 2
4 3

)
, â)

 0 2
4 6
8 10

.

22. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè äàííûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

x = (1/6, 1/6, 1/6), y = (1/2, 0, 0, 1/2), ã = 0, 4

ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé èãðû: 0, 8 0 0 0
0, 4 0, 6 0, 6 0, 4
0 0 0 0, 8

 .

23. Ïóñòü ìàòðèöà ïðîèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà èìååò âèä 3 −2 4
−1 4 2
2 2 6

 .

38



Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â òåîðåìå 1.1 â ñîîòâåòñòâóþùèõ íåñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâàõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, ñîñòàâèòü è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé. Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ îïòèìàëüíûìè ñòðà-
òåãèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà? Â ÷åì ïðè÷èíà íåâîçìîæíîñòè â
äàííîì ñëó÷àå íàéòè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè òàêèì îáðàçîì?

24. Ïåðåéòè îò ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
L(X) = x1 + x2 → min 

7x1 + 2x2 ≥ 1,
x1 + 11x2 ≥ 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

ê ìàòðè÷íîé èãðå. Ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó ëþáûì èçâåñòíûì âàì ñïî-
ñîáîì.

25. Ïåðåéòè îò ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
L(X) = x1 + x2 → max

7x1 + 2x2 + 5x3 + x4 ≤ 1,
2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 ≤ 1,
5x1 + 3x2 + 4x3 + 4x4 ≤ 1,
3x1 + 2x2 + x3 + 6x4 ≤ 1,
x1 ≥ 0, ..., x4 ≥ 0

ê ìàòðè÷íîé èãðå. Ìîæíî ëè óïðîñòèòü ìàòðè÷íóþ èãðó, èñïîëüçóÿ
ïîíÿòèå äîìèíèðîâàíèÿ ñòðàòåãèé? Ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó ëþáûì
èçâåñòíûì âàì ñïîñîáîì.
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Ãëàâà 3

Ïîçèöèîííûå èãðû

3.1. Ïîíÿòèå ïîçèöèîííîé èãðû

Ïîçèöèîííîé èãðîé íàçûâàþò èãðó, â êîòîðîé èãðîêè äåëàþò õî-
äû ïî î÷åðåäè. Êàæäûé õîä ñîñòîèò â âûáîðå îäíîé èç àëüòåðíàòèâ.
Èãðîêîâ ìîæåò áûòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî. Âîçìîæåí ñëó÷àéíûé õîä,
â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýòî õîä èãðîêà ñ íîìåðîì 0. Ïðè ñëó÷àéíîì
õîäå èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè âûáèðàåòñÿ êàæäàÿ àëüòåðíà-
òèâà.

Ïîçèöèîííóþ èãðó óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå äåðåâà. Íà ðèñ. 3
ïîêàçàíî äåðåâî èãðû, â êîòîðîé 1-é è 3-é õîä äåëàåò ïåðâûé èãðîê, à
2-é õîä � âòîðîé èãðîê. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí äåðåâà
t1, . . . , t8, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøåé. Óçëû îä-
íîãî èãðîêà ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà. Êàæ-
äîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç óçëîâ, íåðàçëè÷èìûõ äëÿ
èãðîêà. Íà ïðèìåðå (èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà ïîêàçàíû òîíêèìè
ëèíèÿìè) âòîðîé èãðîê íå çíàåò, ÷òî âûáðàë ïåðâûé èãðîê, à ïåðâûé
èãðîê íà 3-ì õîäå íå çíàåò âûáîðà âòîðîãî èãðîêà è çàáûë, ÷òî îí ñàì
âûáðàë íà 1-ì õîäå.

Óïðàæíåíèå Äëÿ äåðåâà èãðû ñ ðèñ. 3 íàðèñîâàòü èíôîðìàöè-
îííûå ìíîæåñòâà, åñëè:
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1) âòîðîé èãðîê íå çíàåò, ÷òî âûáðàë ïåðâûé èãðîê, à ïåðâûé èãðîê
íà 3-ì õîäå íå çíàåò âûáîðà âòîðîãî èãðîêà, íî ïîìíèò ñâîé ñîáñòâåí-
íûé âûáîð;

2) âòîðîé èãðîê íå çíàåò, ÷òî âûáðàë ïåðâûé èãðîê, à ïåðâûé èãðîê
íà 3-ì õîäå çíàåò âûáîð âòîðîãî èãðîêà, íî çàáûë ñâîé ñîáñòâåííûé
âûáîð;

3) âòîðîé èãðîê íå çíàåò, ÷òî âûáðàë ïåðâûé èãðîê, à ïåðâûé èãðîê
íà 3-ì õîäå çíàåò âûáîð âòîðîãî èãðîêà è ïîìíèò ñâîé ñîáñòâåííûé
âûáîð;

4)-6) òî æå, ÷òî â 1)-3), íî âòîðîé èãðîê çíàåò âûáîð ïåðâîãî.

×èñòàÿ ñòðàòåãèÿ â ïîçèöèîííîé èãðå � ýòî âûáîð àëüòåðíàòèâû
íà êàæäîì èç èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ. Ïàðòèÿ èãðû � ïóòü îò
êîðíÿ äåðåâà ê âåðøèíå.

Èãðà íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, åñëè êàæäûé èç
èãðîêîâ ïîìíèò ðåçóëüòàòû âñåõ ïðåäûäóùèõ õîäîâ (â òîì ÷èñëå è
ñëó÷àéíûõ õîäîâ). Â ýòîé èãðå êàæäîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî ñî-
ñòîèò èç îäíîãî óçëà.

Íàïðèìåð, êðåñòèêè-íîëèêè, øàøêè, øàõìàòû � èãðû ñ ïîëíîé
èíôîðìàöèåé, à êàðòî÷íûå èãðû, êàðêàññîí, ìîðñêîé áîé, êîìïüþòåð-
íûå ñòðàòåãè÷åñêèå èãðû � ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Òåîðåìà (Êóí) Èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé âñåãäà èìååò ðåøå-
íèå (ñåäëîâóþ òî÷êó) â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ëèáî íåñïðà-
âåäëèâà (ïðè ïðàâèëüíîé èãðå âñåãäà âûèãðûâàåò îäèí è òîò æå èãðîê),
ëèáî áåñïëîäíà (ïðè ïðàâèëüíîé èãðå çàêàí÷èâàåòñÿ âíè÷üþ).

Ïîçèöèîííàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ íóëåâîé ñóììîé, åñëè â êàæ-
äîé âåðøèíå ñóììàðíûå ïîòåðè èãðîêîâ ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà (îá èãðàõ äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé) Ïîçèöèîííàÿ
èãðà äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé ñâîäèòñÿ ê ìàòðè÷íîé èãðå.
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Ðèñ. 3. Ïðèìåð ïîçèöèîííîé èãðû.
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3.2. Áàéåñîâñêèå ñòðàòåãèè

Î÷åíü ÷àñòî ïðîòèâíèê íå ñòàðàåòñÿ âûáðàòü ñàìóþ âûãîä-
íóþ äëÿ ñåáÿ è íåâûãîäíóþ äëÿ íàñ ñòðàòåãèþ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå,
êîãäà íàø ïðîòèâíèê � ïðèðîäà). Èòàê, ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ èãðó
ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé A(n×m). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äîïîëíèòåëü-
íî èçâåñòíî, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âòîðîé èãðîê ïðèìåíÿåò ñâîþ j-þ
ñòðàòåãèþ, ïóñòü ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà qj , j = 1, ...,m,

∑m
j=1 qj = 1. Òà-

êîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ
àïðèîðíûì. Ïîñòàíîâêó çàäà÷è, â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ïðèñóòñòâó-
þò àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàþò áàéåñîâñêîé.

Â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå, åñëè ïåðâûé èãðîê ñëåäóåò ñâîåé i-é ÷è-
ñòîé ñòðàòåãèè, ìîæíî âû÷èñëèòü åãî ñðåäíèå ïðîèãðûøè ai ïî ôîð-
ìóëå

a = AqT , a = (a1, ..., an),

ãäå q = (q1, ..., qm).

Áóäåì íàçûâàòü i0-þ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà áàéåñîâñêîé îïòè-
ìàëüíîé, åñëè äëÿ íåå ñðåäíèå ïðîèãðûøè ai ìèíèìàëüíû:

ai0 = min
1≤i≤m

ai.

3.3. Ñòàòèñòè÷åñêèå èãðû

Ñòàòèñòè÷åñêèå èãðû ìû ðàññìîòðèì, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé
ïðèìåð. Ïåðâûé èãðîê (ïîêóïàòåëü) äîëæåí ïðèîáðåñòè ëèáî òîâàð
ôèðìû A, ëèáî òîâàð ôèðìû B. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî ó êàêîé-òî èç ýòèõ
ôèðì äîëÿ áðàêîâàííîãî òîâàðà áîëüøå, ÷åì ó äðóãîé. Îí ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ó îäíîé èç ôèðì äîëÿ áðàêà â åå ïðîäóêöèè 10 %, à ó äðóãîé
0 %. Ñâîè ïîòåðè ïðè ïðèîáðåòåíèè áðàêîâàííîãî òîâàðà îí îöåíèâàåò
â 1000 ðóáëåé. Ïîêóïàòåëü îïðàøèâàåò äâóõ ñâîèõ çíàêîìûõ, íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà êóïèâøèõ òîâàð ôèðìû A. Â çàâèñèìîñòè îò èõ
îòâåòîâ îí ïðèíèìàåò ðåøåíèå î ïîêóïêå.

Îáîçíà÷èì ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà (ïîêóïàòåëÿ):

δ1 � ïîêóïàòü òîâàð ôèðìû A;
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δ2 � ïîêóïàòü òîâàð ôèðìû B.

Îáîçíà÷èì ñòðàòåãèè ïðèðîäû (âòîðîãî èãðîêà):

θ1 � áðàê â ïðîäóêöèè ôèðìû A ñîñòàâëÿåò 0 %, à â ïðîäóêöèè
ôèðìû B 10 %;

θ2 � áðàê â ïðîäóêöèè ôèðìû A ñîñòàâëÿåò 10 %, à â ïðîäóêöèè
ôèðìû B 0 %.

Ìàòðèöà ñðåäíèõ ïîòåðü ïåðâîãî èãðîêà:

θ1 θ2
δ1 1000 · 0 = 0 1000 · 0, 1 = 100
δ2 1000 · 0, 1 = 100 1000 · 0 = 0

Îáîçíà÷èì τk � ÷èñëî áðàêîâàííûõ òîâàðîâ ñðåäè äâóõ ïðèîáðå-
òåííûõ çíàêîìûìè, k = 0; 1; 2.

Ìàòðèöà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä:
θ P{τ = τ0|θ = θj} P{τ = τ1|θ = θj} P{τ = τ2|θ = θj}
θ1 1 0 0
θ2 0, 92 = 0, 81 2 · 0, 9 · 0, 1 = 0, 18 0, 12 = 0, 01
Ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå:

δijk =


δi åñëè τ = τ0;
δj åñëè τ = τ1;
δk åñëè τ = τ2.

Çäåñü i, j, k = 1; 2.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà ñâîäèòñÿ ê ìàòðè÷íîé èãðå ñ 23 = 8 ñòðàòå-
ãèÿìè ïåðâîãî èãðîêà. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîäñ÷åòà ñðåäíèõ ïîòåðü:

ã(δ112, θ1) = 1 · 0 + 0 · 0 + 0 · 100 = 0;

ã(δ112, θ2) = 0, 81 · 100 + 0, 18 · 100 + 0, 01 · 0 = 99.

Ìàòðèöà ñðåäíèõ ïîòåðü ïåðâîãî èãðîêà â ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå
èìååò âèä:
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θ1 θ2
δ111 0 100
δ112 0 99
δ121 0 82
δ122 0 81
δ211 100 19
δ212 100 18
δ221 100 1
δ222 100 0,

ò. å. ôàêòè÷åñêè ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà ñâåëàñü ê ìàòðè÷íîé èãðå ïî-
ðÿäêà 8 × 2. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà ïîòåðü íå
èìååò ñåäëîâîé òî÷êè, ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èã-
ðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òàêîé ïîäõîä ê
ïîèñêó îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â ñòàòèñòè÷åñêèõ èãðàõ íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàêñíûì.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äîìèíèðîâàíèÿ ñòðàòåãèé (ñì. òåîðåìó 1.5),
ìû ìîæåì óïðîñòèòü ìàòðèöó ñðåäíèõ ïîòåðü ïåðâîãî èãðîêà:

θ1 θ2
δ122 0 81
δ222 100 0.

Â èòîãå, èìååì ìàòðè÷íóþ èãðó ïîðÿäêà 2 × 2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó
1.3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñòðàòåãèþ δ122 ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ
100/181, à ñòðàòåãèþ δ222 ñ âåðîÿòíîñòüþ 81/181, îñòàëüíûå ñòðàòåãèè
ïðèìåíÿþòñÿ ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå
äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

q1 = P(θ = θ1), q2 = P(θ = θ2).

Èíûìè ñëîâàìè, íàì çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {áðàê
â ïðîäóêöèè ôèðìû A ñîñòàâëÿåò 0 %, à â ïðîäóêöèè ôèðìû B 10 %}
ðàâíà q1, è âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {áðàê â ïðîäóêöèè ôèðìû A ñîñòàâ-
ëÿåò 10 %, à â ïðîäóêöèè ôèðìû B 0 %} ðàâíà q2. Äàëåå, èñïîëüçóÿ
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ìàòðèöó ñðåäíèõ ïîòåðü ïåðâîãî èãðîêà, ìîæíî îïðåäåëèòü áàéåñîâ-
ñêóþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ (ñì. ïîäðàçäåë 2.2). Ïóñòü, íàïðèìåð,
q1 = 1/100 è q2 = 99/100, â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèÿ δ222 ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíîé â áàéåñîâñêîì ñìûñëå, ïîñêîëüêó èìåííî äëÿ ýòîé ñòðà-
òåãèè ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå ïðîèãðûøè ìèíèìàëüíû (ñì. ïîäðàç-
äåë 2.2). Ñðåäíèé ïðîèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ðàâåí â äàííîì ñëó÷àå
100 · 1/100 + 0 · 99/100 = 1.

3.4. Áèìàòðè÷íûå èãðû

Íåðåäêî áûâàåò òàê, ÷òî âûèãðûø îäíîãî èãðîêà íå ðàâåí
ïðîèãðûøó äðóãîãî, ò. å. îáà èãðîêà ìîãóò óìåíüøèòü ñâîè ïðîèãðûøè
(óâåëè÷èòü âûèãðûøè), âûáðàâ ïîäõîäÿùèå ñòðàòåãèè. Òàêîå ïîëîæå-
íèå äåë ôîðìàëèçóåòñÿ êàê áèìàòðè÷íàÿ èãðà: ó êàæäîãî èãðîêà ñâîÿ
ìàòðèöà ïîòåðü. Ñèòóàöèåé â áèìàòðè÷íîé èãðå íàçûâàåòñÿ ïàðà ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèé. Ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó, åñëè äëÿ
êàæäîãî èãðîêà îòêëîíåíèå îò ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèè íå ïðèâî-
äèò ê óìåíüøåíèþ ïðîèãðûøà. Ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî
Ïàðåòî, åñëè íåò äðóãîé ñèòóàöèè, êîòîðàÿ áûëà áû áîëåå âûãîäíîé
äëÿ îäíîãî èãðîêîâ è íå ìåíåå âûãîäíîé äëÿ äðóãîãî.

Ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó ñ ëèäåðñòâîì ïåðâîãî èãðîêà íà-
çûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûé èãðîê
âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ è îáúÿâëÿåò îá ýòîì âòîðîìó èã-
ðîêó, è âòîðîé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ íà îñíîâàíèè
ýòîé èíôîðìàöèè òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé ïðîèãðûø. Òàêèì
îáðàçîì, âûáîð âòîðîãî èãðîêà èçâåñòåí ïåðâîìó èãðîêó, è ïåðâûé èã-
ðîê âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé
ïðîèãðûø. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó ñ
ëèäåðñòâîì âòîðîãî èãðîêà.

Ïðèìåð (äèëåììà óçíèêà). Äâà áàíäèòà àðåñòîâàíû è íàõîäÿòñÿ
â òþðüìå. Êàæäûé èç áàíäèòîâ ìîæåò ëèáî ñîçíàòüñÿ â ñîâåðøåíèè
ïðåñòóïëåíèÿ, ëèáî ìîë÷àòü. Åñëè îáà áàíäèòà ñîçíàþòñÿ, òî ïîòåðè
êàæäîãî ðàâíû 8 (ãîäàì òþðüìû). Åñëè îäèí ñîçíàåòñÿ, à äðóãîé ìîë-
÷èò, òî òîò, êòî ñîçíàåòñÿ, âûõîäèò íà ñâîáîäó � åãî ïîòåðè ðàâíû
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íóëþ, à ïîòåðè äðóãîãî áàíäèòà ðàâíû 10. Åñëè îáà áàíäèòà ìîë÷àò,
òî ïîòåðè êàæäîãî ðàâíû 2.

Ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â ýòîé èãðå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîòå-
ðè êàæäîãî ðàâíû 8. Íî ýòî åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ, íå îïòèìàëüíàÿ
ïî Ïàðåòî � ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ïîòåðè êàæäîãî èç èãðî-
êîâ ìåíüøå. Ðàññìîòðåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó ñ ëèäåðñòâîì
ëþáîãî èç èãðîêîâ ïðèâîäèò òàêæå ê ñèòóàöèè, êîãäà îáà áàíäèòà ñî-
çíàþòñÿ, è ïîòåðè êàæäîãî ðàâíû 8.

Âûéòè èç ýòîé ñèòóàöèè îíè ìîãóò çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ìåòàèãð.
Â ïåðâîé ìåòàèãðå ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà. Âî âòîðîé ìåòàèãðå ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðî-
êà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñòðàòåãèé, èñïîëüçóåìûõ âòîðûì èãðîêîì
â ïåðâîé ìåòàèãðå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ìåòàèãðàõ, âî âòîðîé ìåòàèãðå
âñåãäà ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ, ðàâíîâåñíàÿ ïî Íýøó è îïòèìàëüíàÿ ïî
Ïàðåòî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå îäíà èç òàêèõ ñèòóàöèé ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Âòîðîé èãðîê ñîîáùàåò ïåðâîìó èãðîêó, ÷òî ïîñòóïèò
òàê æå, êàê îí: áóäåò ñîçíàâàòüñÿ, åñëè ïåðâûé ñîçíàåòñÿ, è ìîë÷àòü,
åñëè ïåðâûé áóäåò ìîë÷àòü. Ïåðâûé èãðîê â îòâåò íà ýòî îáúÿâëÿåò
ñâîþ ñòðàòåãèþ: îí áóäåò ìîë÷àòü, åñëè âòîðîé èãðîê áóäåò ñëåäîâàòü
îáúÿâëåííîé âûøå ñòðàòåãèè, è ñîçíàâàòüñÿ â ñëó÷àå ëþáîé äðóãîé
ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà. Â ýòîé ñèòóàöèè âòîðîé ìåòàèãðû îáà èãðî-
êà áóäóò ìîë÷àòü, è ïîòåðè êàæäîãî ñîñòàâÿò 2.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòàèãð ïðåäïîëàãàåò îáùåíèå ìåæ-
äó èãðîêàìè, è ñòàáèëüíîñòü âîçíèêàåò íà îñíîâå óãðîç.

3.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

ðåøåíèÿ

26. Â êîëîäå 4 êàðòû: òðîéêà, ñåìåðêà, äàìà, òóç. Òóç ñòàðøå äà-
ìû, äàìà ñòàðøå ñåìåðêè, à ñåìåðêà ñòàðøå òðîéêè. Êàðòû òàñóþòñÿ,
çàòåì êàæäûé èç èãðîêîâ ïîëó÷àåò ïî îäíîé êàðòå. Ïåðâûé èãðîê ëè-
áî îòêàçûâàåòñÿ îò èãðû, âûïëà÷èâàÿ âòîðîìó èãðîêó 1 ôèøêó, ëèáî
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ñîãëàøàåòñÿ íà èãðó. Åñëè ïåðâûé èãðîê ñîãëàñèëñÿ íà èãðó, òî âòîðîé
èãðîê äîëæåí ïðèíÿòü ðåøåíèå: ëèáî îòêàçàòüñÿ îò èãðû, âûïëàòèâ
ïåðâîìó èãðîêó 1 ôèøêó, ëèáî ñîãëàñèòüñÿ íà èãðó. Åñëè îáà èãðîêà
ñîãëàñèëèñü èãðàòü, òî âûèãðûâàåò òîò, ÷üÿ êàðòà ñòàðøå. Âûèãðàâ-
øèé ïîëó÷àåò îò ïðîèãðàâøåãî 2 ôèøêè. Ôîðìàëèçîâàòü óñëîâèå êàê
ìàòðè÷íóþ èãðó è íàéòè åå ðåøåíèå.

27. Ìîëîäîé áèçíåñìåí ïëàíèðóåò âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà ñóì-
ìó ïÿòü òûñÿ÷ äîëëàðîâ. Åñëè åãî äåëà ïîéäóò óñïåøíî, îí îáåùàåò
÷åðåç òðè ìåñÿöà âåðíóòü áàíêó âçÿòûå äåíüãè ïëþñ äåñÿòü ïðîöåí-
òîâ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íå ñìîæåò âåðíóòü ýòè äåíüãè. Êàê ìàëà
äîëæíà áûòü âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è áèçíåñìåíà, ÷òîáû áàíêó âûãîäíî
áûëî âûäåëèòü êðåäèò? (Óêàçàíèå: â çàäà÷å èñïîëüçóþòñÿ áàéåñîâñêèå
ñòðàòåãèè).

28. Ïóñòü íåêèé ÷åëîâåê èìååò ìèëëèîí ðóáëåé; îí ìîæåò õðàíèòü
èõ äîìà ëèáî ïîìåñòèòü â áàíê ïîä äåñÿòü ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ. Áàíê â
òå÷åíèå ãîäà ìîæåò ðàáîòàòü íîðìàëüíî, à ìîæåò è ðàçîðèòüñÿ. Íà-
ñêîëüêî ìàëà äîëæíà áûòü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ áàíêà, ÷òîáû áûëî
âûãîäíî õðàíèòü äåíüãè èìåííî òàì? ×òî áóäåò, åñëè ÷åëîâåê èçáå-
ðåò ìèíèìàêñíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûáîðà ïðàâèëüíîé
ñòðàòåãèè õðàíåíèÿ äåíåã?

29. Ìèñòåð Íåëüñîí, âûõîäÿ èç äîìà, ðåøàåò, áðàòü åìó çîíò èëè
íåò. Åñëè îí íå âîçüìåò çîíò, à äîæäü áóäåò, åãî ïîòåðè ðàâíû 5 (åäèíèö
êîìôîðòà). Åñëè íå âîçüìåò çîíò, à äîæäÿ íå áóäåò, òî ïîòåðè ðàâíû
0. Â ñëó÷àå, åñëè îí âîçüìåò çîíò, åãî ïîòåðè ðàâíû 1 ïðè äîæäå è
2 ïðè îòñóòñòâèè äîæäÿ. Ïåðåä âûõîäîì ìèñòåð Íåëüñîí ñìîòðèò íà
áàðîìåòð, êîòîðûé ìîæåò ïîêàçûâàòü ëèáî ¾ÿñíî¿, ëèáî ¾ïàñìóðíî¿.
Ìèñòåð Íåëüñîí çàìåòèë, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà èäåò äîæäü, áàðîìåòð ïî-
êàçûâàåò ¾ïàñìóðíî¿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, à â ñëó÷àå, êîãäà íåò äîæäÿ
� ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Ôîðìàëèçîâàòü óñëîâèå êàê ñòàòèñòè÷åñêóþ èã-
ðó. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà. Íàéòè áàéåñîâñêóþ
ñòðàòåãèþ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü äîæäÿ 0,3.

30. Ïåðâûé èãðîê (ïîêóïàòåëü) çàäóìûâàåòñÿ î ïðèîáðåòåíèè òî-
âàðà íåêîé êèòàéñêîé ôèðìû. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ áðàêà â ïðîäóêöèè
ýòîé ôèðìû ñîñòàâëÿåò ëèáî 5 %, ëèáî 20 %. Ñâîè ïîòåðè ïðè ïðèîá-
ðåòåíèè áðàêîâàííîãî òîâàðà îí îöåíèâàåò â 1000 ðóáëåé, âûèãðûø æå
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îò ïðèîáðåòåíèÿ êà÷åñòâåííîãî òîâàðà ýòîé ôèðìû îöåíèâàåòñÿ â 100
ðóáëåé. Ïîêóïàòåëü îïðàøèâàåò äâóõ ñâîèõ çíàêîìûõ, êîòîðûå íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà êóïèëè òîâàð ýòîé ôèðìû. Â çàâèñèìîñòè îò
èõ îòâåòîâ îí ïðèíèìàåò ðåøåíèå î ïîêóïêå. Ñîñòàâèòü ìîäåëü ñòà-
òèñòè÷åñêîé èãðû è ïðèâåñòè åå ðåøåíèå äëÿ ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà.
Íàéòè ðåøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû äëÿ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 01 äîëÿ áðàêà ôèðìû ñîñòàâëÿåò 5 %
è ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòüþ â 0, 99 äîëÿ áðàêà ñîñòàâëÿåò 20 %.

31. Ïåðâûé èãðîê (ïîêóïàòåëü) äîëæåí ïðèîáðåñòè ëèáî òîâàð
ôèðìû À, ëèáî òîâàð ôèðìû B. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî ó êàêîé-òî èç ýòèõ
ôèðì äîëÿ áðàêîâàííîãî òîâàðà áîëüøå, ÷åì ó äðóãîé. Îí ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ó îäíîé èç ôèðì äîëÿ áðàêà â åå ïðîäóêöèè 10 %, à ó äðóãîé
5 %. Ñâîè ïîòåðè ïðè ïðèîáðåòåíèè áðàêîâàííîãî òîâàðà îí îöåíèâà-
åò â 1000 ðóáëåé, âûèãðûø æå îò ïðèîáðåòåíèÿ êà÷åñòâåííîãî òîâàðà
ôèðìû À ñîñòàâëÿåò 200 ðóáëåé, ñîîòâåòñòâåííî êà÷åñòâåííîãî òîâàðà
ôèðìû B � 100 ðóáëåé. Ïîêóïàòåëü îïðàøèâàåò äâóõ ñâîèõ çíàêî-
ìûõ, îäèí èç êîòîðûõ êóïèë òîâàð ôèðìû À, à äðóãîé, íåçàâèñèìî îò
ïåðâîãî, òîâàð ôèðìû B. Â çàâèñèìîñòè îò èõ îòâåòîâ îí ïðèíèìàåò
ðåøåíèå î ïîêóïêå. Ñîñòàâèòü ìîäåëü ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû è ïðèâåñòè
åå ðåøåíèå äëÿ ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà.

32. Ïåðâûé èãðîê (ïîêóïàòåëü) äîëæåí ïðèîáðåñòè ëèáî òîâàð
ôèðìû À, ëèáî òîâàð ôèðìû B. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî ó êàêîé-òî èç ýòèõ
ôèðì äîëÿ áðàêîâàííîãî òîâàðà áîëüøå, ÷åì ó äðóãîé. Îí ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ó îäíîé èç ôèðì äîëÿ áðàêà â åå ïðîäóêöèè 15 %, à ó äðóãîé
5 %. Ñâîè ïîòåðè ïðè ïðèîáðåòåíèè áðàêîâàííîãî òîâàðà îí îöåíèâà-
åò â 1000 ðóáëåé, âûèãðûø æå îò ïðèîáðåòåíèÿ êà÷åñòâåííîãî òîâàðà
ôèðìû À ñîñòàâëÿåò 400 ðóáëåé, ñîîòâåòñòâåííî êà÷åñòâåííîãî òîâàðà
ôèðìû B � 100 ðóáëåé. Ïîêóïàòåëü îïðàøèâàåò äâóõ ñâîèõ çíàêî-
ìûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ êóïèë íåçàâèñèìî îò äðóãîãî òîâàð ôèðìû
À, êðîìå òîãî, îí îïðàøèâàåò òðåòüåãî ñâîåãî çíàêîìîãî, êîòîðûé ïî-
êóïàë òîâàð ïîçæå ïðåäûäóùèõ äâóõ ïîêóïàòåëåé, îðèåíòèðóÿñü íà èõ
ìíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè êàæäûé èç íèõ êóïèë êà÷åñòâåííûé
òîâàð, òî îí ïîêóïàåò òàêæå òîâàð ôèðìû À, åñëè êàæäûé èç íèõ êó-
ïèë áðàêîâàííûé òîâàð, òî îí ïîêóïàåò òîâàð ôèðìû B, åñëè æå òîëüêî
îäèí èç íèõ êóïèë áðàêîâàííûé òîâàð, òî îí ïîäáðàñûâàåò ìîíåòêó è,
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åñëè âûïàäàåò ãåðá, îí ïîêóïàåò òîâàð ôèðìû À, åñëè ðåøêà � òîâàð
ôèðìû B. Â çàâèñèìîñòè îò èõ îòâåòîâ ïåðâûé èãðîê ïðèíèìàåò ðåøå-
íèå î ïîêóïêå. Ñîñòàâèòü ìîäåëü ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû è ïðèâåñòè åå
ðåøåíèå äëÿ ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà.

33. Ïåðâûé èãðîê (ïîêóïàòåëü) äîëæåí ïðèîáðåñòè ëèáî òîâàð
ôèðìû À, ëèáî òîâàð ôèðìû B. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî ó êàêîé-òî èç ýòèõ
ôèðì äîëÿ áðàêîâàííîãî òîâàðà áîëüøå, ÷åì ó äðóãîé. Îí ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ó îäíîé èç ôèðì äîëÿ áðàêà â åå ïðîäóêöèè 10 %, à ó äðóãîé
5 %. Ñâîè ïîòåðè ïðè ïðèîáðåòåíèè áðàêîâàííîãî òîâàðà îí îöåíèâà-
åò â 1000 ðóáëåé, âûèãðûø æå îò ïðèîáðåòåíèÿ êà÷åñòâåííîãî òîâàðà
ñîñòàâëÿåò 200 ðóáëåé. Ïîêóïàòåëü îïðàøèâàåò îäíîãî ñâîåãî çíàêîìî-
ãî, êîòîðûé ñîâåðøåííî íå ïîìíèò, ïîêóïàë ëè îí òîâàð ôèðìû À èëè
òîâàð ôèðìû B, íî ïîìíèò, ÷òî äëÿ âûáîðà ôèðìû îí ðåøèë ïîäáðî-
ñèòü ìîíåòó è â ñëó÷àå âûïàäåíèÿ ãåðáà âûáðàòü ôèðìó A, â ñëó÷àå
âûïàäåíèÿ ðåøêè � ôèðìó B. Â çàâèñèìîñòè îò åãî îòâåòà î êà÷åñòâå
ïðèîáðåòåííîãî ïðîäóêòà ïåðâûé èãðîê ïðèíèìàåò ðåøåíèå î ïîêóï-
êå. Ñîñòàâèòü ìîäåëü ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû è ïðèâåñòè åå ðåøåíèå äëÿ
ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà.

34. Ïåðâûé èãðîê (êîììåð÷åñêèé áàíê) äîëæåí ñäåëàòü âûáîð
ìåæäó êðåäèòîâàíèåì àâèàïðåäïðèÿòèÿ è àãðîïðîìïðåäïðèÿòèÿ. Ïî
ðàçíûì ñâåäåíèÿì ó îäíîãî èç ýòèõ ïðåäïðèÿòèé âåðîÿòíîñòü áàíêðîò-
ñòâà ñîñòàâëÿåò 5 %, à ó äðóãîãî 10 %. Ñâîè ïîòåðè ïðè áàíêðîòñòâå
ïðåäïðèÿòèÿ áàíê îöåíèâàåò â 100 ìëí ðóá., ïðèáûëü æå îò êðåäèòî-
âàíèÿ ñîñòàâèò 30 ìëí ðóá. Ðóêîâîäñòâî áàíêà ðåøèëî ïîñîâåòîâàòüñÿ
ñ äðóãèì êîììåð÷åñêèì áàíêîì, îäèí ðàç óæå îñóùåñòâëÿâøèì êðå-
äèòîâàíèå àâèàïðåäïðèÿòèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò îòâåòà äðóãîãî áàíêà
ïåðâûé èãðîê ïðèíèìàåò ðåøåíèå î êðåäèòîâàíèè. Ñîñòàâèòü ìîäåëü
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû è ïðèâåñòè åå ðåøåíèå äëÿ ìèíèìàêñíîãî ïîäõî-
äà.

35. Èãðà ¾ñåìåéíûé ñïîð¿. Ìóæ è æåíà ðåøàþò, êóäà ïîéòè � â
òåàòð èëè íà ôóòáîë. Åñëè îíè ïîéäóò â òåàòð, ïîòåðè ìóæà ðàâíû
1, ïîòåðè æåíû ðàâíû 0. Åñëè îíè ïîéäóò íà ôóòáîë, ïîòåðè ìóæà
ðàâíû 0, ïîòåðè æåíû ðàâíû 1. Åñëè èì íå óäàñòñÿ äîãîâîðèòüñÿ, òî
ïîòåðè êàæäîãî ðàâíû 2. Ôîðìàëèçîâàòü óñëîâèå êàê áèìàòðè÷íóþ
èãðó. Íàéòè ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî,
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ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó ñ ëèäåðñòâîì ìóæà; æåíû.
36. Èãðà ¾ïåðåêðåñòîê¿. Äâà âîäèòåëÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí ïîäúåçæà-

þò ê ïåðåêðåñòêó. Î÷åðåäíîñòü ïðîåçäà ïðàâèëàìè íå îãîâàðèâàåòñÿ.
Åñëè îäèí âîäèòåëü ïðîïóñêàåò äðóãîãî, òî åãî ïîòåðè ðàâíû 1, ïîòåðè
äðóãîãî 0. Åñëè åñëè îáà âûåçæàþò íà ïåðåêðåñòîê èëè îáà ïðîïóñêà-
þò, ïîòåðè êàæäîãî ðàâíû 2. Ôîðìàëèçîâàòü óñëîâèå êàê áèìàòðè÷íóþ
èãðó. Íàéòè, íà êàêóþ èç èãð îíà áîëüøå ïîõîæà: íà èãðó ¾äèëåììà
óçíèêà¿ èëè íà èãðó ¾ñåìåéíûé ñïîð¿.

37. Èãðà ¾äèñòðèáüþòîð¿. Ïðîäàâåö ìîæåò ïðåäëîæèòü òîâàð ëè-
áî ïî âûñîêîé öåíå, ëèáî ïî íèçêîé öåíå. Ïîêóïàòåëü ìîæåò ëèáî ñîãëà-
øàòüñÿ íà âûñîêóþ öåíó, ëèáî íå ñîãëàøàòüñÿ. Åñëè ïðîäàâåö ïðåäëî-
æèë âûñîêóþ öåíó, à ïîêóïàòåëü ñîãëàñèëñÿ íà âûñîêóþ öåíó, ïîòåðè
ïðîäàâöà ðàâíû 0, à ïîêóïàòåëÿ 2 (ìëí ðóá.). Åñëè ïðîäàâåö ïðåäëî-
æèë íèçêóþ öåíó, à ïîêóïàòåëü ñîãëàñèëñÿ íà íèçêóþ öåíó, ïîòåðè
ïðîäàâöà ðàâíû 2, à ïîêóïàòåëÿ 0. Åñëè ïðîäàâåö ñîãëàñåí ïðîäàâàòü
ïî íèçêîé öåíå, à ïîêóïàòåëü ñîãëàñåí ïîêóïàòü ïî âûñîêîé, òî îíè
äîãîâàðèâàþòñÿ î òîì, ÷òî ïîòåðè êàæäîãî ðàâíû 1. Åñëè ïðîäàâåö
ïðåäëîæèë âûñîêóþ öåíó, à ïîêóïàòåëü íèçêóþ, òî ñäåëêà íå ñîñòîÿ-
ëàñü, è ïîòåðè êàæäîãî ðàâíû 2. Ôîðìàëèçîâàòü óñëîâèå çàäà÷è êàê
áèìàòðè÷íóþ èãðó. Íàéòè ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó è ñèòóàöèè,
îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî. Íàéòè ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó
ñ ëèäåðñòâîì ïðîäàâöà; ñ ëèäåðñòâîì ïîêóïàòåëÿ. Ðàññìîòðåòü ïåðâóþ
ìåòàèãðó è âòîðóþ ìåòàèãðó. Íàéòè â ýòèõ ìåòàèãðàõ ñèòóàöèè ðàâíî-
âåñèÿ ïî Íýøó è ñèòóàöèè, îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî.
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Ãëàâà 4

Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Âàðèàíò 1

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


5 9 1 6
3 4 0 6
6 0 7 9
4 1 0 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâå ôèðìû ïðîâîäÿò ðåêëàìíûå àêöèè. Ïåðâàÿ âûáèðàåò äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ àêöèé äâà èç òðåõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé, âòîðàÿ � îäèí èç òðåõ
äíåé. Ôèðìà âûèãðûâàåò, åñëè â äàííûé äåíü ïðîõîäèò òîëüêî åå ðå-
êëàìíàÿ àêöèÿ. Âûèãðûø ðàâåí îäíîìó î÷êó äëÿ ïåðâûõ äâóõ ïðàçä-
íè÷íûõ äíåé è äâóì î÷êàì äëÿ ïîñëåäíåãî.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−3 3 0
6 2 −3

)
.

4.


9 2 0 7
8 −2 −8 8
0 1 0 −3
6 0 0 2

 .
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5.


0 0 5 0
1 1 1 3
2 3 0 0
3 2 0 0

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Íà ñîëäàòà äâèæåòñÿ øåðåíãà èç 3 íåïðèÿòåëüñêèõ òàíêîâ. Îí ìî-
æåò ñäåëàòü 2 âûñòðåëà. Îí ïîáåäèò, åñëè ïîðàçèò êîìàíäèðñêèé òàíê.
Öåíòðàëüíûé òàíê â øåðåíãå îí ïîðàæàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, îñòàëüíûå
� ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïî 0,2.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
−5 9
3 −2

)
; T =

(
0, 3 0, 7
0, 8 0, 2

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.
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Âàðèàíò 2

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî
èãðîêà

5 3 1 4
6 5 6 2
7 4 6 3
8 2 0 3

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò ñïîñîáû ðåêëà-
ìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâíîñòü
ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 4 : 2 : 2 : 1. Ïåðâàÿ ôèð-
ìà âûáèðàåò äâà ñïîñîáà ðåêëàìû, à âòîðàÿ � òðè ñïîñîáà ðåêëàìû.
Ôèðìà ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−5 2 6
5 4 −1

)
.

4.


6 0 0 −1
5 4 −3 1
7 7 7 7
2 3 −4 0

 .

5.


2 7 3 0
7 2 0 3
0 2 6 1
2 0 1 6

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà äðóãà ðåøèëè åõàòü ïîåçäîì. Â íóæíîì íàïðàâëåíèè èäóò
4 ïîåçäà, íà îäèí èç íèõ ìîãóò íàïàñòü áàíäèòû. Äðóçüÿ ñ÷èòàþò, ÷òî
âåðîÿòíîñòü ïîãèáíóòü îò ðóê áàíäèòîâ â 1,5 ðàçà âûøå äëÿ òîãî, êòî
åäåò â îäèíî÷êó.
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7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
2 7
6 4

)
; T =

(
0, 8 0, 2
0, 6 0, 4

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 3

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


1 6 4 3
5 8 2 5
3 1 2 7
1 4 1 3

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ïÿòè ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è äâóì î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
2 −7 0
0 6 2

)
.
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4.


4 7 −6 0
3 0 8 0
−5 1 −6 −1
2 −8 0 0

 .

5.


4 0 0 0
2 3 5 7
2 4 6 5
2 8 4 3

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç ñòîðîí îòïðàâëÿåò â ðàçâåäêó îäíó èç 3 áîåâûõ åäèíèö:
òàíê, ñàïåðîâ, àâòîìàò÷èêîâ. Ñàïåðû ïîáåæäàþò òàíê ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,7, àâòîìàò÷èêè ïîáåæäàþò ñàïåðîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7, òàíê ïîáåæ-
äàåò àâòîìàò÷èêîâ íàâåðíÿêà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
1 8
7 0

)
; T =

(
0, 1 0, 9
0, 7 0, 3

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.
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Âàðèàíò 4

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


9 7 1 1
6 2 5 3
4 1 3 5
0 6 9 0

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì ðàçìåùàåò äâà ðåêëàìíûõ
ðîëèêà â ÷åòûðåõ èíôîðìàöèîííûõ áëîêàõ. Ôèðìà âûèãðûâàåò î÷êî,
åñëè åå ðîëèê åñòü â èíôîðìàöèîííîì áëîêå, à ðîëèêà êîíêóðèðóþùåé
ôèðìû íåò. Â ïîñëåäíåì (âå÷åðíåì) èíôîðìàöèîííîì áëîêå ôèðìà â
ýòîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò 4 î÷êà.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
8 0 −4
−2 −1 1

)
.

4.


1 4 3 5
2 −3 2 0
0 7 0 7
3 0 6 1

 .

5.


4 2 0 3
3 4 0 2
2 3 0 4
1 1 6 1

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Îäíà ìàëåíüêàÿ ôèðìà ðåøèëà êîíêóðèðîâàòü ñ êîðïîðàöèåé.
Êîðïîðàöèÿ âûáèðàåò äëÿ ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìû òðè èç ÷åòûðåõ ãàçåò,
ìàëåíüêàÿ ôèðìà ìîæåò îïóáëèêîâàòü ëèáî ðåêëàìíûé áëîê â îäíîé
èç ãàçåò, ëèáî îáúÿâëåíèÿ â òðåõ ãàçåòàõ. Ôèðìà ïîëó÷àåò ïðèáûëü îò
ðåêëàìû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãàçåòå íåò ðåêëàìû êîðïîðàöèè.
Åñëè â òàêîé ãàçåòå ðàçìåùåíî îáúÿâëåíèå ôèðìû, îíà ïîëó÷àåò îäíî
î÷êî, åñëè ðåêëàìíûé áëîê � 4 î÷êà.
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7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
3 0
2 6

)
; T =

(
0, 3 0, 7
0, 9 0, 1

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 5

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


0 1 2 0
3 9 9 3
3 1 3 6
3 8 2 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
Ïðèáûëü ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è òðåì î÷êàì äëÿ
âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.
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3.

(
0 1 3
1 0 −1

)
.

4.


2 0 0 −2
6 2 0 0
4 7 0 −1
0 7 −1 −2

 .

5.


2 9 2 2
4 0 3 2
0 0 2 7
5 0 4 0

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Áîìáèòü àýðîäðîì îòïðàâëÿþòñÿ 5 ñàìîëåòîâ, îäèí èç íèõ � áîì-
áàðäèðîâùèê. Ïðîòèâíèê ìîæåò âûñòðåëèòü ïî îäíîìó èç ñàìîëåòîâ.
Ïðè âûñòðåëå ïî ñàìîëåòó îí ïîðàæàåò ëåòÿùèé ïåðâûì ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0,6, ëåòÿùèé âòîðûì, òðåòüèì, ÷åòâåðòûì èëè ïÿòûì � ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0,5. Àýðîäðîì ðàçáîìáëåí, åñëè áîìáàðäèðîâùèê óöåëåë.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
4 7
0 8

)
; T =

(
0, 6 0, 4
0, 3 0, 7

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.
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Âàðèàíò 6

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


3 6 1 7
6 7 0 0
5 9 4 0
9 6 2 9

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò äâà ñïîñîáà ðå-
êëàìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâ-
íîñòü ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 6 : 1 : 2 : 1. Ôèðìà
ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−6 1 −3
0 0 2

)
.

4.


1 8 1 2
−3 7 0 2
6 0 6 1
7 1 7 2

 .

5.


4 6 5 3
6 4 3 5
0 2 7 4
2 0 4 7

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ïîêóïàòåëü ìîæåò êóïèòü 1 êîðîáîê ñïè÷åê â îäíîì èç òðåõ ìà-
ãàçèíîâ èëè 2 êîðîáêà â ðàçíûõ ìàãàçèíàõ. Îí óâåðåí, ÷òî íå áîëåå
÷åì â äâóõ èç ìàãàçèíîâ ïðîäàþò ñûðûå ñïè÷êè. Îñòàâøèñü áåç ñóõèõ
ñïè÷åê, íåñåò óùåðá, ðàâíûé ñòîèìîñòè 5 êîðîáêîâ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
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ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
5 1
4 6

)
; T =

(
0, 8 0, 2
0, 4 0, 6

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 7

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


1 0 9 4
7 1 2 8
6 3 9 6
6 7 8 7

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
Ïðèáûëü ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ïÿòè î÷êàì äëÿ
âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
2 −1 −3
0 1 0

)
.
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4.


2 7 3 0
4 0 2 3
3 −1 2 0
0 6 3 −1

 .

5.


8 1 1 1
0 4 3 7
0 5 8 1
0 5 3 6

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ïèðàò ñïðÿòàë êëàä â îäíîì èç ïÿòè ãðîòîâ ïåùåðû. Êëàäîèñêà-
òåëü ìîæåò îáñëåäîâàòü ëèáî äâà èç òðåõ áëèæàéøèõ ãðîòîâ, ëèáî îäèí
èç äâóõ áîëåå óäàëåííûõ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
6 8
7 0

)
; T =

(
0, 4 0, 6
0, 5 0, 5

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.
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Âàðèàíò 8

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


3 1 4 7
2 6 2 5
6 6 3 5
5 4 7 7

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâå ôèðìû ïðîâîäÿò ðåêëàìíûå àêöèè. Ïåðâàÿ âûáèðàåò äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ àêöèé äâà èç ÷åòûðåõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé, âòîðàÿ � òðè èç
÷åòûðåõ äíåé. Ôèðìà âûèãðûâàåò, åñëè â äàííûé äåíü ïðîõîäèò òîëü-
êî åå ðåêëàìíàÿ àêöèÿ. Âûèãðûø ðàâåí òðåì î÷êàì äëÿ ïåðâûõ äâóõ
ïðàçäíè÷íûõ äíåé è äâóì î÷êàì äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
5 0 −5
3 −1 4

)
.

4.


5 6 7 −2
4 4 −2 −2
0 0 1 1
−3 −2 −3 −3

 .

5.


2 1 7 6
1 2 6 7
4 8 0 3
8 4 3 0

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà ïðåñòóïíèêà ìîãóò áûòü çàäåðæàíû íà îäíîì èç òðåõ ÊÏÏ.
Êàæäûé èç íèõ îäåðæèâàåò ïîáåäó â áîðüáå ñ îäíèì ìèëèöèîíåðîì.
Äëÿ çàäåðæàíèÿ âûäåëåíî 4 ìèëèöèîíåðà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.
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8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
7 0
3 5

)
; T =

(
0, 6 0, 4
0, 3 0, 7

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 9

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


9 1 2 1
4 5 1 3
6 2 1 3
9 1 6 2

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì ðàçìåùàåò äâà ðåêëàìíûõ
ðîëèêà â ÷åòûðåõ èíôîðìàöèîííûõ áëîêàõ. Ôèðìà âûèãðûâàåò î÷êî,
åñëè åå ðîëèê åñòü â èíôîðìàöèîííîì áëîêå, à ðîëèêà êîíêóðèðóþùåé
ôèðìû íåò. Â ïîñëåäíåì (âå÷åðíåì) èíôîðìàöèîííîì áëîêå ôèðìà â
ýòîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò 2 î÷êà.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
4 −2 −1
−1 0 0

)
.

4.


3 4 4 4
2 6 −3 −2
0 2 0 2
−1 0 0 1

 .
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5.


3 4 0 6
0 0 5 0
5 7 0 1
5 2 0 6

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Â êàðàâàíå èç òðåõ êîðàáëåé ïðîòèâíèêà îäíî ñóäíî ñ öåííûì
ãðóçîì. Ïîäâîäíàÿ ëîäêà ìîæåò àòàêîâàòü 2 ñóäíà. Åñëè îíà àòàêóåò
ïåðâîå ñóäíî â êàðàâàíå, îíà ïîðàæàåò åãî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ëþáîå
äðóãîå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
8 3
1 4

)
; T =

(
0, 4 0, 6
0, 7 0, 3

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 10

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


3 9 0 1
7 4 8 0
6 3 1 9
2 6 4 5

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).
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Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ïÿòè ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà äâóì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ïÿòè î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
3 −8 −1
−7 0 7

)
.

4.


−6 2 0 1
−3 3 0 2
−3 0 −3 4
0 6 0 6

 .

5.


7 8 6 3
6 7 8 3
8 6 7 3
5 5 5 7

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâå áàáóøêè ðåøèëè åõàòü íà êóðîðò. Îíè äîëæíû âûáðàòü, ÷åì
åõàòü � ñàìîëåòîì, ïîåçäîì èëè òåïëîõîäîì (ïîëàãàÿ, ÷òî àâàðèÿ ìî-
æåò ïðîèçîéòè íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì èç ýòèõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ).
Âûèãðûø ðàâåí ÷èñëó óöåëåâøèõ áàáóøåê (öåíîé áèëåòîâ ïðåíåáðå÷ü).

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
9 7
6 8

)
; T =

(
0, 2 0, 8
0, 9 0, 1

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
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� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 11

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


9 3 1 3
5 8 8 9
0 3 9 9
2 2 2 6

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
Ïðèáûëü ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è äâóì î÷êàì äëÿ
âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
0 1 2
−1 6 −5

)
.

4.


4 0 1 5
−6 1 2 0
2 0 0 2
0 −2 3 1

 .

5.


4 5 0 6
0 0 8 0
7 8 0 0
4 2 0 9

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).
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Ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé, ÷åòâåðòûé èçáèðàòåëè ó÷àñòâóþò â ãî-
ëîñîâàíèè çà êàíäèäàòîâ A, B, C. Èçâåñòíî, ÷òî òðåòèé èçáèðàòåëü
ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ãîëîñóåò çà A è C, ÷åòâåðòûé èçáèðàòåëü áó-
äåò ãîëîñîâàòü çà B. Ïåðâûé èçáèðàòåëü âûèãðûâàåò ó âòîðîãî, åñëè
áóäåò çàôèêñèðîâàíà íè÷üÿ, è ïðîèãðûâàåò, åñëè îäèí èç êàíäèäàòîâ
ïîáåæäàåò.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
0 8
3 0

)
; T =

(
0, 4 0, 6
0, 7 0, 3

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 12

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


7 9 1 9
8 2 1 6
8 8 5 1
4 1 8 4

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò ñïîñîáû ðåêëà-
ìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâíîñòü
ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 3 : 2 : 1 : 1. Ïåðâàÿ ôèð-
ìà âûáèðàåò äâà ñïîñîáà ðåêëàìû, à âòîðàÿ � òðè ñïîñîáà ðåêëàìû.
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Ôèðìà ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
0 0 3
1 0 −1

)
.

4.


7 4 −1 2
9 5 0 2
1 −4 0 1
2 6 0 1

 .

5.


3 2 1 4
0 1 5 4
3 3 0 4
5 5 5 0

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ëîøàäü ðåøèëà êóïèòü 2 ïàðû ãàëîø. Ãàëîøàìè òîðãóþò 3 ìàãà-
çèíà. Ìîæíî êóïèòü îáå ïàðû â îäíîì, à ìîæíî � â ðàçíûõ ìàãàçèíàõ.
Ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ îò ìàãàçèíà ê ìàãàçèíó ðàâíà 1. Ïîòåðè ïðè
ïðèîáðåòåíèè áðàêîâàííîé ïàðû ðàâíû 2. Åñëè êóïëåííûå â ðàçíûõ
ìàãàçèíàõ ïàðû îêàçàëèñü áðàêîâàííûìè, ëîøàäü ïîäàåò ðåêëàìàöèþ
è êîìïåíñèðóåò ñâîè ðàñõîäû.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
1 5
3 2

)
; T =

(
0, 4 0, 6
0, 8 0, 2

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
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ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 13

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


0 4 7 1
9 6 6 4
9 4 7 0
2 0 9 9

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâå êîðïîðàöèè ïðîâîäÿò ðåêëàìíûå àêöèè. Ïåðâàÿ âûáèðàåò äëÿ
ïðîâåäåíèÿ àêöèé îäèí èç ÷åòûðåõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé, âòîðàÿ � òðè èç
÷åòûðåõ äíåé. Êîðïîðàöèÿ âûèãðûâàåò, åñëè â äàííûé äåíü ïðîõîäèò
òîëüêî åå ðåêëàìíàÿ àêöèÿ. Âûèãðûø ðàâåí òðåì î÷êàì äëÿ ïåðâûõ
òðåõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé è äâóì î÷êàì äëÿ ïîñëåäíåãî.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−3 3 0
7 −6 5

)
.

4.


7 4 0 5
−2 0 −3 8
0 2 0 4
8 0 −2 0

 .

5.


3 4 5 0
9 2 1 0
0 6 6 0
2 2 2 9

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ïîêóïàòåëü ìîæåò ïðèîáðåñòè 1 èëè 2 áóòûëêè íàïèòêà â îäíîì
èç òðåõ ìàãàçèíîâ. Ïîêóïàòåëü óâåðåí, ÷òî â îäíîì èç ìàãàçèíîâ (íåèç-
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âåñòíî, â êàêîì) âìåñòî íàïèòêà � ñóððîãàò. Ïîòåðè ðàâíû ðàçíîñòè
ìåæäó ÷èñëîì êóïëåííûõ áóòûëîê ñóððîãàòà è íàïèòêà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
2 6
4 0

)
; T =

(
0, 5 0, 5
0, 3 0, 7

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 14

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


1 9 9 2
0 8 3 6
5 0 5 0
3 3 6 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì ðàçìåùàåò äâà ðåêëàìíûõ
ðîëèêà â ÷åòûðåõ èíôîðìàöèîííûõ áëîêàõ. Ôèðìà âûèãðûâàåò î÷êî,
åñëè åå ðîëèê åñòü â èíôîðìàöèîííîì áëîêå, à ðîëèêà êîíêóðèðóþùåé
ôèðìû íåò. Â ïîñëåäíåì (âå÷åðíåì) èíôîðìàöèîííîì áëîêå ôèðìà â
ýòîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò 3 î÷êà.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.
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3.

(
1 2 3
4 1 −2

)
.

4.


2 4 2 6
−2 2 −4 1
−2 −2 −3 0
2 0 0 7

 .

5.


5 1 0 7
0 6 6 6
5 6 1 1
5 1 7 0

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

3 áàáóøêè ðåøèëè åõàòü íà êóðîðò. Îíè äîëæíû âûáðàòü, ÷åì
åõàòü � ñàìîëåòîì, ïîåçäîì èëè òåïëîõîäîì (ïîëàãàÿ, ÷òî àâàðèÿ ìî-
æåò ïðîèçîéòè íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ èç ýòèõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ).
Âûèãðûø ðàâåí ÷èñëó óöåëåâøèõ áàáóøåê (öåíîé áèëåòîâ ïðåíåáðå÷ü).

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
3 2
1 3

)
; T =

(
0, 2 0, 8
0, 5 0, 5

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 15
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1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


6 3 8 7
3 3 7 4
4 9 6 3
1 2 5 5

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
Ïðèáûëü ðàâíà äâóì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è òðåì î÷êàì äëÿ
âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−6 0 −2
0 −1 1

)
.

4.


7 −8 2 −6
8 0 2 9
0 −9 −3 −9
−3 −3 −3 0

 .

5.


7 8 9 6
8 9 7 6
9 7 8 6
5 5 5 7

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Áîìáèòü àýðîäðîì îòïðàâëÿþòñÿ 5 ñàìîëåòîâ, 1 èç íèõ � áîì-
áàðäèðîâùèê. Ïðîòèâíèê ìîæåò âûñòðåëèòü ïî îäíîìó ñàìîëåòó. Ïðè
âûñòðåëå ïî ñàìîëåòó îí ïîðàæàåò ëåòÿùèé ïåðâûì ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,6, ëþáîé äðóãîé � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Àýðîäðîì ðàçáîìáëåí, åñëè
áîìáàðäèðîâùèê óöåëåë.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
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ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
4 2
2 3

)
; T =

(
0, 7 0, 3
0, 2 0, 8

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 16

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


5 3 0 3
5 5 0 1
4 2 3 7
5 3 0 7

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâå ôèðìû ïðîâîäÿò ðåêëàìíûå àêöèè. Êàæäàÿ âûáèðàåò äëÿ
ïðîâåäåíèÿ àêöèé äâà èç òðåõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé. Ôèðìà âûèãðûâàåò,
åñëè â äàííûé äåíü ïðîõîäèò òîëüêî åå ðåêëàìíàÿ àêöèÿ. Âûèãðûø
ðàâåí îäíîìó î÷êó äëÿ ïåðâûõ äâóõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé è òðåì î÷êàì
äëÿ ïîñëåäíåãî.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
7 −1 4
−2 0 −1

)
.

4.


2 0 1 8
3 −2 −6 0
4 2 3 2
0 −1 1 7

 .
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5.


2 3 4 8
7 7 7 1
1 5 3 8
6 1 2 8

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Îäíà ìàëåíüêàÿ ôèðìà ðåøèëà êîíêóðèðîâàòü ñ êîðïîðàöèåé.
Êîðïîðàöèÿ âûáèðàåò äëÿ ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìû òðè èç ÷åòûðåõ ãàçåò,
ìàëåíüêàÿ ôèðìà ìîæåò îïóáëèêîâàòü ëèáî ðåêëàìíûé áëîê â îäíîé
èç ãàçåò, ëèáî îáúÿâëåíèÿ â òðåõ ãàçåòàõ. Ôèðìà ïîëó÷àåò ïðèáûëü îò
ðåêëàìû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãàçåòå íåò ðåêëàìû êîðïîðàöèè.
Åñëè â òàêîé ãàçåòå ðàçìåùåíî îáúÿâëåíèå ôèðìû, îíà ïîëó÷àåò îäíî
î÷êî, åñëè ðåêëàìíûé áëîê � äâà î÷êà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
5 1
0 2

)
; T =

(
0, 3 0, 7
0, 6 0, 4

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 17

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


8 9 5 4
1 0 3 9
9 4 3 0
6 8 3 8

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.
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2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò ñïîñîáû ðåêëà-
ìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâíîñòü
ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 3 : 1 : 1 : 1. Ïåðâàÿ ôèð-
ìà âûáèðàåò äâà ñïîñîáà ðåêëàìû, à âòîðàÿ � òðè ñïîñîáà ðåêëàìû.
Ôèðìà ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
0 3 0
2 −1 −3

)
.

4.


−8 −7 7 0
−4 −3 −3 4
−6 5 −5 8
−1 −2 2 −2

 .

5.


4 0 1 7
6 6 6 3
0 3 2 7
1 2 2 7

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç ñòîðîí ìîæåò îòïðàâèòü â ðàçâåäêó òàíê, ëèáî ñàïå-
ðîâ, ëèáî àâòîìàò÷èêîâ. Ñàïåðû ïîáåæäàþò òàíê ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8,
àâòîìàò÷èêè ïîáåæäàþò ñàïåðîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8, òàíê ïîáåæäàåò
àâòîìàò÷èêîâ íàâåðíÿêà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
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ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
6 5
5 9

)
; T =

(
0, 5 0, 5
0, 7 0, 3

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 18

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


4 1 8 8
2 3 8 3
9 0 3 1
4 2 1 5

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (äâå äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà òðåì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ÷åòûðåì î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−4 −2 0
0 0 −1

)
.

4.


4 8 3 6
8 4 0 0
9 2 3 0
5 6 0 6

 .
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5.


7 2 1 0
2 7 0 1
0 2 6 5
2 0 5 6

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Îäíà ìàëåíüêàÿ ôèðìà ðåøèëà êîíêóðèðîâàòü ñ êîðïîðàöèåé.
Êîðïîðàöèÿ âûáèðàåò äëÿ ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìû äâå èç ÷åòûðåõ ãàçåò,
ìàëåíüêàÿ ôèðìà ìîæåò îïóáëèêîâàòü ëèáî ðåêëàìíûé áëîê â îäíîé
èç ãàçåò, ëèáî îáúÿâëåíèÿ â òðåõ ãàçåòàõ. Ôèðìà ïîëó÷àåò ïðèáûëü
îò ðåêëàìû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãàçåòå íåò ðåêëàìû êîðïîðà-
öèè. Åñëè â òàêîé ãàçåòå ðàçìåùåíî îáúÿâëåíèå ôèðìû, îíà ïîëó÷àåò
5 î÷êîâ, åñëè ðåêëàìíûé áëîê � 9 î÷êîâ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
6 3
4 5

)
; T =

(
0, 9 0, 1
0, 6 0, 4

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.
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Âàðèàíò 19

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


1 1 9 7
8 7 6 4
8 3 8 2
9 4 8 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâå ôèðìû ïðîâîäÿò ðåêëàìíûå àêöèè. Ïåðâàÿ âûáèðàåò äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ àêöèé äâà èç ïÿòè âõîäîâ â ìåòðî, âòîðàÿ � îäèí èç ïÿòè âõî-
äîâ. Ôèðìà âûèãðûâàåò, åñëè ó äàííîãî âõîäà ïðîõîäèò òîëüêî åå ðå-
êëàìíàÿ àêöèÿ. Âûèãðûø ðàâåí îäíîìó î÷êó äëÿ ïåðâûõ äâóõ âõîäîâ,
òðåì î÷êàì äëÿ òðåòüåãî âõîäà, äâóì î÷êàì äëÿ ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî
âõîäîâ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
3 0 −1
0 1 3

)
.

4.


9 9 9 0
2 8 0 2
2 1 3 0
1 3 0 2

 .

5.


2 7 0 4
3 7 3 0
5 1 5 5
1 7 3 2

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Èëüÿ Ìóðîìåö ìîæåò ïîåõàòü ëèáî âïðàâî, ëèáî âëåâî, ëèáî ïðÿ-
ìî, ëèáî ïîâåðíóòü íàçàä. Çìåé Ãîðûíû÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî ñëå-
âà, ëèáî ïðÿìî, ëèáî ñïðàâà, íî íèêàê íå ñçàäè. Ñëåâà è ñïðàâà Èëüÿ
Ìóðîìåö ïîáåæäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ïîãèáàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4.
Ïðÿìî îí ïîáåæäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Åñëè æå îí íå íàéäåò Çìåÿ
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Ãîðûíû÷à, òî âåðíóòüñÿ åìó íå ñóæäåíî. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî â 3 ðàçà áîëåå
öåííî ïîáåäèòü, ÷åì óöåëåòü.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
7 2
6 7

)
; T =

(
0, 3 0, 7
0, 9 0, 1

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 20

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


4 4 7 4
8 3 1 5
1 7 5 2
8 5 4 6

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
Ïðèáûëü ðàâíà òðåì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ÷åòûðåì î÷êàì
äëÿ âå÷åðíèõ.
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Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
1 8 −4
3 −3 4

)
.

4.


4 6 8 0
3 9 7 8
4 3 8 0
3 8 7 8

 .

5.


0 0 3 4
6 6 6 0
1 2 0 4
2 1 0 4

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ïðîäàâåö ïòèö ïåðåâîçèò 6 ïîïóãàåâ â äâóõ êëåòêàõ (â îäíó êëåòêó
âñå ïîïóãàè íå ïîìåùàþòñÿ). Ó îäíîé èç êëåòîê íåíàäåæíûé çàìîê, è
â ñëó÷àå òåïëîé ïîãîäû ïîìåùåííûå òóäà ïîïóãàè ìîãóò óëåòåòü. Îäè-
íîêèé ïîïóãàé â ñëó÷àå õîëîäíîé ïîãîäû ìîæåò çàìåðçíóòü. Ïðè ýòîì
(ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ïîõîðîíû) óùåðá ðàâåí ñòîèìîñòè òðåõ ïîïóãàåâ.
Ïðîãíîç ïîãîäû íåèçâåñòåí.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
9 3
2 8

)
; T =

(
0, 2 0, 8
0, 6 0, 4

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.
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Âàðèàíò 21

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


8 9 2 2
6 1 4 5
5 7 5 9
5 4 8 9

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò ñïîñîáû ðåêëà-
ìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâíîñòü
ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 2 : 1 : 2 : 1. Ïåðâàÿ ôèð-
ìà âûáèðàåò òðè ñïîñîáà ðåêëàìû, à âòîðàÿ � äâà ñïîñîáà ðåêëàìû.
Ôèðìà ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−3 0 −1
4 −4 0

)
.

4.


3 1 6 1
0 7 1 8
4 2 8 2
5 8 5 8

 .

5.


7 2 7 7
3 0 1 2
2 0 3 1
1 0 2 3

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ðûáàê ìîæåò êóïèòü 1 êîðîáîê ñïè÷åê â îäíîì èç 4 ìàãàçèíîâ èëè
2 êîðîáêà â ðàçíûõ ìàãàçèíàõ. Îí óâåðåí, ÷òî íå áîëåå ÷åì â äâóõ èç
íèõ ñïè÷êè ñûðûå. Îñòàâøèñü áåç ñóõèõ ñïè÷åê, íåñåò óùåðá, ðàâíûé
ñòîèìîñòè 10 êîðîáêîâ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
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ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
0 9
1 0

)
; T =

(
0, 3 0, 7
0, 8 0, 2

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 22

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


1 4 7 9
5 7 2 5
6 5 4 2
2 1 4 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (äâå äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è òðåì î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−1 0 1
6 3 −6

)
.
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4.


3 9 8 7
4 3 0 1
2 8 8 0
5 4 3 2

 .

5.


0 1 7 0
1 0 7 0
6 6 2 6
0 0 7 1

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ðàçáîéíèê ñïðÿòàë êëàä â îäíîì èç ñåìè ïîäâàëîâ çàìêà. Êëàäî-
èñêàòåëü ìîæåò îáñëåäîâàòü ëèáî äâà èç òðåõ áëèæàéøèõ ïîäâàëîâ,
ëèáî îäèí èç ÷åòûðåõ áîëåå óäàëåííûõ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
1 9
2 0

)
; T =

(
0, 2 0, 8
0, 6 0, 4

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 23

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


7 4 4 9
1 6 5 3
4 3 9 8
7 1 9 8

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.
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2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
Ïðèáûëü ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ÷åòûðåì î÷êàì
äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−2 0 1
3 0 −7

)
.

4.


2 7 3 6
6 1 8 2
6 2 7 2
2 6 4 6

 .

5.


5 4 2 1
3 2 6 1
3 5 3 1
0 0 0 2

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà ïðåñòóïíèêà ìîãóò áûòü çàäåðæàíû íà îäíîì èç òðåõ ÊÏÏ.
Êàæäûé èç íèõ îäåðæèâàåò ïîáåäó â áîðüáå ñ îäíèì ìèëèöèîíåðîì.
Äëÿ çàäåðæàíèÿ âûäåëåíî 5 ìèëèöèîíåðîâ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
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ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
2 8
5 0

)
; T =

(
0, 5 0, 5
0, 8 0, 2

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 24

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


5 6 4 3
3 6 8 7
2 3 1 1
3 6 5 2

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ïÿòè ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà äâóì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ÷åòûðåì î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
9 0 8
0 1 0

)
.

4.


7 2 6 2
8 4 0 3
1 8 1 4
3 5 1 5

 .
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5.


4 0 5 6
5 0 6 4
2 7 2 2
6 0 4 5

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Â êàðàâàíå èç 6 êîðàáëåé ïðîòèâíèêà îäíî ñóäíî ñ öåííûì ãðóçîì.
Ïîäâîäíàÿ ëîäêà ìîæåò àòàêîâàòü îäíî èç ñóäîâ. Åñëè îíà àòàêóåò
ïåðâîå ñóäíî â êàðàâàíå, îíà ïîðàæàåò åãî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ëþáîå
äðóãîå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
5 4
3 6

)
; T =

(
0, 2 0, 8
0, 3 0, 7

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 25

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


5 8 8 9
8 8 6 5
2 3 7 8
2 1 9 8

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).
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Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò ñïîñîáû ðåêëà-
ìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâíîñòü
ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 3 : 2 : 2 : 1. Ïåðâàÿ ôèð-
ìà âûáèðàåò òðè ñïîñîáà ðåêëàìû, à âòîðàÿ � äâà ñïîñîáà ðåêëàìû.
Ôèðìà ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
−8 −2 1
2 0 0

)
.

4.


7 5 8 6
3 6 0 9
0 5 0 9
3 0 0 1

 .

5.


5 4 3 1
0 0 0 4
3 5 4 1
4 3 5 1

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ñòóäåíò ìîæåò ïîåõàòü íà àâòîáóñå, ýëåêòðè÷êå èëè ìàðøðóòíîì
òàêñè. Öåíà áèëåòà ñîîòâåòñòâåííî 10, 20, 25. Åñëè âîäèòåëè àâòîáóñîâ
îáúÿâèëè çàáàñòîâêó, ðåøèâøèé åõàòü íà àâòîáóñå îïàçäûâàåò è íåñåò
ïîòåðè, ðàâíûå 50. Â ñëó÷àå çàáàñòîâêè áèëåòû íà ìàðøðóòíîå òàêñè
äåøåâåþò äî 15.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
4 7
8 0

)
; T =

(
0, 8 0, 2
0, 1 0, 9

)
.
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Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 26

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


9 6 1 2
0 4 4 8
9 6 3 2
3 7 4 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (äâå äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âå-
ùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè
â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðè-
áûëü ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ÷åòûðåì î÷êàì äëÿ
âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
0 0 1
4 0 −1

)
.

4.


6 6 6 6
2 3 7 5
6 4 3 2
2 7 8 7

 .

5.


8 4 2 6
3 7 4 6
3 3 8 6
5 5 5 0

 .
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6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé èçáèðàòåëè ó÷àñòâóþò â ãî-
ëîñîâàíèè çà êàíäèäàòîâ A, B, C. Èçâåñòíî, ÷òî òðåòèé èçáèðàòåëü
ïðîãîëîñóåò çà A, à ÷åòâåðòûé ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè çà A èëè çà
B. Ïåðâûé èçáèðàòåëü ïðîèãðûâàåò âòîðîìó, åñëè âûáîðû çàêîí÷èëèñü
íè÷üåé, è âûèãðûâàåò, åñëè ïîáåäèë îäèí èç êàíäèäàòîâ.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
5 0
1 3

)
; T =

(
0, 5 0, 5
0, 9 0, 1

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 27

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


4 7 7 6
6 8 3 6
0 1 0 1
8 8 6 1

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
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íà îäíó èç ïÿòè ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà òðåì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ÷åòûðåì î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
7 0 −4
0 1 2

)
.

4.


3 4 6 5
0 4 4 7
0 8 3 8
6 4 7 5

 .

5.


9 9 9 0
5 1 2 7
0 4 4 7
3 3 2 7

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Ëîøàäü ðåøèëà êóïèòü 2 ïàðû êàëîø. Êàëîøàìè òîðãóþò 4 ìàãà-
çèíà. Ìîæíî êóïèòü îáå ïàðû â îäíîì, à ìîæíî � â ðàçíûõ ìàãàçèíàõ.
Ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ îò ìàãàçèíà ê ìàãàçèíó ðàâíà 1. Ïîòåðè ïðè
ïðèîáðåòåíèè áðàêîâàííîé ïàðû ðàâíû 2. Åñëè êóïëåííûå â ðàçíûõ
ìàãàçèíàõ ïàðû îêàçàëèñü áðàêîâàííûìè, ëîøàäü ïîäàåò ðåêëàìàöèþ
è êîìïåíñèðóåò ñâîè ðàñõîäû.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
6 2
5 6

)
; T =

(
0, 1 0, 9
0, 9 0, 1

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
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� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 28

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


2 7 8 6
5 1 3 2
4 6 0 1
8 2 4 6

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Êàæäàÿ èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ôèðì âûáèðàåò ñïîñîáû ðåêëà-
ìû èç ñïèñêà: òåëåâèäåíèå, ðàäèî, ëèñòîâêè, ïëàêàòû. Ýôôåêòèâíîñòü
ðåêëàìû ýòèìè ñïîñîáàìè ñîîòíîñèòñÿ êàê 3 : 2 : 2 : 3. Ïåðâàÿ ôèð-
ìà âûáèðàåò äâà ñïîñîáà ðåêëàìû, à âòîðàÿ � òðè ñïîñîáà ðåêëàìû.
Ôèðìà ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî î÷êîâ, åñëè åå ðåêëàìà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, à ðåêëàìà êîíêóðåíòà íåò.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
5 5 0
−2 −3 2

)
.

4.


4 9 3 9
8 2 6 2
7 6 6 2
5 9 3 9

 .

5.


5 4 0 3
4 5 3 0
2 4 6 1
4 2 1 6

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).
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Ïîêóïàòåëü äîëæåí êóïèòü 1 èëè 2 áóòûëêè íàïèòêà â îäíîì èç
äâóõ ìàãàçèíîâ. Îí óâåðåí, ÷òî â îäíîì èç íèõ (íåèçâåñòíî, â êàêîì)
âìåñòî íàïèòêà � ñóððîãàò. Ïîòåðè ðàâíû ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì êóï-
ëåííûõ áóòûëîê ñóððîãàòà è íàïèòêà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
7 0
0 1

)
; T =

(
0, 2 0, 8
0, 6 0, 4

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 29

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


6 8 8 3
2 1 9 6
6 5 7 0
9 1 5 4

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è îäíó âå÷åðíþþ) â ñåòêå
âåùàíèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ,
åñëè â ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à.
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Ïðèáûëü ðàâíà òðåì î÷êàì äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ïÿòè î÷êàì äëÿ
âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
0 −5 −6
−4 −3 −1

)
.

4.


4 7 5 6
8 3 8 3
8 6 9 6
0 9 0 4

 .

5.


0 1 2 1
1 0 1 2
4 0 0 2
0 4 2 0

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Îäíà ìàëåíüêàÿ ôèðìà ðåøèëà êîíêóðèðîâàòü ñ êîðïîðàöèåé.
Êîðïîðàöèÿ âûáèðàåò äëÿ ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìû îäíó èç ïÿòè ãàçåò,
ìàëåíüêàÿ ôèðìà ìîæåò îïóáëèêîâàòü ëèáî ðåêëàìíûé áëîê â îäíîé
èç ãàçåò, ëèáî îáúÿâëåíèÿ â ÷åòûðåõ ãàçåòàõ. Ôèðìà ïîëó÷àåò ïðèáûëü
îò ðåêëàìû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãàçåòå íåò ðåêëàìû êîðïîðà-
öèè. Åñëè â òàêîé ãàçåòå ðàçìåùåíî îáúÿâëåíèå ôèðìû, îíà ïîëó÷àåò
îäíî î÷êî, åñëè ðåêëàìíûé áëîê � òðè î÷êà.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
8 0
2 6

)
; T =

(
0, 5 0, 5
0, 4 0, 6

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
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ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Âàðèàíò 30

1. Íàéòè âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû ñ ìàòðèöåé ïîòåðü ïåðâîãî

èãðîêà


7 3 9 7
3 5 8 4
2 1 3 9
1 0 1 9

 . Íàéòè ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

2. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).

Äâà òåëåêàíàëà áîðþòñÿ çà çðèòåëüñêóþ àóäèòîðèþ. Ó êàæäîãî
åñòü òðè ðåéòèíãîâûå ïåðåäà÷è, êàæäóþ èç êîòîðûõ íóæíî ðàçìåñòèòü
íà îäíó èç ïÿòè ïîçèöèé (òðè äíåâíûå è äâå âå÷åðíèå) â ñåòêå âåùà-
íèÿ. Òåëåêàíàë ïîëó÷àåò ïðèáûëü íà ïîçèöèè â ñåòêå âåùàíèÿ, åñëè â
ýòîò ìîìåíò òðàíñëèðóåòñÿ òîëüêî åãî ðåéòèíãîâàÿ ïåðåäà÷à. Ïðèáûëü
ðàâíà îäíîìó î÷êó äëÿ äíåâíûõ ïåðåäà÷ è ïÿòè î÷êàì äëÿ âå÷åðíèõ.

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå èãðû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè ïî-

òåðü ïåðâîãî èãðîêà.

3.

(
2 0 1
−5 5 −4

)
.

4.


8 5 6 7
2 7 0 3
7 3 6 2
9 8 0 7

 .

5.


3 0 2 0
0 2 3 0
2 3 0 0
1 1 1 2

 .

6. Ôîðìàëèçîâàòü è ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó. Îòâåò çàïè-

ñàòü ñëîâàìè (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ).
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Áîìáèòü àýðîäðîì îòïðàâëÿþòñÿ 3 ñàìîëåòà, 2 èç íèõ � áîìáàð-
äèðîâùèêè. Çàùèòíèêè àýðîäðîìà ìîãóò ñáèòü ëþáûå äâà ñàìîëåòà.
Àýðîäðîì ðàçáîìáëåí, åñëè õîòÿ áû îäèí áîìáàðäèðîâùèê óöåëåë.

7. Íàéòè áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà â èãðàõ ñ ìàòðè-
öàìè çàäà÷ 3�4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàæäóþ
ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ âäâîå áîëüøåé, ÷åì ïðåäûäó-
ùóþ.

8. Íàéòè ìèíèìàêñíóþ è áàéåñîâñêóþ (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèé âòîðûì èãðîêîì) ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
4 7
0 8

)
; T =

(
0, 6 0, 4
0, 3 0, 7

)
.

Çäåñü δ1 � êóïèòü ïàêåò àêöèé, δ2 � íå ïîêóïàòü ïàêåò àêöèé, θ1
� íåôòü ïîäîðîæàåò, θ2 � íåôòü ïîäåøåâååò, τ1 � áèðæåâûå èíäåêñû
ðàñòóò, τ2 � áèðæåâûå èíäåêñû ïàäàþò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A� ïîòåðè
ïåðâîãî èãðîêà â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

96



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1.

2. Äæàôàðîâ Ê. À. Ýëåìåíòû òåîðèè èãð/ Äæàôàðîâ Ê. À.,
Ìîãóëüñêèé À. À. � Íîâîñèáèðñê: èçä-âî ÍÃÒÓ, 1997.

3. Êðóøåâñêèé À. Â. Òåîðèÿ èãð/ Êðóøåâñêèé À. Â. � Êèåâ: Âèùà
øêîëà, 1977.

4. Ëóíãó Ê. Í. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå/ Ëóíãó Ê. Í. � Ì.:
Ôèçìàòëèò, 2009.

5. Ìóëåí Ý. Òåîðèÿ èãð/ Ìóëåí Ý. � Ì.: Ìèð, 1985.

6. Ïàëèé È. À. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå/ Ïàëèé È. À. � Ì.:
Ýêñìî, 2008.

97


