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Глава 1

Специальные функции

Решение многих задач теоретической и математической физики, таких, на-

пример, как распространение звуковых и электромагнитных волн, задач тепло-

проводности, теоретических основ ядерных реакторов, астрофизики приводит к

необходимости использования функций, не являющихся элементарными, хотя

они ничем не «хуже» последних ни в смысле дифференцируемости или других

свойств — ни в степени изученности. Эти функции настолько часто появляются

в этих разделах науки, что их снабдили стандартными обозначениями, вычис-

лили значения при различных аргументах, посвятили им разделы учебников

и монографий. Фактически с их помощью расширен круг элементарных функ-

ций. Они называются специальными.

Обычно на практике специальные функции возникают как решения раз-

личных дифференциальных уравнений. Наиболее распространенными явля-

ются цилиндрические (Бесселя), сферические (Лежандра) функции и класси-

ческиеортогональныемногочлены(Чебышева, Лежандра, Эрмита, Якоби и др.).

Целью настоящего пособия является лишь ознакомление с основными свой-

ствами специальных функций, совершенно не претендующее на какую-либо

полноту.
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1.1 Функции Эйлера

Определение 1. Гамма-функцией (интегралом Эйлера второго рода) ком-

плексного аргумента z называется

Γ(z) =

∞
∫

0

tz−1e−tdt. (1.1)

Этот интеграл сходится абсолютно и является аналитической функцией в

правой полуплоскости Rez > 0.

Для гамма-функции справедлива формула приведения

Γ(z+1) = zΓ(z). (1.2)

Непосредственным вычислением легко убедиться, что Γ(1) = 1. отсюда и

из (1.2) получаем, что для любого натурального n

Γ(n+1) = n! (1.3)

Формула (1.2) позволяет распространитьΓ(z) на левую полуплоскость Rez<
0, кроме целочисленных отрицательных точек z = n и точки z = 0. В самом

деле, если 0 < Re(z+ 1) < 1, то Γ(z+ 1) определена и, значит, определе-

на Γ(z) = Γ(z+1)

z
. Итак, Γ(z) определена теперь при −1 < Rez < 0. При-

меняя формулу приведения (1.2) несколько раз к Γ(z+ n) получаем, что при

−n < Rez < −n+1

Γ(z) = Γ(z+n)

z(z+1) . . . (z+n−1)
. (1.4)

Полученная функцияΓ(z) будет аналитической на всей комплексной плос-

кости, за исключением точек z= 0,−1,−2, . . . , в которых она имеет простые

полюсы. Гамма-функция не обращается в нуль, то есть
1

Γ(z)
аналитична на всей

плоскости.

Для всех комплексных z справедлива формула дополнения

Γ(z)Γ(1−z) = π

sinπz
(1.5)

(при целых значениях z обе части этого равенства обращаются в бесконеч-

ность). Практическое значение формулы доплнения заключается в том, что она

позволяет явно вычислить произведение значений гамма-функции для значе-

ний аргумента, отличающихся друг от друга на целое число. Примеры таких

вычислений в упражнениях.
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Определение 2. Бета-функцией B(x,y) для x > 0 и y > 0 называется

B(x,y) =

1
∫

0

tx−1(1− t)y−1 dt. (1.6)

Замена t = cos2φ сводит (1.6) к интегралу

B(x,y) = 2

π

2
∫

0

cos2x−1φsin2y−1φdφ. (1.7)

Между бета-функцией и гамма-функцией существует тесная связь, выражае-

мая формулой

B(x,y) = Γ(x)Γ(y)

Γ(x+y)
. (1.8)

В самом деле, для значений x и y, при которых ссходятся написанные ни-

же интегралы, рассмотрим произведение

Γ(x) ·Γ(y) =

∞
∫

0

ux−1e−udu ·

∞
∫

0

vy−1e−vdv =
∣

∣

∣

∣

u = ξ2

v = η2

∣

∣

∣

∣

=

= 4

∞
∫

0

dξ

∞
∫

0

ξ2x−1η2y−1e−ξ2−η2
dη=

∣

∣

∣

∣

ξ = ρcosφ
η= ρsinφ

∣

∣

∣

∣

=

= 4

∞
∫

0

ρ2x+2y−1e−ρ2
dρ

π/2
∫

0

cos2x−1φsin2y−1φdφ =
∣

∣ρ2 = τ
∣

∣=

=

∞
∫

0

τx+y−1e−τdτ ·2

π/2
∫

0

cos2x−1φsin2y−1φdφ = Γ(x+y) ·B(x,y)

Отсюда

B(x,y) = Γ(x) ·Γ(y)

Γ(x+y)

Если в интеграле (1.6) положить t = u

1+u
, то получим

B(x,y) =

∞
∫

0

ux−1

(1+u)x+y du. (1.9)

Бета-функция симметрична относительно своих аргументов, т.е.

B(x,y) = B(y,x).
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Используя формулы (1.3) и (1.8), получаем, что для любых целых положитель-

ных чисел m и n

B(m,n) = (m−1)!(n−1)!

(m+n−1)!
. (1.10)

Если применить к формуле (1.6) интегрирование по частям, то получим форму-

лы

B(x,y) = y−1

x+y−1
B(x,y−1),x > 0,y > 1;

B(x,y) = x−1

x+y−1
B(x−1,y),x > 1,y > 0;

B(x,y) = y

x
B(x+1,y),x > 0,y > 0.

Последовательное применение этих формул, в частности, позволяет свести

вычисление значений бета-функции к вычислению ее значений с аргументами

x,y ∈ (0,1), а для таких аргументов B(x,y) табулирована.

Задачи

1.1.1. Найти Γ
(

1

2

)

.

Решение. Подставив в формулу дополнения (1.5) z = 1/2, получим

Γ2(1/2) =π. Очевидно, что при любомx> 0 подынтегральная функция в (1.1)

положительна, поэтому и Γ(x) > 0, в частностиΓ(1/2) > 0. Значит, Γ(1/2) =√
π.

1.1.2. Доказать тождества

Γ(z)Γ(−z) = −π

zsinπz
;

Γ(1+z)Γ(1−z) = πz

sinπz
;

Γ
(

1

2
+z

)

Γ
(

1

2
−z

)

= π

cosπz
.

1.1.3. Найти Γ(2),Γ(3),Γ(4).Γ(5).
Ответ: Γ(n) = (n−1)!.
1.1.4. Найти Γ(3/2),Γ(5/2),Γ(n+1/2).
Ответы:Γ(3/2) =

√
π/2,Γ(5/2) = 3

√
π/4,Γ(n+1/2) = (2n−1)!!

√
π/2n.

1.1.5. Найти Γ
(

−1

2

)

,Γ
(

−3

2

)

,Γ(−n−1/2).

Ответы: Γ
(

−1

2

)

= −2
√
π,Γ

(

−3

2

)

= 4
√
π/3,Γ(−n−1/2) =

= (−1)n+12n+1√π/(2n+1)!!.
1.1.6. Показать, что Γ(z) при Rez > 0 можно представить в виде
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Γ(z) =

1
∫

0

(

ln
1

t

)z−1
dt; Γ(z) = 2

∞
∫

0

t2z−1e−t2 dt.

1.1.7. Показать, что

B
(

1

2
,

1

2

)

= π; B(x,1−x) = π

sinπx
.

1.1.8. Показать, что:

B(x,x) = 1

22x−1 B
(

1

2
,x
)

.

Решение. B(x,x) =

1
∫

0

tx−1(1 − t)x−1dt =

1
∫

0

[1/4 − (1/2 − t)2]x−1dt =

bзамена 1

2
− t = τc = −

−1/2
∫

1/2

[1/4 − τ2]x−1dτ. Меняя порядок интегрирова-

ния и учитывая четность подынтегральной функции, получаем

B(x,x) = 2

1/2
∫

0

[1/4−
(

τ2)]x−1dτ = bзамена τ2 = u/4c =

= 2

1
∫

0

(

1−u

4

)x−1 du

4
√
u

= 1

22x−1

1
∫

0

u1/2−1(1−u)x−1dx. Что и требовалось.

1.1.9. Вывести формулу Лежандра

Γ(x)Γ
(

x+ 1

2

)

=
√
π

22x−1Γ(2x).

1.1.10. Выразить через гамма-функцию интеграл
π

2
∫

0

cosmφsinnφdφ, (m,n > −1).

Ответ:
Γ
(

m+1
2

)

Γ
(

n+1
2

)

2Γ
(

m+n
2 +1

) .

1.1.11. Вычислить интеграл
π

2
∫

0

cos5φsin3φdφ.
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Ответ: 1/24.

1.1.12. Вычислить интеграл
π

2
∫

0

tgr φdφ (−1 < r < 1).

Ответ:π/(2cosπr/2).
1.1.13. Вычислить интеграл

∞
∫

−∞

x2ne−tx2
dx.

Ответ: t−n−1/2Γ(n+1/2).
1.1.14. Вычислить интеграл

1
∫

−1

(1−x)p(1+x)qdx.

Ответ: 2p+q+1B(p+1,q+1). Положить x+1 = 2u.
1.1.15. Найти площадь области, ограниченной кривой ρ4 = sin3φcosφ.
Решение. Определим расположение данной области. Так как ρ > 0, то

sin3φcosφ > 0, т.е. 0 6 φ 6 π/2 и π 6 φ 6 3π/2. При замене φ на π+φ

уравнение не меняется, следовательно, область симметрична относительно на-

чала координат. Поэтому искомая площадь

S = 2

π

2
∫

0

dφ

4
√

sin3 φcosφ
∫

0

ρdρ=

π

2
∫

0

√

sin3φcosφdφ.

Сделаем замену sinφ = x

S =

1
∫

0

x

√

x
√

1−x2 dx
√

1−x2
=

1
∫

0

x3/2(1−x2)−1/4dx.

Замена x2 = t приводит к бета-функции

S = 1/2

1
∫

0

t1/4(1− t)−1/4dt = 1

2
B
(

5

4
,

3

4

)

= Γ(5/4)Γ(3/4)

2Γ(2)
=

= 1

2
Γ
(

5

4

)

Γ(3/4) = 1

8
Γ
(

1

4

)

Γ
(

3

4

)

= π
√

2

8
.
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1.1.16. Найти длину кривой ρn = an cosnφ, где a > 0; n — натуральное чис-

ло.

Ответ:aB(1/(2n),1/2).

1.2 Функции Бесселя

Уравнение

x2y′′ +xy′ +
(

x2 − ν2)y = 0 (1.11)

называется уравнениемБесселя, а любое его решение —функцией Бесселя(или

цилиндрической функцией). Здесь ν — некоторый числовой параметр— индекс

уравнения (функции) Бесселя.

Решения уравнения Бесселя

Jν(x) =
∞
∑

k=0

(−1)k
(x/2)ν+2k

k!Γ(k+ ν+1)
; (1.12)

J−ν(x) =
∞
∑

k=0

(−1)k
(x/2)−ν+2k

k!Γ(k− ν+1)
(1.13)

называются функциями Бесселя первого рода

Если ν не является целым числом, то Jν(x) и J−ν(x) линейно независимы

и поэтому общее решение уравнения (1.11) записать в виде

y(x) = C1Jν(x)+C2J−ν(x),

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

В случае целого неотрицательного индекса ν = n имеем

Jn(x) =
∞
∑

k=0

(−1)k
(x/2)n+2k

k!(n+k)!
; (1.14)

J−n(x) =
∞
∑

k=0

(−1)k
(x/2)−n+2k

k!Γ(k−n+1)
= (−1)n

∞
∑

m=0

(−1)m
(x/2)n+2m

m!(n+m)!
. (1.15)

Таким образом,

J−n(x) = (−1)nJn(x). (1.16)

Это, в частности, означает, что Jn(x) и J−n(x) линейно зависимы.

Функции Бесселя второго рода (функции Неймана) определяются фор-

мулами

Yν(x) = Jν(x)cosνπ− J−ν(x)

sinνπ
(ν — нецелое число); (1.17)
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Yn(x) = lim
ν→n

Yν(x), если n−целое. (1.18)

Функции Jn(x) и Yn(x) всегда линейно независимы, поэтому общее решение

уравнения Бесселя при любом ν может быть представлено в виде

y(x) = C1Jν(x)+C2Yν(x).

Для бесселевых функций 1-го рода справедливы формулы приведения:
(

d

xdx

)m Jν(x)

xν
= (−1)m

Jν+m(x)

xν+m
,m = 1,2, . . . ; (1.19)

(

d

xdx

)m

[xνJν(x)] = xν−mJν−m(x),m = 1,2, . . . ; (1.20)

2J′
ν = Jν−1 − Jν+1;

2ν

x
Jν = Jν−1 + Jν+1; J′

ν = Jν−1 − ν

x
Jν. (1.21)

Здесь символ
(

d

xdx

)m

означает, что m раз применяется операция дифференци-

рования, а затем деления на x. Например,
(

d

xdx

)2
f (x) =

= 1

x

d

dx

[

1

x

d

dx
f (x)

]

= 1

x

d

dx

[

1

x
f ′(x)

]

= 1

x

f ′′(x)x−f ′(x)

x2 = f ′′(x)x−f ′(x)

x3 .
Функции Бесселя с полуцелым индексом

J1/2(x) =
√

2

πx
sinx; J−1/2(x) =

√

2

πx
cosx. (1.22)

При целом положительном n

Jn+1/2(x) = (−1)n
√

2

π
xn+1/2

(

d

xdx

)n sinx

x
;

J−(n+1/2)(x) =
√

2

π
xn+1/2

(

d

xdx

)n cosx

x
.

Производящая функция системы бесселевых функций 1-го рода с целыми ин-

дексами

e

x

2

(

z−
1

z

)

=
∞
∑

n=−∞
Jn(x)zn.

Интегральное представление для Jn(x):

Jn(x) = 1

π

π
∫

0

cos(xsinφ−nφ)dφ,n = 0,±1±2, . . .

Асимптотическое представление для функции Бесселя 1-го рода с целым ин-

дексом

Jn(x) =
√

2

πx
cos[x− (n+1/2)π/2]+O(1/x) при x → +∞,

где O(1/x) означает, что ∃x0 и M,что ∀x > x0 : |O(1/x)| 6 M/x.
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Задачи

1.2.1. Привести к уравнению Бесселя

y′′ + 2p+1

x
y′ +y = 0.

Решение. Сделаем замену y = x−pz. Тогда

y′ = −px−p−1z+x−pz′; y′′ = p(p+1)x−p−2z′ −2px−p−1 +x−pz′′ = 0. Урав-

нение примет вид x−pz′′ + x−p−1z′ +
(

x−p −p2x−p−2
)

z = 0. Умножая обе

части на xp+2, получим

x2z′′ +xz′ +
(

x2 −p2)z = 0.

Общее решение исходного уравнения y = x−p[C1Jp(x)+C2Yp(x)], где C1

и C2 — произвольные постоянные.

1.2.2. Привести к уравнению Бесселя и записать его общее решение

x2y′′ +xy′ +
(

k2x2 − ν2)y = 0

Ответ: y = C1Jν(kx)+C2Yν(kx).
1.2.3. Написать общие решения уравнений Бесселя:

a) x2y′′ +xy′ ++(x2 −4)y = 0;
b) x2y′′ +xy′ + (x2 −5)y = 0;
c) xy′′ +5y′ +xy = 0.
1.2.4. Показать, что ряд (1.12) сходится абсолютно на всей числовой прямой.

1.2.5. Показать, что функция Jν(x), определенная равенством (1.12), явля-

ется решением уравнения (1.11).

1.2.6. Показать, что функция Jn(x) = 1

π

π
∫

0

cos(xsinφ−nφ)dφ при целом

индексе n удовлетворяет уравнению Бесселя.

1.2.7. Написать ряды, интегральные и асимптотические представления для

бесселевых функций J0(x), J1(x), J−1(x), J2(x).
1.2.8. Показать, что |Jn(x)| < 1,n = 0,±1±2, . . .
1.2.9. Показать, что J0(0) = 1,Jn(0) = 0(n = 0,1,2, . . . )
1.2.10. Доказать равенство (1.16).

1.2.11. Выписать ряды для J1/2(x) и J−1/2(x) и доказать равенства (1.22).

1.2.12. Доказать рекуррентные формулы (1.21).

1.2.13. Показать, что J′
0(x) = −J1(x), J′′

0(x) = 1/2[J2(x)− J0(x)]
1.2.14. Выразить J2(x), J3(x) и J4(x) через J0(x) и J1(x).
1.2.15. Доказать равенство [xνJν(x)]′ = xνJν−1(x).
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1.2.16. Показать, что формулы задач 1.12–1.15 справедливы для функций

Yν(x).
1.2.17. Выразить J3/2(x), J−3/2(x), J5/2(x) и J−5/2(x) через элементарные

функции.

Ответ: J3/2(x) =
√

2

πx

(

sinx/x− cosx
)

,

J−3/2(x) = −
√

2

πx

(

sinx+ cosx/x
)

,

J5/2(x) =
√

2

πx

(

3sinx/x2 −3cosx/x− sinx
)

,

J−5/2(x) =
√

2

πx

(

3cosx/x2 +3sinx/x− cosx
)

,

1.2.18. Показать, что при x → 0 J0(x) = 1− x2

4
+O(x4).

Указание: использовать признак Лейбница.

1.2.19. Показать, что при x → 0 Jν(x) ≈ xν

2νΓ(ν+1)
, J−ν(x) ≈ 2ν

xνΓ(1− ν)
.

1.2.20. Используя асимптотическое представление функции Бесселя 1-го

рода с целым индексом Jn(x) показать, что при больших значениях x для кор-

ней этой функции справедлива формула

xk ≈ (2k+n)
π

2
+ 3π

4
.

1.2.21. Доказать теорему сложения для бесселевых функций: при любом целом

n

Jn(x+y) =
∞
∑

k=−∞
Jk(x)Jn−k(y).

Доказательство. По определению производящей функции

∞
∑

k=−∞
Jk(x+y)zk = e

x+y

2

(

z−
1

z

)

= e

x

2

(

z−
1

z

)

e

y

2

(

z−
1

z

)

=

=
∞
∑

m=−∞
Jm(x)zm

∞
∑

n=−∞
Jn(y)zn.

Оба последних ряда сходятся абсолютно, поэтому их можно почленно перемно-

жить
∞
∑

m=−∞
Jm(x)zm

∞
∑

n=−∞
Jn(y)zn =

∞
∑

m=−∞

∞
∑

n=−∞
Jm(x)Jn(y)zm+n.
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Сделаем замену n+m = k, тогда k ∈ (−∞,∞) и, следовательно, сумма при-

нимает вид
∞
∑

k=−∞
zk

∞
∑

m=−∞
Jm(x)Jk−m(y)zm+n. Таким образом, ∀x,y и z 6= 0

будем иметь
∞
∑

k=−∞
Jk(x+y)zk =

∞
∑

k=−∞

( ∞
∑

m=−∞
Jm(x)Jk−m(y)

)

zk.

Слева и справа стоят ряды Лорана, которые тождественно равны тогда и только

тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых степенях z. Отсюда Jn(x+
y) =

∞
∑

k=−∞
Jk(x)Jn−k(y).

1.2.22. Показать, что

eixsinφ = J0(x)+2i
∞
∑

k=1

J2k−1(x) sin(2k−1)φ+2
∞
∑

k=1

J2k(x)cos2kφ.

Указание: в производящей функции сделать замену z = eiφ.

1.3 Ортогональные многочлены

Функция ρ(x) называется весовой функцией (весом) на интервале (a,b),

если на этом интервале ρ(x) > 0 и выполняются условия 0 <

b
∫

a

ρ(x)dx <∞.

Кроме того, если интервал (a,b) бесконечен, то должны абсолютно сходиться

интегралы ρn =

b
∫

a

xnρ(x)dx, n = 0,1,2, . . .

Пусть задана последовательность многочленов

Q0(x),Q1(x),Q2(x), . . . ,Qn(x), . . . ,

в которой каждый многочлен Qn(x) имеет степень n. Эти многочлены называ-

ются ортогональными с весом ρ(x) на интервале (a,b) , если для любых двух

многочленов из этой системы выполняется условие
b
∫

a

ρ(x)Qn(x)Qm(x)dx = 0,n 6= m. (1.23)
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Система ортогональных многочленов называется ортонормированной, ес-

ли каждый многочлен имеет положительный старший коэффициент и его нор-

ма с весом ρ(x) равна единице, то есть

‖Qn‖ =







b
∫

a

ρ(x)Q2
n(x)dx







1/2

= 1. (1.24)

Для всякой весовой функции ρ(x) существует единственная последователь-

ность многочленов
{

Qn(x)
}

, с положительными старшими коэффициентами

и удовлетворяющих условиям ортонормированности (1.23), (1.24), т.е. весовая

функция однозначно определяето̃ртонормированную систему многочленов.

В теории и приложениях наиболее важны следующие системы классиче-

ских ортогональных многочленов:

Автор Лежандр Чебышев Эрмит Лагерр

Интервал (−1,1) (−1,1) (−∞,∞) (0,∞)

Вес 1
1

√
1−x2

e−x2/2 (или e−x2
) e−x

Обозначение Pn(x) Tn(x) Hn(x) Ln(x)

Эти многочлены удовлетворяют дифференциальным уравнениям:

a) многочлены Лежандра

(1−x2)y′′ −2xy′ +n(n+1)y = 0; (1.25)

b) многочлены Чебышева

(1−x2)y′′ −xy′2y = 0; (1.26)

c) многочлены Эрмита

y′′ −xy′ +ny = 0 (или y′′ −2xy′ +2ny = 0); (1.27)

d) многочлены Лагерра

xy′′ + (1−x)y′ +ny = 0. (1.28)

Обобщенная формула Родрига

Pn(x) = 1

2nn!

dn

dxn
(x2 −1)n; (1.29)

Tn(x) = cos(narccosx) = (−1)n

(2n−1)!!

√

1−x2 dn

dxn
(1−x2)

n−
1

2 ; (1.30)

Hn(x) = (−1)nex
2/2 dn

dxn
(e−x2/2) (1.31)
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(или Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x2

));

Ln(x) = (−1)nex
dn

dxn
(xne−x). (1.32)

Производящие функции

1
√

1−2zx+z2
=

∞
∑

n=0

Pn(x)zn; (1.33)

1−zx

1−2zx+z2 =
∞
∑

n=0

Tn(x)zn, если |z| < 1; (1.34)

ezx−z2/2 =
∞
∑

n=0

Hn(x)
zn

n!

(

или e2zx−z2 =
∞
∑

n=0

Hn(x)
zn

n!

)

; (1.35)

e−x z
1−z

1−z
=

∞
∑

n=0

Ln(x)
zn

n!
, если 0 < x < ∞. (1.36)

Рекуррентные формулы:

Pn+1(x) = 2n+1

n+1
xPn(x)− n

n+1
Pn−1(x) = (1.37)

= xPn(x)+ x2 −1

n+1

dPn

dx
; (1.38)

Tn+1(x) = 2xTn(x)−Tn−1(x); (1.39)

Hn+1(x) = xHn(x)−nHn−1(x) (1.40)
(

или Hn+1(x) = 2xHn(x)−2nHn−1(x)
)

; (1.41)

Ln+1(x) = (2n+1−x)Ln(x)−n2Ln−1(x). (1.42)

Нормы многочленов (см.(1.24)): ‖Pn(x)‖2 = 2/(2n+1),

‖Tn(x)‖2 =

{

π/2, если n 6= 0,

π, если n = 0;

‖Hn(x)‖2 = n!
√

2π,
(

или ‖Hn(x)‖2 = 2nn!
√
π
)

,
‖Ln(x)‖2 = (n!)2.
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Задачи

1.3.1. Показать, что многочлен Лежандра Pn(x),определенный формулой

(1.29), удовлетворяет уравнению (1.25).

Решение. Рассмотрим функцию Rn(x) = (x2 −1)n. Ее производная

R′
n(x) = 2nx(x2 −1)n−1 = 2nx

x2 −1
(x2 −1)n = 2nx

x2 −1
Rn(x),

Следовательно,
(x2 −1)R′

n(x) = 2nxRn(x).

Дифференцируя это равенство (n+1) раз по формуле Лейбница

(uv)(n+1) =
∑n+1

k=0 Ck
nu

(k)v(n−k) и, перенося все члены в одну сторону, получим

(x2 −1)R(n+2)
n +2(n+1)xR(n+1)

n + n(n+1)

2
2R(n)

n =
= 2nxR(n+1)

n +2n(n+1)R(n)
n ,

Следовательно, функция Rn(x) а значит и Pn(x) = 1

2nn!
Rn(x) удовлетво-

ряет уравнению (1.24).

1.3.2. Показать, что Pn(1) = 1. (Указание. Применить формулу Лейбница к

(x2 −1)n = (x−1)n(x+1)n. )

1.3.3. Показать, что многочлен P2n(x) — четная функция, а P2n−1(x)— нечет-

ная. Получить отсюда равенство Pn(−1) = (−1)n.

1.3.4. Показать, что P2n−1(0) = 0; P2n(x) = (−1)n
(2n−1)!!

(2n)!!
.

1.3.5. Выписать многочлены P1(x) и P2(x) по формуле Родрига и непосред-

ственно из дифференциального уравнения (1.25) методом неопределенных ко-

эффициентов. Ответ: 1,x.
1.3.6. Выписать многочлены P3(x),P4(x),P5(x) и P6(x), используя рекур-

рентную формулу (1.37).

Ответ: (3x2 −1)/2, (5x3 −3x)/2, (35x4 −30x2 +3)/8, (63x5 −70x3 +15x)/8.
1.3.7. Доказать формулу Шлефли

Pn(z) = n!

2n+1πi

∮

C

(t2 −1)n

(t−z)n+1dt.

Решение. Функция (z2 − 1)n комплексного аргумента z аналитична на

всей комплексной плоскости и по формуле Коши

dn

dzn
(z2 −1)n = n!

2πi

∮

C

(t2 −1)n

(t−z)n+1dt,

где C — произвольный замкнутый контур, содержащий точку z внутри. Исполь-

зуя формулу Родрига, получим требуемое.
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1.3.8. Вывести формулу Лапласа

Pn(z) = 1

π

π
∫

0

(z+
√

z2 −1cosφ)ndφ.

Указание: В формуле Шлефли взять C : |t−z| = |
√
z2 −1|.

1.3.9. Используя интегральное представление многочленов Лежандра

Pn(x) = 1

2π

π
∫

−π

(x+
√

x2 −1cosψ)ndψ,

показать, что |Pn(x)| ≤ 1 при |x| ≤ 1.

1.3.10. Показать, что производящая функция W(x,z) = 1
√

1−2zx+z2
удо-

влетворяет уравнению z
∂W

∂z
= (x−z)

∂W

∂x
.

1.3.11. Доказать рекуррентные формулы

xP′
n(x)−P′

n−1(x) = nPn(x), P′
n+1(x)−xP′

n(x) = (n+1)Pn(x).

Указание:Применить задачу (3.8).

1.3.12. Пусть An — старший коэффициент Pn(x). Показать, что

An+1 = 2n+1

n+1
An. Зная, что A0 = 1, получить выражение для An.

Ответ: An = (2n−1)!!

n!
. Использовать рекуррентную формулу (1.37).

1.3.13. Проверить, что многочлены Чебышева Tn(x) удовлетворяют диффе-

ренциальному уравнению (1.26).

1.3.14. Выписать многочлены T0(x),T1(x) и T2(x) по формуле Родрига и

непосредственно из дифференциального уравнения (1.25) методом неопреде-

ленных коэффициентов. Ответ: 1,x,2x2 −1.
1.3.15. Выписать многочлены T3(x),T4(x) и T5(x), используя рекуррент-

ную формулу (1.38). Ответ: 4x3 −3x,8x4 −8x2 +1,16x5 −20x3 +5x.
1.3.16. Вычислить следующие значения многочленов Чебышева:

Tn(1);Tn(−1);T2n(0);T2n+1(0). Ответ: 1, (−1)n, (−1)n,0.
1.3.17. Показать, что многочлен Чебышева Tn(x имеет n различных действи-

тельных корней и что все они лежат на отрезке [−1,1].

Указание. Применить формулу (1.30).
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1.3.18. Показать, что для многочленов Чебышева Tn(x) справедливо равен-

ство Tn(Tm(x)) = Tnm(x).
1.3.19. Показать, что Tn(2x−1) = T2n(

√
x).

1.3.20. Проверить, что многочлены Эрмита Hn(x) удовлетворяют диффе-

ренциальному уравнению (1.27).

1.3.21. Показать, что для многочленов Эрмита Hn(x)
(

с весом e−x2/2
)

спра-

ведливы рекуррентные формулы

Hn+1(x) = xHn(x)−H′
n(x); H′

n(x) = nHn−1(x).

1.3.22. Показать, что при n > 0

H(k)
n (x) = n(n−1) . . .(n−k+1)Hn−k(x), (0 < k ≤ n).

1.3.23. Выписать многочлены Эрмита H0(x),H1(x) и H2(x) по формуле

Родрига и непосредственно из дифференциального уравнения (1.25) методом

неопределенных коэффициентов.

1.3.24. Выписать многочлены Эрмита H3(x),H4(x) и H5(x) используя ре-

куррентную формулу (1.39).

1.3.25. Показать, что H2n(0) = (−1)n(2n)!

2nn!
, H2n+1(0) = 0,

H′
2n(0) = 0, H′

2n+1(0) = (−1)n(2n+1)!

2nn!
.

1.3.26. Проверить, что многочлены Лагерра Ln(x) удовлетворяют диффе-

ренциальному уравнению (1.28).

1.3.27. Выписать многочлены L1(x) и L2(x) по формуле Родрига и непо-

средственно из дифференциального уравнения (1.25) методом неопределенных

коэффициентов.

1.3.28. Выписать многочлены Лагерра L3(x), L4(x), L5(x)иL6(x), исполь-

зуя рекуррентную формулу (1.40).

1.3.29. Показать, что для многочленов Лагерра Ln(x) справедливы рекур-

рентные формулы:

L′
n(x) = nL′

n−1(x)−nLn−1(x); xL′
n(x) = nLn(x)−n2Ln−1(x).
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Глава 2

Интегральные уравнения

2.1 Различные типы уравнений

Пусть функция K(x, t) определена в области

Q : a6 x6 b,a6 t6 b;

f (x) и g(x) — функции, определенные на промежутке a6 x6 b.
Определение. Уравнение вида

g(x)y(x)+

b
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x) = 0

называется линейным интегральным уравнением. Функция y(x), определен-

ная на промежутке (a,b), называется решением этого уравнения, если при ее

подстановке уравнение превращается в тождество.

По разным причинам удобно рассматривать не одно интегральное уравне-

ние, а семейство уравнений, зависящих от числового параметра λ.
Определение. Линейное уравнение вида

y(x) = λ

b
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x) (2.1)

называется уравнением Фредгольма 2-го рода, а уравнение

λ

b
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x) = 0
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— уравнением Фредгольма 1-го рода. Если f (x) = 0, то уравнение называют

однородным. Функция K(x, t) называется ядром интегрального уравнения.

Пример. Рассмотрим уравнение

y(x) = ex +

x
∫

0

ex−ty(t)dt.

Это уравнение Фредгольма 2-го рода, в которомf (x) = ex. Если считать, что па-

раметр λ= 1, то ядро K(x, t) =

{

0, если t > x;

ex−t, если 0 ≤ t ≤ x.
Промежуток [a,b] =

[0,b], где число b — произвольное.

Подставим в правую часть уравнения функцию y(x) = e2x :

ex +

x
∫

0

ex−te2tdt = ex + ex(ex −1) = e2x.

Таким образом, эта функция является решением рассматриваемого уравне-

ния.

Определение. Если ядро уравнения Фредгольма K(x, t) = 0 при t > x, то

такое уравнение называется уравнением Вольтерра. Таким образом, уравнение

Вольтерра 1-го рода имеет вид

λ

x
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x) = 0,

а уравнение Вольтерра 2-го рода — это уравнение вида

y(x) = λ

x
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x). (2.2)

Уравнение, рассмотренное в примере, — уравнение Вольтерра 2-го рода.

2.2 Решение уравнения Фредгольма

резольвентным методом

Если искать решение уравнения (2.1) приближенно, считая параметр λ ма-

лым по абсолютной величине, то в качестве «нулевого» приближения можно

принять y(x) ≈ u0(x) = f (x).
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Представим решение в виде суммы ряда по степеням параметра λ

y(x) = u0(x)+λu1(x)+λ2u2(x)+ . . . (2.3)

Подстановка этого ряда в уравнение (2.1) приводит к равенствам

u0(x) = f (x),u1(x) =

b
∫

a

K1(x, t)f (t)dt, . . . ,

un(x) =

b
∫

a

Kn(x, t)f (t)dt. (2.4)

Здесь

K1(x, t) = K(x, t), Kn(x, t) =

b
∫

a

K(x,τ)Kn−1(τ, t) dτ,n ≥ 2. (2.5)

Функции Kn(x, t) называются итерированнымиядрами. Имеет место

Теорема. Если ядро K(x, t) уравнения (2.1) непрерывно в квадрате Q :
a6 x, t6 b, |λ|< (b−a)−1 max

a6x,t6b

−1|K(x, t)| ифункцияf (x) непрерывна на

[a,b], то ряд (2.3) равномерно сходится на (a,b), и его сумма y(x) является

единственным непрерывным решением уравнения (2.1).

Замечание 1. Условие относительно λ можно заменить на

|λ| <







b
∫

a

b
∫

a

K2(x, t) dxdt







−1/2

Замечание 2. Формулу (2.3) для решения y(x) можно записать в виде

y(x) = f (x)+
∞
∑

n=1

λn

b
∫

a

Kn(x, t)f (t)dt.

Или

y(x) = λ

b
∫

a

R(x, t,λ)f (t)dt+f (x), (2.6)

где функция

R(x, t,λ) =
∞
∑

n=1

λn−1Kn(x, t) (2.7)
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называется резольвентой ядра K(x, t). Ряд справа в (2.7) называется рядом

Неймана. Заметим, что формула (2.6) дает выражение для y(x) в той же форме,

что и в исходном уравнении (2.1) с заменой y(x) под знаком интеграла на f (x)
и ядра K(x, t) на резольвенту R(x, t,λ). Поэтому иногда резольвенту называют

разрешающим ядром.

Замечание 3. Ряд Неймана дает представление для резольвенты лишь для

значений параметра λ достаточно малых по абсолютной величине, но формула

(2.6) решения уравнения Фредгольма (2.1) имеет смысл для любых λ, при кото-

рых это уравнение имеет единственное решение. Для нахождения резольвенты

R(x, t,λ) в этих случаях используют другие методы.

Пример. Найти решение уравнения

y(x) = x+λ

1
∫

0

xt2y(t)dt

с помощью резольвенты.

Решение. K(x, t) = xt2. Отсюда, (b−a) max
a6x,t6b

|K(x, t)| = 1. При |λ|< 1

условия теоремы о сходимости ряда (2.3) выполнены. Найдем итерированные

ядра:

K1(x, t) = K(x, t) = xt2;

K2(x, t) =

1
∫

0

K(x,τ)K(τ, t) dτ=

1
∫

0

xτ2τt2 dτ = 1

4
xt2;

K3(x, t) =

1
∫

0

K(x,τ)K2(τ, t) dτ =

1
∫

0

xτ2 1

4
τt2 dτ = 1

42xt
2.

Для произвольного n > 1 получаем Kn(x, t) = 1

4n−1xt
2.

Резольвента

R(x, t,λ) =
∞
∑

n=1

λn−1Kn(x, t) = xt2
∞
∑

n=1

λn−1

4n−1 = 4xt2

4−λ
.

Решение уравнения по формуле (2.6) для λ < 1

y(x) = x+λ

1
∫

0

4xt2

4−λ
tdt = x+ λ

4−λ
x = 4

4−λ
x.
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Заметим, что хотя формула R(x, t,λ) = 4xt2

4−λ
получена для |λ| < 1, на самом

деле она дает разрешающее ядро при любом (в том числе и комплексном) λ 6= 4.

Полученная с помощью резольвенты формула y(x) = 4

4−λ
x определяет реше-

ние интегрального уравнения при любом λ 6= 4.

Задачи

Решить уравнения с помощью резольвенты:

2.2.1. y(x) = 1

2π

π
∫

0

y(t)dt+ sinx.

2.2.2. y(x) = ln2

2

1
∫

0

2x+ty(t)dt+x.

2.2.3. y(x)+π

1
∫

0

xsin2πty(t)dt = cos2πx.

2.2.4. y(x) = 1

2

1
∫

0

xety(t)dt+ e−x.

2.2.5. y(x) =

π/2
∫

0

sinxcos t y(t)dt+1.

Ответы:2.2.1: y= 2

π
+sinx. 2.2.2: y= 2ln2−1

ln2
2x+1 +x. 2.2.3: y= cos2πx.

2.2.4: y = e−x +x. 2.2.5: y = 2sinx+1.

2.3 Метод последовательных приближений для решения

уравнения Фредгольма 2-го рода

Согласно методу последовательных приближений, решение интегрального

уравнения Фредгольма 2-го рода

y(x) = λ

b
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x)
(2.1)
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ищут как предел последовательности функций

y0(x),y1(x), . . . ,yn(x), . . . , которая строится следующим образом: y0(x), берет-

ся произвольно (часто берут y0(x) ≡ 0, или y0(x) = f (x) ); для n > 0 члены

последовательности определяются рекуррентно формулой

yn(x) = λ

b
∫

a

K(x, t)yn−1(t)dt+f (x).

Теорема. Если ядро K(x, t) непрерывно в области Q : a6 x, t6 b, функ-

ция f (x) непрерывна на [a,b] и |λ| <







b
∫

a

b
∫

a

K2(x, t)dxdt







−1/2

, то после-

довательность yn(x), начинающаяся произвольной непрерывной функцией

y0(x), при n → ∞ равномерно сходится на [a,b] к единственному решению

y(x) уравнения (2.1).

Пример. Решить уравнение

y(x)+ 1

2

1
∫

0

y(t)dt = sinπx

методом последовательных приближений.

Решение. В нашем случае можно считать

K(x, t) ≡ 1;λ = −1/2;







1
∫

0

1
∫

0

K2(x, t)dxdt







−1/2

= 1.

Поскольку |λ| = 1/2 < 1, то условия теоремы о сходимости последовательных

приближений выполнены. Возьмем, например, в качестве нулевого приближе-

ния функцию y0(x) ≡ 1. Тогда

y1(x) = −1/2

1
∫

0

y0(t)dt+ sinπx = −1/2+ sinπx;

y2(x) = −1/2

1
∫

0

y1(t)dt+ sinπx = 1/4−1/π+ sinπx;

25



y3(x) = −1/2

1
∫

0

y2(t)dt+ sinπx = −1/8−3/2π+ sinπx;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn(x) =
(

−1

2

)n

+ 1

π

n−1
∑

k=1

(−1)k

2k−1 + sinπx.

При n→ ∞ находим: yn(x) → y(x) = − 2

3π
+sinπx, причем равномерно.

Эта функция является единственным непрерывным решением уравнения.

Замечание. Сравнивая методы решения интегрального уравнения Фред-

гольма 2-го рода — резольвентный метод и метод последовательных приближе-

ний, заметим, что оба метода, по существу, совпадают, если во втором в каче-

стве нулевого приближения выбрать y0(x) = f (x). В этом случае последова-

тельные приближения yn(x) совпадают с частичными суммами ряда (2.3). По-

этому метод последовательных приближений можно рассматривать как обобще-

ние метода разложения решения в ряд по степеням «малого» параметра λ. Про-

извол в выборе нулевого приближения y0(x) придает методу последовательных

приближений некоторую дополнительную гибкость.

Задачи

Решить уравнения методом последовательных приближений:

2.3.1. y(x) =

1
∫

0

xty(t)dt+2x.

2.3.2. y(x)+ 1

π

π
∫

0

cos2 t y(t)dt = 1.

2.3.3. y(x) = π

1
∫

0

(1−x) sin2πt y(t)dt+ 1−x

2
.

2.3.4. y(x) = 1

2π

π
∫

0

tsinx y(t)dt+2sinx.

2.3.5. y(x)+ 1

2π

π
∫

0

(cos(x+ t)+ cos(x− t))y(t)dt = cosx.
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Ответы: 2.3.1: y = 3x. 2.3.2: y = 2/3. 2.3.3: y = 1 −x. 2.3.4: y = 4sinx.
2.3.5: y = 2/3cosx.

2.3.6. Найти решения уравнений 2.1— 2.5 методом последовательных при-

ближений и уравнений 3.1—3.5 резольвентным методом. Сравнить возможно-

сти методов и ответить на вопрос: в чем преимущества и недостатки каждого?

2.4 Уравнения Фредгольма с вырожденным ядром

В этом параграфе мы рассмотрим интегральные уравнения, решение кото-

рых сводится к решению конечных систем линейных алгебраических уравне-

ний.

Определение. Ядро K(x, t) интегрального уравнения Фредгольма называ-

ется вырожденным, если его можно представить в виде

K(x, t) =
m
∑

k=1
pk(x)qk(t)

с непрерывными функциями p1(x), . . . ,pm(x),q1(t), . . . ,qm(t).
Заметим, что системы непрерывных функций {p1(x), . . . ,pm(x)} и

{q1(t), . . . ,qm(t)} можно считать линейно независимыми (каждую) на рассмат-

риваемом промежутке (a,b). Далее будем считать, что это условие выполнено.

Рассмотрим уравнение (2.1) Фредгольма 2-го рода

y(x) = λ

b
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x) =

= λ

m
∑

k=1

pk(x)

b
∫

a

qk(t)y(t)dt+f (x).
(2.1)

с вырожденным ядром. Правая часть этого уравнения является суммой функ-

ции f (x) и некоторой линейной комбинации функций

p1(x), . . . ,pm(x). Поэтому, для того чтобы функция y(x) была решением этого

уравнения, необходимо представление

y(x) =
m
∑

k=1

ckpk(x)+f (x) (2.8)

с некоторыми постоянными c1,c2, . . . ,cm.
Подставим выражение (2.8) в уравнение (2.1)
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m
∑

i=1
cipi(x) = λ

m
∑

i=1







m
∑

j=1
cj

b
∫

a

pj(t)qi(t)dt






pi(x)+λ

m
∑

i=1
pi(x)

b
∫

a

qi(t)f (t)dt.

Так как система функций p1(x), . . . ,pm(x) линейно независима на (a,b),
то последнее равенство равносильно системе равенств для коэффициентов ci

ci = λ

m
∑

j=1

(

b
∫

a

pj(t)qi(t)dt
)

cj +λ

b
∫

a

qi(t)f (t)dt (i = 1,2, . . . ,m). (2.9)

В матричных обозначениях: (aij) = A;C = (c1,c2, . . . ,cm)>;
F = (f1,f2, . . . ,fm)>,

где aij =

b
∫

a

pj(t)qi(t)dt,fi = λ

b
∫

a

qi(t)f (t)dt; (i,j = 1,2, . . . ,m) система

уравнений (2.9) принимает вид
(

E−λA
)

C = F. (2.10)

Таким образом, справедлива

Теорема. Функция y(x) является решением уравнения (2.1) с вырожден-

ным ядром тогда и только тогда, когда она имеет вид y(x) =
m
∑

k=1
ckpk(x)+f (x)

с коэффициентами (c1,c2, . . . ,cm) = C>, которые удовлетворяют системе (2.10)

линейных алгебраических уравнений.

Пример 1. Решить уравнение

y(x) = 1

π

π
∫

−π

(sinxsin t+πt)y(t)dt+ sin 2x.

Решение. Ядро K(x, t) = sinxsin t+πt вырождено. Каждая из систем функ-

ций {p1;p2} = {sinx;π} и {q1;q2} = {sin t; t} линейно независима на проме-

жутке (π;π). Согласно сформулированной выше теореме будем искать решение

уравнения в виде y(x) = c1 sinx+ c2π+ sin2x.
Составим систему алгебраических уравнений (2.10) для коэффициентов c1

и c1. Элементы матрицы A этой системы:

a11 =

π
∫

−π

sin2 tdt = π; a12 = π

π
∫

−π

sin tdt = 0;
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a21 =

π
∫

−π

tsin tdt = 2π; a22 =

π
∫

−π

πtdt = 0.

Элементы столбца F:

f1 = 1

π

π
∫

−π

sin tsin2tdt = 0; f2 = 1

π

π
∫

−π

tsin2tdt = −1.

В нашем случае λ = 1

π
, и система уравнений (2.10) имеет вид

(

0 0
2 1

)(

c1

c2

)

=
(

0
−1

)

.

Общее решение этой системы

(

c1

c2

)

= c

(

1
2

)

+
(

0
−1

)

,

где c—произвольное число.

Итак, решения интегрального уравнения — это функции

y(x) = c sinx+ (2c−1)π+ sin 2x = c(sinx+2π)+ sin 2x−π.

Пример 2. Решить уравнение

y(x) = x+

1
∫

0

xt2y(t)dt.

Решение. Правая часть имеет вид cx, где c = 1+

1
∫

0

t2y(t)dt.

Найдем c, подставив выражение y = cx в уравнение

cx = x+ c

1
∫

0

xt2tdt = x
(

1+ c

4

)

.

Отсюда c = 1 + c

4
;c = 4

3
. Решение уравнения y = 4

3
x. Этот же результат

был получен ранее методом построения резольвенты ядра K(x, t) = xt2.
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Задачи

Решить уравнения или установить их неразрешимость:

2.4.1. y(x) = 1

π

2π
∫

0

y(t)cosxsin tdt+ sinx.

2.4.2. y(x) = 2e

e2 −1

1
∫

0

y(t)chxdt+1.

2.4.3. y(x) = x+ 24

7

1
∫

0

y(t)(1−x2)(1−3t/2)dt.

2.4.4. y(x) =

1
∫

0

y(t)(1+x)cos2πtdt+x.

2.4.5. y(x) =

π/4
∫

0

y(t) tg tdt+ cos2x.

2.4.6. y(x) = 4

1
∫

0

xt2y(t)dt.

2.4.7. y(x)+

1
∫

0

texy(t)dt = 0.

2.4.8. y(x) =

1
∫

0

(2x− t)y(t)dt+ cos 2πx.

2.4.9. y(x) =

1
∫

0

(1+2xt)y(t)dt− 1

6
(x+3).

2.4.10. y(x) =

1
∫

−1

(

3

2
xt+x2(t−1)

)

y(t)dt.
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2.4.11. y(x) = 4

π

π
∫

0

cos2(x− t)y(t)dt+ sin 2x.

2.4.12. y(x)+

1
∫

0

(

x−
√
t
)

y(t)dt = 5

3
x+

√
x− 1

6
.

2.4.13. y(x) = 1

π

π
∫

−π

cos(x− t)y(t)dt.

2.4.14. y(x) = 3

1
∫

0

(x2t2 +4xt+1)y(t)dt+2π2 cos2πx.

2.4.15. y(x) =

1
∫

−1

(xt+x2)y(t)dt.

Ответы: 2.4.1: y = cosx+ sinx. 2.4.2: решений нет. 2.4.3: y = x+ c(1−
x2). 2.4.4: y= x. 2.4.5: y= cos2x+ 1

2(2− ln 2)
. 2.4.6: y= cx. 2.4.7: y= 0.2.4.8 :

y = cos2πx. 2.4.9: y = x+ 1/2; 2.4.10 : y = c
(

5

2
x+x2

)

. 2.4.11: решений

нет. 2.4.12:y=
√
x+1. 2.4.13: y= c1 cosx+c2 sinx. 2.4.14:y= 2π2 cos2πx+

5

3
(2x2 −1). 2.4.15: y = 0.

2.5 Уравнения Вольтерра: методы решения.

Уравнения Вольтерра являются частным случаем уравнений Фредгольма

и к ним относится все, что сказано о последних. Однако, имеются некоторые

особенности, выделяющие уравнения Вольтерра. Например, (докажите это в ка-

честве упражнения): любое вырожденное ядро в уравнении Вольтерра тожде-

ственно равно нулю. Таким образом, из приведенных в предыдущих разде-

лах методов решения уравнений Фредгольма остаются: метод построения ре-

зольвенты и метод последовательных приближений. Сформулируем результа-

ты применения этих 2-х методов для решения уравнения Вольтерра.

y(x) = λ

x
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x).
(2.2)
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Если искать решение этого уравнения в виде суммы ряда по степеням па-

раметра λ

y(x) = u0(x)+λu1(x)+λ2u2(x)+ . . . , (2.3)

то для членов этого ряда были получены представления (2.4—2.5). Для уравне-

ния Вольтерра K(x, t) = 0 при x < t. Используя это, формулы (2.4 –2.5) можно

преобразовать к виду

un(x) =

x
∫

a

Kn(x, t)f (t)dt.

Здесь

K1(x, t) = K(x, t); K2(x, t) =

x
∫

t

K(x,τ)K(τ, t) dτ;

Kn(x, t) =

x
∫

t

K(x,τ)Kn−1(τ, t) dτ. (2.11)

Теорема. Если ядро K(x, t) непрерывно в области Q1 : a6 x6 b, a6 t6

x, функцияf (x) непрерывна на [a,b] и

b
∫

a

dx

x
∫

a

K2(x, t)dt, конечен, то функ-

циональный ряд (2.3) равномерно на [a,b] сходится к единственному непре-

рывному решению y(x) уравнения (2.2).

Формула представления решения через резольвенту ядра K(x, t) приобре-

тает вид

y(x) = f (x)+λ

x
∫

a

R(x, t,λ)f (t)dt,

а ряд Неймана для резольвенты сходится при любом значении параметра λ.

Таким образом, в отличие от общего уравнения Фредгольма, при примене-

нии данного метода к решению уравнения Вольтерра не возникает ограничений

на значения параметра λ.

Это же относится и к методу последовательных приближений. Пусть функ-

ция y0(x) непрерывна на [a,b] и выбрана произвольно; члены последователь-

ности yn(x) при n ≥ 1 определены равенствами
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yn(x) = λ

x
∫

a

K(x, t)yn−1(t)dt+f (x).

Теорема. Если выполнены условия предыдущей теоремы, то при n →
∞ последовательность yn(x) равномерно сходится на [a,b] к единственному

решению уравнения (2.2).

Пример 1. Решить уравнение Вольтерра

y(x) = ex +

x
∫

0

ex−t y(t)dt

с помощью резольвенты.

Решение. Найдем итерированные ядра:

K1(x, t) = K(x, t), 0 6 x6 b,0 6 t6 x;

K2(x, t) =

x
∫

t

K(x,τ)K(τ, t)dτ =

x
∫

t

ex−τeτ−t dτ = (x− t)ex−t;

K3(x, t) =

x
∫

t

K(x,τ)K2(τ, t) dτ =

x
∫

t

ex−τ(τ− t)eτ−t dτ= (x− t)2

2
ex−t;

Kn(x, t) = (x− t)n−1

(n−1)!
ex−t, n ≥ 1;

R(x, t,λ) =
∞
∑

n=1
λn−1Kn(x, t) =

∞
∑

n=1

λn−1(x− t)n−1

(n−1)!
ex−t = ex−teλ(x−t) =

=e(λ+1)(x−t).
При любом λ решение уравнения Вольтерра

y(x) = f (x)+λ

x
∫

a

R(x, t,λ)f (t)dt = ex +λ

x
∫

0

e(λ+1)(x−t)etdt = e(λ+1)x.

В нашем случае λ= 1, поэтому y(x) = e2x единственное решение рассмат-

риваемого уравнения.

Пример 2. То же уравнение

y(x) = ex +

x
∫

0

ex−t y(t)dt.
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решим методом последовательных приближений.

y0(x) = f (x) = ex;

y1(x) = f (x)+

x
∫

0

ex−t y0(t)dt = ex +

x
∫

0

ex−tetdt = ex(1+x);

y2(x) = ex +

x
∫

0

ex−t y1(t)dt = ex
(

1+x+ x2

2

)

;

yn(x) = ex
(

1+ x

1!
+ x2

2!
+·· ·+ xn

n!

)

.

При n → ∞ yn → exex = e2x.

Задачи

Решить уравнения резольвентным методом и методом последовательных

приближений.

2.5.1. y(x) = x− 1

2

x
∫

0

x y(t)dt;

2.5.2. y(x) = 1−

x
∫

0

t y(t)dt;

2.5.3. y(x) =

x
∫

0

xt y(t)dt+x;

2.5.4. y(x) = 2

x
∫

0

ex−t y(t)dt+ sinx;

2.5.5. y(x) = ch x

x
∫

0

ch x

ch t
y(t)dt;

2.5.6. y(x) = 1

1+x2 +

x
∫

0

1+ t2

1+x2 y(t)dt;
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2.5.7. y(x) = 1+

x
∫

0

y(t)dt;

2.5.8. y(x) = x2

2
+x−

x
∫

0

y(t)dt;

a) y0(x) = 1; b) y0(x) = x2

2
+x;

2.5.9. y(x) =

x
∫

0

xy(t)dt+1−x2;

a) y0(x) = 1−x2;b) y0(x) = 1;

2.5.10. y(x) = x−

x
∫

0

(x− t) y(t)dt;

2.5.11. y(x) = 2x +

x
∫

0

2x−t y(t)dt;

Ответы: 2.5.1: y = xe−x2/4. 2.5.2: y = e−x2/2. 2.5.3: y = xex
3/3. 2.5.4: y =

1

5
e3x − 1

5
cosx+ 2

5
sinx. 2.5.5: y = ex chx. 2.5.6: y = ex

1+x2 . 2.5.7: y = ex.
2.5.8: y = x; 2.5.9: y = 1. 2.5.10: y = sinx. 2.5.11: y = (2e)x.

2.6 Интегральные уравнения и краевые

задачи для дифференциальных уравнений.

К интегральным уравнениям приводят краевые задачи для дифференци-

альных уравнений и их систем. В частности, к интегральному уравнению Воль-

терра приводит задача Коши для линейного дифференциального уравнения.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши

y′ −xy = xex
2
, y(0) = 1. (2.12)

Если y(x)— решение этой задачи, то, интегрируя дифференциальное урав-

нение (2.12) с учетом начального условия, получим

y(x)−1−

x
∫

0

ty(t)dt = 1

2
ex

2 − 1

2
. (2.13)
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Таким образом, решение задачи Коши является решением интегрального урав-

нения Вольтерра (2.13). Обратно, если y(x)—непрерывное решение уравнения

(2.13), то оно является дифференцируемым (что следует из равенства (2.13)),

удовлетворяет начальному условию y(0) = 1,и из (2.13) следует уравнение y′ −
xy = xex

2
—это результат дифференцирования уравнения (2.13).

Задачу Коши можно приводить к интегральному уравнению относительно

функции, совпадающей не с решением задачи Коши, а его производными.

Пример 2. Рассмотрим задачу Коши

u′′ +xu = 0; u(0) = 1; u′(0) = 0.

Обозначим y(x) = u′′(x). Интегрируя это равенство с учетом граничных

условий, получим

u′(x) = u′(0)+

x
∫

0

u′′(t)dt =

x
∫

0

y(t)dt.

Повторное интегрирование с применением формулы интегрирования по ча-

стям

u(x) = u(0)+

x
∫

0

u′(t)dt = 1+

x
∫

0

dt

t
∫

0

y(s)ds =

=







u =

t
∫

0

y(s)ds,dv = dt







= 1+

x
∫

0

(x− t)y(t)dt. (2.14)

Выражая функцию u(x) и её производные в исходном дифференциальном

уравнении через y(x), получим интегральное уравнение Вольтерра

y(x)+

x
∫

0

x(x− t)y(t)dt+x = 0. (2.15)

Обратно, если y(x) — непрерывное решение уравнения (2.15), то функция

u(x), вычисленная по формуле (2.14), удовлетворяет начальным условиям u(0) =
1; u′(0) = 0 и является решением уравнения u′′ +xu = 0.

Иногда интегральное уравнение легче исследовать, сводя его к решению

некоторой краевой задачи для дифференциального уравнения или для систе-

мы дифференциальных уравнений. Это не всегда возможно. Важный класс ин-

тегральных уравнений, для которых такое сведение удается сделать — уравне-

ния Вольтерра, чьи ядра K(x,t) совпадают при t < x с вырожденными.
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Пример 3. Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра

y(x) = 1

1+x2 +

x
∫

0

sin(x− t) y(t)dt.

Решим это уравнение, сведя его к задаче Коши для системы дифференци-

альных уравнений. Для этого заметим, во-первых, что ядро уравнения при

0 < t < x совпадает с вырожденным:

K(x, t) = sin(x− t) = sinxcos t− cosxsin t. Перепишем уравнение в виде

y(x) = 1

1+x2 + sinx

x
∫

0

y(t)cos tdt− cosx

x
∫

0

y(t) sin tdt. (2.16)

Обозначим

u1(x) =

x
∫

0

y(t)cos tdt, u2(x) =

x
∫

0

y(t) sin tdt. (2.17)

Продифференцируем равенство (2.17)

u′
1(x) = cosx y(x); u′

2(x) = sinx y(x).

Отсюда, используя (2.16) и (2.17), получим






u′
1 = cosxsinx u1 − cos2x u2 + cosx

1+x2 ;

u′
2 = sin2x u1 − sinxcosx u2 + sinx

1+x2 .
(2.18)

Как следует из (2.17) для данной системы дифференциальных уравнений

должны выполняться начальные условия: u1(0) = u2(0) = 0. Для решения этой

задачи Коши получим из системы (2.18) простейшее дифференциальное урав-

нение, умножая первое из уравнений (2.18) на cosx, второе — на sinx и скла-

дывая их:

u′
1 cosx+u′

2 sinx = u1 sinx−u2 cosx+ 1

1+x2 .

Это уравнение можно переписать в виде

(u1 cosx+u2 sinx)′ = 1

1+x2 .
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Отсюда,интегрируя с учетом начальных условий,получим

u1 cosx+u2 sinx = arctg x. (2.19)

Умножая теперь первое уравнение системы (2.18) на sinx, второе — на cosx и

вычитая, получим

u′
1 sinx−u′

2 cosx = 0.

Это уравнение можно переписать в виде

(u1 sinx−u2 cosx)′ − (u1 cosx+u2 sinx) = 0,

или с учетом (2.19)

(u1 sinx−u2 cosx)′ = arctgx.

Интегрируя это уравнение, получим

u1 sinx−u2 cosx = xarctgx− 1

2
ln(1+x2).

Окончательно решение y(x) интегрального уравнения получим из пред-

ставления (2.16)

y(x) = 1

1+x2 +xarctgx− 1

2
ln(1+x2).

Задачи

Составить интегральные уравнения, соответствующие задачам Коши:

2.6.1. u′ +2xu = ex;
u(0) = 1; (для y = u′).

2.6.2. u′′ −2u′ +u = 0;
u(2) = 1, u′(2) = −2; (для y = u′′).

2.6.3. u′′ −u′ sinx+ exu = x;
u(0) = 1, u′(0) = −1; (для y = u′′).

2.6.4. u′′′ +xu = ex;
u(0) = 1, u′(0) = u′′(0) = 0; (для y = u′′′).

Решить интегральные уравнения, сведя их к задачам Коши для дифферен-

циальных уравнений.
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2.6.5. y(x) = ex +

x
∫

0

y(t)dt.

2.6.6. y(x) = 1+

x
∫

0

ty(t)dt.

2.6.7. y(x) = 1

1+x2 +

x
∫

0

sin (x− t)y(t)dt.

2.6.8. y(x) = e−x cosx−

x
∫

0

cosxe−(x−t)y(t)dt.

2.6.9. y(x) = 4ex +3x−4−

x
∫

0

(x− t)y(t)dt.

2.6.10. y(x) = x−1+

x
∫

0

(x− t)y(t)dt.

2.6.11. y(x) = sinx+ 1

2

x
∫

0

(x− t)2y(t)dt.

2.6.12. y(x) = chx−

x
∫

0

y(t) sh(x− t)dt.

2.6.13. y(x) = x+

x
∫

0

(4sin (x− t) −x+ t)y(t)dt.

2.6.14. y(x) = 1+

x
∫

0

((x− t)2 − (x− t))y(t)dt.

Ответы: 2.6.1:y(x) = ex−

x
∫

0

2xy(t)dt. 2.6.2: y(x) =

x
∫

2

(2−x+t)y(t)dt+
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2x− 9. 2.6.3: y(x) =

x
∫

0

(y(t) sinx− ex(x− t))dt+ ex(x− 1) − sinx+ x.

2.6.4: y(x) = ex −x− 1

2

x
∫

0

x(x− t)2 y(t)dt. 2.6.5: y(x) = =ex(x+1). 2.6.6:

y(x) = ex
2/2. 2.6.7: y(x) = 1

1+x2 + x arctg x− 1

2
ln(1 + x2). 2.6.8: y(x) =

=cosx e−(x+sinx). 2.6.9: y(x) = 2ex −2cosx+5sinx. 2.6.10: y(x) = −e−x.

2.6.11: y(x) = 1

6

(

ex +3cosx+3sinx−4e−x/2 cos
√

3

2
x

)

. 2.6.12: y(x) = 1.

2.6.13:y(x) = xch x . 2.6.14: y(x) = 1

4
ex+ 1

4
e

−x

2

(

1
√

7
sin

√
7

2
x+3cos

√
7

2
x

)

.

2.7 Уравнения типа свертки

Определение: Уравнение Вольтерра вида

y(x) =

x
∫

0

K(x− t)y(t)dt+f (x). (2.20)

называется уравнением типа свертки.

Будем предполагать, что ядро К,функция f и неизвестная функция y опре-

делены на промежутке [a,∞). Кроме того, будем для удобства считать, что

a = 0. Этого всегда можно добиться, сделав замену x = x−a, t = t−a.
Предположим, что функции f (x) и K(t) являются оригиналами для изоб-

ражений при преобразовании Лапласа. В этом случае решение уравнения (2.20)

тоже является оригиналом. Используя символ свертки, уравнение (2.20) можно

переписать в виде

y(x) = K∗y(x)+f (x). (2.21)

Применим к обеим частям уравнения (2.21) преобразование Лапласа. Ес-

ли y(x) ; Y(p),f (x) ; F(p),K(u) ; K(p), то по свойствам преобразования

Лапласа

Y(p) = K(p)Y(p)+F(p),

откуда
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Y(p) = F(p)

1−K(p)
.

Решение уравнения (2.20) находим восстановлением оригинала по изображе-

нию Y(p).
Пример. Решить интегральное уравнение

y(x) = 1+

x
∫

0

ch(x− t)y(t)dt.

Решение. Применим к уравнению преобразование Лапласа, заметив, что

1 ;
1

p
, chu;

p

p2 −1
.

Y(p) = 1

p
+ p

p2 −1
Y(p).

Отсюда

Y(p) = p2 −1

p(p2 −p−1)
= 1

p
+ 1

(p−1/2)2 −5/4
.

Полученное изображение имеет оригинал

y(x) = 1+ 2
√

5
e

x

2 sh
√

5

2
x,

который и является решением данного интегрального уравнения.

Задачи

Решить уравнения типа свертки.

2.7.1. y(x) = ex −x−1+

x
∫

0

y(t)dt.

2.7.2. y(x) = x2

2
+

x
∫

0

(x− t) y(t)dt.

2.7.3. y(x) = xe2x −

x
∫

0

e2(x−t) y(t)dt.
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2.7.4. y(x) = sinx+

x
∫

0

cos(x− t) y(t)dt.

2.7.5. y(x) = ex +

x
∫

0

sin (x− t) y(t)dt.

2.7.6. y(x) = sinx−

x
∫

0

sh(x− t) y(t)dt.

2.7.7. y(x) = x2

2
+ 1

2

x
∫

0

(x− t)2 y(t)dt.

2.7.8. y(x) = e2x +

x
∫

0

tet y(x− t)dt.

2.7.9. y(x) = 1+

x
∫

0

cos tsin t y(x− t)dt.

2.7.10. y(x) = 1+xcosx− sinx+

x
∫

0

tsin t y(x− t)dt.

Ответы: 2.7.1: y(x) = ex(x− 1) + 1. 2.7.2: y(x) = chx− 1. 2.7.3: y(x) =

=e2x−ex. 2.7.4: y(x) = 2
√

3
e

x

2 sin
√

3

2
x. 2.7.5: y(x) = 2ex−x−1; 2.7.6: y(x) =

2sinx−x. 2.7.7: y(x) = 1

3
ex− 2

3
e

−x

2 sin

(√
3

2
x+ π

6

)

. 2.7.8: y(x) = 1

4
e2x(2x+

3)+ 1

4
. 2.7.9: y(x) = 4

3
− 1

3
cos

√
3x. 2.7.10: y(x) = 1.
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2.8 Характеристические числа и собственные функции.

Уравнения Фредгольма 2–го рода с симметричными

ядрами.

Если для некоторого числа λ ненулевая функция y(x) является решением

однородного уравнения Фредгольма

y(x) = λ

b
∫

a

K(x, t) y(t)dt, (2.22)

то это число называется характеристическим числом ядра K(x, t), число µ =
λ−1 — собственным числом ядра K(x, t), а y(x) — собственной функцией, соот-

ветствующей характеристическому числу λ.

Заметим, что из определения следует неравенство λ 6= 0 для характеристи-

ческого числа.

2.8.1 Случай вырожденного ядра

Если ядро уравнения вырождено: K(x, t) =
m
∑

k=1
pk(x)qk(t), то уравнение

(2.22) для собственных функций равносильно (теорема на с.32) тому, что стол-

бец C = (c1,c2, . . . ,cm)> является решением однородной системы алгебраиче-

ских уравнений

(A−λ−1E)C = 0, где A = (aij), aij =

b
∫

a

qi(x)pj(x) dx.

Таким образом, собственные числа уравнения с вырожденным ядром являют-

ся собственными числами матрицы A, а собственные функции определяются

равенствами

y(x) =
m
∑

k=1
ckpk(x),

где C = (c1,c2, . . . ,cm)> — собственный вектор матрицы A, отвечающий соб-

ственному значению λ−1.
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2.8.2 Симметричное ядро.

Метод Фурье решения интегральных уравнений.

Ядро K(x, t) интегрального уравнения Фредгольма называется симметрич-

ным, если K(x, t) ≡ K(t,x). Если ядро уравнения

y(x) = λ

b
∫

a

K(x, t)y(t)dt+f (x)
(2.1)

симметрично и удовлетворяет условию

b
∫

a

b
∫

a

|K(x, t)|2 dxdt < ∞,

то в случае, когда λ не является характеристическим числом, решение уравне-

ния (2.1) можно найти следующим образом. Пусть (yn(x);λn)—последовательность,

в которой:

1) yn(x) — собственная функция, соответствующая характеристичес-

кому числу λn;

2) количество собственных функций в этой последовательности, отвечаю-

щих одному и тому же характеристическому числу равно рангу этого числа, т.е.

количеству линейно независимых функций, соответствующих этому характе-

ристическому числу;

3) последовательность функций yn(x) ортонормирована

b
∫

a

yn(x)ym(x) dx =

{

0, если m 6= n;

1, если m = n.

В этом случае, согласно методу Фурье, решение уравнения (2.1) можно най-

ти по формуле

y(x) = f (x)+λ

∞
∑

n=1

fn

λn −λ
yn(x), (2.23)

где

fn =

b
∫

a

f (x)yn(x) dx,n = 1,2, . . . (2.24)
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В этом подходе наиболее трудной частью решения интегрального уравне-

ния является нахождение собственных функций и характеристических чисел

его ядра. Иногда это можно сделать, сводя уравнение (2.22) для собственных

функций к краевым задачам.

Пример. Найти характеристические числа и собственные функции ядра

K(x, t) =

{

(t−1)x, если 0 6 x6 t;

t(x−1), если t6 x6 1.

Решение. Заметим вначале, что ядро K(x, t) симметричное. Перепишем

уравнение (2.22) в следующем виде:

y(x) = λ







x
∫

0

K(x, t)y(t)dt+

1
∫

x

K(x, t)y(t)dt






=

= λ







x
∫

0

t(x−1)y(t)dt+

1
∫

x

(t−1)xy(t)dt






=

= λ(x−1)







x
∫

0

ty(t)dt+x

1
∫

x

(t−1)y(t)dt






. (2.25)

Продифференцируем равенство (2.25) дважды:

y′(x) =

λ







x
∫

0

ty(t)dt+ (x−1)xy(x)+

1
∫

x

(t−1)y(t)dt−x(x−1)y(x)






=

λ







x
∫

0

ty(t)dt+

1
∫

x

(t−1)y(t)dt






.

y′′(x) = λ(xy(x)− (x−1)y(x)) = λy(x).

Таким образом, собственные функции ядра K(x, t) являются решениями

дифференциального уравнения 2–го порядка

y′′ = λy. (2.26)
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Из равенства (2.25) следует, что y(0) = y(1) = 0. Исследуем решения по-

лученной краевой задачи в зависимости от значений λ.

1) λ > 0. Общее решение уравнения (2.26) имеет вид

y = C1e
−

√
λx +C2e

√
λx.

Условия y(0) = y(1) = 0 равносильны системе уравнений

{

C1 +C2 = 0;

C1e
−

√
λ +C2e

√
λ = 0.

Определитель системы ∆= 2sh
√
λ 6= 0, откуда следует, что собственных

функций при λ > 0 ядро не имеет, так как все решения соответствующей кра-

евой задачи равны нулю.

2) λ < 0, или λ = −ω2,ω 6= 0. В этом случае общее решение уравнения

(2.26) имеет вид

y = C1 cosωx+C2 sinωx.

Краевые условия y(0) = y(1) = 0 приводят к системе уравнений

{

C1 = 0;

C2 sinω = 0.

Эта система имеет ненулевые решения при ω = πn,n = 1,2, . . .
Итак, характеристические числа λn = π2n2; соответствующие им собствен-

ные функции

yn(x) = cn sinπnx,cn 6= 0.

Условия ортонормированности

1
∫

0

yn(x)ym(x) dx =

{

0, если m 6= n;

1, если m = n
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будут выполнены, если положить cn =
√

2. Таким образом, последовательность

(yn(x),λn) = (
√

2sinπnx;−π2n2) построена.

Пример. Решить уравнение

y(x)−λ

π
∫

0

1

2
sin |x− t|y(t)dt = 1, (λ 6= 1−4n2,n ∈ N).

Решение. Очевидно, что ядро K(x, t) = 1

2
sin |x− t| симметрично. Найдем

характеристические числа и собственные функции.

Перепишем уравнение

y(x) = λ

π
∫

0

K(x, t)y(t)dt

для собственных функций

y(x) = λ





x
∫

0

1

2
sin(x− t)y(t)dt+

π
∫

x

1

2
sin(t−x)y(t)dt



 . (2.27)

Продифференцируем уравнение (2.25) дважды

y′(x) = λ





x
∫

0

1

2
cos(x− t)y(t)dt−

π
∫

x

1

2
cos(t−x)y(t)dt



 ; (2.28)

y′′(x) =

= λ

2



y(x)−

x
∫

0

sin(x− t)y(t)dt−

π
∫

x

xsin(t−x)y(t)dt



+ 1

2
y(x).

(2.29)

Из соотношений (2.27) и (2.29) следует, что

y′′(x) = −y(x)+λy(x).

Подстановка в (2.28) и (2.29) значений x = 0 и y = 0 дает

y(0) = λ

2

π
∫

0

sin t y(t)dt;y(π) = λ

2

π
∫

0

sin ty(t)dt;
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y′(0) = − λ

2

π
∫

0

cos ty(t)dt;y′(π) = − λ

2

π
∫

0

cos ty(t)dt.

Итак, собственные функции ядра K(x, t) являются решениями следующей

задачи:

y′′ +y = λy;y(0) = y(π),y′(0) = y′(π). (2.30)

Рассмотрим возможные случаи.

1) λ > 1. В этом случае общее решение дифференциального уравнения в

(2.30)

y = C1e
−

√
λ−1x +C2e

√
λ−1x.

Краевые условия дают для C1 и C2 систему

{

C1 +C2 = C1e
−π

√
λ−1 +C2e

π
√
λ−1;

−C1 +C2 = −C1e
−π

√
λ−1 +C2e

π
√
λ−1.

Определитель этой системы уравнений равен

∆ = 4(1 − chπ
√
λ−1) = 8sh2π

√
λ−1. Так как λ > 1,т о ∆ 6= 0 и, следова-

тельно, собственных функций нет.

2) λ = 1. Общее решение уравнения задачи (2.30)

y = C1 +C2x.

Так как y(0) = y(π), то C2 = 0. Пространство решений задачи (2.30) одно-

мерно: y(x) = C. Условие нормировки

π
∫

0

y2(x)dx= 1 дает пару (y1(x);λ1) =

(

1
√
π

;1
)

.

3) λ−1 = −ω2 < 0,ω.0. В этом случае общее решение уравнения задачи

(2.30) y = C1 cosωx+C2 sinωx. Краевые условия

{

C1 = C1 cosωπ+C2 sinωπ;

C2 = −C1 sinωπ+C2 cosωπ.
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Определитель этой системы ∆= 2(1− cosωπ). Ненулевое решение суще-

ствует при условии cosωπ = 1, то есть ω = 2n,n = 1,2, . . . В этом случае

ранг системы равен нулю и решением является произвольная пара (C1,C2).
Характеристическому числу λ= 1−4n2,n = 1,2, . . . соответствуют собствен-

ные функции C1 cos2nx и C2 sin2nx.

Определим пары (yn(x);λn) равенствами

λ2m = 1−16m2; y2m(x) =
√

2

π
cos4mx;m = 1,2, . . .

λ2m+1 = 1−16m2; y2m+1(x) =
√

2

π
sin4mx; m = 1,2, . . .

λ1 = 1; y1(x) = 1
√
π

.

Построенная последовательность (yn(x) ; λn) удовлетворяет условиям (1)–

(3), сформулированным в начале параграфа. Построим решение интегрального

уравнения по формуле (2.23). В нашем случае f (x) ≡ 1 и, в соответствии с

(2.24),

fn =

b
∫

0

f (x)yn(x)dx =

{√
π, если n = 1;

0, если n = 2,3, . . .

Следовательно, решение

y(x) = f (x)+λ
∞
∑

n=1

fn

λn −λ
yn(x) = 1+λ

√
π

1−λ

1
√
π

≡ 1

1−λ
,

Задачи

Найти характеристические числа и собственные функции.

2.8.1. K(x, t) =

{

−x, если 0 6 x6 t;

−t, если t6 x6 1.

2.8.2. K(x, t) =

{

−x−1, если 0 6 x6 t;

−t−1, если t6 x6 1.

2.8.3. K(x, t) =

{

cos tsinx, если 0 6 x6 t;

sin tcosx, если t6 x6 π.
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2.8.4. K(x, t) =

{

sin tcosx, если 0 6 x6 t;

cos tsinx, если t6 x6 π.

2.8.5. K(x, t) =







sin(t−1)sinx

sin1
, если 0 6 x6 t;

sin tsin(x−1)

sin1
, если t6 x6 1.

2.8.6. K(x, t) =







sh(t−1)shx

sh1
, если 0 6 x6 t;

sh tsh(x−1)

sh1
, если t6 x6 1.

2.8.7. K(x, t) =

{

−e−t chx, если 0 6 x6 t;

−e−x ch t, если t6 x6 2.
Найти решения интегральных уравнений методом Фурье. (Сведения о ха-

рактеристических числах и собственных функциях в № 2.8.1–2.8.7 и в приме-

рах в тексте).

2.8.8. y(x) = λ

1
∫

0

K(x, t)y(t)dt+1,

λ 6= −π2n2, n ∈ N.

K(x, t) =
{

(t−1)x, если 0 6 x6 t;

(x−1)t, если t6 x6 1.

2.8.9. y(x) = λ

1
∫

0

K(x, t)y(t)dt+ sinπxcos
πx

2
,

λ 6= −π2

4
(2n+1)2, n = 0,1,2, . . .

K(x, t) =

{

−x, если 0 6 x6 t;

−t, если t6 x6 1.

2.8.10. y(x) = λ

π
∫

0

K(x, t)y(t)dt+x−π,

λ 6= 1−
(

2n+1

2

)2
, n = 0,1,2, . . .

K(x, t) =

{

sin tcosx, если 0 6 x6 t;

cos tsinx, если t6 x6 π.
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Ответы: 2.8.1: λn = −π2

4
(2n+1)2, yn(x) = sinπ

2n+1

2
x, n = 0,1,2, . . .

2.8.2: λn = −ω2
n, yn(x) = cosωn(x− 1), n ∈ N. ωn — корни уравнения ω =

ctgω.

2.8.3: λn = −1+
(

2n+1

2

)2
, yn(x) = sin

2n+1

2
x, n = 0,1,2, . . .

2.8.4: λn = 1−
(

2n+1

2

)2
, yn(x) = cos

2n+1

2
x, n = 0,1,2, . . .

2.8.5: λn = 1−π2n2, yn(x) = sinπnx, n ∈ N.

2.8.6: λn = −1−π2n2, yn(x) = sinπnx,n ∈ N.

2.8.7: λn = 1+ω2
n, yn(x) = cosωnx, n ∈ N.

ωn — корни уравнения ω = ctg2ω.

2.8.8: y(x) = 1+λ
∞
∑

k=0

1

λ2k+1 −λ

4sinπ(2k+1)x

π(2k+1)
.

2.8.9: y(x) = sinπxcos
πx

2
− λ

2

(

sin
πx

2

λ+ π2

4

+
sin

3πx

2

λ+ 9π2

4

)

.

2.8.10: y(x) = x−π+λ
∞
∑

n=0

√

2

π

(

2

2n+1

)2

λ−λn
cos

2n+1

2
x.
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Глава 3

Вариационное исчисление

3.1 Функционалы. Задачи вариационного исчисления.

Вариационное исчисление — раздел математического анализа, посвящен-

ный методам исследования на экстремум числовых функций, областями опре-

деления которых являются, в свою очередь, некоторые множества функций,

заданных на промежутке, или, более общо, на некотором подмножестве про-

странства Rn. Такие числовые функции называют по традиции функционала-

ми, оставляя термин «функция» для отображений подмножеств Rn.

Многие законы механики и физики сводятся к утверждению, что некото-

рый функционал в рассматриваемом процессе достигает экстремума. В такой

формулировке эти законы называются вариационными принципами механики

или физики. Например: принцип наименьшего действия; законы сохранения

энергии, импульса, количества движения; различные вариационные принци-

пы классической и релятивистской теории поля; принцип Ферма в оптике и

т.д.

Большое влияние на развитие вариационного исчисления оказали следую-

щие три задачи:

1) Найти кривую, соединяющую две заданные точки A и B, не лежащие

на одной вертикальной прямой, и обладающую тем свойством, что материальная

точка под действием силы тяжести скатится по этой кривой из точки A в точку

B за кратчайшее время. Оказалось, что линией наискорейшего ската является

циклоида.

2) На некоторой поверхности S : F(x,y.z) = 0 заданы две точки. Требует-
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ся найти кривую наименьшей длины, соединяющую эти две точки (задача о

нахождении геодезической).

3) Требуется найти замкнутую кривую заданной длины l, ограничиваю-

щую максимальную площадь S. (Изопериметрическая задача).

Простейшая задача вариационного исчисления состоит в том, чтобы

среди функций y(x), непрерывных на отрезке [a,b] вместе со своими произ-

водными, найти ту, на которой функционал

I[y] =

b
∫

a

F(x,y,y′)dx (3.1)

достигает своего экстремального (наибольшего или наименьшего) значения. В

такой постановке задача может не иметь единственного решения и простейшую

задачу вариационного исчисления формулируют более точно так:

Найти функцию, которая среди всех функций, удовлетворяющих требова-

нию

y(a) = A, y(b) = B, (3.2)

доставляет функционалу (3.1) экстремум.

В этой задаче A и B — заданные числа. Заметим,что задача вариационного

исчисления будет далее рассматриваться в локальнойпостановке. Это означа-

ет, что возможный экстремум функционала I[y], т. е. функция y(x), является

минимумом или максимумом только в некоторой окрестности функции y(x),
иными словами — только среди функций, достаточно близких к y(x). Если эта

близость измеряется для непрерывных функций y(x) и y1(x) числом (нормой)

‖y−y1‖C[a,b] = max
x∈[a,b]

|y(x)−y1(x)| ,

то в этом случае говорят, о сильном экстремуме, если же окрестность функции

y(x) определяется малостью величины

‖y−y1‖C1[a,b] =
∥

∥y′ −y′
1

∥

∥

C[a,b] +‖y−y1‖C[a,b] ,

то в этом случае говорят о слабом экстремуме. Задача нахождения слабого экс-

тремума несколько легче, и далее в тексте слово «экстремум» следует пони-

мать как «слабый экстремум». Символ ‖.‖ будем считать сокращением Для

‖.‖C1[a,b].

Пример простейшей задачи вариационного исчисления.

Найти функцию y = f (x), x ∈ [a,b], принимающую на концах отрезка

[a,b] заданные значения f (a) = A, f (b) = B, график которой при вращении

вокруг оси Ox даст поверхность с наименьшей площадью.
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Используя формулу из математического анализа для площади поверхно-

сти тела вращения, эту задачу можно переформулировать так: среди функций

y(x), непрерывных на [a,b] вместе со своими производными, найти ту, которая

доставляет минимум функционалу

S[y] = 2π

b
∫

a

y
√

1+y′2dx, y(x) > 0 на [a,b]

при условиях

y(a) = A, y(b) = B.

Условия y(a) = A, y(b) = B называются краевыми условиями. В задачах

вариационного исчисления они могут быть и другими, например,

α1y(a)+β1y
′(a) = A (3.3)

α2y(b)+β2y
′(b) = B. (3.4)

Условия такого типа, не связывающие между собой значения функции и ее про-

изводных в разных точках, называются локальными.

3.2 Вариация функционала.

Уравнения Эйлера. Экстремали.

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления (3.1–3.2) для

функционала I[y]. Пусть y(x) — функция его области определения, h(x) функ-

ция с конечной нормой

‖h‖ = ‖h‖C1[a,b],

удовлетворяющая условиям h(a) = h(b) = 0. Тогда y(x) +h(x) — снова функ-

ция из области определения I[y] и имеет смысл приращение

∆I[y] = I[y+h]− I[y]

функционала I[y], соответствующее h.

Определение. Если для приращения∆I[y] функционала имеет место пред-

ставление

∆I[y] = L[h]+o(||h||),
с линейным непрерывным функционалом L[h], то I[y] называется дифферен-

цируемымна функции y(x), и L[h] называется его (первой) вариацией. ∗

∗Напомним,что линейность означает выполнение равенства L[c1h1 +c2h2] = c1L[h1]+
c2L[h2] для любых приращений h1 и h2 и любых постоянных c1 и c2.
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Можно показать, что для дифференцируемого функционала вариация един-

ственна. Она обозначается δy[h].
Необходимое условие экстремума. Если функция y(x) доставляет функ-

ционалу I[y] экстремум, то δy[h] = 0 для любого приращения h.

Пример. I[y] =

b
∫

a

(y2 +y′2)dx, y(a) = A, y(b) = B.

Приращение ∆I[y] =

b
∫

a

(

(y+h)2 + (y+h)′2
)

dx−

b
∫

a

(y2 +y′2)dx =

= 2

b
∫

a

(yh+y′h′)dx+

b
∫

a

(

h2 +h′2)dx = 2

b
∫

a

yhdx+2y′(x)h(x)

∣

∣

∣

∣

b

a

−

−2

b
∫

a

y′′hdx+ o(‖h‖) = 2

b
∫

a

(y−y′′)hdx+o(‖h‖).

Таким образом, рассматриваемый функционал имеет вариацию

δy[h] = 2

b
∫

a

(

yh+y′h′)dx

для любой функции y(x) области определения. Если же эта функция имеет

вторую производную, то

δy[h] = 2

b
∫

a

(

y−y′′)hdx

Необходимое условие экстремума переписывается для такой функции в ви-

де дифференциального уравнения y−y′′ = 0.

Теорема 1. Если y(x) - функция, доставляющая экстремум функционалу

I[y] =

b
∫

a

F(x,y,y′)dx при условиях (3.2) (или, более общо, (3.3)), а F - два-

жды дифференцируемая функция своих аргументов и
∂2F

∂y′2 6= 0, то y(x) два-

жды дифференцируема и удовлетворяет уравнению Эйлера

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′ (x,y,y′)
)

= 0 (3.5)
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Решения уравнения Эйлера (3.4) называются экстремалями. Частные слу-

чаи.

1. F зависит только от y′. Уравнение Эйлера —
d

dx

(

∂F

∂y′ (y
′)
)

= 0, или

F′′ (y′)y′′ = 0.

Так как F′′ (y′) 6= 0, то y′′ = 0. Экстремали могут быть только функциями

y = c1x+ c2, где c1 и c2 - постоянные.

2. F = F(x,y′), то есть F не зависит от y. Уравнение Эйлера
d

dx

(

∂F

∂y′

)

= 0,

что равносильно уравнению первого порядка
∂F

∂y′ = c1, где c1 - произвольная

постоянная.

3. F = F(y,y′). Если уравнение Эйлера (3.4) умножить на y′, то получим

y′ ∂F

∂y
−
(

∂2F

∂y∂y′ y
′2 + ∂2F

∂y′2 y
′y′′
)

= 0

Это уравнение можно записать в виде
d

dx

(

F−y′ ∂F

∂y′

)

= 0,

которое равносильно уравнению первого порядка

F−y′ ∂F

∂y′ = c1, (3.6)

c1 - произвольная постоянная.

Пример. Вернемся к рассмотренному ранее примеру функционала

S[y] = 2π

b
∫

a

y
√

1+y′2dx.

Найдем вид экстремалей этого функционала, используя уравнение (3.5)

y
√

1+y′2 − yy′2
√

1+y′2
= c1,

или, что то же самое,
y

√

1+y′2
= c1. (3.7)

Проще всего найти решение этого уравнения в параметрическом задании,

положив y′ = sh t. Тогда из уравнения (3.6) y = c1 ch t. Далее:
dx

dt
= dx

dy

dy

dt
=

c1

y′ sh t = c1, откуда x = c1t+ c2. Таким образом

{

x = c1t+ c2;
y = c1 ch t.

или

y = c1 ch
x− c2

c1
.
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Задачи

Найти общий вид экстремалей функционалов, предполагая краевые усло-

вия локальными.

3.2.1.

b
∫

a

(

y+ 1+x2

2
y′ +x2y′2

)

dx, 0 < a < b.

3.2.2.

1
∫

0

(

y+2xy′ +y′2)dx, y(0) = y0, y(1) = y1.

3.2.3.

b
∫

a

(

y′2 −4y2
)

dx.

3.2.4.

b
∫

a

(

e2y +2y′2)dx.

3.2.5.

b
∫

a

1+y2

y′ dx.

3.2.6.

b
∫

a

(

y2 −2y cosx−y′2)dx.

3.2.7.

b
∫

a

√

1+y′2

y
dx.

3.2.8.

b
∫

a

(

x2y′2 +12y2
)

dx, 0 < a < b.

Ответы: 3.2.1: y = 1

x

(

1

4
+ c1

)

+ 1

2
lnx− x

4
+ c2;

3.2.2: y = −x2

4
+x

(

y1 −y0 + 1

4

)

+ y0; 3.2.3: y = c1 cos2x+ c2 sin2x;

3.2.4: y = lnc − lncos(cx+ c1);
3.2.5: y = tg(cx+ c1); 3.2.6: y = c1 cosx+ c2 sinx +x

2
sinx;

3.2.7: y = ±
√

c1 − (x+ c2)2; 3.2.8: y = c1x
3 + c2

x4 .
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3.3 Уравнение Якоби. Достаточные условия

экстремума функционала.

Достаточные условия экстремума рассмотрим только для простейшей зада-

чи вариационного исчисления,т.е.задачи отыскания экстремумов функциона-

ла

I[y] =

b
∫

a

F(x,y,y′)dx (3.8)

при краевых условиях

y(a) = A, y(b) = B, (3.9)

Предположим,что функция F имеет непрерывные частные производные до

третьего порядка, y(x) — экстремаль функционала (3.1), удовлетворяющая кра-

евым условиям (3.2).

Определение. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка для

функции u(x)
(

∂2F

∂y2 − d

dx

(

∂2F

∂y∂y′

))

u− d

dx

(

∂2F

∂y′2 u
′
)

= 0 (3.10)

называется уравнением Якоби.

Пусть u(x) — решение уравнения Якоби,удовлетворяющее условиям u(a) =
0; u′(a) = 1.

Определение. Точка x0 ∈ (a,b] называется сопряженной, если u(x0) = 0.

Исследовать характер экстремали y(x) простейшей задачи вариационного

исчисления можно с помощью следующей теоремы:

Теорема 2.

1. Если экстремаль y(x) доставляет минимум (максимум) функционалу

(3.1) при краевых условиях (3.2), то

1)
∂2F

∂y′2

(

x,y(x),y′(x)
)

> (6)0 для всех x ∈ [a,b];

2) на интервале (a,b) нет сопряженных точек.

2. Если для экстремали y(x) функционала (3.1) при краевых условиях (3.2)

1)
∂2F

∂y′2

(

x,y(x),y′(x)
)

> (<)0 для всех x ∈ [a,b];

2) на промежутке (a,b] нет сопряженных точек, то y(x) доставляет мини-

мум (максимум) функционалу (3.1).
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Пример. Исследовать на экстремум однопараметрическое семейство функ-

ционалов

Iλ[y] =

π
∫

0

(

y′2 +λy2)dx; y(0) = y(π) = 0.

Решение. Экстремали этого функционала являются решениями уравне-

ния Эйлера 2λy−2y′′ = 0. Возможны случаи:

1) λ = k2, k 6= 0. Общее решение уравнения Эйлера y = c1e
kx + c2e

−kx.

Краевые условия равносильны системе уравнений
{

c1 + c2 = 0;

c1e
kπ+ c2e

−kπ = 0
с определителем∆= −2shkπ. Приk 6= 0 ∆ 6=

0, поэтому y ≡ 0 — единственная экстремаль. Уравнение Якоби имеет вид

2λu−2u′′ = 0. Его общее решение u = c1e
kx + c2e

−kx. Начальным условиям

u(0) = 0; u′(0) = 1 удовлетворяет функция u(x) = 1

k
shkx.

На промежутке (0,π] u(x) 6= 0, поэтому сопряженных точек нет и, так как
∂2F

∂y′2 = 2 > 0, то y ≡ 0 дает минимум функционалу.

2) λ = 0. В этом случае y ≡ 0 тоже единственная экстремаль. Решение

уравнения Якоби u′′ = 0 с начальными условиями u(0) = 0; u′(0) = 1 имеет

вид u = x. Сопряженных точек нет, y ≡ 0 — минимум функционала.

3) λ = −k2, k > 1. Решение уравнения Якоби с начальными условиями

u(0) = 0; u′(0) = 1 имеет вид u(x) = 1

k
sinkx.

Так как k > 0, то на промежутке (0,π) есть сопряженные точки. В соот-

ветствии с 1-й частью теоремы 3.2 любая экстремаль не дает функционалу ни

минимума, ни максимума.

4) λ = −k2, 0 < k < 1. Единственное решение уравнения Эйлера, удовле-

творяющее краевым условиям y ≡ 0. Решение уравнения Якоби

u(x) = 1

k
sinkx 6= 0 на (0,π]. Поэтому, в соответствии с теоремой (3.2) экстре-

маль y ≡ 0 дает минимум функционалу.

5) ∆ = −1. Экстремалями функционала

I[y] =

π
∫

0

(

y′2 −y2)dx

являются функции y = c sinx,c - произвольная постоянная. Средствами ма-

тематического анализа, выходящими за рамки рассматриваемой темы, можно
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доказать неравенство
π
∫

0

y′2dx>

π
∫

0

y2dx

для произвольных функций, удовлетворяющих условиям y(0) = y(π) = 0. На

экстремалях неравенство (3.8) переходит в равенство,следовательно функцио-

нал I[y] достигает на экстремалях своего минимального значения.

Задачи

Исследовать на экстремум функционалы

3.3.1.

ln2
∫

0

(

y′2 +3y2
)

e2xdx; y(0) = 0, y(ln2) = 15

8
.

3.3.2.

T
∫

0

(

y′2 +y2 −4sinx
)

e2xdx; y(0) = 0, y(T) = y1.

3.3.3.

2
∫

1

x2y′2dx; y(1) = 3, y(2) = 1.

3.3.4.

6
∫

0

(

2xy−y′2)dx; y(0) = y(6) = 1.

3.3.5.

2
∫

0

(

xy′ +y′2)dx; y(0) = 1, y(2) = 0.

3.3.6.

a
∫

0

(

y′2 +2yy′ −16y2
)

dx; a > 0, y(0) = y(a) = 0.

3.3.7.

2
∫

1

y′ (1+x2y′)dx; y(1) = 3, y(2) = 5.

3.3.8.

2
∫

−1

y′ (1+x2y′)dx; y(−1) = y(2) = 1.
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3.3.9.

π/4
∫

0

(

4y2 +8y−y′2)dx; y(1) = −1, y(
π

4
) = 0.

3.3.10.

2
∫

0

(

x2y′2 +12y2
)

dx; y(0) = 1, y(2) = 8.

3.3.11.

1
∫

0

(

y′2 +y2 +2ye2x
)

dx; y(0) = 1

3
, y(1) = e2

3
.

3.3.12.

π/4
∫

0

(

y2 −y′2 +6y sin2x
)

dx; y(0) = 0, y(
π

4
) = 1.

3.3.13.

2
∫

1

x3

y′2dx; y(0) = 1, y(2) = 4.

3.3.14.

3
∫

1

(

12xy+y′2)dx; y(1) = 0, y(3) = 26.

3.3.15.

2
∫

0

(

y2 +y′2 −2xy
)

dx; y(0) = 0, y(2) = 3.

Ответы: 3.3.1: y = ex − e−3x, минимум. 3.3.2: y = y1 − sinT

shT
shx+ sinx,

минимум. 3.3.3: y = 4

x
− 1, минимум. 3.3.4: y = x3

6
+ 6x+ 1, максимум.

3.3.5: 1) 0 < a <
π

4
, y ≡ 0, минимум; y = −x2

4
+ 1, минимум. 3.3.6: 2) a >

π

4
: экстремума нет. 3.3.7: y = 7 − 4

x
, минимум. 3.3.8: y ≡ 1, минимум. 3.3.9:

y = sin2x−1, максимум. 3.3.10: y = x3, минимум. 3.3.11: y =
e2x

3
, минимум.

3.3.12: y = sin2x, максимум. 3.3.13: y = x2, минимум. 3.3.14: y = x3 − 1,

максимум. 3.3.15: y = shx

sh2
+x, минимум.
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3.4 Функционалы, зависящие от производных

высших порядков.

Рассмотрим функционал вида

I[y] =

b
∫

a

F(x,y,y′ , . . . ,y(n))dx (3.11)

В простейшем случае экстремум этого функционала ищут на множестве

функций, удовлетворяющих краевым условиям вида

y(k)(a) = Ak, y(k)(b) = Bk, k = 0,1, . . . ,n−1. (3.12)

Замечание. В более общем случае рассматривается 2n краевых условий,

связывающих значения функции y(x) и ее производных порядка, меньшего,

чем 2n в точках a и b.

Теорема 3.Если функция y(x) доставляет экстремум функционалу (3.9)

при условиях (3.10) (или более общих, как в замечании локальных условиях),

то она является решением дифференциального уравнения Эйлера-Пуассона

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)

+ d2

dx2

(

∂F

∂y′′

)

− . . .+ (−1)n
dn

dxn

(

∂F

∂y(n)

)

= 0. (3.13)

Решения уравнения (3.11) называются экстремалями функционала (3.9).

Пример. Найти экстремали функционала

I[y] =

1
∫

0

(

y2 +y′′2)dx

при условиях y(0) = y′(0) = 1, y(1) = 0, y′(1) = 2.

Решение. Составим уравнение Эйлера-Пуассона 2y+2yIV = 0.

Его общее решение

y = e

x
√

2
(

c1 cos
x

√
2

+ c2 sin
x

√
2

)

+ e

x
√

2
(

c3 cos
x

√
2

+ c4 sin
x

√
2

)

.

Значения c1 – c4 находят из краевых условий. Предлагаем сделать это са-

мостоятельно.
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Задачи

Найти экстремали функционалов.

3.4.1.

b
∫

a

(

4y2 +5y′2 +y′′2)dx; y(a) = A0, y′(a) = A1, y(b) = B0,

y′(b) = B1.

3.4.2.

1
∫

0

(

2xy+y′′′2)dx; y(k)(i) = 0, i = 0,1; k = 0,1,2.

3.4.3.

π/2
∫

0

(

4y2 −5y′2 +y′′2)dx; y(0) = 3, y′(0) = 4, y
(

π

2

)

= 1,

y′
(

π

2

)

= −4.

3.4.4.

b
∫

a

(

yy′ +y′2 +y′y′′ +y′′2)dx; y(a) = A0, y′(a) = A1,

y(b) = B0, y′(b) = B1.

3.4.5.

b
∫

a

(

16y2 −y′′2 +x2
)

dx; y(a) = A0, y′(a) = A1, y(b) = B0,

y′(b) = B1.

3.4.6.

b
∫

a

(

y′′2 +y2 −2y′2 −2y sinx
)

dx; y(a) = A0, y′(a) = A1,

y(b) = B0, y′(b) = B1.

3.4.7.

b
∫

a

(

y′′′2 +y2 −2y′2 −2yx3
)

dx; y(a) = A0, y′(a) = A1,

y(b) = B0, y′(b) = B1.

Ответы: 3.4.1: y = c1e
x + c2e

−x + c3e
2x + c4e

−2x.

3.4.2: y = 1

5040

(

x7 −6x5 +8x4 −3x3
)

. 3.4.3: y = 2(cosx+sinx)+cos2x+
sin2x. 3.4.4: y= c1 +c2x+c3x

2 +c4x
3. 3.4.5: y= c1e

2x+c2e
−2x+c3 cos2x+

c4 sin2x. 3.4.6: y = (c1 + c2x)cosx + (c3 + c4x) sinx− x2 sinx

4
. 3.4.7: y =
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c1e
x + c2e

−x + e

π

2

(

c3 cos
√

3

2
x+ c4 sin

√
3

2
x

)

+

+e
−
π

2

(

c5 cos
√

3

2
x+ c6 sin

√
3

2
x

)

+x3.

3.5 Функционалы, зависящие от нескольких функций.

Рассмотрим функционал вида

I[y1,y2, . . . ,yn] =

b
∫

a

F(x,y1,y2, . . . ,yn,y′
1,y′

2, . . . ,y′
n)dx (3.14)

зависящий от функций y1(x),y2(x), . . . ,yn(x), которые принимают на концах

промежутка [a,b] заданные значения (простейшие краевые условия).

Теорема 4. Если набор функций y1(x),y2(x), . . . ,yn(x) доста вляет функ-

ционалу (3.12) экстремум, то этот набор является решением системы дифферен-

циальных уравнений Эйлера
∂F

∂yi
− d

dx

(

∂F

∂y′
i

)

= 0, i = 1,2, . . . ,n.

Решения системы Эйлера называют,как и в предыдущих случаях, экстре-

малями функционала.

Пример. Найти экстремали функционала

I[y1,y2] =

b
∫

a

√

1+y′2
1 +y′2

2 dx

при простейших краевых условиях.

Решение. Составим систему уравнений Эйлера.
d

dx

y′
i

√

1+y′2
1 +y′2

2

= 0, i = 1,2.

Эти уравнения можно один раз проинтегрировать:
y′
i

√

1+y′2
1 +y′2

2

= ki, i = 1,2; ki,— постоянные.

Если эту систему разрешить относительно y′
1 и y′

2, то решение будет иметь

вид y′
1 = c1, y′

2 = c2 с произвольными постоянными c1 и c2. Общее решение

этой простейшей системы дифференциальных уравнений y1 = c1x+ c2, y2 =
c3x+ c4. Это общий вид экстремалей. Значения постоянных c1 – c4 находятся

из краевых условий.

64



Аналогично находятся — из системы уравнений Эйлера-Пуассона — экстре-

мали функционалов, зависящих от производных высших порядков нескольких

функций одной переменной x ∈ [a,b].

Задачи

Найти решения системы уравнений Эйлера-Пуассона для функционалов.

3.5.1.

b
∫

a

(

2y1 cosx+2y2
2 +2y′

1y
′
2 +y′2

1 −y′2
2

)

dx.

3.5.2.

b
∫

a

(

2y1y2 +y′2
1 +y′2

2

)

dx.

3.5.3.

b
∫

a

(

y2
1 +

(

y1y
′
2 +y′

1y2
)

sin
(

y1y2 −y′2
1 +y′2

2

))

dx.

3.5.4.

b
∫

a

(

2yz−2y2 +y′2 −z′2)dx.

Ответы: 3.5.1: y1 = −x

2
sinx−cosx−c1 cosx−c2 sinx+c3x+c4, y2 =

−x

2
sinx+c1 cosx+c2 sinx. 3.5.2: y1 = c1e

x+c2e
−x+c3 cosx+c4 sinx, y2

= c1e
x+c2e

−x−c3 cosx−c4 sinx. 3.5.3: y1 = c1 cosx+c2 sinx, y2 = c3x+c4.

3.5.4: y = (c1x+ c2)cosx+ (c3x+ c4)sinx, z = 2y+y′′ = . . .

3.6 Условный экстремум. Изопериметрическая задача.

Рассмотрим функционал (3.12)

I[y1,y2, . . . ,yn] =

b
∫

a

F(x,y1,y2, . . . ,yn,y′
1,y′

2, . . . ,y′
n)dx

Задача нахождения экстремумов этого функционала на множестве функ-

ций, принимающих заданные значения в точках а и & при дополнительных

условиях
b
∫

a

Gk(x,y1,y2, . . . ,yn,y′
1,y′

2, . . . ,y′
n)dx = ck, k = 1,2, . . . ,m (3.15)
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является разновидностью задач на условный экстремум и называется изопери-

метрической задачей.

Теорема 5. Если набор функций y1(x), y2(x), . . . , yn(x) доставляет экстре-

мум изопериметрической задаче,то существуют такие постоянные λ1, λ1,. . .,λn,

что набор y1(x), y2(x), . . . , yn(x) является экстремалью функционала (то есть

экстремалью задачи безусловного экстремума)

I∗[y1,y2, . . . ,yn] =

b
∫

a

(

F+
m
∑

k=1

λkGk

)

dx.

Функция Φ= F+
m
∑

k=1

λkGk называется функцией Лагранжа,

λ1, λ1,. . .,λn — множителями Лагранжа, I∗ — функционал Лагранжа.

Пример. Найти экстремали функционала I[y] =

1
∫

0

y′2dx

при граничных условиях y(0) = y(1) = 0 и условии

1
∫

0

xydx = 1

3
.

Решение. Составим функционал Лагранжа

I∗[y] =

1
∫

0

(

y′2 +λxy
)

dx.

Его экстремали находим из уравнения Эйлера λx−2y′′ = 0;

y = λ

12
x3 + c1x+ c2.

Из условий y(0) = y(1) = 0 находим: c2 = 0, c1 = − λ

12
.

Следовательно, y = λ

12

(

x3 −x
)

. Значение λ найдем из дополнитель-

ного условия

1
∫

0

xydx = 1

3
:

λ

12

1
∫

0

(

x4 −x2
)

dx = λ

12

(

1

5
− 1

3

)

= 1

3
.

Отсюда λ = −30. Единственная экстремаль

y = 5

2

(

x−x3) .
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Задачи

Найти экстремали функционалов.

3.6.1.

1
∫

0

y′2dx, y(0) = y(1) = 1,

1
∫

0

ydx = 0.

3.6.2.

π
∫

0

y sinxdx, y(0) = y(π) = 0,

π
∫

0

y′2dx = π

2
.

3.6.3.

1
∫

−1

ydx, y(−1) = y(1) = 0,

1
∫

−1

√

1+y′2dx = π.

3.6.4.

1
∫

0

y′2dx, y(0) = 0, y(1) = 2,

1
∫

0

y2dx = 4.

3.6.5.

1
∫

0

y′
1y

′
2dx, (y1(0),y2(0)) = (0,0), (y1(1),y2(1)) = (1,2),

1
∫

0

yidx = 0, i = 1,2.

3.6.6.

1
∫

0

(

y′2
1 +y′2

2

)

dx, (y1(0),y2(0)) = (y1(1),y2(1)) = (0,0),

1
∫

0

y1y2dx = −2.

3.6.7.

1
∫

0

(

y′2 +x2
)

dx, y(0) = y(1) = 0,

1
∫

0

y2dx = 2.

3.6.8.

b
∫

a

y′2dx,

1
∫

0

ydx = a.
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3.6.9.

1
∫

0

(

y′2 +z′2 −4xz−4z
)

dx, y(0) = z(0) = 0,

y(1) = z(1) = 1,

1
∫

0

(

y′2 −xy′ −z′2)dx = 2.

Ответы: 3.6.1: y = 3x−12x2 +10x3. 3.6.2: y = ±sinx.

3.6.3: y = ±
√

1−x2. 3.6.4: y = 2
shx

sh1
. 3.6.5: y1 = 3x2 − 2x, y2 = 6x2 − 4x.

3.6.6:y1 = 2sinkπx,y2 = −2sinkπx,k= 0,±1,±2, . . . 3.6.7: y= ±2sinkπx,

n = 0,±1,±2, . . . 3.6.8: y = λx2 + c1x+ c2, константы находятся из краевых

и изопериметрического условий. 3.6.9: y = −5

2
x2 + 7

2
x, z = x.

3.7 Вариационная задача с подвижными границами.

В простейшей задаче вариационного исчисления краевые условия y(a) =
A и y(b) = B геометрически означают, что точки графика функции y(x) фик-

сированы. Если же условия задачи таковы, что концы графика искомой функ-

ции — экстремали вариационной задачи — могут перемещаться вдоль заданных

линий, то мы приходим к задаче с подвижными границами: найти экстремум

функционала

I[y] =

x1
∫

x0

F(x,y,y′)dx, a6 x0 6 x1 6 b (3.16)

при условиях

y(x0) = φ0(x0), y(x1) = φ1(x1), (3.17)

где φ0(x) и φ1(x) — заданные функции.

Теорема 6. Если функция y(x) доставляет экстремум задаче с подвижны-

ми границами, то она является решением уравнения Эйлера
∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′ (x,y,y′)
)

= 0

на промежутке (x0,x1), а на концах этого промежутка выполнены условия

трансверсальности:

F+ (φ0 −y′)
∂F

∂y′ = 0 при x = x0;

F+ (φ1 −y′)
∂F

∂y′ = 0 при x = x1.
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Замечание 1. Если один из концов, например, левый, закреплен, то есть

y(a) = A — заданное значение, то x0 = a и первого условия трансверсальности

нет.

Замечание 2. Если какому-либо концу графика функции y(x), например,

правому, разрешены перемещения по вертикальной прямой, то x1 = b, а соот-

ветствующее (в данном случае второе) условие трансверсальности переписыва-

ется так:
∂F

∂y′ = 0 при x = b.

Пример. Найти кратчайшее расстояние от точки A(7,0) до параболы

y = −x2 −x.

Решение. Пусть y(x) — функция, вдоль графика которой определяется рас-

стояние от точки А до параболы, точнее до точки (x0,y(x0)) на параболе. Рас-

стояние вычисляется по формуле для длины кривой

r[y] =

7
∫

x0

√

1+y′2dx

при условиях y(x0) = −x2
0 −x0, y(7) = 0.

Таким образом, чтобы найти искомое минимальное расстояние, достаточно

решить вариационную задачу с одним закрепленным концом и одним — по-

движным.

Уравнение Эйлера для экстремали
d

dx

y′
√

1+y′2
= 0,

откуда y′ = c1 = const, y = c1x+ c2. То есть наименьшее расстояние, как и

следовало ожидать, следует искать по прямой. Условие трансверсальности
√

1+y′2 +
(

−2x−1−y′) y′
√

1+y′2
= 0 при x = x0,

откуда
√

1+ c2
1 − (2x0 +1+ c1)

c1
√

1+ c2
1

= 0,

или
1− (1+2x0)c1 = 0.

Вместе с краевыми условиями y(7) = 0 и y(x0) = −x2
0 −x0 получим си-

стему уравнений










1− (1+2x0)c1 = 0;

7c1 + c2 = 0;

c1x0 + c2 = −x2
0 −x0.

(3.18)
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Решая эту систему, находим c1 = 1

3
, c2 = −7

3
, x0 = 1. Точка на параболе,

расстояние до которой минимально, B(1;−2). Это расстояние равно 2
√

10.

Заметим, что поставленную задачу можно было бы решать и без привле-

чения средств вариационного исчисления, а обычными средствами элементар-

ного математического анализа. При этом параметры искомого отрезка прямой

y = c1x+ c2 от точки A до точки B(x0,−x2
0 −x0) на параболе должны удо-

влетворять второму и третьему уравнениям системы (3.16). Геометрически оче-

видно требование перпендикулярности искомого отрезка прямой и касатель-

ной, проведенной к параболе в точке B. Это требование перпендикулярности

c1 (1+2x0) = 1 совпадает с условием трансверсальности — первым уравнени-

ем системы (3.16). Так мы приходим к той же системе уравнений относительно

c1, c2 и x0 и тому же решению поставленной задачи.

Пример. Найти наименьшее значение функционала

I[y] =

1
∫

0

(

y2 +y′2)dx при единственном ограничении y(0) = 1.

Решение. Отсутствие второго краевого условия означает, что правый конец

графика функции y(x) может скользить по вертикали x= 1. Уравнение Эйлера

2y−2y′′ = 0.

Его общее решение y = c1e
x + c2e

−x. Условие трансверсальности
∂F

∂y′ = 0 при x = 1,

то есть y′(1) = 0, или c1e− c2e
−1 = 0. Вместе с заданным краевым условием

y(0) = 1 это дает систему уравнений относительно c1 и c2
{

c1 + c2 = 1;

c1e− c2e
−1 = 0.

Решая ее, находим искомую экстремаль

y = ex

e2 +1
+ e2−x

e2 +1
= ch(x−1)

ch1
.

Задачи

Найти экстремали данных функционалов при заданных условиях на кон-

цах.

3.7.1.

1
∫

0

y′2dx, y(0) = 0, y(x1)+x1 +1 = 0. Ответ: y = −2x, x1 = 1.
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3.7.2.

x1
∫

0

(

−2y+y′2)dx, y(0) = 0, y(x1) = 2. Ответ: y = −2x, x1 = 1

3.7.3.

x1
∫

0

√

1+y′2dx, y(0) = 0, x1 −y(x1) = 1. Ответ: y = −x, x1 = 1

2
.

3.7.4.

x1
∫

0

y′2dx, y(0) = 0, y2(x1)−x2
1 = 1. Ответ: y = ±

√
2x, x1 = 1.

3.7.5.

x1
∫

0

√

1+y′2

y
dx, y(0) = 0, (x1 −9)2 +y2(x1) = 9.

Ответ: y = ±
√

8x−x2.
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