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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f � çàêîí (ïðàâè-

ëî) ïî êîòîðîìó êàæäîé ïàðå ÷èñåë (x; y) èç íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà U ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷à-

åòñÿ f (x, y). Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäå-

ëåíèÿ ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ D(f ).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U � óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ÷èñåë.

Ïðèìåð

V (r, h) = πr2h, U = {(r, h)|r, h ∈ R, r > 0, h > 0}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îá îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íè÷åãî íå ñêàçà-

íî, òî áåð¼òñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ÷èñåë ïðè êîòîðûõ ôîðìóëà,

çàäàþùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èìååò ñìûñë � åñòåñòâåííàÿ îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð

Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: z(x, y) =
√
ln(x2 + 2y − 1).

Ðèñ. 1. Îáëàñòü îïðåäååëåíèÿ ôóíêöèè z(x, y) =
√

ln(x2 + 2y − 1)
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1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÍÃÒÓ

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè � àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëà-

åòñÿ â ñëó÷àå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Â ñëó÷àå ôóíêöèé òð¼õ è áîëåå ïåðåìåííûõ âñå îïðåäåëåíèÿ

àíàëîãè÷íû.

Ðèñ. 2. Ëèíèè îäèíàêîâîãî óðîâíÿ ôóíêöèè z(x, y) =
x2

4
− y2

9

Ðèñ. 3. Èçîìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ôóíêöèè z(x, y) =
x2

4
− y2

9
(ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä)
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1.2 Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0 áóäåì ïîíè-

ìàòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê M , íå ñîâïàäàþùèõ ñ M0, ðàñ-

ñòîÿíèå äî êîòîðûõ îò òî÷êè M0 ìåíüøå δ (δ > 0), ò. å.

0 < |MM0| < δ.

Òàêèì îáðàçîì â R2 δ-îêðåñòíîñòü � êðóã ðàäèóñà δ áåç ãðà-

íèöû è ñ âûêîëîòûì öåíòðîì M0, â R
3 δ-îêðåñòíîñòü � øàð

ðàäèóñà δ áåç ãðàíèöû è ñ âûêîëîòûì öåíòðîì M0.

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êó áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé òî÷-

êîé îáëàñòè, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ýòîé îáëàñòè, âìåñòå

ñî âñåìè òî÷êàìè êàêîé-ëèáî ñâîåé îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà � ëþáàÿ å¼ δ-îêðåñò-

íîñòü ñîäåðæèò êàê âíóòðåííèå òî÷êè, òàê è òî÷êè íå ïðè-

íàäëåæàùèå îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî U çàìêíóòî, åñëè îíî ñîäåð-

æèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî òî÷åê íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, åñëè ñóùåñòâóåò øàð (êðóã) êîíå÷íîãî ðàäèóñà ñ öåí-

òðîì â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà, êîòîðûé ïîëíîñòüþ ñîäåð-

æèò äàííîå ìíîæåñòâî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íà-

çûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì.

Ïóñòü f (x, y)� âíóòðåííÿÿ èëè ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îáëàñòèD(f )

äëÿ z = f (x, y).

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ f (x, y) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-

ëîé ïðè ñòðåìëåíèè M(x; y) → M(x0; y0), åñëè äëÿ ∀ ε > 0 ∃
δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè M0, ÷òî |f (M)| < ε äëÿ ∀ òî÷êè M èç

ýòîé îêðåñòíîñòè è åñëè M ∈ D(f ).

6



1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÍÃÒÓ

Îïðåäåëåíèå 8. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè

z = f (x, y) ïðè ñòðåìëåíèè (x; y) → (x0; y0), åñëè äëÿ ∀ ε > 0

∃ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0; y0) (δ = δ(ε) > 0), ÷òî ∀ (x; y)

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < ρ < δ ⇒

|f (x, y)− A| < ε: lim
(x;y)→(x0;y0)

f (x, y) = A.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî îí íå

çàâèñèò îò ïóòè, ïî êîòîðîìó M ñòðåìèòñÿ ê M0 (÷èñëî òàêèõ

íàïðàâëåíèé áåñêîíå÷íî; äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé x→ x0
ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì: ñïðàâà è ñëåâà!)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñî-

ñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî ε > 0, íàéäåòñÿ

δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè M0(x0; y0), ÷òî âî âñåõ å¼ òî÷êàõ M(x; y),

îòëè÷íûõ îò M0, àïïëèêàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïîâåðõíî-

ñòè z = f (x; y) îòëè÷àþòñÿ îò ÷èñëà A ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì

íà ε.

Ïðèìåðû

1) lim
(x;y)→(0;0)

ln(1− x2 − y2)√
x2 + y2

= |x2+ y2 = ρ, (x; y) → (0; 0), ρ→ 0|;

2) lim
(x;y)→(0;0)

1− cos(x2 + y2)

(x2 + y2)x2y2
.

Âî âòîðîì ïðåäåëå çíà÷åíèå çàâèñèò îò ïóòè: φ � ïðåäåë íå

ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ f (x, y) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé

â òî÷êå M0(x0; y0), åñëè ñóùåñòâóåò lim
(x;y)→(x0;y0)

f (x, y) = A è

f (x0; y0) = lim
(x;y)→(x0;y0)

f (x, y) = A.

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ f (x, y) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé

íà ìíîæåñòâå U ⊂ D(f ), åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé

òî÷êå ìíîæåñòâà U .
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Òåîðåìà 1 (Âåéåðøòðàññà). Åñëè ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ çà-

ìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì, à f íåïðåðûâíà íà U , òî f äîñòè-

ãàåò íà U ñâîèõ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé, ò. å.

∃M1 ∈ U èM2 ∈ U , ÷òî äëÿ ∀M ∈ U : f (M1) ≤ f (M) ≤ f (M2).

1.3 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

×àñòíûå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè

∆xf (x, y) = f (x +∆x, y)− f (x, y),

∆yf (x, y) = f (x, y +∆y)− f (x, y).

Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆f (x, y) = f (x +∆x, y +∆)− f (x, y).

Îïðåäåëåíèå 11. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
∆x→0

f (x +∆x, y +∆)− f (x, y)

∆x
, òî îí íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå M(x; y) è îáîçíà÷à-

åòñÿ:

lim
∆x→0

f (x +∆x, y)− f (x, y)

∆x
=
∂f

∂x
.

∂f

∂x
� Ëåéáíèö (Leibniz); f ′x � Ëàãðàíæ (Lagrang); Dxf � Êîøè

(Cauchy).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåí-

íîé y:

lim
∆y→0

f (x, y +∆y)− f (x, y)

∆y
=
∂f

∂y
.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè
∂f

∂x
ïåðåìåííàÿ y íå ïîëó÷àåò

ïðèðàùåíèÿ (ôèêñèðóåòñÿ) ⇒ y � ïîñòîÿííàÿ;
∂f

∂y
⇒ x � ïî-

ñòîÿííàÿ.
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1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÍÃÒÓ

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂f

∂x
= tgα,

∂f

∂y
= tg β,

çäåñü α � óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé ê ïëîñêîé êðèâîé:

z = f (x, y), y = const è îñüþ Ox; β � óãîë, îáðàçîâàííûé êàñà-

òåëüíîé ê ïëîñêîé êðèâîé: z = f (x, y), x = const è îñüþ Oy.

Ðèñ. 4. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé îñè.

Ïðèìåðû

Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé

1) f (x, y) = x2 − 3xy + y2;

2) f (x, y) = yxy−1;

3) f (x, y, z) = sin x + cos y + ez.
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ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1.4 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîë-
íûé äèôôåðåííöèàë

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè M(x; y), òîãäà ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå

M : ∆z = f (x +∆x, y +∆y)− f (x, y).

Îïðåäåëåíèå 12. Ôóíêöèÿ z = f (x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîé â òî÷êå M(x; y), åñëè å¼ ïîëíîå ïðèðàùåíèå â

ýòîé òî÷êå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆z = A ·∆x +B ·∆y + α ·∆x + β ·∆y,

ãäå α(∆x,∆y) → 0 è β(∆x,∆y) → 0 ïðè ∆x→ 0, ∆y → 0.

Ñóììà äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ A · ∆x + B · ∆y ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ãëàâíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 13. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèÿ

z = f (x, y), ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ∆x è ∆y íàçûâàåòñÿ ïîë-

íûì äèôôåðåíöèàëîì ýòîé ôóíêöèè è îáîçíà÷àåòñÿ dz:

dz = A ·∆x +B ·∆y.

Âûðàæåíèÿ A · ∆x è B · ∆y íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè äèôôå-

ðåíöèàëàìè. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y ∆x = dx è

∆y = dy ⇒ dz = A · dx +B · dy.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ z = f (x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-

êåM(x; y), òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, èìååò â íåé ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
è
∂z

∂y
, ïðè÷¼ì

∂z

∂x
= A,

∂z

∂y
= B.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M , òî

∆z = A ·∆x +B ·∆y + α ·∆x + β ·∆y.
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1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÍÃÒÓ

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò: lim
∆x→ 0
∆y → 0

∆z = 0. Ñëåäîâàòåëüíî

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå M . Ïîëîæèì ∆y = 0, ∆x ̸= 0:

∆xz = A ·∆x+α ·∆x. Îòñþäà ïðè ∆x→ 0 lim
∆x→0

∆xz

∆x
=
∂z

∂x
= A.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òî÷êå M ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ f ′y(x, y) =
∂z

∂y
= B.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî, ò. å. èç íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè èëè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå ñëåäó-

åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè. Òàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

z =
√
x2 + y2 íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0; 0).

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

dz =
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy èëè dz = dxz + dyz,

ãäå dxz =
∂z

∂x
dx, dyz =

∂z

∂y
dy � ÷àñòíûå äèôôåðåíöèàëû ôóíê-

öèè z = f (x, y).

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ z = f (x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå z′x, z
′
y â òî÷êå M(x; y), òî îíà äèôôåðåíöèðó-

åìà â ýòîé òî÷êå è å¼ ïîëíûé äèôôåðåíöèàë âûðàæàåòñÿ ôîð-

ìóëîé:

dz =
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy èëè dz = dxz + dyz.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ôóíêöèè y = f (x) îäíîé ïåðåìåííîé ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è

äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì å¼ äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ýòîé òî÷êå.

×òîáû ôóíêöèÿ z = f (x, y) áûëà äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-

êå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà èìåëà â íåé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà â òî÷êå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå.
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1.5 Ïðèìåíåíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà â ïðèáëèæ¼ííûõ âû-
÷èñëåíèÿõ

z(x, y) = z(x0, y0) + ∆z ≈ z(x0, y0) + dz =

= z(x0, y0) + z′x(x0, y0)∆x + z′y(x0, y0)∆y.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííî, çàìåíèâ ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíê-

öèÿ äèôôåðåíöèàëîì:

1) 3, 05 · 4, 01;

2) 1, 052,01;

3) ln
(√

4, 004 + 3
√
1, 006− 2

)
.

1.6 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
,
∂f

∂y
� ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x è

y, (x; y) ∈ D(f ), îíè ìîãóò èìåòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂2f

∂x2
= f ′′xx,

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂y∂x
= f ′′yx,

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x∂y
= f ′′xy,

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂2f

∂y2
= f ′′yy.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå 3-ãî, 4-ãî è ò. ä. ïî-

ðÿäêîâ, íàïðèìåð:

∂

∂x

(
∂2f

∂y∂x

)
=

∂3f

∂y∂x2
=
(
f ′′yx

)′
x
= f ′′′yxx = f ′′′yx2.
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Òåîðåìà 4 (Øâàðöà). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèè z = f (x, y),
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂x∂y
,
∂2f

∂y∂x
îïðåäåëåíû â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0);

2)
∂2f

∂x∂y
,
∂2f

∂y∂x
íåïðåðûâíû â òî÷êå (x0; y0).

Òîãäà
∂2f (x0; y0)

∂x∂y
=
∂2f (x0; y0)

∂y∂x
, òî åñòü ñìåøàííûå ïðîèçâîä-

íûå âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíû â êàæäîé òî÷êå, ãäå îíè íåïðåðûâ-

íû.

Òåîðåìà Øâàðöà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ èíäóêòèâíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè íåïðåðûâíû.

Òåì íå ìåíåå, óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ

îòíþäü íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì â òåîðåìå Øâàðöà.

Ïðèìåð Øâàðöà

f (x; y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
, x2 + y2 > 0

0, x = y = 0

⇒ ∂2f (0; 0)

∂x∂y
= −1 ̸= 1 =

∂2f (0; 0)

∂y∂x
Ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíû âñþäó êðî-

ìå òî÷êè (0; 0), â êîòîðîé è íàðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî ñìåøàííûõ

ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð

Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

1) z = sin(xy) + x4 − 2x3y + 5y5;

2) z = xy.
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1.7 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 5. Ïóñòü z = f (x, y) çàäàíà â îáëàñòè D è ïóñòü

x = x(t) è y = y(t) îïðåäåëåíû â îáëàñòè △, ïðè÷¼ì, êîãäà

t ∈ △, òî x è y ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D. Ïóñòü ôóíêöèÿ z

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0, z0), à ôóíêöèè x(t) è y(t)

äèôôåðåíöèðóåìû â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå t0, òî ñëîæíàÿ

ôóíêöèÿ z = f (x(t), y(t)) = F (t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 è

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

dz

dt
=
∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê z äèôôåðåíöèðóåìà ïî óñëîâèþ â òî÷êå (x0, y0), òî å¼

ïîëíîå ïðèðàùåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

∆z =
∂z

∂x
∆x +

∂z

∂y
∆y + α∆x + β∆y.

Ðàçäåëèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà ∆t, ïîëó÷èì:

∆z

∆t
=
∂z

∂x

∆x

∆t
+
∂z

∂y

∆y

∆t
+ α

∆x

∆t
+ β

∆y

∆t
.

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0 è ïîëó÷èì ôîðìóëó:

dz

dt
=
∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt
.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé ïðîèç-

âîäíîé.

Îáùèé ñëó÷àé: z = f (x, y), ãäå x = x(u, v), y = y(u, v). Òîãäà

z = f (x(u, v), y(u, v)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ u è v. Åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂u
,
∂z

∂v
ìîæíî íàéòè,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàôèêñèðîâàâ v, çàìåíÿåì â íåé
dz

dt
,
dx

dt
,
dy

dt
ñîîòâåòñòâóþùèìè
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÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
∂z

∂u
,
∂x

∂u
,
∂y

∂u
:

∂z

∂u
=
∂z

∂x
· ∂x
∂u

+
∂z

∂y
· ∂y
∂u

.

Àíàëîãè÷íî èìååì:

∂z

∂v
=
∂z

∂x
· ∂x
∂v

+
∂z

∂y
· ∂y
∂v

.

Ïðèìåðû

Íàéòè ïîëíûå ïðîèçâîäíûå:

1) z = euv, u = sin(t− 1), v = t2;

2) z = z(u, v, w) = u2 +
√
v + w, u = t2, v = et, w = cos 2t.

Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

3) z = uv, u = ln(x− y), v = e
x
y ;

4) z = uv, u = xy, v = sin(xy).

1.8 Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíîé ôóíêöèè

Íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-

íèåì: F (x, y) = 0.

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè).

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíû-

ìè ïðîèçâîäíûìè â êàêîé-íèáóäü îêðåñòíîñòè òî÷êèM0(x0, y0).

Åñëè F (x0, y0) = 0 è F ′
y(x0, y0) ̸= 0, òî óðàâíåíèå F (x, y) = 0 ïðè

çíà÷åíèÿõ x, áëèçêèõ ê x0 èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíî çà-

âèñÿùåå îò x ðåøåíèå y = φ(x) òàêîå, ÷òî φ(x0) = y0. Ôóíêöèÿ

φ(x) èìååò òàêæå íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ïðèìåðû

1) x2 + y2 = 16;
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2) x3y + ln y − x = 0, M(1; 1) � ôóíêöèÿ φ(x) ñóùåñòâóåò,

ôàêòè÷åñêè âûðàçèòü å¼ â âèäå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè îò x

íåëüçÿ, òàê êàê çàäàííîå óðàâíåíèå àëãåáðàè÷åñêè íåðàçðå-

øèìî îòíîñèòåëüíî y.

Íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0, ñâÿçûâàþùèì òðè ïåðåìåííûå âåëè÷èíû. Íà âî-

ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ôóíêöèè îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà, àíàëîãè÷íàÿ ïðèâåäåííîé âûøå.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y, z) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî

ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â êàêîé-íèáóäü îêðåñòíîñòè

òî÷êè M0(x0, y0, z0). Åñëè F (x0, y0, z0) = 0 è F ′
z(x0, y0, z0) ̸= 0,òî

óðàâíåíèå F (x, y, z) = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0)

èìååò åäèíñòâåííîå, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò x è y ðåøåíèå

z = φ(x, y) òàêîå, ÷òî φ(x0, y0) = z0. Ôóíêöèÿ φ(x, y) èìååò

òàêæå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â òî÷êå M0 ïðîèçâîäíàÿ F
′
z(x0, y0, z0) = 0,

à F ′
y(x0, y0, z0) ̸= 0, òî óðàâíåíèå F (x, y, z) = 0 ìîæåò íå îïðå-

äåëÿòü z êàê ôóíêöèþ x è y, à îïðåäåëÿåò y êàê ôóíêöèþ x

è z.

F (x, y, . . . , t, u) = 0,
∂u

∂x
− ?

Äèôôåðåíöèðóåì êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ:

F ′
x

∂x

∂x
+ F ′

y

∂y

∂x
+ . . . + F ′

t

∂t

∂x
+ F ′

u

∂u

∂x
= 0,

∂x

∂x
= 1,

∂y

∂x
= 0, . . .

∂t

∂x
= 0,

∂u

∂x
̸= 0 ⇒ ∂u

∂x
= −F

′
x

F ′
u

.

Àíàëîãè÷íî:
∂u

∂y
= −

F ′
y

F ′
u

,
∂t

∂x
= −F

′
x

F ′
t

, . . .
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Ïðèìåðû

1) xy − yx = 0,
dy

dx
− ?;

2) ez + z − x2y + xy2 = 1,
∂z

∂x
− ?;

∂z

∂y
− ?

1.9 Ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîëåé

Ïîíÿòèå ïîëÿ ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ ïðåäñòàâëåíèé ñîâðå-

ìåííîé ôèçèêè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëåì íàçûâàåòñÿ

íåêîòîðàÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò êàêîå-ëèáî

èíòåðåñóþùåå íàñ ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå. Îòâëåêàÿñü îò ôèçè÷å-

ñêîãî ñìûñëà, ðàññìîòðèì òåîðèþ ïîëÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè D çàäàíî ïîëå, åñëè êàæäîé

òî÷êå ýòîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå íåêî-

òîðîé âåëè÷èíû � ÷èñëîâîé (ñêàëÿðíîé) èëè âåêòîðíîé.

Åñëè â êàæäîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòèD çàäàííàÿ âå-

ëè÷èíà ïðèíèìàåò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, òî ïîëå íàçûâàåòñÿ ñêà-

ëÿðíûì, åñëè æå â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D çàäàí âåêòîð, òî

ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, çàäàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îçíà÷à-

åò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå M ∈ D îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

f = f (M), çàäàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàíèåì

âåêòîðíîé ôóíêöèè
−→
F =

−→
F (M).

Ïðèìåðàìè ñêàëÿðíûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ïîëå òåìïåðàòóðû, îñâå-

ù¼ííîñòè, ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïëîòíîñòè ìàññû.

Ïðèìåðàìè âåêòîðíûõ ïîëåé ìîãóò ñëóæèòü ïîëå ñêîðîñòåé

äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè, ãðàâèòàöèîííîå, ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïî-

ëÿ.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåò-

ñÿ åãî ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå � ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

17



ÍÃÒÓ 1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M , â êîòîðûõ ïîëå f (M) èìååò

çàäàííîå çíà÷åíèå C, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ f = f (M).

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èìååò âèä f (M) = C. Ïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì , çàïîëíÿþò

âñþ îáëàñòü, â êîòîðîé îïðåäåëåíî ïîëå, è íèêàêèå äâå ïîâåðõ-

íîñòè f (M) = C1 è f (M) = C2, ãäå C1 ̸= C2, íå èìåþò îá-

ùèõ òî÷åê. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ äàåò

íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîîòâåòñòâóþùåì ñêàëÿðíîì ïîëå.

Ìåñòà ñáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé óêàçûâàþò íà áûñòðîå èçìåíå-

íèå ôóíêöèè, ìåäëåííîìó èçìåíåíèþ ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò

ìåñòà ðàçðÿæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé.

Åñëè ñêàëÿðíîå ïîëå îïðåäåëåíî â ïëîñêîé îáëàñòè, òî ïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ âûðîæäàþòñÿ â ëèíèè óðîâíÿ. Ñ ïîìîùüþ ëèíèé

óðîâíÿ îáû÷íî èçîáðàæàþò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð (èçîòåð-

ìû), ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé (èçîáàðû), ðåëüåô ìåñòíîñòè íà

òîïîãðàôè÷åñêèõ êàðòàõ (ãîðèçîíòàëè).

Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f (M) ïî òîìó èëè èíîìó íàïðàâëåíèþ òîëüêî

êà÷åñòâåííî. Êîëè÷åñòâåííóþ æå õàðàêòåðèñòèêó ñêîðîñòè èç-

ìåíåíèÿ ïîëÿ äàåò ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

1.10 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò ôóíêöèè

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ �

ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íà ñëó÷àé ôóíêöèè íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè D ôóíêöèþ f = f (x, y, z) è òî÷êó

M(x, y, z). Ïðîâåä¼ì èç ýòîé òî÷êè âåêòîð S⃗, íàïðàâëÿþùèå êî-

ñèíóñû êîòîðîãî cosα, cos β, cos γ. Íà âåêòîðå S⃗, íà ðàññòîÿíèè

∆s îò åãî íà÷àëà, ðàññìîòðèì òî÷êóM1(x+∆x, y+∆y, z+∆z),

â ðåçóëüòàòå ∆s =
√

∆x2 +∆y2 +∆z2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f (x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â îá-
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ëàñòèD, ò. å. èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ñâîèì

àðãóìåíòàì.

Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê:

∆f =
∂f

∂x
∆x +

∂f

∂y
∆y +

∂f

∂z
∆z + ε1∆x + ε2∆y + ε3∆z,

ãäå ε1, ε2, ε3 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ∆s → 0. Ðàçäåëèì ëåâóþ è

ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ∆s

∆f

∆s
=
∂f

∂x

∆x

∆s
+
∂f

∂y

∆y

∆s
+
∂f

∂z

∆z

∆s
+ ε1

∆x

∆s
+ ε2

∆y

∆s
+ ε3

∆z

∆s
,

∆x

∆s
= cosα,

∆y

∆s
= cos β,

∆z

∆s
= cos γ.

Èìååì:

∆f

∆s
=
∂f

∂x
cosα+

∂f

∂y
cos β +

∂f

∂z
cos γ + ε1 cosα+ ε2 cos β + ε3 cos γ.

Ïðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè ∆s→ 0.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ
∆f

∆s
ïðè ∆s → 0 íàçû-

âàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè f (x, y, z) â òî÷êå (x, y, z) ïî

íàïðàâëåíèþ âåêòîðà S⃗ è îáîçíà÷àåòñÿ
∂f

∂s
, ò. å.

lim
∆s→0

∆f

∆s
=
∂f

∂s
=
∂f

∂x
cosα +

∂f

∂y
cos β +

∂f

∂z
cos γ.

Çàìå÷àíèå. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ

îñåé.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ

ôóíêöèè â òî÷êå M(x, y, z) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà S⃗.

Ãðàäèåíò (îò ëàò. gradiens, ðîä. ïàäåæ gradientis � øàãàþ-

ùèé) � õàðàêòåðèñòèêà, ïîêàçûâàþùàÿ íàïðàâëåíèå íàèñêîðåé-

øåãî âîçðàñòàíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû, çíà÷åíèå êîòîðîé ìåíÿ-

åòñÿ îò îäíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîé.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f (x, y, z) èìååò â òî÷êå M ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì.

Îïðåäåëåíèå 15. Âåêòîð (f ′x, f
′
y, f

′
z) = f ′x⃗i+f

′
yj⃗+f

′
zk⃗ íàçûâàåò-

ñÿ ãðàäèåíòîì (èëè âåêòîðîì�ãðàäèåíòîì) ôóíêöèè

f = f (x, y, z) â òî÷êå M(x, y, z).

Âåêòîð�ãðàäèåíò îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì grad f (M) èëè

∇ · f (M).

Îïåðàòîð íàáëà (îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà) � âåêòîðíûé äèôôå-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì ∇ (íàáëà). Äëÿ

òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàòàõ îïåðàòîð íàáëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

∇ =
∂

∂x
i⃗ +

∂

∂y
j⃗ +

∂

∂z
k⃗,

ãäå i⃗, j⃗, k⃗ � åäèíè÷íûå âåêòîðû ïî îñÿì x, y, z ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâîéñòâà ãðàäèåíòà

1) grad(C · f ) = C · grad f, C ∈ R;

2) grad(f + g) = grad f + grad g;

3) grad(f · g) = g · grad f + f · grad g;

4) grad

(
f

g

)
=
g · grad f − f · grad g

g2
;

5)
∂f

∂s
= Ïðs⃗∇ · f =

(∇ · f, s⃗)
|s⃗|

= (∇ · f, s⃗0),

ãäå s⃗0 � îðò âåêòîðà s⃗, s⃗0 =
s⃗

|s⃗|
= (cosα, cos β, cos γ);

6) íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè f äîñòèãàåòñÿ â

íàïðàâëåíèè å¼ ãðàäèåíòà è ðàâíà íîðìå (ìîäóëþ) ãðàäè-

åíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð grad f íå çàâèñèò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò;
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7) ãðàäèåíò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ (ëèíèè óðîâ-

íÿ), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå ãðàäèåíòà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ôóíê-

öèè n ≥ 2 ïåðåìåííûõ èëè ïðîñòðàíñòâà n ≥ 2 èçìåðåíèé: Rn.

Ïðèìåðû

1) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z =
√
x2 + y2 ïî íàïðàâëåíèþ

ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè A(3; 4) â òî÷êå A(3; 4);

2) íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè u = x2y − 3yz3 â òî÷êå

M0(2; 2; 1) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà s⃗ = −9⃗i− 6⃗j + 2k⃗.

1.11 Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà � äèôôåðåíöèàë îò äèôôå-

ðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà:

d2z = d(dz) = d

(
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy

)
=

=

(
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy

)′

x

dx +

(
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy

)′

y

dy =

=
∂2z

∂x2
dx2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
dy2.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü:

d2z =

(
∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)2

z.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü:

d3z = d(d2z) =

(
∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)3

z,

dnz =

(
∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)n

z,

dnw =

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + . . . +

∂

∂xm
dxm

)n

w.
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1.12 Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà

Ïóñòü u = f (x, y, z), x = φ(t, v), y = ψ(t, v), z = χ(t, v).

du = u′xdx + u′ydy + u′zdz, íî ìîæåò áûòü du = u′tdt + u′vdv.

Èìååì:

u′t = u′xx
′
t + u′yy

′
t + u′zz

′
t, u

′
v = u′xx

′
v + u′yy

′
v + u′zz

′
v,

du = (u′xx
′
t + u′yy

′
t + u′zz

′
t)dt + (u′xx

′
v + u′yy

′
v + u′zz

′
v)dv =

= u′x(x
′
tdt + x′vdv) + u′y(y

′
tdt + y′vdv) + u′z(z

′
tdt + z′vdv) =

= u′xdx + u′ydy + u′zdz = du.

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñîõðà-

íÿåò ñâîþ ôîðìó íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè x, y, z, . . . , t

íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè èëè ôóíêöèÿìè äðóãèõ ïåðåìåí-

íûõ.

1.13 Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ôóíêöèÿ F (t) ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ å¼ n + 1 ïåðâûõ

ïðîèçâîäíûõ, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

F (t) = F (t0) +
F ′(t0)

1!
(t− t0) +

F ′′(t0)

2!
(t− t0)

2 + . . .+

+
F (n)(t0)

n!
(t− t0)

n +
F (n+1)(t0 + θ(t− t0))

(n + 1)!
(t− t0)

n+1,

(0 < θ < 1)

Ïîëîæèì: t − t0 = ∆t = dt, F (t) = F (t0) = ∆F (t0), òîãäà

ôîðìóëó Òåéëîðà ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

∆F (t0) = dF (t0) +
1

2!
d2F (t0) +

1

3!
d3F (t0) + . . .+

+
1

n!
d(n)F (t0) +

1

(n + 1)!
dn+1F (t0 + θ(t− t0)), (0 < θ < 1)

Â ýòîé ôîðìå ôîðìóëà Òåéëîðà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé

ôóíêöèè îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ: f = f (x, y).

∆f (x, y) = f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0),

ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ïåðåìåííóþ t, ïîëîæèâ

x = x0 + t∆x, y = y0 + t∆y, (0 ≤ t ≤ 1).

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ x è y â ôóíêöèþ f (x, y), ïîëó÷èì

ñëîæíóþ ôóíêöèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé t:

F (t) = f (x0 + t∆x, y0 + t∆y)

Âìåñòî ïðèðàùåíèÿ ∆f (x, y) = f (x0+∆x, y0+∆y)− f (x0, y0)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðèðàùåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè:

∆F (0) = F (1) − F (0), òàê êàê îáà ïðèðàùåíèÿ ðàâíû. Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî F (t) èìååò n + 1 íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è èíâàðè-

àíòíîñòüþ ôîðìû äëÿ âûñøèõ äèôôåðåíöèàëîâ, ñäåëàâ îáðàò-

íóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ôîðìóëó Òåéëîðà ôóíêöèè îò

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ôóíêöèè f = f (x, y) îíà èìååò âèä:

∆f (x, y) = df (x0, y0) +
1

2!
d2f (x0, y0) +

1

3!
d3f (x0, y0) + . . .+

+
1

n!
d(n)f (x0, y0) +

1

(n + 1)!
dn+1f (x0 + θ(x− x0), y0 + θ(y − y0)),

(0 < θ < 1)

èëè

f (x, y) = f (x0, y0) +
(
f ′x(x0, y0)∆x + f ′y(x0, y0)∆y

)
+

+
1

2!

(
f ′′xx(x0, y0)∆x

2 + 2f ′′xy(x0, y0)∆x∆y + f ′′yy(x0, y0)∆y
2
)
+

+
1

3!

(
f ′′′
x3
(x0, y0)∆x

3 + 3f ′′′
x2y

(x0, y0)∆x
2∆y+

+3f ′′′
xy2

(x0, y0)∆x∆y
2 + f ′′′

y3
(x0, y0)∆y

3
)
+ . . .

çäåñü ∆x = x− x0, ∆y = y − y0.
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1.14 Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè

F (x, y, z) = 0, M(x0, y0, z0) ⇔ F (x0, y0, z0) ≡ 0.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = 0

â òî÷êå M(x0, y0, z0):

F ′
x(x0, y0, z0)(x−x0)+F ′

y(x0, y0, z0)(y−y0)+F ′
z(x0, y0, z0)(z−z0) = 0.

Óðàâíåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = 0 â òî÷êå

M(x0, y0, z0):

x− x0
F ′
x(x0, y0, z0)

=
y − y0

F ′
y(x0, y0, z0)

=
z − z0

F ′
z(x0, y0, z0)

.

Ïðèìåð

Íàéòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè ê ïîâåðõ-

íîñòè z = 2x2 + y2 â òî÷êå A(1;−1; 3).

1.15 Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü f (x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ àðãóìåíòà x = (x1, x2, . . . , xn), x ∈ Rn. Òðåáóåòñÿ íàéòè

íàèáîëüøåå (èëè íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå äàííîé ôóíêöèè è òà-

êîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x0 (îïòèìàëüíîå ðåøåíèå), ïðè êîòîðîì

ýòîò ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà íà ìíîæå-

ñòâå D ⊂ Rn. Òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìó-

ìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f (x) íà ìíîæåñòâå D, åñëè f (x0) ≤
≤ f (x) [f (x0) ≥ f (x)] äëÿ âñåõ x ∈ D. Âåëè÷èíà f (x0) íà-

çûâàåòñÿ íàèìåíüøèì (íàèáîëüøèì) èëè ìèíèìàëüíûì (ìàê-

ñèìàëüíûì) çíà÷åíèåì f (x) íà ìíîæåñòâå D è îáîçíà÷àåòñÿ

min
x∈D

f (x) = f (x0) [max
x∈D

f (x) = f (x0)].

Îïðåäåëåíèå 17. Òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëü-

íîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f (x) íà ìíîæåñòâå D,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0, ÷òî f (x
0) ≤

f (x) [f (x0) ≥ f (x)] äëÿ ∀ x ∈ U ⊂ D.
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà: äëÿ

òîãî ÷òîáû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f = f (x)

x = (x1, x2, . . . , xn) èìåëà ýêñòðåìóì â òî÷êå x0, íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà
∂f

∂xi
= 0, i = 1, n. Òî÷êà,

â êîòîðîé ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è òî÷êè, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè

òî÷êàìè.

Â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ìîæåò è èìåòü, è íå èìåòü ýêñ-

òðåìóì. Ðàâåíñòâî íóëþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = xy. Äëÿ íå¼ òî÷êà O(0; 0) ÿâëÿåòñÿ

êðèòè÷åñêîé. Îäíàêî ýêñòðåìóìà â íåé íåò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè â äàí-

íîé îáëàñòè íåîáõîäèìî êàæäóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíêöèè

ïîäâåðãíóòü äîïîëíèòåëüíîìó èññëåäîâàíèþ.

1.16 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè

D ⊂ R2, òî÷êà (x0; y0) ∈ D � ñòàöèîíàðíàÿ.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Ïóñòü â ñòàöèîíàðíîé

òî÷êå (x0; y0) è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ f (x; y) èìååò

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî. Âû÷èñëèì â òî÷êå (x0; y0) çíà÷åíèÿ A = f ′′xx(x0; y0),

B = f ′′xy(x0; y0), C = f ′′yy(x0; y0). Îáîçíà÷èì

∆ =

∣∣∣∣ A B

B C

∣∣∣∣ = A · C −B2.

Òîãäà:

1) åñëè ∆ > 0, òî ôóíêöèÿ f (x; y) â òî÷êå (x0; y0) èìååò ýêñòðå-

ìóì: ìàêñèìóì, åñëè A < 0; ìèíèìóì, åñëè A > 0;
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2) åñëè ∆ < 0, òî ôóíêöèÿ f (x; y) â òî÷êå (x0; y0) ýêñòðåìóìà

íå èìååò.

Åñëè ∆ = 0, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð. Èññëåäàâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

z = x3 + 3y3 − 3xy.

Íàéä¼ì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ýêñòðåìóìà èìååò âèä:
∂z

∂x
= 3x2 − 3y = 0,

∂z

∂y
= 3y2 − 3x = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y, íàéä¼ì äâå

ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: (0; 0) è (1; 1).

Íàéä¼ì âûðàæåíèÿ äëÿ z′′xx, z
′′
xy, z

′′
yy è çíà÷åíèÿ A, B, C â

òî÷êàõ (0; 0), (1; 1).



∂2z

∂x2
= 6x,

∂2z

∂x∂y
= −3,

∂2z

∂y2
= 6y.

Â òî÷êå (0; 0) A = 0, B = −3, C = 0, ∆ = −9 < 0 ⇒ ýêñòðå-

ìóìà íåò.

Â òî÷êå (1; 1) A = 6, B = −3, C = 6, ∆ = 27 > 0 ⇒ â òî÷êå

åñòü ýêñòðåìóì, A > 0 ⇒ â òî÷êå (1; 1) ìèíèìóì.

1.17 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (îáùèé ñëó÷àé)

Ïóñòü f (x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà

x = (x1, x2, . . . , xn), x ∈ Rn � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
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ðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè

x0 = (x01, x
0
2, . . . , x

0
n).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: ∆xi = xi − x0i , f
′′
xi,xk

(x01, x
0
2, . . . , x

0
n) = aik,

òîãäà âûðàæåíèå
n∑

i,k=1

aik∆xi∆xk

åñòü âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f ; îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, èëè êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó îò ïåðåìåííûõ ∆x1, . . . ,∆xn. Îò ñâîéñòâ ýòîé êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû çàâèñèò ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ñòàöè-

îíàðíîé òî÷êè.

Â âûñøåé àëãåáðå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

n∑
i,k=1

aikyiyk, (aik = aki)

îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn íàçûâàþò îïðåäåë¼ííîé ïîëîæè-

òåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé), åñëè îíà èìååò ïîëîæèòåëüíûå (îò-

ðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ, íå ðàâ-

íûõ îäíîâðåìåííî íóëþ.

Òàê, íàïðèìåð, ôîðìà

6y21 + 5y22 + 14y23 + 4y1y2 − 8y1y3 − 2y2y3

áóäåò îïðåäåë¼ííîé ïîëîæèòåëüíîé. Ýòî ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè

ïðåäñòàâèòü å¼ â âèäå

(2y1 − 3y3)
2 + 2(y1 + y2 + y3)

2 + 3(y2 − y3)
2.

Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà (J.J. Sylvester) � íåîáõîäèìîå è äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áûëà

îïðåäåë¼ííîé è ïîëîæèòåëüíîé. Ýòî óñëîâèå âûðàæàåòñÿ öåïüþ
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íåðàâåíñòâ:

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Âñå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíûå.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà áûëà îïðåäåë¼ííîé è îòðèöàòåëüíîé. Îíî âûðà-

æàåòñÿ öåïüþ íåðàâåíñòâ:

a11 < 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ < 0, . . .

Òî åñòü èìååì ÷åðåäîâàíèå çíàêîâ óãëîâûõ ìèíîðîâ íà÷èíàÿ

ñî çíàêà ¾−¿.
Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ýêñòðåìóìà. Åñëè âòîðîé äèôôåðåíöèàë, ò. å. êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà
n∑

i,k=1

aik∆xi∆xk

ñî çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ aik = f ′′xi,xk(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), îêàçû-

âàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) ôîðìîé,

òî â èñïûòóåìîé òî÷êå (x01, . . . , x
0
n) áóäåò ñîáñòâåííûé ìèíèìóì

(ìàêñèìóì).

Óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà-

çûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé, åñëè îíà ñïîñîáíà ïðèíèìàòü çíà-

÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè.

Òàêîâà ôîðìà 6y21 + y22 + y23 + 8y1y2 − 8y1y3 − 2y2y3. Äåéñòâè-

òåëüíî, å¼ çíà÷åíèå ðàâíî +6 ïðè y1 = 1, y2 = y3 = 0 è −1 ïðè

y1 = 1, y2 = −1, y3 = 0.

28



1 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÍÃÒÓ

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò íåîïðåäåë¼ííîé, òî â èñïû-

òóåìîé òî÷êå (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) çàâåäîìî íåò ýêñòðåìóìà.

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, íå ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíà-

êîâ, îáðàùàåòñÿ â 0 íå òîëüêî ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåí-

òîâ, ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé, òî ôîðìó íàçûâàþò ïî-

ëóîïðåäåë¼ííîé. Íàïðèìåð: y21 + y22 + y33 + 3y1y2 + 2y1y3 =

= (y1 + y2 + y3)
2 îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé íå ïðèíèìàåò, íî â 0

îáðàùàåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà y1 + y2 + y3 = 0, ñêàæåì, ïðè

y1 = y2 = 1/2 è y3 = −1.

Ñëó÷àé, êîãäà êâàäðàòè÷åñêàÿ ôîðìà îêàçûâàåòñÿ ïîëóîïðå-

äåë¼ííîé, åñòü ¾ñîìíèòåëüíûé¿ ñëó÷àé. Ïðè ýòîì, â çàâèñèìî-

ñòè îò ïîâåäåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ, ìîæåò áûòü ýêñòðåìóì,

à ìîæåò åãî è íå áûòü. Â ÷àñòíîñòè, âûñøèå ïðîèçâîäíûå äîëæ-

íû áûòü ïðèâëå÷åíû è òîãäà, êîãäà âñå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî

ïîðÿäêà â èñïûòóåìîé òî÷êå îáðàùàþòñÿ â 0.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ôóíêöèè f (x) îäíîé ïåðåìåííîé êâàäðàòè-

÷åñêàÿ ôîðìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ÷ëåíó

f ′′(x0)∆x
2,

ãäå x0 � èñïûòóåìàÿ òî÷êà.

Ýòà ¾ôîðìà¿, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé � ïîëîæè-

òåëüíîé ïðè f ′′(x0) > 0 è îòðèöàòåëüíîé ïðè f ′′(x0) < 0.

Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè f (x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ, íåñëîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷åñêàÿ ôîðìà

a11∆x
2 + 2a12∆x∆y + a22∆y

2,

åñëè a11a22 − a212 > 0, áóäåò îïðåäåë¼ííîé (ïîëîæèòåëüíîé ïðè

a11 > 0 è îòðèöàòåëüíîé ïðè a11 < 0), â ñëó÷àå æå, åñëè

a11a22 − a212 < 0, � íåîïðåäåë¼ííîé.

Ïðèìåð. Èññëåäàâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè:

1) u = x2 + y2 + z2 − 4x + 6y − 2z; 2) u = x +
y

x
+
z

y
+

2

z
.
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1.18 Íàõîæäåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) è qi(x) = qi(x1, x2, . . . , xn),

i = 1, s � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

àðãóìåíòà x ∈ Rn. Òðåáóåòñÿ íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè f (x)

ïðè óñëîâèè, ÷òî àðãóìåíò óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé:

qi(x) = qi(x1, x2, . . . , xn) = 0, i = 1, s (ïîñëåäíåå óñëîâèå íàçûâà-

þò òàêæå óñëîâèåì ñâÿçè).

Íàèáîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìó-

ìà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ê íàõîæäåíèþ áåçóñëîâíîãî ýêñòðå-

ìóìà ïóò¼ì ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè îòíîñèòåëüíî s ïåðå-

ìåííûõ è ïîñëåäóþùåé èõ ïîäñòàíîâêè â öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåð. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè y = x21−4x2 ïðè óñëîâèè

x1 − x2 = 1.

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè âûðàçèì x2 ÷åðåç x1 è ïîäñòàâèì

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôóíêöèþ y:

x2 = x1 − 1,

y = x21 − 4(x1 − 1),

y = x21 − 4x1 + 4.

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì (ìèíèìóì) ïðè

x1 = 2. Ñîîòâåòñòâåííî, x2 = x1 − 1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êîé

óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ìèíèìóìà) çàäàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

òî÷êà xmin(2, 1); ymin(2, 1) = 0.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå óðàâíåíèå ñâÿçè ëåãêî ðàçðåøèìî

îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ. Îäíàêî â áîëåå ñëîæíûõ

ñëó÷àÿõ íå âñåãäà óäà¼òñÿ âûðàçèòü ïåðåìåííûå. Ñîîòâåòñòâåí-

íî, îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ïðèìåíèì íå êî âñåì çàäà÷àì. Áîëåå

óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî

ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Îí îñ-

íîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 8. Åñëè òî÷êà x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) â îáëàñòè, îïðå-

äåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè qi(x) = qi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, s, òî ñó-

ùåñòâóåò (ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ) òàêîé

s-ìåðíûé âåêòîð λ = (λ1, λ2, . . . , λs), ïðè êîòîðîì òî÷êà x∗

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè

L(x, λ) = f (x) +

s∑
i=1

λiqi(x).

Àëãîðèòì ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

1. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ) = f (x) +

s∑
i=1

λiqi(x),

ãäå λi (i = 1, s) � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé

i-ìó îãðàíè÷åíèþ.

2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà è ïðèðàâ-

íÿòü èõ ê íóëþ: 
∂L(x, λ)

∂xj
= 0, j = 1, n,

∂L(x, λ)

∂λi
= 0, i = 1, s.

3. Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó èç n + s óðàâíåíèé, íàéòè ñòà-

öèîíàðíûå òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. Àíàëèç

ñòàöèîíàðíîé òî÷êè íà íàëè÷èå â íåé ýêñòðåìóìà â äàííîì ñëó-

÷àå ñëîæåí. Ïîýòîìó ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èñïîëüçóþò

â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà

èññëåäóåìîé ôóíêöèè èçâåñòíî çàðàíåå.
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Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà ïðèîáðåòàþò îïðåäåë¼ííîå ñìûñëîâîå ñîäåðæàíèå.

Òàê, åñëè f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) � ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ ïðè

ïëàíå ïðîèçâîäñòâà n òîâàðîâ (x1, x2, . . . , xn), qi(x1, x2, . . . , xn) �

èçäåðæêè i-ãî ðåñóðñà, òî λi � îöåíêà ýòîãî ðåñóðñà, õàðàêòåðè-

çóþùàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îïòèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè â çàâè-

ñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ i-ãî ðåñóðñà.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè f (x) = 2x1+4x2 ïðè

óñëîâèè x21 + 4x22 = 8.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè f (x) = 2x1 + 4x2 è

q(x) = x21 + 4x22 − 8 íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ) = 2x1 + 4x2 + λ(x21 + 4x22 − 8).

Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ.

∂L(x, λ)

∂x1
= 2 + 2λx1 = 0,

∂L(x, λ)

∂x2
= 4 + 8λx2 = 0,

∂L(x, λ)

∂λ
= x21 + 4x22 − 8 = 0.

Ïîëó÷àåì äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: ïðè λ1 = 1/2 : (x∗1, x
∗
2) =

= (−2, 1); ïðè λ2 = −1/2 : (x∗1, x
∗
2) = (2, 1).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå õàðàêòåð öåëåâîé ôóíêöèè, ëèíèÿ-

ìè óðîâíÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, è ôóíêöèè q(x) (ýëëèïñ),

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â òî÷êå (x∗1, x
∗
2) = (−2, 1) ôóíêöèÿ

f (x) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, à â òî÷êå (x∗1, x
∗
2) = (2, 1)�

ìàêñèìàëüíîå.

fmin(−2, 1) = −8, fmax(2, 1) = 8.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè z(x, y) = xy ïðè óñëî-

âèè 2x + 3y − 5 = 0.
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Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä: L(x, y, λ) = xy+

+λ(2x + 3y − 5). Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì

èõ ê íóëþ: 

∂L(x, y, λ)

∂x
= y + 2λ = 0,

∂L(x, y, λ)

∂y
= x + 3λ = 0,

∂L(x, y, λ)

∂λ
= 2x + 3y − 5 = 0.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû: x0 = 5/4, y0 = 5/6, λ0 = −5/12 � ñòà-

öèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Òî÷êà (5/4, 5/6) � òî÷êà

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z(x, y) = xy ïðè óñëîâèè 2x + 3y − 5 = 0.

Íàéä¼ì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z(x, y) = xy â òî÷êå

(5/4, 5/6). Èìååì: 

∂z(x, y)

∂x
= y,

∂z(x, y)

∂y
= x,

∂2z(x, y)

∂x2
= 0,

∂2z(x, y)

∂y2
= 0,

∂2z(x, y)

∂x∂y
= 1.

Â ðåçóëüòàòå

d2z =
∂2z(x, y)

∂x2
dx2 + 2

∂2z(x, y)

∂x∂y
dxdy +

∂2z(x, y)

∂y2
dy2 = 2dxdy.

Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè èìååì: y = (−2x− 5)/3 è dy = (−2/3)dx.

Â ðåçóëüòàòå d2z = (−4/3)dx2 < 0 � âòîðîé äèôôåðåíöè-

àë, îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ ôîðìà, ñëåäîâà-

òåëüíî, â òî÷êå (5/4, 5/6) ôóíêöèÿ z(x, y) = xy èìååò ìàêñèìóì:

fmax = 5/4 · 5/6 = 25/24.
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1.19 Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â çàìêíóòîé îáëàñòè

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x; y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îãðà-

íè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè D. Òîãäà îíà äîñòèãàåò â íåêîòî-

ðûõ òî÷êàõ D ñâîèõ íàèáîëüøåãîM è íàèìåíüøåãî m çíà÷åíèé

(ò. í. ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì). Ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ ôóíê-

öèåé â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè îáëàñòè D, èëè â òî÷êàõ,

ëåæàùèõ íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé

äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè D ôóíêöèè z = f (x; y) ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì.

1. Íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå D,

è âû÷èñëèòü â íèõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = f (x; y) íà ãðàíèöàõ îáëàñòè.

3. Ñðàâíèòü âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è âûáðàòü èç

íèõ íàèáîëüøåå M è íàèìåíüøåå m.

Ïðèìåð. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = x2y + xy2 + xy â çàìêíóòîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ëèíè-

ÿìè: y = 1/x, x = 1, x = 2, y = −1, 5 (ðèñ. 5).

-

6

D

t
t
tt

1

1

Ðèñ. 5. Îáëàñòü D, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿìè: y = 1/x, y = −1, 5, x = 1, x = 2
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Âûïèøåì óñëîâèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíê-

öèè: 
∂z

∂x
= 2xy + y2 + y = y(2x + y + 1) = 0,

∂z

∂y
= x2 + 2xy + x = x(2y + x + 1) = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y, íàéä¼ì êî-

îðäèíàòû ÷åòûð¼õ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê: (0; 0), (−1; 0), (0;−1),

(−1/3;−1/3). Íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

• y = 1/x, x ∈ [1; 2].

Ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä: z = x2 · 1/x + x · (1/x)2 + x · 1/x =

= x + 1/x + 1.

z′x = 1 − 1/x2 = 0. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè x = −1 /∈ D,

x = 1 ∈ D. z(1; 1) = 3, z(2; 1/2) = 3, 5.

• y = −1, 5, x ∈ [1; 2].

z(x;−1, 5) = −1, 5x2 + 2, 25x− 1, 5x = −1, 5x2 + 0, 75x.

z′x = −3x + 0, 75 = 0. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x = 0, 25 /∈ D.

z(1;−1, 5) = −0, 75, z(2;−1, 5) = −4, 5.

• x = 1, y ∈ [−1, 5; 2].

z(1; y) = 2y + y2.

z′y = 2 + 2y = 0. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà y = −1 ∈ D.

z(1;−1) = −1.

• x = 2, y ∈ [−1, 5; 1/2]. z(2; y) = 6y + 2y2.

z′y = 6+4y = 0. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà y = −1, 5 ∈ D. Çíà÷åíèå

ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå óæå íàéäåíî.

Â ðåçóëüòàòå, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè m = −4, 5 â òî÷-

êå (2;−1, 5); íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè M = 3, 5 â òî÷êå

(2; 0, 5).
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