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1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû ÍÃÒÓ

1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ äëÿ R2

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0 áóäåì ïîíè-

ìàòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê M , íå ñîâïàäàþùèõ ñ M0, ðàñ-

ñòîÿíèå äî êîòîðûõ îò òî÷êè M0 ìåíüøå δ (δ > 0), ò. å.

0 < |MM0| < δ.

Òàêèì îáðàçîì â R2 δ-îêðåñòíîñòü � êðóã ðàäèóñà δ áåç ãðà-

íèöû è ñ âûêîëîòûì öåíòðîì M0, â R
3 δ-îêðåñòíîñòü � øàð

ðàäèóñà δ áåç ãðàíèöû è ñ âûêîëîòûì öåíòðîì M0.

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êó áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé òî÷-

êîé îáëàñòè, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ýòîé îáëàñòè, âìåñòå

ñî âñåìè òî÷êàìè êàêîé-ëèáî ñâîåé îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà � ëþáàÿ å¼ δ-îêðåñò-

íîñòü ñîäåðæèò êàê âíóòðåííèå òî÷êè, òàê è òî÷êè íå ïðè-

íàäëåæàùèå îáëàñòè. Ãðàíèöà îáëàñòè: Γ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî S îòêðûòîå, åñëè îíî íå ñî-

äåðæèò ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî S ñâÿçàíî, åñëè ∀ äâå òî÷êè èç

S ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé ïðèíàäëåæàùåé S.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî çàìêíóòî: S, åñëè îíî ñîäåð-

æèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè: S = S ∪ Γ.

Ñâÿçàííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî � îáëàñòü.

Çàìûêàíèå ñâÿçàííîãî ìíîæåñòâà: S � çàìêíóòàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî òî÷åê íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, åñëè ñóùåñòâóåò øàð (êðóã) êîíå÷íîãî ðàäèóñà ñ öåí-

òðîì â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà, êîòîðûé ïîëíîñòüþ ñîäåð-

æèò äàííîå ìíîæåñòâî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íà-

çûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì.
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ÍÃÒÓ 1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 8. Ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ

{Sk} = {S1, S2, . . . , Sn}

èç îáëàñòè S íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì îáëàñòè S, åñëè:

n∪
i=1

Si = S è Si ∩ Sj = ∅, i ̸= j.

Åñëè îáîçíà÷èòü ∆Si � ïëîùàäü i-ãî ïîäìíîæåñòâà èç ðàçáè-

åíèÿ è ∆S � ïëîùàäü ìíîæåñòâà, òî

∆S = ∆S1 +∆S2 + . . . +∆Sn =

n∑
i=1

∆Si.

Îïðåäåëåíèå 9.Äèàìåòðîì d îáëàñòè S íàçûâàåòñÿ âåðõ-

íÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ρ(M,M ′) =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 ìåæäó

òî÷êàìè M(x, y) è M ′(x′, y′), ïðèíàäëåæàùèõ S, ò. å.

d = sup ρ(M,M ′) ïðèM(x, y) ∈ S, M ′(x′, y′) ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 10. Äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ d � âåëè÷èíà

ðàâíàÿ max
k
dk = d, ãäå dk � äèàìåòð îáëàñòè Sk.

Îïðåäåëåíèå 11. Îáëàñòü S � ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëå-

íèè îñè Oy (Ox), åñëè ëþáîé âåðòèêàëüíûé (ãîðèçîíòàëü-

íûé) îòðåçîê, îêàí÷èâàþùèéñÿ â S, öåëèêîì ëåæèò â S.

Îáëàñòü S áóäåò ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè îñè Oy ⇔, åñëè

∃ ôóíêöèè φ1(x) è φ2(x), çàäàííûå íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b],

òàêèå, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ S óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâàì:

a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)

èëè

S = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)}.
6



1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû ÍÃÒÓ

Ïðàâèëî äëÿ îáëàñòè ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè Oy. Äëÿ ∀
c ∈ [a, b] ïðîâîäèì ïðÿìóþ x = c (íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïðÿ-

ìîé) è ñìîòðèì îò êàêîé ôóíêöèè è äî êàêîé ýòà ïðÿìàÿ èä¼ò.

Àíàëîãè÷íî. Îáëàñòü S áóäåò ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè îñè

Ox:

S = {(x, y) | c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)}.

Ðèñ. 1. Îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè Oy � a, è îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ â

íàïðàâëåíèè Ox � b

Çàìå÷àíèå. Îáëàñòü S ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè îñè Oy

åù¼ îòíîñÿò ê òèïó I èëè íàçûâàþò ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî

îñè Oy, ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòü S ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè îñè

Ox � òèï II èëè ýëåìåíòàðíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

Ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü S ìîæíî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ðàçáèòü

íà íåèìåþùèå îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè S1, S2, . . . Sn
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðàâèëüíàÿ õîòÿ áû â îäíîì èõ íàïðàâëåíèé

Ox èëè Oy.

Ïðèìåðû

1) Çàïèñàòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè, êàê îáëàñòü ïðà-

âèëüíóþ â íàïðàâëåíèè Oy è Ox:

S : x = 2, x = 4, y = 1, y = 5;
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ÍÃÒÓ 1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû

2) çàïèñàòü îáëàñòü, çàäàííóþ íåðàâåíñòâîì, êàê îáëàñòü ïðà-

âèëüíóþ â íàïðàâëåíèè Oy è Ox:

S : {(x, y) | x2 + y2 ≤ 4x};

3) çàïèñàòü îáëàñòü, çàäàííóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ, êàê îá-

ëàñòü ïðàâèëüíóþ â íàïðàâëåíèè Oy è Ox:
x2 + y2 ≤ 9,

y ≥ 0,

x + y ≥ 0.

1.2 Èíòåãðàëüíûå ñóììû. Äâîéíîé èíòåãðàë

Ðàññìîòðèì îáëàñòü S â R2, z = f (x, y) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíê-

öèÿ, çàäàííàÿ â S. {Sk} = {S1, S2, . . . , Sn} � ðàçáèåíèå îáëà-

ñòè S. d = max
k
dk, ãäå dk � äèàìåòð îáëàñòè Sk. Òî÷êà

Mk(ξk, ηk) ∈ Sk. ∆Sk � ïëîùàäü Sk.

Çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

In =

n∑
k=1

f (Mk)∆Sk =

n∑
k=1

f (ξk, ηk)∆Sk.

Îïðåäåëåíèå 12. Êîíå÷íûé ïðåäåë I èíòåãðàëüíîé ñóììû In
ïðè d → 0 n → ∞ íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì îò

ôóíêöèè f (x, y) ïî îáëàñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ:

I =

¨

S

f (x, y)∆S èëè

¨

S

f (x, y)dxdy.

Ôóíêöèÿ f (x, y) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé â

ñìûñëå Ðèìàíà (ïî Ðèìàíó) â îáëàñòè S, ò. å.

I = lim
n→∞

d→0

n∑
k=1

f (Mk)∆Sk =

¨

S

f (x, y)∆S

8



1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû ÍÃÒÓ

äëÿ ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0, ÷òî |In − I| < ε èëè∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (ξk, ηk)∆Sk −
¨

S

f (x, y)∆S

∣∣∣∣∣∣ < ε

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè {Sk} è ëþáîì âûáîðå

òî÷åê Mk ∈ Sk, åñëè òîëüêî dk ≤ d < δ(ε).

Åñëè z = f (x, y) ≥ 0, òî ÷èñëåííî äâîéíîé èíòåãðàë áóäåò ðà-

âåí îáúåìó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ

z = f (x, y), ñíèçó � ïëîñêîñòüþ z = 0 è ñ áîêîâ öèëèíäðè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ ó êîòîðîé íàïðàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà

îáëàñòè S: ∂S, à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû îñè Oz.

1.2.1 Êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åí-

íàÿ â îáëàñòè S ôóíêöèÿ f (x, y) áûëà èíòåãðèóåìà â ñìûñëå

Ðèìàíà â îáëàñòè S, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ε > 0 íàøëîñü ðàçáèåíèå {Sk} îáëàñòè S òàêîå, ÷òî

n∑
k=1

ωk∆Sk < ε,

ãäå ωk = sup
Sk

f (x, y)− inf
Sk
f (x, y) � êîëåáàíèå ôóíêöèè â îáëàñòè

Sk; ∆Sk � ïëîùàäü Sk; sup
Sk

f (x, y) è inf
Sk
f (x, y) � òî÷íûå âåðõíÿÿ

è íèæíÿÿ ãðàíè çíà÷åíèé ôóíêöèè f (x, y) â Sk.

Êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå êëàñ-

ñû ôóíêöèé:

a) íåïðåðûâíûå â îáëàñòè S;

b) êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå â îáëàñòè S;
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ÍÃÒÓ 1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû

Ðèñ. 2. Êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 13. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f (x, y) èìååò

ðàçðûâû ëèøü íà êîíå÷íîì ÷èñëå êðèâûõ, ïðèíàäëåæàùèõ îá-

ëàñòè S, òî ýòà ôóíêöèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ.

1.2.2 Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè f (x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè

S, òî äëÿ ∀ α, β ∈ R ôóíêöèÿ αf (x, y) + βg(x, y) òàêæå

èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè S, ïðè÷¼ì:¨

S

(αf (x, y) + βg(x, y))dS =

¨

S

αf (x, y)dS +

¨

S

βg(x, y)dS.

2. Åñëè h(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè S è âñþäó â îáëàñòè S

h(x, y) ≥ 0, òî ¨

S

h(x, y)dS ≥ 0.

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî îáîáùàåòñÿ äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóì-

ìû ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ:

α1f (x, y)1 + α2f (x, y)2 + . . . + αkf (x, y)k,

10
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Ðèñ. 3. Êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

α1, α2, . . . , αk � ïîñòîÿííûå.

3. Åñëè ôóíêöèè f (x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè S è

âñþäó â îáëàñòè S f (x, y) ≤ g(x, y), òî:¨

S

f (x, y)dS ≤
¨

S

g(x, y)dS.

4. Àääèòèâíîñòü. Åñëè îáëàñòü S, â êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ

f (x, y), êðèâîé γ ðàçáèâàåòñÿ íà äâå îáëàñòè S ′ è S ′′, òî èç

èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè âî âñåé îáëàñòè S ñëåäóåò èíòå-

ãðèðóåìîñòü â îáëàñòÿõ S ′ è S ′′ è îáðàòíî � èç èíòåãðèðóå-

ìîñòè ôóíêöèè â îáëàñòÿõ S ′ è S ′′ âûòåêàåò èíòåãðèðóåìîñòü

â S, ïðè ýòîì:¨

S

f (x, y)dS =

¨

S′

f (x, y)dS +

¨

S′′

f (x, y)dS.

5.

¨

S

1 · dS = ∆S, ãäå ∆S � ïëîùàäü îáëàñòè S.

11



ÍÃÒÓ 1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû

6. Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Åñëè èíòåãðèðóåìàÿ â îáëàñòè

S ôóíêöèÿ f (x, y) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

m ≤ f (x, y) ≤M,

ãäåM è m � òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè f (x, y) â S, òî

(a) m ·∆S ≤
¨

S

f (x, y)dS ≤M ·∆S;

(b) íàéä¼òñÿ ÷èñëî µ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

m ≤ µ ≤ M è òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ: ¨

S

f (x, y)dS = µ ·∆S.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f (x, y) íåïðåðûâíà â îäíîñâÿçàííîé îáëà-

ñòè S, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà (x′, y′), ÷òî ïîñëåäíÿÿ ôîð-

ìóëà ïðèìåò âèä:¨

S

f (x, y)dS = f (x′, y′) ·∆S.

7. Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè S, òî |f (x, y)|
òàêæå èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè S, ïðè÷¼ì:∣∣∣∣∣∣

¨

S

f (x, y)dS

∣∣∣∣∣∣ ≤
¨

S

|f (x, y)| dS.

8. Åñëè f (x, y) = 0 â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè S, òî:¨

S

f (x, y)dS =

¨

S

0dS = 0.

12
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1.3 Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå 14. Ïîâòîðíûé èíòåãðàë

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y)dy

áóäåì ïîíèìàòü êàê îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë (Ðèìàíà) ïî ïåðå-

ìåííîìó y äëÿ ôóíêöèè f (x, y), ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî ïåðå-

ìåííîìó x, èëè êàê ïðèðàùåíèå ïåðâîîáðàçíîé F (x, y) (ïî ïåðå-

ìåííîìó y) äëÿ ôóíêöèè f (x, y), ïðîèíòåãðèðîâàííîìó ïî ïåðå-

ìåííîìó x, ò. å.

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y)dy =

bˆ

a

 y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y)dy

 dx =

=

bˆ

a

F (x, y)

∣∣∣∣∣∣
y=y2(x)

y=y1(x)

dx =

bˆ

a

(F (x, y2(x))− F (x, y1(x)))dx.

Èíòåãðàë ïî y � âíóòðåííèé, ïî x � âíåøíèé.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïîâòîðíûé èíòåãðàë

dˆ

c

dy

x2(y)ˆ

x1(y)

f (x, y)dx

áóäåì ïîíèìàòü êàê îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîìó x

äëÿ ôóíêöèè f (x, y), ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî ïåðåìåííîìó y,

èëè êàê ïðèðàùåíèå ïåðâîîáðàçíîé Φ(x, y) (ïî ïåðåìåííîìó x)

13
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äëÿ ôóíêöèè f (x, y), ïðîèíòåãðèðîâàííîìó ïî ïåðåìåííîìó y, ò. å.

dˆ

c

dy

x2(y)ˆ

x1(y)

f (x, y)dx =

dˆ

c

 x2(y)ˆ

x1(y)

f (x, y)dx

 dy =

=

dˆ

c

Φ(x, y)

∣∣∣∣∣∣
x=x2(y)

x=x1(y)

dy =

dˆ

c

(Φ(x2(y), y)− Φ(x1(y), y))dy.

Èíòåãðàë ïî x � âíóòðåííèé, ïî y � âíåøíèé.

Ïðèìåð
2ˆ

1

dx

x2ˆ

x

(x− 2y)dy = −49

20
.

1.3.1 Ïðèâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó

Ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü: Π : {a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â îáëàñòè Π : {a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d}
çàäàíà èíòåãðèóåìàÿ ôóíêöèÿ f (x, y), ò. å. ñóùåñòâóåò äâîé-

íîé èíòåãðàë

¨

S

f (x, y)dS. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò

ïîâòîðíûé èíòåãðàë

bˆ

a

dx

dˆ

c

f (x, y)dy. Òîãäà ýòîò ïîâòîðíûé

èíòåãðàë ðàâåí äâîéíîìó, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

¨

S

f (x, y)dS =

bˆ

a

dx

dˆ

c

f (x, y)dy.

14
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàçîáü¼ì îáëàñòü ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿ-

ìè íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ∆Sk = ∆xk∆yk. Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà:

S =

n∑
i=1

m∑
j=1

f (ξi, ηi)∆xi∆yj.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó è ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå äîêàçûâàåì òåîðåìó.

Ðèñ. 4. Ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü: Π : {a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d}

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:

¨

S

f (x, y)dS =

dˆ

c

dy

bˆ

a

f (x, y)dx.

Ïðàâûå ÷àñòè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïóñòü S � îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè îñè Oy.

S = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â îáëàñòè â ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè îñè

Oy çàäàíà èíòåãðèóåìàÿ ôóíêöèÿ f (x, y), ò. å. ñóùåñòâóåò
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äâîéíîé èíòåãðàë

¨

S

f (x, y)dS. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâó-

åò ïîâòîðíûé èíòåãðàë

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y)dy. Òîãäà:

¨

S

f (x, y)dS =

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y)dy.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

Π : {a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d} âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ:

g(x, y) =

{
f (x, y), x ∈ S,

0, x ∈ Π \ S.

Ðèñ. 5. Îáëàñòü ïðàèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè Oy: a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû

è ñâîéñòâ äâîéíîãî èíòåãðàëà 4 è 8.
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Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî èìååì äëÿ îáëàñòè ïðàâèëüíîé â íà-

ïðàâëåíèè îñè Ox: S = {(x, y) | c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x ≤ x2(y)}.

¨

S

f (x, y)dS =

dˆ

c

dy

x2(y)ˆ

x1(y)

f (x, y)dx.

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f (x, y) = x − 2y

ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y = x, y = x2, x = 2.

2. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f (x, y) = xy ïî

îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y = x, y = (x− 2)2, x = 3.

1.4 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà èíîãäà óäîáíåå ïåðåéòè

â äðóãóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ýòî ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ôîð-

ìîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ èëè ñëîæíîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èí-

òåãðàëà çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Ìåæäó îáëàñòÿìè S è P óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå:

x = x(u, v), y = y(u, v) � ïðÿìîå,

u = u(x, y), v = v(x, y) � îáðàòíîå.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïðåîáðàçîâàíèå x = x(u, v), y = y(u, v) îá-

ëàñòè P íà îáëàñòü S íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ôóíêöèè

x = x(u, v), y = y(u, v) íåïðåðûâíû â P .

Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå íåïðåðûâíî, òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

òîæå íåïðåðûâíî.
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Ñâîéñòâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

1) íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè P , ïåðåõîäèò

â íåïðåðûâíóþ ëèíèþ â S;

2) çàìêíóòàÿ îáëàñòü ïåðåõîäèò â çàìêíóòóþ.

Îïðåäåëåíèå 17. Ïðåîáðàçîâàíèå � äèôôåðåíöèðóåìîå èëè

ãëàäêîå, åñëè ôóíêöèè x = x(u, v), y = y(u, v) èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå: x′u, x
′
v, y

′
u, y

′
v.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìî, åñëè äèôôåðåí-

öèðóåìî ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå è åñëè íå îáðàùàåòñÿ â íóëü

îïðåäåëèòåëü:

J(u, v) =

∣∣∣∣ x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣ .
J(u, v) � îïðåäåëèòåëü ßêîáè (ÿêîáèàí).

1.4.1 Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè dS = dxdy è dP = dudv

Ðèñ. 6. Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè dS = dxdy è dP = dudv

N(u, v), N1(u +∆u, v), N2(u, v +∆v), N3(u +∆u, v +∆v).
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x = x(u, v), y = y(u, v).

M(x, y), M1(x1, y1), M2(x2, y2), M3(x3, y3).

x1 = x +∆ux, y1 = y +∆uy, x2 = x +∆vx, y2 = y +∆vy.

MM1M2M3 � áëèçêà ê ïàðàëëåëîãðàììó ⇒

∆S ≈
∣∣∣−−−→MM1 ×

−−−→
MM2

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗

x1 − x y1 − y 0

x2 − x y2 − y 0

∣∣∣∣∣∣∣
x1 − x = ∆ux ≈ x′udu, x2 − x = ∆vx ≈ x′vdv,

y1 − y = ∆uy ≈ y′udu, y2 − y = ∆vy ≈ y′vdv.

∆S ≈
∣∣∣∣ x′udu y′udu

x′vdv y′vdv

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣ · |dudv| = |J(u, v)| · |dudv|.

Ãëàâíàÿ ÷àñòü ïëîùàäè ∆S ðàâíà àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äèô-

ôåðåíöèàëà dS:

dS = |J(u, v)| · dP = |J(u, v)| · dudv.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü x = x(u, v), y = y(u, v) äèôôåðåíöèðóåìûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ èç P ïëîñêîñòè Ouv íà S ïëîñêîñòè Oxy. Òî-

ãäà: ¨

S

f (x, y)dS =

¨

S

f (x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv.

ßêîáèàí ñëóæèò êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) ïëî-

ùàäè îáëàñòè ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ.
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1.4.2 Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ,

ρ =
√
x2 + y2, tgφ =

y

x
.

J(ρ, φ) =

∣∣∣∣ x′ρ x′φ
y′ρ y′φ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣ = ρ cos2 φ + ρ sin2 φ = ρ.

Òîãäà

¨

S

f (x, y)dxdy =

¨

S

f (ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρdφ.

Ðèñ. 7. dxdy = ρdρdφ

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

¨

S

(4− y)dxdy ïî îáëàñòè, çà-

äàííîé íåðàâåíñòâîì: x2 + y2 ≤ 4x.

2. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

¨

D

(x− y)dxdy ïî îáëàñòè, çà-
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äàííîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:

D :

{
2x ≤ x2 + y2 ≤ 4x,

x ≥ 0, y ≥ 0.

Äâîéíîé èíòåãðàë â îáîáù¼ííîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò:

x = aρ cosφ, y = bρ sinφ,

J(ρ, φ) =

∣∣∣∣ a cosφ −aρ sinφ
b sinφ bρ cosφ

∣∣∣∣ = abρ.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

¨

S

x2dxdy ïî îáëàñòè, îãðàíè-

÷åííîé ëèíèåé:
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

1.5 Ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

1.5.1 Ìàññà ïëàñòèíêè

µ(x, y) � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü.

∆mk = µ(ξk, ηk)∆Sk,

mn =
∑
k

∆mk =

n∑
k=1

µ(ξk, ηk)∆Sk,

d→ 0, n→ ∞,

m =

¨

S

µ(x, y)dxdy.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü ìàññó ïëàñòèíû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: x = 0,

y = 0,
x

a
+
y

b
= 1 è ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ µ(x, y) = x2 + y2.
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1.5.2 Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû

∆S =

¨

S

1 · dS =

¨

S

dxdy, ãäå ∆S � ïëîùàäü îáëàñòè S.

Ïðèìåðû

1. Ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà âû÷èñëèòü ïëîùàäü êðóãà

ðàäèóñà R.

2. Ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà âû÷èñëèòü ïëîùàäü

ýëëèïñà:
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

1.5.3 Âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåëà

Åñëè z = f (x, y) ≥ 0, òî ÷èñëåííî äâîéíîé èíòåãðàë áóäåò ðà-

âåí îáúåìó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ

z = f (x, y), ñíèçó � ïëîñêîñòüþ z = 0 è ñ áîêîâ öèëèíäðè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ ó êîòîðîé íàïðàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà

îáëàñòè S: ∂S, à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû îñè Oz.

V =

¨

S

f (x, y)dxdy.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè:

z = x2 + y2 è z = 1.

V = V2 − V1, V2 = πR2h = π, V1 =

¨

S

(x2 + y2)dxdy.

1.5.4 Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Çàäàíà ïîâåðõíîñòü σ: z = z(x, y).

Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè: r⃗ = x · i⃗+ y · j⃗ + z(x, y) · k⃗.
Ïðèìåð. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2:

r⃗ = x · i⃗ + y · j⃗ + (x2 + y2) · k⃗.
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Îïðåäåëåíèå 18. Ïîâåðõíîñòü σ, çàäàííàÿ â âåêòîðíîì âèäå

r⃗ = r⃗(x, y), íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ

r⃗ = r⃗(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â Sxy è äëÿ êàæäîé

òî÷êè ïîâåðõíîñòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
∂r⃗

∂x
è
∂r⃗

∂y

îòëè÷íî îò íóëÿ:
∂r⃗

∂x
× ∂r⃗

∂y
̸= 0

Ïîëîæèì y = y0, òîãäà èìååì âåêòîðíîå óðàâíåíèå ëèíèè:

γ1 : r⃗1(x) = x · i⃗ + y0 · j⃗ + z(x, y0) · k⃗.

Àíàëîãè÷íî, ïðè x = x0:

γ2 : r⃗2(y) = x0 · i⃗ + y · j⃗ + z(x0, y) · k⃗.

r⃗x =
∂r⃗1
∂x

= (1, 0, z′x),

r⃗y =
∂r⃗2
∂y

= (0, 1, z′y),

 êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê γ1 è γ2

n⃗ = r⃗x × r⃗y = (−z′x,−z′y, 1) � íîðìàëü.

Ðèñ. 8. Íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè σ è êàñàòåëüíûå âåêòîðû
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n⃗0 =
n⃗

|n⃗|
= cos α⃗i+cos βj⃗+cos γk⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè.

cosα = − z′x
|n⃗|
, cos β = −

z′y
|n⃗|
, cos γ =

1

|n⃗|
.

|n⃗| =
√

1 + z′2x + z′2y .

Íàéä¼ì ïëîùàäü íåçàìêíóòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè σ:

z = z(x, y), îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì l. Ïóñòü Sxy � ïðîåêöèÿ

σ íà Oxy.

Ðàçîáü¼ì σ íà ÷àñòè ëèíèÿìè y = ym, x = xl.

r⃗x(xl, ym)∆xl, r⃗y(xl, ym)∆ym � êàñàòåëüíûå âåêòîðû.

∆xl = xl+1 − xl, ∆ym = ym+1 − ym.

Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà:

∆σn =
n∑
k=1

∆σk =
∑
l

∑
m

|r⃗x∆xl × r⃗y∆ym| =

=
∑
l

∑
m

|n⃗(xl, ym)| · |∆xl∆ym| =

=
∑
l

∑
m

√
1 + z′2x (xl, ym) + z′2y (xl, ym) · |∆xl∆ym|.

Â ðåçóëüòàòå, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó d→ 0, n→ ∞, ïîëó÷èì:

∆σ =

¨

Sxy

√
1 + z′2x + z′2y dxdy =

¨

Sxy

dxdy

| cos γ|
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ôîðìóëû:

a) åñëè σ: y = y(x, z), òî

∆σ =

¨

Sxz

√
1 + y′2x + y′2z dxdz;
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b) åñëè σ: x = x(y, z), òî

∆σ =

¨

Syz

√
1 + x′2y + x′2z dydz;

c) åñëè σ: F (x, y, z) = 0, òî ó÷èòûâàÿ, z′x =
F ′
x

F ′
z

, z′y =
F ′
y

F ′
z

:

∆σ =

¨

Sxy

√
F ′2
x + F ′2

y + F ′2
z

|F ′
z|

dxdy.

Ïðèìåð.

Íàéòè ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷àñòè ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2

ïðè z ≤ 1.

1.5.5 Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû è êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè

Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ïëîñêîé ôèãóðû D îòíîñèòåëüíî îñåé

Ox è Oy (S = md):

Sx =

¨

D

yµ(x, y)dxdy, Sy =

¨

D

xµ(x, y)dxdy.

Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ:

xc =
Sy
m
, yc =

Sx
m
.

1.5.6 Ìîìåíò èíåðöèè ïëîñêîé ôèãóðû

Ìîìåíò èíåðöèè M = md2.

Mx =

¨

D

y2µ(x, y)dxdy, My =

¨

D

x2µ(x, y)dxdy.

Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò:M0 =Mx+My.

25



ÍÃÒÓ 1 Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû

1.6 Òðîéíûå èíòåãðàëû

Îáëàñòü V � ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè îñè Oz, åñëè ëþáîé

îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé îñè Oz è îêàí÷èâàþùèéñÿ â V , öåëèêîì

ïðèíàäëåæèò îáëàñòè V .

Îáëàñòü V áóäåò ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè îñèOz⇔∃ ôóíê-
öèè z = z1(x, y) è z = z2(x, y), çàäàííûå â S (ïðîåêöèÿ íà Oxy),

÷òî

V : {(x, y) ∈ S, z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}

Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè Oz îáëàñòè V

ïëîñêîñòÿìè ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz, â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïðà-

âèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè Oz ïëîñêîñòü (w).

Åñëè, â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàñòü S ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè

Oy, òî ïðàâèëüíóþ â íàïðàâëåíèè Oz îáëàñòü V ìîæíî çàäàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V : {a ≤ x ≤ b; φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x); z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}

Àíàëîãè÷íî çàäàþòñÿ îáëàñòè ïðàâèëüíûå â íàïðàâëåíèè Ox

è Oy.

Ïðèìåðû

1. Òîð (¾áóáëèê¿) � îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè

Oz.
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2. z2 = b(x2 + y2), z = a, z = −a � îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ â

íàïðàâëåíèè Ox, Oy.

3. x2 + y2 + z2 = R2 � îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ â íàïðàâëåíèè Ox,

Oy, Oz.

Ðàññìîòðèì â R3 îáëàñòü V .

{Vk} = {V1, V2, . . . , Vn} � ðàçáèåíèå îáëàñòè.

dk � äèàìåòð k-îé îáëàñòè, M(ξk, ηk, ζk) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

â k-îé îáëàñòè.
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Çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

In =

n∑
k=1

f (Mk)∆Vk =

n∑
k=1

f (ξk, ηk, ζk)∆Vk.

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

I = lim
n→∞

d→0

n∑
k=1

f (Mk)∆Vk =

˚

V

f (x, y, z)∆V,

òî ôóíêöèÿ f (x, y, z) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé â

ñìûñëå Ðèìàíà (ïî Ðèìàíó) â îáëàñòè V , ò. å.

äëÿ ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0, ÷òî |In − I| < ε èëè∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (ξk, ηk, ζk)∆Vk −
˚

V

f (x, y, z)∆V

∣∣∣∣∣∣ < ε

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè {Vk} è ëþáîì âûáîðå

òî÷åê Mk ∈ Vk, åñëè òîëüêî dk ≤ d < δ(ε).

Îïðåäåëåíèå 19. Êîíå÷íûé ïðåäåë I èíòåãðàëüíîé ñóììû In
ïðè d → 0 n → ∞ íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì îò

ôóíêöèè f (x, y, z) ïî îáëàñòè V è îáîçíà÷àåòñÿ:

I =

˚

V

f (x, y, z)∆V èëè

˚

V

f (x, y, z)dxdydz.

Òåîðåìà 5 (Êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ â îáëàñòè V ôóíêöèÿ f (x, y, z)

áûëà èíòåãðèóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà â îáëàñòè V , íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàøëîñü ðàçáèåíèå

{Vk} îáëàñòè V òàêîå, ÷òî

n∑
k=1

ωk∆Vk < ε,
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ãäå ωk = sup
Vk

f (x, y, z)−inf
Vk
f (x, y, z) � êîëåáàíèå ôóíêöèè â îáëà-

ñòè Vk; ∆Vk � îáú¼ì Vk; sup
Vk

f (x, y, z) è inf
Vk
f (x, y, z) � òî÷íûå

âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè çíà÷åíèé ôóíêöèè f (x, y, z) â Vk.

Êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå êëàñ-

ñû ôóíêöèé:

a) íåïðåðûâíûå â îáëàñòè V ;

b) îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè f , èìåþùèå ðàçðûâû ëèøü íà êîíå÷-

íîì ÷èñëå ïîâåðõíîñòåé è ëèíèé, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè V

(êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå â îáëàñòè V );

Ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì äâîéíîãî

èíòåãðàëà.

1.7 Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå 20. Ïîâòîðíûé èíòåãðàë

¨

Sxy

dS

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz

áóäåì ïîíèìàòü êàê îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë (Ðèìàíà) ïî ïåðå-

ìåííîìó z äëÿ ôóíêöèè f (x, y, z), ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî îá-

ëàñòè Sxy, ïðèíàäëåæàùåé ïëîñêîñòè Oxy, èëè êàê ïðèðàùå-

íèå ïåðâîîáðàçíîé Φ(x, y, z) (ïî ïåðåìåííîìó z) äëÿ ôóíêöèè

f (x, y, z), ïðîèíòåãðèðîâàííîìó ïî Sxy, ò. å.

¨

Sxy

dS

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz =

¨

Sxy

 z2(x)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz

 dx =

=

¨

Sxy

(Φ(x, y, z2(x, y))− Φ(x, y, z1(x, y)))dz.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ:

¨

Syz

dS

x2(y,z)ˆ

x1(y,z)

f (x, y, z)dx è

¨

Sxz

dS

y2(x,z)ˆ

y1(x,z)

f (x, y, z)dy.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü V ïðàâèëüíóþ â íàïðàâëåíèè Oz. Ïóñòü

îíà îãðàíè÷åíà íåïåðåñåêàþùèìåñÿ ïîâåðõíîñòÿìè z = z1(x, y),

z = z2(x, y) (x, y) ∈ Sxy è öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ:

F (x, y) = 0.

V : {(x, y) ∈ Sxy; z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}

Sxy � ïðîåêöèÿ V íà Oxy.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü â îáëàñòè

V : {(x, y) ∈ Sxy; z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}

çàäàíà èíòåãðèóåìàÿ ôóíêöèÿ f (x, y, z), ò. å. ñóùåñòâóåò òðîé-

íîé èíòåãðàë

˚

V

f (x, y, z)dV . Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò

ïîâòîðíûé èíòåãðàë

¨

Sxy

dS

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà:

˚

V

f (x, y, z)dV =

¨

Sxy

dS

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f (x, y, z)dz.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë:

˚

V

xdxdydz ïî îáëàñòè V , îãðà-

íè÷åííîé ïîâåðõíîñòÿìè:

x = 2, y = 0, y = x/2, z = 0, z = x2 + y2 + 1.
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1.8 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Èìååì â ïðîñòðàíñòâå R3:

1) V : Oxyz è Ω : Ouvw � çàìêíóòûå îáëàñòè;

2) èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáëàñòÿ-

ìè;

3) x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w);

4) ïðåîáðàçîâàíèå íåïðåðûâíîå è ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ

J(u, v, w) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â îäíîé òî÷êå îáëàñòè Ω.

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v
x′w y′w z′w

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣

Ðèñ. 9. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå: îáëàñòè V è Ω

x1 = x +∆ux, y1 = y +∆uy, z1 = z +∆uz,

x2 = x +∆vx, y2 = y +∆vy, z2 = z +∆vz,

x3 = x +∆wx, y3 = y +∆wy, z3 = z +∆wz.
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∆V ≈ |(
−−→
MM 1,

−−→
MM 2,

−−→
MM 3)| =

∣∣∣∣∣∣
x1 − x y1 − y z1 − z

x2 − x y2 − y z2 − z

x3 − x y3 − y z3 − z

∣∣∣∣∣∣
Ó÷èòûâàÿ x1 − x = ∆ux ≈ x′udu, . . . èìååì:

∆V = |J(u, v, w)| · |dudvdw|,

dxdydz = |J(u, v, w)| · dudvdw.

(u, v, w) � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

1. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z


ρ =

√
x2 + y2

φ = arcctg
x

y
+ πδ(y)

z = z

δ(y) =

{
1, y > 0

0, y < 0

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
x′ρ x′φ x′z
y′ρ y′φ y′z
z′ρ z′φ z′z

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
cosφ −ρ sinφ 0

sinφ ρ cosφ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ,

dxdydz = ρdρdφdz.

2. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

x = ρ cosφ sinψ, y = ρ sinφ sinψ, z = ρ cosψ,

Ω : {0 ≤ ρ <∞; 0 ≤ φ ≤ 2π; 0 ≤ ψ ≤ π}

ρ =
√
x2 + y2 + z2; φ = arcctg

x

y
+ πδ(y);

ψ = arccos
z√

x2 + y2 + z2

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣
x′ρ x′φ x′ψ
y′ρ y′φ y′ψ
z′ρ z′φ z′ψ

∣∣∣∣∣∣∣ = −ρ2 sinψ,

∆V = dxdydz = ρ2 sinψdρdφdψ.
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Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü â öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èí-

òåãðàë:

˚

V

dxdydz, ãäå V : x2 + y2 + z2 ≤ R2.

1.9 Ïðèëîæåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà

1.9.1 Ìàññà òåëà

µ(x, y, z) � ïëîòíîñòü òåëà.

∆mk = µ(ξk, ηk, ζk)∆Vk,

mn =
∑
k

∆mk =

n∑
k=1

µ(ξk, ηk, ζk)∆Vk,

d→ 0, n→ ∞,

m =

˚

V

µ(x, y, z)dxdydz.

1.9.2 Âû÷èñëåíèå îáú¼ìà òåëà

∆V =

˚

V

dxdydz.

1.9.3 Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû è êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè

Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû Sxy, Sxz, Syz îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò-

íûõ ïëîñêîñòåé Oxy è Oxz Oyz (S = md):

Sxy =

˚

V

z · µ(x, y, z)dxdydz, Sxz =
˚

V

y · µ(x, y, z)dxdydz,

Syz =

˚

V

x · µ(x, y, z)dxdydz.
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Êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè:

xc =
Syz
m
, yc =

Sxz
m
, zc =

Sxy
m
.

1.9.4 Ìîìåíò èíåðöèè òåëà

Ìîìåíòû èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêî-

ñòåé (I = md2):

Ixy =

˚

V

z2 · µ(x, y, z)dxdydz, Iyz =
˚

V

x2 · µ(x, y, z)dxdydz,

Ixz =

˚

V

y2 · µ(x, y, z)dxdydz.

Ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé:

Ix =

˚

V

(y2 + z2) · µ(x, y, z)dxdydz,

Iy =

˚

V

(x2 + z2) · µ(x, y, z)dxdydz,

Iz =

˚

V

(x2 + y2) · µ(x, y, z)dxdydz.

Ix = Ixy + Ixz, Iy = Iyx + Iyz, Iz = Ixz + Iyz.

Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò:

I0 = Ixy + Iyz + Ixz =

˚

V

(x2 + y2 + z2) · µ(x, y, z)dxdydz.
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2 Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

Îáîáùåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà íà ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü

èíòåãðèðîâàíèÿ åñòü íåêîòîðàÿ êðèâàÿ.

2.1 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1 ðîäà

Ðèñ. 10. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà

Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

In =

n∑
k=1

f (ξk, ηk)∆lk,

λ = max
k

∆lk, n→ ∞, λ→ 0.

I =

ˆ

AB

f (x, y)dl =

ˆ

L

f (x, y)dl

êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1 ðîäà îò ôóíêöèè f (x, y) ïî êðèâîé L.

Òåîðåìà 7. Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå

ãëàäêîé êðèâîé (â êàæäîé òî÷êå (x; y) ∈ L ñóùåñòâóåò êàñà-

òåëüíàÿ ê äàííîé êðèâîé è ïîëîæåíèå å¼ íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ

ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî êðèâîé), òî êðèâîëèíåéíûé èíòå-

ãðàë 1 ðîäà ñóùåñòâóåò è åãî âåëè÷èíà íå çàâèñèò íè îò ñïî-

ñîáà ðàçáèåíèÿ êðèâîé íà ÷àñòè, íè îò âûáîðà òî÷åê â íèõ.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èí-

òåãðàëà 1 ðîäà îò f (x, y, z) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

2.1.1 Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 1 ðîäà

1)

ˆ

AB

f (x, y)dl =

ˆ

BA

f (x, y)dl;

2)

ˆ

AB

cf (x, y)dl = c

ˆ

AB

f (x, y)dl, c = const;

3)

ˆ

AB

(f1(x, y)± f2(x, y))dl =

ˆ

AB

f1(x, y)dl ±
ˆ

AB

f2(x, y)dl;

4)

ˆ

L

f (x, y)dl =

ˆ

L1

f (x, y)dl +

ˆ

L2

f (x, y)dl,

L1 ∪ L2 = L, L1 ∩ L2 = {(x0; y0)};

5) f1(x, y) ≤ f2(x, y),

ˆ

L

f1(x, y)dl ≤
ˆ

L

f2(x, y)dl;

6)

ˆ

AB

dl = ∆l, ∆l � äëèíà êðèâîé AB;

7) f (x, y) � íåïðåðûâíà íà L, òî ∃ (xc; yc) ∈ L, ÷òîˆ

L

f (x, y)dl = f (xc, yc)∆l � òåîðåìà î ñðåäíåì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f (x, y)� ëèíåéíàÿ ïëîò-

íîñòü, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1 ðîäà � ìàññà êðèâîé.
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2.1.2 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 1 ðîäà

Ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

1. ßâíîå çàäàíèå êðèâîé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

AB : y = φ(x).

∆ l =
√

(∆x)2 + (∆y)2 ≈
√

(∆x)2 + (y′∆x)2 =

=
√

(dx)2 + (y′dx)2 =
√

1 + (y′)2dx = d l.

ˆ

AB

f (x, y)dl =

bˆ

a

f (x, φ(x))
√

1 + (y′)2dx.

2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé.

Êðèâàÿ AB â R2:

{
x = x(t), t1 ≤ t ≤ t2,

y = y(t).

dl =
√
(x′t)

2 + (y′t)
2.

ˆ

AB

f (x, y)dl =

t2ˆ

t1

f (x(t), y(t))
√

(x′t)
2 + (y′t)

2dt.

Êðèâàÿ AB, çàäàííàÿ â R3:


x = x(t), t1 ≤ t ≤ t2,

y = y(t),

z = z(t).

dl =
√
(x′t)

2 + (y′t)
2 + (z′t)

2.

ˆ

AB

f (x, y, z)dl =

t2ˆ

t1

f (x(t), y(t), z(t))
√

(x′t)
2 + (y′t)

2 + (z′t)
2dt.

3. Çàäàíèå êðèâîé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

ρ = ρ(φ), α ≤ φ ≤ β, x = ρ cosφ, y = ρ sinφ.

dl =
√
ρ2(φ) + (ρ′(φ))2.
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ˆ

AB

f (x, y)dl =

βˆ

α

f (ρ(φ) cos(φ), ρ(φ) sin(φ))
√
ρ2(φ) + (ρ′(φ))2dφ.

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1 ðîäà

ˆ

L

xy2dl,

ãäå L � îòðåçîê ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè O(0; 0) è A(4; 3).

2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1 ðîäà

ˆ

L

(x + y)dl,

L : ρ =
√

sin(2φ), 0 ≤ φ ≤ π/2.

3. Íàéòè ìàññó M äóãè êðèâîé


x = t

y = t2/2

z = t3/3

, 0 ≤ t ≤ 1, ëèíåé-

íàÿ ïëîòíîñòü ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó γ =
√
2y.

2.2 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî êîîðäèíàòàì (2 ðîäà)

Ïóñòü P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû â òî÷êàõ äóãè AB êðèâîé

K, èìåþùåé óðàâíåíèå y = φ(x) (a ≤ x ≤ b).

Îïðåäåëåíèå 21. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèé P (x, y)

è Q(x, y) ïî êîîðäèíàòàì íàçûâàåòñÿ ñóììà âèäà
n∑
k=1

(P (ξk, ηk)∆xk +Q(ξk, ηk)∆yk),

ãäå ∆xk è ∆yk � ïðîåêöèè ýëåìåíòàðíîé äóãè íà îñè Ox è Oy.

Îïðåäåëåíèå 22. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïî êîîðäèíàòàì

èëè êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà îò âûðàæåíèÿ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy ïî íàïðàâëåííîé äóãå AB íàçûâàåòñÿ ïðå-

äåë èíòåãðàëüíîé ñóììû ïðè óñëîâèè, ÷òî n → ∞,

max
k

∆xk → 0 è max
k

∆yk → 0.
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ˆ

AB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

= lim
max
k

∆xk → 0

max
k

∆yk → 0

n→ ∞

n∑
k=1

(P (ξk, ηk)∆xk +Q(ξk, ηk)∆yk).

Çàìå÷àíèå. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà åñòü ðàáîòà,

ñîâåðøàåìàÿ ïåðåìåííîé ñèëîé F⃗ (x, y) = P (x, y)⃗i + Q(x, y)⃗j íà

êðèâîëèíåéíîì ïóòè AB. Ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) � ïðîåêöèè

âåêòîðà F⃗ íà îñè Ox, Oy (ðèñ. 11).

Ðèñ. 11. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà
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2.2.1 Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà

1. Êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà ìåíÿåò ñâîé çíàê íà

îáðàòíûé ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.ˆ

AB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy = −
ˆ

BA

P (x, y)dx +Q(x, y)dy.

2.

ˆ

AB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

ˆ

AB

P (x, y)dx +

ˆ

AB

Q(x, y)dy.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì êðèâîëèíåéíîãî

èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà.

2.2.2 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà

1. Â ñëó÷àå, åñëè äóãà AB êðèâîéK, èìååò óðàâíåíèå y = φ(x)

(a ≤ x ≤ b), êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå:

ˆ

AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

bˆ

a

(P (x, φ(x))+Q(x, φ(x))φ′(x))dx.

2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé:

{
x = x(t)

y = y(t)
, t1 ≤ t ≤ t2,

ˆ

AB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

=

t2ˆ

t1

(P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t))dt.

Çàìå÷àíèÿ.

1. Îáûêíîâåííûé (îïðåäåëåííûé) èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà.

40



2 Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ÍÃÒÓ

2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà � ýòî âû÷èñëåíèå

îáûêíîâåííîãî èíòåãðàëà, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðå-

îáðàçóåòñÿ ê îäíîé ïåðåìåííîé. Çíà÷åíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé

âíà÷àëå è â êîíöå äóãè AB áóäóò ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâà-

íèÿ.

3. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë çàâèñèò îò ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âçÿòûé âäîëü ðàçíûõ ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè A è B áó-

äåò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

4. Ëèíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàìêíóòîé. Òîãäà èñ-

ïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ:

•
¸
+C

� ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà (ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè);

•
¸
−C

� îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà.

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü

ˆ

K

x2ydy−y2xdx, åñëè
{
x =

√
cos t

y =
√
sin t

, 0 ≤ t ≤ π

2
.

2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ˆ

L

(xy − 1)dx + x2ydy

îò A(1, 0) äî B(0, 2):

1) ïî ïðÿìîé 2x + y = 2;

2) ïî äóãå ïàðàáîëû 4x + y2 = 4.

3. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

˛

−C

2xdx − (x + y)dy

âäîëü ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèA(−1, 0),B(0, 2),

C(2, 0).
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2.2.3 Ôîðìóëà Ãðèíà

Ñâÿçü ìåæäó äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè D è êðèâîëè-

íåéíûì ïî ãðàíèöå C.

Òåîðåìà 8. Åñëè C � ãðàíèöà îáëàñòè D è ôóíêöèè P (x, y),

Q(x, y),
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
� íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé îáëàñòè D (âêëþ-

÷àÿ ãðàíèöó ), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà (Îñòðîãðàäñêî-

ãî1�Ãðèíà2)
˛

C

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

ãäå îáõîä êîíòóðà C âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îáëàñòü D îñòà-

âàëàñü ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî

¨

D

∂P

∂y
dxdy =

bˆ

a

dx

φ2(x)ˆ

φ1(x)

∂P

∂y
dy =

bˆ

a

P (x, y)

∣∣∣∣∣∣
φ2(x)

φ1(x)

dx =

1Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ Îñòðîãðàäñêèé (12 ñåíòÿáðÿ [24 ñåíòÿáðÿ] 1801 � 20 äåêàáðÿ 1861 [1 ÿíâàðÿ
1862]) � ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê óêðàèíñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ïðèçíàííûé ëèäåð ìàòåìàòèêîâ
Ðîññèéñêîé èìïåðèè ñåðåäèíû XIX âåêà.

2Äæîðäæ Ãðèí (àíãë. George Green; 14 èþëÿ 1793 � 31 ìàÿ 1841) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, âí¼ñøèé
çíà÷èòåëüíûé âêëàä âî ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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=

bˆ

a

(P (x, φ2(x))−P (x, φ1(x)))dx =

ˆ

AmB

P (x, y)dx−
ˆ

AnB

P (x, y)dx.

Â ðåçóëüòàòå:¨

D

∂P

∂y
dxdy =

ˆ

AmB

P (x, y)dx−
ˆ

AnB

P (x, y)dx =

= −
ˆ

BmA

P (x, y)dx−
ˆ

AnB

P (x, y)dx = −
˛

C

P (x, y)dx.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ:¨

D

∂Q

∂x
dxdy =

˛

C

Q(x, y)dy.

÷. ò. ä.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë˛

C

2(x2 + y2)dx + (x + y)2dy

ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà, åñëè C � êîíòóð òðåóãîëüíèêà ñ âåð-

øèíàìè â òî÷êàõ L(1, 1), M(2, 2), N(1, 3), ïðîáåãàåìûé ïðîòèâ

õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííûì

èíòåãðèðîâàíèåì.

2.2.4 Íåçàâèñèìîñòü êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà îò êîíòóðà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ

Òåîðåìà 9 (íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü). Ïóñòü P (x, y)

è Q(x, y) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè 1-ãî ïîðÿäêà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è êîíòóð C öåëèêîì

íàõîäèòñÿ â ýòîé îáëàñòè. Òîãäà

ˆ

C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy �
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êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2 ðîäà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ⇔ â îáëàñòè D âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2 ðîäà íå çàâè-

ñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òîãäà:ˆ

AmB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

ˆ

AnB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy ⇒

ˆ

AmB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy −
ˆ

AnB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0,

ˆ

AmB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy +

ˆ

BnA

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

=

˛

C

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî óñëîâèå
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
íå âûïîëíÿåòñÿ,

ò. å.
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
̸= 0 õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü, íàïðèìåð, â

íåêîòîðîé òî÷êå M(x0, y0) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
> 0.

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòîèò íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, ñëåäîâàòåëüíî îíà ïîëîæèòåëüíà è áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñ-

ëà δ > 0 âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îáëàñòè

D′, ñîäåðæàùåé òî÷êó M(x0, y0). Âû÷èñëèì äâîéíîé èíòåãðàë
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ïî ýòîé îáëàñòè îò ðàçíîñòè
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
> 0. Îí áóäåò èìåòü ïî-

ëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå:¨

D′

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy >

¨

D′

δdxdy = δ

¨

D′

dxdy = δ∆D′ > 0.

Ïî ôîðìóëå Ãðèíà ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà

êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó ïî ãðàíèöå C ′ îáëàñòè D′, ñîäåðæà-

ùåé òî÷êó M(x0, y0), êîòîðûé ïî óñëîâèþ ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, è ïðåäïîëîæåíèå
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
̸= 0 õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, íåâåðíî. Îòñþäà âûòå-

êàåò, ÷òî
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð C â îáëàñòè D.

Ïî ôîðìóëå Ãðèíà èìååì:˛

C

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.

ˆ

AnBmA

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

=

ˆ

AnB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy +

ˆ

BmA

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

=

ˆ

AnB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy −
ˆ

AmB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0 ⇒

ˆ

AnB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

ˆ

AmB

P (x, y)dx +Q(x, y)dy ⇒
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èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè óñëîâèè
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ ò.å.˛

C

P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë˛

+C

y cosxdx + sinxdy.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèè P (x, y), Q(x, y),
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
� íåïðå-

ðûâíû â îáëàñòè D, òî âûðàæåíèå P (x, y)dx + Q(x, y)dy áó-

äåò ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè u(x, y) â îáëàñòè D. Ò.å.

du(x, y) = P (x, y)dx +Q(x, y)dy. Ò.å. åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âû-

ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, òî êðèâîëèíåéíûé

èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà, íåçàâèñÿùåãî îò êîíòóðà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ

(x1,y1)ˆ

(x0,y0)

P (x, y)dx +Q(x, y)dy

(
∂P

∂y
=
∂Q

∂x

)

ñëåäóåò âûáðàòü â êà÷åñòâå íàèâûãîäíåéøåãî ïóòè èíòåãðèðîâà-

íèÿ ëîìàíóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1) çâåíüÿ êî-

òîðîé ïàðàëëåëüíû îñÿì Ox è Oy (ðèñ. 12).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

(2,3)ˆ

(1,1)

(x + 3y)dx + (3x + y)dy.
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-

6

t t

t

(x0, y0) y = y0, dy = 0 (x1, y0)

(x1, y1)

x = x1

dx = 0

Ðèñ. 12. Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà, íåçàâèñÿùåãî îò

êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ

2.2.5 Íàõîæäåíèå ôóíêöèè ïî å¼ ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó

Åñëè du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, ãäå P ′
y = Q′

x, du � ïîë-

íûé äèôôåðåíöèàë. Ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) ïî å¼ ïîëíî-

ìó äèôôåðåíöèàëó.

1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ðàâåí ñóììå ÷àñò-

íûõ äèôôåðåíöèàëîâ du = dxu + dyu, dxu = P (x, y)dx,

dyu = Q(x, y)dy. Èíòåãðèðóÿ êàæäûé èç íèõ îòäåëüíî íàé-

äåì äâà âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè u:

1) u(x, y) =

ˆ
P (x, y)dx + φ(y), ñ÷èòàÿ y � ïîñòîÿííîé;

2) u(x, y) =

ˆ
Q(x, y)dy + ψ(x), ñ÷èòàÿ x � ïîñòîÿííîé,

ãäå φ(y) è ψ(x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Áåðÿ âñå èçâåñòíûå

÷ëåíû èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ è, äîïèñàâ ê íèì íåäîñòàþùèå

÷ëåíû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò y, èç 2-ãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

ôóíêöèþ u(x, y).

2. Ôóíêöèþ u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ P ′
y = Q′

x,
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ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

u(x, y) =

xˆ

x0

P (ξ, y0)dξ +

yˆ

y0

Q(x, η)dη + C.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè (x0, y0) ìîæíî âûáðàòü òî÷êó

(0, 0) � íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðèìåð. Ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå

(2x− 3y2 + 1)dx + (2− 6xy)dy

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè u(x, y) è íàéòè u.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå � ïîëíûé äèô-

ôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y), òî

(x1,y1)ˆ

(x0,y0)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

(x1,y1)ˆ

(x0,y0)

du(x, y) = u(x1, y1)−u(x0, y0).

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ êðè-

âîëèíåéíîãî èíòåãðàëàˆ

C

P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè èí-

òåãðèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,
∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,
∂R

∂x
=
∂P

∂z
.

Ôîðìóëà íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè u(x, y, z) ïî åå ïîëíîìó äèô-

ôåðåíöèàëó

u(x, y, z) =

xˆ

x0

P (ξ, y0, z0)dξ+

yˆ

y0

Q(x, η, z0)dη+

zˆ

z0

R(x, y, ζ)dζ+C.
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2.2.6 Âû÷èñëåíèå âåëè÷èí ïîñðåäñòâîì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà

1. Ïëîùàäü ôèãóðû, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè Oxy è îãðà-

íè÷åííîé çàìêíóòîé ëèíèåé C.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà
˛

C

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Ïîëîæèì P (x, y) = 0, Q(x, y) = x, òîãäà
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1.

Ïîëó÷èì

S =

˛

C

xdy =

¨

D

dxdy.

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ P (x, y) = −y, Q(x, y) = 0, èìååì
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1, â ðåçóëüòàòå:

S =

¨

D

dxdy = −
˛

C

ydx.

Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

S =
1

2

˛

C

xdy − ydx.

2. Ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñèëîé

F⃗ = P (x, y, z)⃗i +Q(x, y, z)⃗j +R(x, y, z)k⃗,

äåéñòâóþùåé íà òî÷êó ïðè ïåðåìåùåíèè å¼ ïî äóãå AB

A =

ˆ

AB

P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz.
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2.3 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 1 ðîäà

Ïóñòü â òî÷êàõ M íåêîòîðîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè σ, îãðà-

íè÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì L îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ

ôóíêöèÿ f = f (M).

Ðàçîáü¼ì ïîâåðõíîñòü σ íà n ÷àñòåé σi, i = 1, n (∆σi � ïëî-

ùàäü êàæäîé ÷àñòè). Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà:

In =

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)∆σi

Îáîçíà÷èì λ = max
i
di, ãäå di � äèàìåòð îáëàñòè σi

Îïðåäåëåíèå 23. Êîíå÷íûé ïðåäåë I

lim
n→ ∞
λ→ 0

In =

¨

σ

f (x, y, z)dσ

ïðè n → ∞ è λ → 0 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé èíòå-

ãðàë 1 ðîäà.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 1 ðîäà íåîáõî-

äèìî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè â òî÷êàõ σ: |f (x, y, z)| ≤M .

2.3.1 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 1 ðîäà

Ïîâåðõíîñòü σ: z = z(x, y), Sxy � ïðîåêöèÿ σ íà Oxy,

M(x, y) ∈ Sxy. Íà ïîâåðõíîñòè çàäàíà íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ

ôóíêöèÿ f (x, y, z).

Òåîðåìà 10.¨

σ

f (x, y, z)dσ =

¨

Sxy

f (x, y, z(x, y))
√

1 + z′2x + z′2y dxdy =

=

¨

Sxy

f (x, y, z(x, y))dxdy

| cos γ|
.
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Äîêàçàòåëüñòâî, àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî â ðàçäåëå 1.5.4.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 1 ðîäà¨

σ

(x + y + z + 1)dσ, σ: ÷àñòü ïëîñêîñòè x + y + z = 2, âûðå-

çàííàÿ öèëèíäðîì x2 + y2 = 1.
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2.4 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2 ðîäà

Îïðåäåëåíèå 24. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü σ íàçûâàåòñÿ äâóñòî-

ðîííåé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïðè îáõîäå ∀ çàìêíóòîãî êîíòóðà,

ëåæàùåãî íà ïîâåðõíîñòè σ è íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê ñ å¼

ãðàíèöåé, íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè íå ìåíÿåòñÿ.

Åñëè æå ïîñëå îáõîäà êîíòóðà íîðìàëü â èñõîäíîé òî÷êå áóäåò

èìåòü ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå, òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü �

îäíîñòîðîííÿÿ.

Ïðèìåð îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè � ëèñò Ì¼áèóñà3 (ðèñ. 13).

Ðèñ. 13. Ëèñò Ì¼áèóñà

Îïðåäåëåíèå 25. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ñ ïðè-

ïèñàíèåì â íèõ ïî óêàçàííîìó ïðàâèëó íîðìàëåé, íàçûâàåòñÿ

îïðåäåë¼ííîé ñòîðîíîé ïîâåðõíîñòè.

Äâóñòîðîííèå ïîâåðõíîñòè � îðèåíòèðîâàííûå. Âûáîð ñòîðî-

íû � îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Âûáðàííàÿ ñòîðîíà � ïîëîæè-

òåëüíàÿ. Äëÿ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé ñ÷èòàåòñÿ

âíåøíÿÿ ñòîðîíà.

3Àâãóñò Ôåðäèíàíä Ì¼áèóñ (íåì. August Ferdinand Mobius, 17 íîÿáðÿ 1790, Øóëüïôîðòå, íûíå
Ñàêñîíèÿ�Àíõàëüò � 26 ñåíòÿáðÿ 1868, Ëåéïöèã) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è àñòðîíîì-òåîðåòèê.
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Ðàññìîòðèì σ � äâóñòîðîíþþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü è âûáå-

ðåì íà íåé ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó; σi � ðàçáèåíèå;M(ξi, ηi, ζi)�

òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ïîëîæèòåëüíîé âûáåðåì òó ñòîðîíó ïîâåðõ-

íîñòè, ãäå íîðìàëü ê íåé îáðàçóåò ñ îñüþ Oz îñòðûé óãîë, ò. å.

cos γi > 0.

Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

In =

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)(∆Si)Oxy,

çäåñü (∆Si)Oxy � ïðîåêöèÿ ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè σi íà ïëîñ-

êîñòü Oxy, ñîäåðæèò çíàê + èëè − â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà

ñòîðîíû.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû ïðè

λ = max
i
di → 0, n → ∞, åñëè îí ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò

îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ íà ÷àñòè σi è îò âûáîðà

òî÷åê M(ξi, ηi, ζi) ∈ σi, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èí-

òåãðàëîì 2 ðîäà (ïî êîîðäèíàòàì) îò ôóíêöèè f (x, y, z) ïî

ïåðåìåííûì x è y ïî âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè è îáîçíà-

÷àåòñÿ ¨

σ

f (x, y, z)dxdy.

èëè ¨

σ

f (x, y, z)dxdy = lim
λ→ 0

n→ ∞

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)(∆Si)Oxy.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû 2 ðîäà

ïî êîîðäèíàòàì x, z è y, z:

Oxz :

¨

σ

f (x, y, z)dxdz = lim
λ→ 0

n→ ∞

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)(∆Si)Oxz,
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Oyz :

¨

σ

f (x, y, z)dydz = lim
λ→ 0

n→ ∞

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)(∆Si)Oyz.

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2 ðîäà îáùåãî âèäà:

I =

¨

σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy.

2.4.1 Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà

1. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2 ðîäà ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåìåíå

ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü âûíîñèòñÿ çà çíàê èíòåãðàëà.

3. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2 ðîäà îò ñóììû ðàâåí ñóììå ïî-

âåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ.

4. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2 ðîäà ïî ïîâåðõíîñòè S = S1+ S2

ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî å¼ ÷àñòÿì S1 è S2.

5. S1, S2 è S3 � öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ îáðàçóþùèìè

ïàðàëåëüíûìè îñÿì Oz, Ox è Oy, òî

¨

S1

R(x, y, z)dxdy =

¨

S2

P (x, y, z)dydz =

¨

S3

Q(x, y, z)dxdz = 0.

2.4.2 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà

Ïîâåðõíîñòü σ: z = z(x, y), Sxy � ïðîåêöèÿ σ íà Oxy, òîãäà:¨

σ

R(x, y, z)dxdy = ±
¨

Sxy

R(x, y, z(x, y))dxdy,

çäåñü çíàê ± çàâèñèò îò âûáîðà ñòîðîíû: cos γdσ = ±dxdy,
cos γ � íàïðàâëÿþùèé êîñèíóñ íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè σ.
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Äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 2 ðîäà îáùåãî âèäà èìååì:

I =

¨

σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

= ±
¨

Syz

P (x(y, z), y, z)dydz ±
¨

Sxz

Q(x, y(x, z), z)dxdz±

±
¨

Sxy

R(x, y, z(x, y))dxdy =

=

¨

σ

(P (x(y, z), y, z) cosα +Q(x, y(x, z), z) cos β+

+R(x, y, z(x, y)) cos γ)dσ.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü:

I =

¨

S

−xdydz + zdxdz + 5dxdy

ïî âåðõíåé ñòîðîíå ÷àñòè ïëîñêîñòè 2x− 3y + z = 6, ëåæàùåé â

IV îêòàíòå (x ≥ 0, z ≥ 0, y ≤ 0).

-
y

6z

�
�

�
�

�
�

��	x

�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

C
CC
3
A

−2
B

6 C

O

ABO : Sxy

ACO : Sxz

BCO : Syz

ABC : SHHY
n⃗
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Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû:

F (x, y, z) = 0 : 2x− 3y + z− 6 = 0,
∂F

∂x
= 2,

∂F

∂y
= −3,

∂F

∂z
= 1.

n⃗ = (2;−3; 1), |n⃗| =
√
14,

cosα =
2√
14
> 0, cos β =

−3√
14
< 0, cos γ =

1√
14
> 0.

Syz : P (x(y, z), y, z) = −3−3y

2
+
z

2
, {−2 ≤ y ≤ 0; 0 ≤ z ≤ 6+3y},

Sxz : Q(x, y(x, z), z) = z, {0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ z ≤ 6− 2x},

Sxy : R(x, y, z(x, y)) = 5, {−2 ≤ y ≤ 0; 0 ≤ x ≤ 3 +
3

2
y}.

I = −
0ˆ

−2

dy

6+3yˆ

0

(3+
3y

2
−z
2
)dz−

3ˆ

0

dx

6−2xˆ

0

zdz+5

0ˆ

−2

dy

3+3
2yˆ

0

dx = −9.

2.4.3 Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà

Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà4 äà¼ò ñâÿçü ìåæäó ïîâåðõ-

íîñòíûì èíòåãðàëîì 2 ðîäà ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè è òðîé-

íûì èíòåãðàëîì.

Òåîðåìà 11 (Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà). Åñëè ôóíêöèè

P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâåííîé

îáëàñòè V , òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà:˚

V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

‹

σ

Pdydz +Qdxdz +Rdxdy,

ãäå σ � ãðàíèöà îáëàñòè V è èíòåãðèðîâàíèå ïî σ ïðîèçâîäèò-

ñÿ ïî å¼ âíåøíåé ñòîðîíå.
4Èîãàíí Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ (íåì. Johann Carl Friedrich Gauss; 30 àïðåëÿ 1777, Áðàóíøâåéã � 23

ôåâðàëÿ 1855, Ã¼òòèíãåí) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, ôèçèê, àñòðîíîì è ãåîäåçèñò.
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Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûé òîìó, êàêîé èñïîëüçîâàë-

ñÿ ïðè âûâîäå ôîðìóëû Ãðèíà, ðàçäåë 2.2.3.

Ïðèìåð. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà âû÷èñ-

ëèòü:

I =

¨

S

−xdydz + zdxdz + 5dxdy

ïî âåðõíåé ñòîðîíå ÷àñòè ïëîñêîñòè 2x− 3y + z = 6, ëåæàùåé â

IV îêòàíòå (x ≥ 0, z ≥ 0, y ≤ 0).

I =

¨

S

−xdydz+zdxdz+5dxdy =

¨

ABC

−xdydz+zdxdz+5dxdy =

=

‹

OABC

−
¨

ABO

−
¨

ACO

−
¨

BCO

OABC :
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= −1 + 0 + 0 = −1.

‹

OABC

−xdydz + zdxdz + 5dxdy =

=

˚

V

(−1)dxdydz = (−1) · 1
3
· 1
2
· (2 · 3) · 6 = −6.

ABO : z = 0, dz = 0, cosα = 0, cos β = 0, cos γ = −1.

Sxy : R(x, y, z(x, y)) = 5, {−2 ≤ y ≤ 0; 0 ≤ x ≤ 3 +
3

2
y}.

¨

ABO

−xdydz + zdxdz + 5dxdy = −5

0ˆ

−2

dy

3+3
2yˆ

0

dx = −15.

ACO : y = 0, dy = 0, cosα = 0, cos β = 1, cos γ = 0.

Sxz : Q(x, y(x, z), z) = z, {0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ z ≤ 6− 2x}.
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¨

ACO

−xdydz + zdxdz + 5dxdy =

3ˆ

0

dy

6−2xˆ

0

zdz = 18.

BCO : x = 0, dx = 0, cosα = −1, cos β = 0, cos γ = 0.

Syz : P (x(y, z), y, z) = 0, {−2 ≤ y ≤ 0; 0 ≤ z ≤ 6 + 3y}.¨

BCO

−xdydz + zdxdz + 5dxdy = 0.

Â ðåçóëüòàòå:

I = −6− (−15)− 18− 0 = −9.

2.4.4 Ôîðìóëà Ñòîêñà

Îáîáùåíèåì ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî�Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ ôîð-

ìóëà Ñòîêñà5, îíà äà¼ò ñâÿçü ìåæäó ïîâåðõíîñòíûìè è êðèâî-

ëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè 2 ðîäà.

Òåîðåìà 12 (Ñòîêñà) Åñëè ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z),

R(x, y, z) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè σ,

òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà¨

σ

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy+

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dxdz =

=

˛

L

P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz,

ãäå L � ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè σ è èíòåãðèðîâàíèå âäîëü êðèâîé

L ïðîèçâîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ò. å. ïðè îá-

õîäå ãðàíèöû L ïîâåðõíîñòü σ äîëæíà îñòàâàòüñÿ âñ¼ âðåìÿ

ñëåâà).
5Ñýð Äæîðäæ Ãàáðèåëü Ñòîêñ (àíãë. Sir George Gabriel Stokes; 13 àâãóñòà 1819�1 ôåâðàëÿ 1903) � àí-

ãëèéñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è ôèçèê-òåîðåòèê èðëàíäñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Ðàáîòàë â Êåìáðèäæñêîì
óíèâåðñèòåòå, âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ãèäðî- è ãàçîäèíàìèêó (ñì. Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà), îïòèêó
è ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó. ×ëåí Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà (1851), åãî ñåêðåòàðü â 1854�1885
ãã. è ïðåçèäåíò â 1885�1890 ãã.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ãðèíà (ðàçäåë 2.2.3).

Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû Ñòîêñà ñëåäóåò, åñëè

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
,
∂R

∂y
=
∂Q

∂z
,
∂P

∂z
=
∂R

∂x
,

òî ˛

L

P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî â äàííîì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2 ðîäà

íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü
¸
L

x2y3dx + dy + zdz, ãäå L � êîíòóð

îêðóæíîñòè

{
x2 + y2 = R2

z = 0
; S � ïîëóñôåðà z =

√
R2 − x2 − y2

a) � íåïîñðåäñòâåííî è b) èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà.

a) L : x = R cos t, y = R sin t, t ∈ [0, 2π].˛

L

x2y3dx + dy + zdz =

=

2πˆ

0

R2 cos2 tR3 sin3 t(−R sin t)dt+

2πˆ

0

R cos tdt+

2πˆ

0

0dt = −πR
6

8
;

b) P (x, y, z) = x2y3, Q(x, y, z) = 1, R(x, y, z) = z

∂Q

∂x
= 0,

∂P

∂y
= 3x2y2,

∂R

∂y
= 0,

∂Q

∂z
= 0,

∂P

∂z
= 0,

∂R

∂x
= 0.

˛

L

x2y3dx + dy + zdz =

=

¨

S

(−x2y3)dxdy = −3

2πˆ

0

cos2 φ sin2 φdφ

R̂

0

r5dr = −πR
6

8
.
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3 Ýëåìåíòû òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 27. Âåêòîðíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ ÷àñòü (èëè

âñ¼ ïðîñòðàíñòâî) â êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî îïðåäåë¼í âåêòîð,

õàðàêòåðèçóþùèé ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå â ýòîé ÷àñòè ïðîñòðàí-

ñòâà.

Ïðèìåð. Ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö íåêîòîðîãî äâèæóùåãîñÿ òå-

ëà (æèäêîñòè); ïîëå ýëåêòðè÷åñêîé (ìàãíèòíîé) íàïðÿæ¼ííîñòè;

ïîëå ñèëû òÿæåñòè. . .

a⃗ = a⃗(M) = ax(x, y, z)⃗i + ay(x, y, z)⃗j + az(x, y, z)k⃗ =

= P (x, y, z)⃗i +Q(x, y, z)⃗j +R(x, y, z)k⃗.

Îïðåäåëåíèå 28. Âåêòîðíûìè ëèíèÿìè ïîëÿ âåêòîðà a⃗ = a⃗(M)

íàçûâàþòñÿ ëèíèè, â êàæäîé òî÷êå êîòîðûõ âåêòîð ïîëÿ a⃗ íà-

ïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê ýòîé ëèíèè.

Âåêòîðíûå ëèíèè çàäàþò íàïðàâëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ, à èõ

ñîâîêóïíîñòü äà¼ò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âåëè÷èå âåêòîðà

ïîëÿ â äàííîé òî÷êå.

Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå: ÷åðåç ïëîùàäêó ∆σ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî âåêòîðó a⃗ â äàííîé òî÷êå ïðîâîäÿò âåêòîðíûå ëèíèè â

êîëè÷åñòâå N , ïðîïîðöèîíàëüíîì |⃗a| è ∆σ: N = k|⃗a|∆σ, k �

êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ìàñøòàá).

3.1 Ïîòîê, äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

Ïóñòü σ � ãëàäêàÿ èëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ äâóñòîðîíÿÿ ïîâåðõ-

íîñòü, ó êîòîðîé âûáðàíà îïðåäåë¼ííàÿ ñòîðîíà (îðèåíòèðîâàí-

íàÿ ïîâåðõíîñòü).

Îïðåäåëåíèå 29. Ïîòîêîì Π âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗(M) ÷åðåç îðè-

åíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü σ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé èí-

òåãðàë 1 ðîäà ïî ïîâåðõíîñòè σ îò ïðîåêöèè âåêòîðà a⃗(M) íà
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íîðìàëü n⃗(M) ê ýòîé ïîâåðõíîñòè

Π =

¨

σ

Ïðn⃗a⃗dσ =

¨

σ

(⃗a, n⃗0)dσ =

=

¨

σ

(P (x, y, z) cosα +Q(x, y, z) cos β +R(x, y, z) cos γ)dσ =

=

¨

σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë: êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåãî â åäè-

íèöó âðåìåíè ñ îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíû σ íà å¼ ïîëîæèòåëüíóþ

ñòîðîíó.

Äèâåðãåíöèÿ � êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ â êàæ-

äîé å¼ òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 30. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

a⃗ = P (x, y, z)⃗i +Q(x, y, z)⃗j +R(x, y, z)k⃗

â òî÷êå M íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïîòîêà Π âåêòîðà a⃗

÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ òî÷êó M ê îáú¼ìó V , îãðàíè-

÷åííóþ ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, ïðè óñëîâèè, ÷òî îáú¼ì ñòÿãèâà-

åòñÿ â òî÷êó

div a⃗(M) = lim
V→0

Π

V
=
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= ∇ · a⃗.

Äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ â òî÷êå M � åñòü îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü ïî-

òîêà âåêòîðà a⃗ â ýòîé òî÷êå.

div a⃗ > 0 ⇒ â òî÷êåM èñòî÷íèêè.

div a⃗ < 0 ⇒ â òî÷êåM ñòîê.

Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà â âåêòîðíîé ôîðìå:

Π =

¨

σ

(⃗a, n⃗0)dσ =

˚

V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dV =

˚

V

div a⃗dV.
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Ñâîéñòâà äèâåðãåíöèè

1) div c⃗ = 0 (⃗c = const);

2) div r⃗ = 3 (r⃗ = x⃗i + yj⃗ + zk⃗);

3) div (⃗a1 + a⃗2) = div a⃗1 + div a⃗2;

4) div (φ(M) · a⃗(M)) = φ(M)div a⃗ + (⃗a(M), gradφ(M)),

div (φ · a⃗) = ∂

∂x
(φ · P ) + ∂

∂y
(φ ·Q) + ∂

∂z
(φ ·R) =

= P
∂φ

∂x
+ φ

∂P

∂x
+Q

∂φ

∂y
+ φ

∂Q

∂y
+R

∂φ

∂z
+ φ

∂R

∂z
=

= φ

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
+ P

∂φ

∂x
+Q

∂φ

∂y
+R

∂φ

∂z
=

= φ · div a⃗ + (⃗a, gradφ);

5) div ka⃗ = k · div a⃗;

6) div (φ · c⃗) = (⃗c, gradφ).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà a⃗ = x2⃗i+ y2⃗j + z2k⃗ ÷åðåç

çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü σ: x2 + y2 + z2 = R2, z = 0, z > 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà:

Π =

˚
(2x + 2y + 2z)dV,

ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:
x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

dV = r2 sin θdrdφdθ, {0 ≤ r ≤ R; 0 ≤ φ ≤ 2π; 0 ≤ θ ≤ π/2.}

Π = 2

2πˆ

0

dφ

π/2ˆ

0

sin θ(sin θ cosφ+sin θ sinφ+cos θ)dθ

R̂

0

r3dr =
πR4

4
.
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3.2 Öèðêóëÿöèÿ, âèõðü (ðîòîð) âåêòîðíîãî ïîëÿ

Ëèíåéíûé èíòåãðàë îò âåêòîðà a⃗ ïî ëèíèè Lˆ

L

a⃗dr⃗ =

ˆ

L

Pdx +Qdy +Rdz.

Ëèíåéíûé èíòåãðàë âûðàæàåò ðàáîòó âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü

ëèíèè L.

Îïðåäåëåíèå 31. Ëèíåéíûé èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòó-

ðó C:

Ö =

˛

C

a⃗dr⃗ =

˛

C

Pdx +Qdy +Rdz

íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗(M) âäîëü êîí-

òóðà C.

Öèðêóëÿöèÿ � ðàáîòà ñèëîâîãî ïîëÿ íà çàìêíóòîì êîíòóðå.

Åñëè a⃗ � åñòü ñèëà, îòíåñ¼ííàÿ ê åäèíèöå äëèíû � öèðêó-

ëÿöèÿ ïîëÿ ïî äàííîìó êîíòóðó õàðàêòåðèçóåò âðàùàòåëüíóþ

ñïîñîáíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗ íà äàííîì êîíòóðå. Öèðêóëÿöèÿ

çàâèñèò íå òîëüêî îò êîíòóðà, íî è îò åãî îðèåíòàöèè â ñèëîâîì

ïîëå.

Ðîòîð rot a⃗ âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗ � åñòü âåêòîð, ïðîåêöèÿ êî-

òîðîãî rotn a⃗ íà êàæäîå íàïðàâëåíèå n⃗ åñòü ïðåäåë îòíîøåíèÿ

öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî êîíòóðó L, ÿâëÿþùåìóñÿ êðàåì

ïëîñêîé ïëîùàäêè S, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîìó íàïðàâëåíèþ, ê

âåëè÷èíå ýòîé ïëîùàäêè, êîãäà ðàçìåðû ïëîùàäêè ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ, à ñàìà ïëîùàäêà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó:

rotna⃗ = lim
∆S→0

¸
L

a⃗ · dr

∆S
,

ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü âðàùàòåëüíîãî äâè-

æåíèÿ æèäêîñòè â òî÷êå M â äàííîé ïëîñêîñòè.
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Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå âåê-

òîðíîãî ïîëÿ âçÿòü ïîëå ñêîðîñòåé âåòðà íà Çåìëå, òî äëÿ àíòè-

öèêëîíà, âðàùàþùåãîñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (â ñåâåðíîì ïîëóøà-

ðèè), ðîòîð áóäåò íàïðàâëåí âíèç, à äëÿ öèêëîíà, âðàùàþùåãîñÿ

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè � ââåðõ. Â òåõ ìåñòàõ, ãäå âåòðû äóþò

ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ðîòîð áóäåò ðàâåí íóëþ.

rot a⃗ =

(
∂az
∂y

− ∂ay
∂z

)
i⃗ +

(
∂ax
∂z

− ∂az
∂x

)
j⃗ +

(
∂ay
∂x

− ∂ax
∂y

)
k⃗ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∇× a⃗.

Ñâîéñòâà ðîòîðà

1. rot c⃗ = 0 (⃗c = const).

2. rot (c · a⃗) = c · rot a⃗.

3. rot (⃗a + b⃗) = rot a⃗ + rot b⃗.

4. rot (φ · a⃗) = φ · rot a⃗ + gradφ× a⃗.

Ôîðìóëà Ñòîêñà â âåêòîðíîé ôîðìå:˛

C

(⃗a, dr⃗) =

¨

S

(rot a⃗, n⃗)dS =

=

¨

S

(rot a⃗)xdydz + (rot a⃗)ydxdz + (rot a⃗)zdxdy.

Ïðèìåð. Îïðåäåëèòü ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ

a⃗ = (x + z)⃗i + (y + z)⃗j + (x2 + z)k⃗

â òî÷êå M(1; 2; 3).
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3.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

3.3.1 Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà � ¾íàáëà¿

Îïåðàòîð íàáëà (îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà) � âåêòîðíûé äèô-

ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè ïî êîîðäèíàòàì. Îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∇
(íàáëà6).

Äëÿ òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìîóãîëüíîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïåðàòîð íàáëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

∇ =
∂

∂x
i⃗ +

∂

∂y
j⃗ +

∂

∂z
k⃗,

ãäå i⃗, j⃗, k⃗ � åäèíè÷íûå âåêòîðû ïî îñÿì x, y, z ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàïèñü îïåðàòîðà íàáëà ÷åðåç

êîìïîíåíòû:

∇ =

{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

}
.

×åðåç îïåðàòîð íàáëà åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì âûðàæàþòñÿ îñ-

íîâíûå îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà: grad (ãðàäèåíò), div (äè-

âåðãåíöèÿ), rot (ðîòîð), à òàêæå îïåðàòîð Ëàïëàñà (ñì. íèæå).

Øèðîêî óïîòðåáëÿåòñÿ â îïèñàííîì ñìûñëå â ôèçèêå è ìàòå-

ìàòèêå (õîòÿ èíîãäà ãðàôè÷åñêèé ñèìâîë ∇ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ, õîòÿ â íåêîòîðîì îòíîøåíèè

íå ñîâñåì äàëåêèõ îò ðàññìîòðåííîãî, ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ,

íàïðèìåð, êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé).

Ñâîéñòâà îïåðàòîðà íàáëà

Ýòîò îïåðàòîð ïðèîáðåòàåò ñìûñë â ñî÷åòàíèè ñî ñêàëÿðíîé

èëè âåêòîðíîé ôóíêöèåé, ê êîòîðîé îí ïðèìåíÿåòñÿ.

Åñëè óìíîæèòü âåêòîð ∇ íà ñêàëÿð φ, òî ïîëó÷èòñÿ âåêòîð

∇φ =
∂φ

∂x
i⃗ +

∂φ

∂y
j⃗ +

∂φ

∂z
k⃗ = grad φ,

6Íàçâàíèå çàèìñòâîâàíî èç äð.-ãðå÷. � ðîä àðôû ñ òðåóãîëüíûì îñòîâîì. Òàêîå íàçâàíèå ïðåäëîæèë
â øóòêó Ðîáåðòñîí Ñìèò, äðóã Ìàêñâåëëà, â ëè÷íîé ïåðåïèñêå, è îíî ïîñòåïåííî ñòàëî ïðèâû÷íûì.
Ïåðâîå ïå÷àòíîå ïîÿâëåíèå òåðìèíà îòìå÷åíî â 1890 ãîäó.
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êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàäèåíò ôóíêöèè φ.

Åñëè âåêòîð ∇ ñêàëÿðíî óìíîæèòü íà âåêòîð a⃗, ïîëó÷èòñÿ

ñêàëÿð

∇ · a⃗ = ∇xax +∇yay +∇zaz =
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

= div a⃗,

òî åñòü äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà a⃗.

Åñëè ∇ óìíîæèòü íà a⃗ âåêòîðíî, òî ïîëó÷èòñÿ ðîòîð âåêòî-

ðà a⃗:

∇× a⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

(
∂az
∂y

− ∂ay
∂z

)
i⃗ +

(
∂ax
∂z

− ∂az
∂x

)
j⃗ +

(
∂ay
∂x

− ∂ax
∂y

)
k⃗ = rot a⃗.

3.3.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû 2 ðîäà

Òàê êàê ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïåðåìíîæåíèÿ âåê-

òîðîâ è ñêàëÿðîâ, ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà íàáëà ìîæíî çàïèñàòü

ðàçëè÷íûå âèäû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Êîìáèíèðîâàíèå ñêàëÿð-

íûõ è âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé äà¼ò 7 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðî-

èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà:

div (grad φ) = ∇ · (∇φ)

rot (grad φ) = ∇× (∇φ)

∆φ = ∇2φ

grad (div v⃗) = ∇(∇ · v⃗)

div (rot v⃗) = ∇ · (∇× v⃗)

rot (rot v⃗) = ∇× (∇× v⃗)

∆v⃗ = ∇2v⃗
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Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ïîëåé (äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ) ýòè îïåðàòîðû íå íåçàâèñèìû. Äâà èç íèõ âñåãäà

ðàâíû íóëþ:

rot (grad φ) = ∇× (∇φ) = (∇×∇)φ = 0;

div (rot v⃗) = ∇ · (∇× v⃗) = (∇×∇) · v⃗ = 0.

Äâà âñåãäà ñîâïàäàþò:

div (grad φ) = ∇ · (∇φ) = (∇ · ∇)φ = ∇2φ = ∆φ,

∆φ � îïðåðàòîð Ëàïëàñà, ñêàëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ.

Òðè îñòàâøèõñÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

(∇× (∇× v⃗)) = ∇(∇ · v⃗)−∇2v⃗

∇(∇ · v⃗) = grad div v⃗ = ∇
(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
=

=

(
∂2P

∂x2
+
∂2Q

∂x∂y
+
∂2R

∂x∂z

)
i⃗ +

(
∂2P

∂x∂y
+
∂2Q

∂y2
+
∂2R

∂y∂z

)
j⃗+

+

(
∂2P

∂x∂z
+
∂2Q

∂y∂z
+
∂2R

∂z2

)
k⃗.

∆v⃗ = ∇2v⃗ =
∂2P

∂x2
i⃗ +

∂2Q

∂y2
j⃗ +

∂2R

∂z2
k⃗.

Õîòÿ áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ îïåðàòîðà íàáëà ñëåäóþò èç àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ è ÷èñåë è ñòàíîâÿòñÿ âïîëíå î÷å-

âèäíûìè, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê âåêòîð, íóæíî ñîáëþäàòü

îñòîðîæíîñòü. Îïåðàòîð íàáëà íå ïðèíàäëåæèò òîìó æå ïðî-

ñòðàíñòâó, ÷òî è îáû÷íûå âåêòîðû, à ãîâîðÿ òî÷íåå, ñêàëÿðíîå è

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ íåãî îïðåäåëåíî ñ íåêîòîðûìè îò-

ëè÷èÿìè (â îñíîâíîì ñâîäÿùèìèñÿ ê òîìó, ÷òî � êàê ýòî îáû÷íî

ïîäðàçóìåâàåòñÿ � îïåðàòîð äåéñòâóåò íà òå ïîëÿ, ÷òî ñòîÿò îò

íåãî ñïðàâà, è íå äåéñòâóåò íà ñòîÿùèå îò íåãî ñëåâà, èç-çà ÷åãî

ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ó÷àñòèåì ∇ íå êîììóòà-

òèâíû è íå àíòèêîììóòàòèâíû, êàê ýòî ñâîéñòâåííî äëÿ òàêèõ
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ïðîèçâåäåíèé îáû÷íûõ âåêòîðîâ), òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð íà-

áëà íå îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îáû÷íûõ âåêòîðîâ, è

ñëåäîâàòåëüíî íå âî âñ¼ì ìîæåò âåñòè ñåáÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáû÷íîãî âåêòîðà. Â ÷àñòíîñòè, îí íå

êîììóòèðóåò ñ âåêòîðàìè:

∇ · v⃗ ̸= v⃗ · ∇.

Åñëè áû íàáëà áûë âåêòîðîì, òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

(v⃗, ∇, v⃗) ≡ v⃗ · (∇ × v⃗) áûëî áû âñåãäà ðàâíî íóëþ, îäíàêî

íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî íåâåðíî.

3.4 Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 32. Âåêòîðíîå ïîëå a⃗(M), çàäàííîå â ïðîñòðàí-

ñòâåííîé îáëàñòè Ω, íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè îíî ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëåì ãðàäèåíòà íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

a⃗(M) = gradF (M),

F (M) = F (x, y, z) � ïîòåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 13. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå a⃗(M), çàäàííîå

â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω, áûëî ïîòåíöèàëüíûì, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿëîñü

ñîîòíîøåíèå:

rot a⃗ = 0.

Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ëèíåéíûé èíòåãðàë:ˆ

AB

a⃗dS⃗ =

ˆ

AB

gradFdS⃗ = F (B)− F (A).

˛

C

a⃗dS⃗ = 0.
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Îïðåäåëåíèå 33. Âåêòîðíîå ïîëå a⃗(M), çàäàííîå â ïðîñòðàí-

ñòâåííîé îáëàñòè Ω, íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì èëè òðóá÷à-

òûì, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

div a⃗(M) = 0.

(Ïîëå áåç èñòî÷íèêîâ, çàðÿäîâ, ñòîêîâ. . . )

Òåîðåìà 14. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå a⃗(M), çàäàííîå â

îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ∈ R3, áûëî ñîëåíîèäàëüíûì, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâî-

âàëà b⃗(M):

a⃗(M) = rot b⃗(M).

b⃗(M) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ a⃗(M).

Îïðåäåëåíèå 34. Âåêòîðíîå ïîëå a⃗(M), çàäàííîå â îáëàñòè

Ω ∈ R3, íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé

îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ

rot a⃗(M) = 0, div a⃗(M) = 0.

Èç óñëîâèÿ rot a⃗(M) = 0 ⇒ a⃗ = gradF , òîãäà èç âòîðîãî óñëî-

âèÿ, ñëåäóåò: div(gradF ) = ∆F = 0.

∆F = 0 � óðàâíåíèå Ëàïëàñà.

Âåêòîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

a⃗(M) = a⃗1(M) + a⃗2(M),

ãäå a⃗1(M) � ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ;

a⃗2(M) � ñîëåíîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ;

a⃗(M) → 0 íà áåñêîíå÷íîñòè.
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