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ÍÃÒÓ 1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ïîíÿòèå î êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å. Êîìáèíàòîðèêà (èëè

òåîðèÿ ñîåäèíåíèé) � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷à-

þòñÿ âîïðîñû î òîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ òåì èëè èíûì óñëîâèÿì, ìîæíî ñîñòàâèòü èç èìåþùèõ-

ñÿ îáúåêòîâ [2�4, 6�8, 10�12]. Ïðåäñòàâèòåëÿì ñàìûõ ðàçëè÷íûõ

ïðîôåññèé ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàññìîòðåíè-

åì òåõ èëè èíûõ êîìáèíàöèé èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ:

äèñïåò÷åðó íàäî ñîñòàâëÿòü ðàñïèñàíèå, âîäèòåëþ � âûáèðàòü

êðàò÷àéøèé ïóòü, àãðîíîìó � ðàñïðåäåëÿòü ïîñåâû è òàê äàëåå.

Îáû÷íî êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ îïåðàöèÿìè íàä êî-

íå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç ýòèõ îïåðàöèé

è çàäà÷.

1. Óïîðÿäî÷åíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ýòà îïåðàöèÿ ïðèâîäèò

ê ïîíÿòèþ ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ è ê çàäà÷å îïðåäå-

ëåíèÿ ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ.

2. Âûáîð ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïðè-

âîäèò ê ïîíÿòèþ ñî÷åòàíèÿ è ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà

âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ.

3. Âûáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà. Ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ðàçìåùåíèÿ è ê çàäà÷å

îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëå-

ìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ.

Êàê ðàçäåë ìàòåìàòèêè êîìáèíàòîðèêà âîçíèêëà â XVI âå-

êå. Îäíèì èç ïåðâûõ ðåøåíèåì êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ çàíÿëñÿ

èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Í. Òàðòàëüÿ (1500 � 1557). Äàëüíåéøåå

ðàçâèòèå êîìáèíàòîðèêè ñâÿçàíî ñ òðóäàìè Á. Ïàñêàëÿ (1623 �

1662) è Ï. Ôåðìà (1601 � 1665) ïî òåîðèè àçàðòíûõ èãð. Ïîçä-

íåå êðóïíûé âêëàä â ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ âíåñëè
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1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé ÍÃÒÓ

Ã. Ëåéáíèö (1646 � 1716), ß. Áåðíóëëè (1654 � 1705) è Ë. Ýéëåð

(1707 � 1783). Âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê êîìáèíàòîðèêå îòíîñèòñÿ

ê 50-ì ãîäàì XX âåêà. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì êèáåðíåòèêè è

äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ÝÂÌ àêòè-

âèçèðîâàëà èíòåðåñ ê êëàññè÷åñêèì êîìáèíàòîðíûì çàäà÷àì.

Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Ðåøåíèå áîëüøèíñòâà

çàäà÷ â êîìáèíàòîðèêå îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè äâóõ îñíîâíûõ

ïðàâèë � ïðàâèëà ñóììû è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Â îòäåëå ¾Èãðóøêè¿ èìåþòñÿ 4 âèäà êóêîë è 3

âèäà ïîñóäíûõ íàáîðîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü

îäíó èãðóøêó äëÿ äåâî÷êè?

Çàäà÷à 2. Â âàçå äëÿ ôðóêòîâ ëåæàò 8 ñëèâ è 6 àáðèêîñîâ.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îäèí ïëîä?

Ýòè çàäà÷è ìîæíî ïåðåâåñòè íà ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ è ñôîð-

ìóëèðîâàòü â îáùåì âèäå: äàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà

A = {a1, a2, . . . , an} è B = {b1, b2, . . . , bm}, íå èìåþùèõ îáùèõ

ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îäèí îáúåêò,

ïðèíàäëåæàùèé ëèáî A, ëèáî B? Òàê êàê A
∩
B = ∅, òî

{x|x ∈ A
∨

x ∈ B} = A
∪
B, à òîãäà mes(A

∪
B) =

= mes(A) + mes(B) = n + m. Ýòî óòâåðæäåíèå â êîìáèíàòî-

ðèêå íàçûâàþò ïðàâèëîì ñóììû.

Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âûáðàòü n ñïîñî-

áàìè, à ýëåìåíò b � m ñïîñîáàìè, ïðè÷åì íè îäèí èç ñïîñîáîâ

âûáîðà ýëåìåíòà a íå ñîâïàäàåò ñî ñïîñîáîì âûáîðà ýëåìåíòà b,

òî âûáîð ¾ëèáî a , ëèáî b¿ (¿èëè a , èëè b¿) ìîæíî îñóùåñòâèòü

n+m ñïîñîáàìè. Ïðàâèëî ñóììû ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òîò

ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ áîëåå

äâóõ. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñóììû, ëåãêî ðåøèòü ðàññìîòðåííûå

âûøå çàäà÷è.

1. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ 4 âèäà êóêîë, òî ñóùåñòâóåò 4 ñïîñîáà

âûáðàòü îäíó èç íèõ. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò 3 ñïîñîáà âû-
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ÍÃÒÓ 1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

áðàòü îäèí ïîñóäíûé íàáîð. Ïî ïðàâèëó ñóììû âûáðàòü ¾ëè-

áî êóêëó, ëèáî íàáîð ïîñóäû¿ ìîæíî 7 ñïîñîáàìè (4+3 = 7).

2. Ïî ïðàâèëó ñóììû ñóùåñòâóåò 8 + 6 = 14 ñïîñîáîâ âûáðàòü

îäèí ïëîä (4 + 3 = 7).

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

Çàäà÷à 3. Â ìåíþ ñòîëîâîé èìåþòñÿ 4 âèäà ïåðâûõ áëþä

è 6 âèäîâ âòîðûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îáåä,

ñîñòîÿùèé èç äâóõ áëþä: îäíîãî ïåðâîãî è îäíîãî âòîðîãî?

Çàäà÷à 4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç

äâóõ ÷åëîâåê � îäíîãî þíîøè è îäíîé äåâóøêè � äëÿ ó÷àñòèÿ

â ñîðåâíîâàíèÿõ ïî øàõìàòàì, åñëè â ãðóïïå 5 øàõìàòèñòîâ è 3

øàõìàòèñòêè?

Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà óïîðÿäî÷åííûõ

ïàð, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòó.

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâà A = {a1, a2, . . . , an} è B = {b1, b2, . . . ,
bm}. Ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ñîñòàâëåííûõ èç ýëå-

ìåíòîâ A è B, îáðàçóåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ.

Èçâåñòíî, ÷òî mes(A×B) = mes(A) ·mes(B) = n ·m. Â êîìáè-

íàòîðèêå ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò ïðàâèëîì ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ýëåìåíò a ∈ A ìîæíî âû-

áðàòü n ñïîñîáàìè è åñëè ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûáîðà ýëåìåíò

b ∈ B ìîæíî âûáðàòüm ñïîñîáàìè, òî âûáîð óïîðÿäî÷åííîé ïà-

ðû (a, b) , òî åñòü âûáîð ¾è a , è b¿ ìîæíî îñóùåñòâèòü n ·m ñïî-

ñîáàìè. Ïðèâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó-

÷àé âûáîðà êîðòåæà ëþáîé êîíå÷íîé äëèíû. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî

ïðîèçâåäåíèÿ, ðåøèì çàäà÷è 3 è 4.

3. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò 4 ñïîñîáà âûáðàòü ïåðâîå áëþäî è 6

ñïîñîáîâ âûáðàòü âòîðîå áëþäî, òî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäå-

íèÿ âûáîð ¾ïåðâîãî è âòîðîãî¿ áëþä ìîæíî îñóùåñòâèòü 24

ñïîñîáàìè (4 · 6 = 24).

4. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò 15 ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü êîìàíäó äëÿ

ó÷àñòèÿ â ñîðåâíîâàíèÿõ ïî øàõìàòàì.
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1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé ÍÃÒÓ

Ðàññìîòðåííûå êîìáèíàòîðíûå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷

è âûâîäå ñïåöèàëüíûõ ôîðìóë.

1.1 Ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâîM , ñîñòîÿùåå èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ ëþáîé ïðèðîäû. Óïîðÿäî÷èì ýòî ìíîæåñòâî, ïðîíóìåðîâàâ

íåêîòîðûì îáðàçîì åãî ýëåìåíòû. Ïîëó÷èì êîðòåæ äëèíû n ñ

ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûé íàçûâàþò ïåðåñòà-

íîâêîé èç n ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæå-

ñòâî íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ.

Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ ãðóïïû óïîðÿäî÷èòü ïî

âîçðàñòó, ðîñòó, àëôàâèòó, óñïåâàåìîñòè è òàê äàëåå. Âîçíèêà-

åò âîïðîñ: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî

M , ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ? Îòâåò ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîì-

áèíàòîðíîé çàäà÷è: îïðåäåëèòü ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòà-

íîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷àþò ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç

n ýëåìåíòîâ ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì Pn. Åñëè ìíîæåñòâî {a, b}
ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, òî î÷åâèäíî, ÷òî óïîðÿäî÷èòü åãî

ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: {a, b} è {b, a} , òî åñòü P2 = 2. Åñëè

æå ìíîæåñòâî {a, b, c} ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ, òî óïîðÿäî-

÷èòü åãî ìîæíî øåñòüþ ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò

3 ñïîñîáà âûáðàòü ýëåìåíò íà ïåðâîå ìåñòî, ïîñëå ýòîãî âûáîðà

ñóùåñòâóåò 2 ñïîñîáà âûáðàòü ýëåìåíò íà âòîðîå ìåñòî è îäèí

ñïîñîá � íà òðåòüå ìåñòî. Âñåãî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ñó-

ùåñòâóåò 3 · 2 · 1 ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî {a, b, c} , òî

åñòü P3 = 3 · 2 · 1 = 6. Âûïèñûâàÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè èç

ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè

ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé.
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ÍÃÒÓ 1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàâ-

íî ïðîèçâåäåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî

n âêëþ÷èòåëüíî, ò. å.

Pn = n! (1)

Çàìå÷àíèå. n! � n-ôàêòîðèàë � ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî

öåëîãî àðãóìåòà: n! = 1 · 2 · . . . · n, 0! = 1.

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çà-

ïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð 0, 1, 2, 3, 4, åñëè íè îäíà öèôðà â çàïèñè

÷èñëà íå ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû?

Ðåøåíèå. Öèôðó, ñòîÿùóþ â ñòàðøåì ðàçðÿäå, ìîæíî âûáðàòü

4 ñïîñîáàìè, ïîñëå òîãî êàê âûáîð ñäåëàí, îñòàâøèåñÿ 4 öèô-

ðû ïî ôîðìóëå (1) ìîæíî óïîðÿäî÷èòü P4 = 4! ñïîñîáàìè. Â

ðåçóëüòàòå ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ èìååì: 4 · P4 = 4 · 4! =

= 4 · 24 = 96.

1.2 Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ðàññìîòðèì êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ âûáîðîì óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Èòàê,

èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñêîëü-

êî ìîæíî ñîñòàâèòü óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ

k åãî ýëåìåíòîâ?

Îïðåäåëåíèå 2. Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíî-

æåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (k ≤ n) íàçûâàåòñÿ ðàçìå-

ùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî k.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, äâà ðàçìåùåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàç-

ëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà õîòÿ áû îäíèì

ýëåìåíòîì èëè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, íî ðàñïî-

ëîæåííûõ â ðàçíîì ïîðÿäêå. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç
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n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Ak
n. Ñïðàâåä-

ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî

k ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ k ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

íàèáîëüøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ n, òî åñòü

Ak
n = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
(2)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî ïðîèçâå-

äåíèÿ.

Çàäà÷à 6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü 5 ïó-

òåâîê â ðàçëè÷íûå äîìà îòäûõà, åñëè îòäîõíóòü æåëàþò 12 ÷å-

ëîâåê?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó èç 12 ÷åëîâåê íóæíî âûáðàòü 5, à çàòåì

ðàñïðåäåëèòü ìåæäó íèìè ðàçëè÷íûå ïóòåâêè, çäåñü âàæåí ïî-

ðÿäîê. Â ðåçóëüòàòå èìååì ðàçìåùåíèå èç 12 ïî 5, èñêîìîå ÷èñëî

ñïîñîáîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2):

A5
12 =

12!

(12− 5)!
=

12!

7!
= 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 95040.

1.3 Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ïðè ñîñòàâëåíèè k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà íàñ íå âñåãäà èíòåðåñóåò ïîðÿäîê, â êîòîðîì ðàñïî-

ëàãàþòñÿ ýëåìåíòû. Íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ 10 ñîðòîâ òêàíè è

íóæíî âûáðàòü 4 ñîðòà, òî ïîðÿäîê, â êîòîðîì ñëåäóåò âûáèðàòü

ñîðòà, çíà÷åíèÿ íå èìååò. Â òàêèõ çàäà÷àõ ðå÷ü èäåò î ïîäìíî-

æåñòâàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ óïîðÿäî÷åííûìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Âñÿêîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî n-ýëå-

ìåíòíîãî ìíîæåñòâà (k ≤ n) íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n

ýëåìåíòîâ ïî k.
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Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, äâà ñî÷åòàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàç-

ëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà õîòÿ áû îäíèì

ýëåìåíòîì. Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè çíà÷åíèÿ íå èìååò.

×èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k îáîçíà÷àåòñÿ

ñèìâîëîì Ck
n.

Òåîðåìà 3. ×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
(3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ëåãêî âûâî-

äèòñÿ èç ôîðìóë äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé è ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîñòàâèâ ñíà÷àëà âñå ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ

ïî k, à çàòåì ïåðåñòàâèâ âõîäÿùèå â êàæäîå ñî÷åòàíèå ýëåìåí-

òû âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, ïîëó÷èì âñå ðàçìåùåíèÿ èç

n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ. Íî èç êàæäîãî òàêîãî ñî÷åòàíèÿ

ìîæíî ñîñòàâèòü k! ïåðåñòàíîâîê, à ÷èñëî ýòèõ ñî÷åòàíèé ðàâ-

íî Ck
n . Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà: k! · Ck
n = Ak

n . Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò

ñïðàâåäëèâîñòü (3). Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 7. Èç ãðóïïû ñòóäåíòîâ, íàñ÷èòûâàþùåé 25 ÷åëîâåê,

íàäî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç 4 ÷åëîâåê äëÿ ó÷àñòèÿ â çàáåãå íà

1000 ì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü? Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç 4 ÷åëîâåê äëÿ ó÷àñòèÿ â

ýñòàôåòå 100 + 200 + 300 + 400?

Ðåøåíèå. Âûáîð ó÷àñòíèêîâ áåãà íà 1000 ì ìîæíî îñóùå-

ñòâèòü C4
25 =

25!

4! · (25− 4)!
= 12650 ñïîñîáàìè, òàê êàê ïîðÿäîê

ó÷àñòíèêîâ â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò çíà÷åíèÿ. Âûáîð ó÷àñòíèêîâ

ýñòàôåòû ìîæíî îñóùåñòâèòü A4
25 =

25!

(25− 4)!
= 303600 ñïîñîáà-

ìè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ó÷àñòíèêîâ êîìàíäû ðàññòàâëÿþò â

îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå.
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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé

1. Ck
n = Cn−k

n .

2. Ck−1
n−1 + Ck

n−1 = Ck
n.

3. C0
n = Cn

n = 1.

4. C0
n + C1

n + . . . + Cn
n = 2n.

Ñâîéñòâà 2, 3 ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ Ck
n, çíàÿ Ck

n−1

è Ck−1
n−1. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñâîéñòâîì, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû-

÷èñëèòü Ck
n ñíà÷àëà ïðè n = 0, çàòåì ïðè n = 1, ïðè n = 2

è òàê äàëåå. Âû÷èñëåíèÿ óäîáíî ðàñïîëàãàòü â âèäå ñëåäóþùåé

òðåóãîëüíîé òàáëèöû (àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, èëè òðå-

óãîëüíèê Ïàñêàëÿ):

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

. . .

èëè
1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

. . .

N -ÿ ñòðîêà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ � êîýôôèöèåíòû áèíîìà Íüþ-

òîíà:

(a + b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + . . . + Cn
nb

n.
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2 Ñîåäèíåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

2.1 Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòà-

íèÿ, ñîñòàâëåííûå èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ïðàêòèêå

ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ è

ñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõ ýëåìåíòû ïîâòîðÿþòñÿ. Åñëè ñðåäè ïåðå-

ñòàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ åñòü îäèíàêîâûå, òî ïåðåñòàíîâîê ïîëó-

÷àåòñÿ ìåíüøå, òàê êàê íåêîòîðûå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Íà-

ïðèìåð, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå ÎÍÀ, ìû ïîëó÷èì 6 ðàçëè÷-

íûõ ïåðåñòàíîâîê:
ÎÍÀ ÍÎÀ ÎÀÍ

ÀÍÎ ÍÀÎ ÀÎÍ
. Åñëè âìåñòî ñëîâà ÎÍÀ

âçÿòü ñëîâî ÎÍÎ è âî âñåõ âûïèñàííûõ ïåðåñòàíîâêàõ çàìåíèòü

áóêâó À áóêâîé Î, òî íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè îêàæóòñÿ îäè-

íàêîâûìè. Òàê, èç äâóõ ñëîâ 1-ãî ñòîëáöà ïîëó÷èì îäíî ñëîâî

ÎÍÎ, èç äâóõ ñëîâ 2-ãî ñòîëáöà � ÍÎÎ, à èç äâóõ ñëîâ 3-ãî

ñòîëáöà � ÎÎÍ. Èòàê, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç áóêâ

ñëîâà ÎÍÎ ðàâíî 3 (6 : 2 = 3) Â îáùåì âèäå çàäà÷à ôîðìó-

ëèðóåòñÿ òàê. Èìåþòñÿ ýëåìåíòû k ðàçëè÷íûõ òèïîâ: a, b, . . . , l.

Îïðåäåëèòü ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç ýòèõ ýëåìåí-

òîâ, åñëè ýëåìåíò a ïîâòîðÿåòñÿ n1 ðàç, ýëåìåíò b � n2 ðàç (è

òàê äàëåå), ýëåìåíò l � nk ðàç.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðåñòàíîâêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ýëåìåí-

òîâ a, b, . . . , l, â êîòîðîé ýòè ýëåìåíòû ïîâòîðÿþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî n1,n2, . . . , nk ðàç, íàçûâàåòñÿ êîðòåæ äëèíû

n = n1 + n2 + . . . + nk, ñðåäè êîìïîíåíò êîòîðîãî ýëåìåíò a

âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç, ýëåìåíò b � n2 ðàç(è òàê äàëåå), ýëåìåíò

l � nk ðàç.

Îáîçíà÷à÷èì P (n1, n2, . . . , nk) ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðå-

íèÿìè.

Òåîðåìà 4. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç

ýëåìåíòîâ a, b, . . . , l, â êîòîðîé ýòè ýëåìåíòû ïîâòîðÿþòñÿ
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ñîîòâåòñòâåííî n1,n2, . . . , nk ðàç, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P (n1, n2, . . . , nk) =
(n1 + n2 + . . . + nk)!

n1!n2! . . . nk!
=

n!

n1!n2! . . . nk!
(4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîíóìåðîâàòü âñå ýëåìåíòû a:

a1, a2, . . . , an1; âñå ýëåìåíòû b: b1, b2, . . . , bn2 (è òàê äàëåå); âñå

ýëåìåíòû l: l1, l2, . . . , lnk , è ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ñ ðàçíûìè íîìå-

ðàìè ðàçëè÷íûìè, òî ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî (n1 + n2 +

. . . + nk)! = n!. Åñëè ñíÿòü íîìåðà, òî ñðåäè n! ïåðåñòàíîâîê

áóäóò îäèíàêîâûå. Ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ðàñïîëîæåíè-

åì ýëåìåíòîâ a, ñîâïàäóò, òàêèõ ïåðåñòàíîâîê áóäåò Pn1 = n1! .

Ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ðàñïîëîæåíèåì ýëåìåíòîâ b, òîæå

ñîâïàäóò, èõ áóäåò Pn2 = n2!. È òàê äàëåå. Íàêîíåö, ïåðåñòà-

íîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ðàñïîëîæåíèåì ýëåìåíòîâ l, òàêæå áóäóò

ñîâïàäàòü. ×èñëî èõ ðàâíî Pnk = nk!. Ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêè

óêàçàííûõ òèïîâ ìîæíî äåëàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî ïî

ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëî èõ áóäåò n1!n2! . . . nk!

Òàêèì îáðàçîì, â ÷èñëå n! êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðå-

íèÿìè âñòðå÷àåòñÿ n1!n2! . . . nk! ðàç. Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî

P (n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! . . . nk!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 8. Ñêîëüêî âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü ñ

ïîìîùüþ öèôð 1, 3, 5 ïðè óñëîâèè, ÷òî öèôðà 1 ïîâòîðÿåòñÿ â

êàæäîì ÷èñëå ÷åòûðå ðàçà, öèôðû 3 è 5 � ïî 2 ðàçà?

Ðåøåíèå. Èñêîìîå ÷èñëî î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ðàçëè÷-

íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç öèôð 1, 3, 5, â êîòîðûõ

öèôðà 1 ïîâòîðÿåòñÿ ÷åòûðå ðàçà, à öèôðû 3 è 5 � ïî äâà ðàçà.

Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (4) èìååì:

P (4, 2, 2) =
8!

4!2!2!
= 420.
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2.2 Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ ëþ-

áîé ïðèðîäû. Êîðòåæ äëèíû k, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ýòî-

ãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè. Çäåñü

íåîáÿçàòåëüíî k < n.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîðòåæ äëèíû k, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåí-

òîâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïî-

âòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëå-

ìåíòîâ ïî k áóäåì îáîçíà÷àòü A
k
n.

Òåîðåìà 5. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç

n ýëåìåíòîâ ïî k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

A
k
n = nk. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ýëåìåíò êîðòåæà äëèíû k ìîæíî

îïðåäåëèòü n ñïîñîáàìè, âòîðîé ýëåìåíò � n ñïîñîáàìè (è òàê

äàëåå), k-é ýëåìåíò òàêæå n ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå ïî ïðàâèëó

ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

n · n · . . . · n = nk = A
k
n.

Çàäà÷à 9. Íà äèñê ñåêðåòíîãî çàìêà ñåéôà íàíåñåíû 10 öèôð,

øèôð ñîñòîèò èç 4 öèôð. Ñêîëüêî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê îòêðâòü

ñåéô ìîæåò ñäåëàòü ÷åëîâåê, íå çíàþùèé øèôðà?

Ðåøåíèå.Ïî ôîðìóëå (5) îáùåå ÷èñëî êîìáèíàöèé ðàâíî 104 =

10 000. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ÷èñëî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê ðàâíî 9999.

2.3 ×èñëî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

ÏóñòüM � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. ÌíîæåñòâîM èìååò ïîäìíî-

æåñòâà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü íå îá îòäåëü-

íûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà M , à î ìíîæåñòâå âñåõ åãî ïîä-

ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M íàçûâà-

åòñÿ ìíîæåñòâîì-ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà M è îáîçíà÷àåòñÿ P (M).
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2 Ñîåäèíåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè ÍÃÒÓ

Íàïðèìåð,

åñëè M = ∅, òî P (M) = {∅};
åñëè M = {a} , òî P (M) = {∅, {a}};
åñëè M = {a, b} , òî P (M) = {∅, {a}, {b}, {a, b}};
åñëè M = {a, b, c}, òî
P (M) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.
Äëÿ ïðèâåäåííûõ ñëó÷àåâ î÷åâèäíî: åñëè n � ÷èñëåííîñòü

ìíîæåñòâà M , òî ÷èñëåííîñòü ìíîæåñòâà P (M) ðàâíà 2n.

Òåîðåìà 6. Åñëè ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî

÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâîM = {a1, a2, . . . , an}. ×èñ-
ëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùåãî èç n

ýëåìåíòîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñóììû:

Cn = C0
n + C1

b + . . . + Cn
n =

n∑
i=0

C i
n.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(a + b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + . . . + Cn
nb

n

è ïîëîæèâ a = 1, b = 1, ïîëó÷èì: (1 + 1)n = 2n = C0
n + C1

n + . . .

+Cn
n , êîòîðîå âûðàæàåò åùå îäíî ñâîéñòâî ÷èñëà ñî÷åòàíèé. Èòàê,

÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùåãî èç

n ýëåìåíòîâ, ðàâíî 2n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4 Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 10. Â ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ïðîäàþòñÿ îòêðûòêè 4-õ

âèäîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü çäåñü 9 îòêðûòîê?

Ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿ-

ìè, òàê êàê ïîðÿäîê, â êîòîðîì âûáèðàþòñÿ îòêðûòêè, íå ÿâëÿ-

åòñÿ ñóùåñòâåííûì. Îíà áëèæå ê çàäà÷àì íà ñî÷åòàíèÿ, íî â ñî-

÷åòàíèÿõ ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ (íàïðèìåð, ìîæíî êóïèòü
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âñå 9 îòêðûòîê îäèíàêîâîãî âèäà). Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò çàäà-

÷àìè íà ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòèõ

çàäà÷ òàêîâà. Èìåþòñÿ ýëåìåíòû n ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ñêîëüêî

ñîâîêóïíîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïî k ýëåìåíòîâ êàæäàÿ, ìîæíî ñî-

ñòàâèòü èç íèõ, åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïîðÿäîê ýëåìåí-

òîâ â ñîâîêóïíîñòè ñ ó÷¼òîì, ÷òî ýëåìåíòû ìîãóò áûòü îäèíàêî-

âûìè?

Îïðåäåëåíèå 6. Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç äàííûõ n ðàç-

ëè÷íûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ

ñîâîêóïíîñòü, ñîäåðæàùàÿ k ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ òèïîâ.

Ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç äàííûõ n ýëåìåíòîâ

ïî k ýëåìåíòîâ, êàê è ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé, îòëè÷àþòñÿ

äðóã îò äðóãà ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â íèõ. ×èñëî ðàç-

ëè÷íûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ

áóäåì îáîçíà÷àòü C
k
n.

Òåîðåìà 7. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n

òèïîâ ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C
k
n =

(n + k − 1)!

k! · (n− 1)!
. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî-

÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ ðàâíî

÷èñëó ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ýëåìåíòîâ 0 è

1, â êàæäîé èç êîòîðûõ 0 ïîâòîðÿåòñÿ (n−1) ðàç, à 1 ïîâòîðÿåòñÿ

k ðàç, òî åñòü (ñì. (4)).

C
k
n = P (n− 1, k) =

(n + k − 1)!

k! · (n− 1)!
= Ck

n+k−1.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (6) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 10. Î÷åâèäíî, ÷òî

÷èñëî ñïîñîáîâ êóïèòü îòêðûòêè ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñî÷å-
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3 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ ÍÃÒÓ

òàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 4 ýëåìåíòîâ ïî 9, òî åñòü ðàâíî 220:

C
9
4 = P (4− 1, 9) =

(4 + 9− 1)!

9! · (4− 1)!
=

12!

9!3!
= 220.

3 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

Âîïðîñû

1. Ïîíÿòèå î êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å.

2. Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ.

3. Ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé.

4. Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé.

5. Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé.

6. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

7. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, áèíîì Íüþòîíà.

8. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè.

9. Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

10. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

11. Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ 3 æåëåçíûå äîðîãè, èäóùèå îò Á

äî Í, è 4 � îò Í äî Ò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü

äîðîãó îò Á äî Ò ÷åðåç Í?

2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 12 ãîñòåé çà îäíèì

ñòîëîì?

3. Â êîíêóðñå êðàñîòû ó÷àñòâóþò 8 äåâóøåê. Ñêîëüêèìè ñïîñî-

áàìè ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ìåæäó íèìè ìåñòà, åñëè êàæäîå

ìåñòî ìîæåò áûòü çàíÿòî òîëüêî îäíîé ó÷àñòíèöåé?
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4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò áûòü ïðèñóæäåíû ïåðâàÿ è âòî-

ðàÿ ïðåìèè äâóì ëèöàì èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ â 9 ÷åëîâåê?

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò áûòü ïðèñóæäåíû ïåðâàÿ, âòî-

ðàÿ è òðåòüÿ ïðåìèè òðåì ëèöàì èç 10 ñîðåâíóþùèõñÿ?

6. Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç öèôð 1, 2,

3 è 5, åñëè êàæäóþ èç ýòèõ öèôð ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî

îäèí ðàç?

7. Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç öèôð 1, 2,

3 è 5, åñëè êàæäóþ èç ýòèõ öèôð ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå

îäíîãî ðàçà?

8. Ñêîëüêî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, íå êðàòíûõ 5, ìîæíî îáðàçî-

âàòü èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ öèôðà

ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ÷èñëî òîëüêî îäèí ðàç?

9. Ñêîëüêî ÷åòíûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç

öèôð 1, 2, 3, 4, 5 ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ öèôðà ìîæåò

áûòü âêëþ÷åíà â ÷èñëî òîëüêî îäèí ðàç?

10. Íà ñîáðàíèè äîëæíû âûñòóïèòü 5 ÷åëîâåê: À, Á, Â, Ã, è Ä.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü èõ â ñïèñêå îðà-

òîðîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî À äîëæåí âûñòóïàòü íåïîñðåäñòâåí-

íî ïåðåä Á?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà ïîëêó ÷åòûðåõ-

òîìíèê Ïóøêèíà, äâóõòîìíèê Àõìàòîâîé è òðåõòîìíèê Ëåð-

ìîíòîâà òàê, ÷òîáû êíèãè êàæäîãî àâòîðà ñòîÿëè ðÿäîì?

12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü íà êíèæíóþ ïîëêó

â áåñïîðÿäêå êíèãè èç 7-òîìíîãî ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé?

13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðèñóäèòü ïåðâóþ, âòîðóþ è

òðåòüþ ïðåìèè òðåì ëèöàì, åñëè ÷èñëî ñîðåâíóþùèõñÿ ðàâ-

íî 12? (Êàæäàÿ ïðåìèÿ ïðèñóæäàåòñÿ òîëüêî îäíîìó ëèöó).

18



3 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ ÍÃÒÓ

14. Èç 15 êðàñíûõ è 7 áåëûõ òþëüïàíîâ ôîðìèðóþò áóêåòû.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü áóêåòû èç 4 êðàñíûõ

è 3 áåëûõ òþëüïàíîâ?

15. Èç 6 ïðåòåíäåíòîâ íóæíî âûáðàòü äâîèõ � îäíîãî ïîñûëü-

íîãî è îäíîãî êîíòîðùèêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî

ñäåëàòü?

16. Èç 35 ó÷àùèõñÿ íóæíî âûáðàòü àêòèâ êëàññà, ñîñòîÿùèé

èç ñòàðîñòû, êóëüòîðãà è ðåäàêòîðà ñòåíãàçåòû. Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

17. Âîñåìü þíîøåé è ÷åòûðå äåâóøêè ó÷àñòâóþò â ÊÂÍ. Ñêîëü-

êèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçáèòüñÿ íà äâå êîìàíäû ïî

øåñòü ÷åëîâåê â êàæäîé, åñëè â êîìàíäå äîëæíî áûòü õî-

òÿ áû ïî îäíîé äåâóøêå?

18. Ñòóäåíòó íåîáõîäèìî ñäàòü 4 ýêçàìåíà çà 12 äíåé. Ñêîëüêè-

ìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåä-

íèé ýêçàìåí îí ñäàåò â 12-é äåíü?

19. Ðåøèòå óðàâíåíèå Cn−2
n = 21 (n ∈ N).

20. Ðåøèòå óðàâíåíèå Cn−1
n+1 = 28 (n ∈ N).

21. Íàéäèòå íàòóðàëüíîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ A2
n = 12.

22. Ðîòà ñîñòîèò èç 4 îôèöåðîâ, 8 ñåðæàíòîâ è 80 ðÿäîâûõ. Ñêîëü-

êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñôîðìèðîâàòü èç íèõ îòðÿä, ñîñòîÿ-

ùèé èç îäíîãî îôèöåðà, òðåõ ñåðæàíòîâ è ïÿòíàäöàòè ðÿäî-

âûõ?

23. Â êóïå æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà èìååòñÿ äâà ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ïÿòèìåñòíûõ äèâàíà. Èç 10 ïàññàæèðîâ ÷åòâåðî æå-

ëàþò ñèäåòü ëèöîì ê ëîêîìîòèâó, à òðîå � ñïèíîé, îñòàëü-

íûì òðåì áåçðàçëè÷íî, êàê ñèäåòü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ ïàññàæèðû?
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24. Íà âå÷åðèíêå ïðèñóòñòâóþò 12 äåâóøåê è 15 þíîøåé. Ñêîëü-

êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç íèõ 4 ïàðû äëÿ òàíöà?

25. Õîð ñîñòîèò èç 20 ïåâöîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî â

òå÷åíèå òðåõ äíåé âûáèðàòü ïî 15 ïåâöîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé

äåíü áûëè ðàçíûå ñîñòàâû õîðà?

26. Â ìåíþ ñòîëîâîé èìåþòñÿ 3 âèäà ïåðâûõ áëþä è 5 âèäîâ âòî-

ðûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îáåä, ñîñòîÿùèé

èç îäíîãî ïåðâîãî, îäíîãî âòîðîãî è îäíîãî òðåòüåãî áëþäà,

åñëè íà òðåòüå ïðåäëàãàëè òîëüêî êîôå èëè ÷àé? Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îáåä, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî òðåòüå-

ãî è äâóõ âòîðûõ íåïîâòîðÿþùèõñÿ áëþä?

27. Íà ñòåíå ðàñïîëîæåíî 5 òóìáëåðîâ. Êàæäûé ìîæåò áûòü ëè-

áî âêëþ÷åí, ëèáî âûêëþ÷åí. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèé

òóìáëåðîâ?

28. Åñëè ïîäáðîñèòü îäíîâðåìåííî ÷åòûðå ìîíåòû ðàçíîãî äî-

ñòîèíñòâà, òî ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èõ ïàäåíèÿ

âîçìîæíî?

29. Ñêîëüêî ðàçíûõ êîìáèíàöèé îòâåòîâ ìîæíî äàòü íà n ðàç-

íûõ âîïðîñîâ, äîïóñêàþùèõ òîëüêî îòâåòû ¾äà¿ è ¾íåò¿:

à) åñëè êàæäûé âîïðîñ äîëæåí ïîëó÷èòü îòâåò;

á) åñëè íå îáÿçàòåëüíî îòâå÷àòü íà êàæäûé âîïðîñ?

30. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 7 ÷åëîâåê çà êðóã-

ëûì ñòîëîì? Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îòíîñèòåëüíîå ðàñïî-

ëîæåíèå ñèäÿùèõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.

31. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü 7 øàéá ðàçëè÷-

íîãî äèàìåòðà íà êîëüöå äëÿ êëþ÷åé?

32. Àëõèìèê èñïîëüçóåò 7 èíãðåäèåíòîâ äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ýëèê-

ñèðà æèçíè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ âëè-

âàíèÿ èõ â ñîñóä?
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33. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 3 ÷åëîâåê çà êðóã-

ëûì ñòîëîì?

34. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü òðè êëþ÷à íà

êîëüöå äëÿ êëþ÷åé?

35. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê áóêâ â ñëîâå ¾âååð¿.

36. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê áóêâ â ñëîâå

¾Mississippi¿.

37. Èìååòñÿ 5 ìåñò íà ôëàãøòîêå è 5 ôëàãîâ, èç êîòîðûõ 2 êðàñ-

íûõ è 3 áåëûõ. Ñêîëüêî ìîæíî èçîáðàçèòü ðàçëè÷íûõ ñèã-

íàëîâ, åñëè èñïîëüçîâàòü âñå ôëàãè îäíîâðåìåííî?

38. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü âîêðóã êðóãëîãî ñòî-

ëà 5 ìàëü÷èêîâ è 5 äåâî÷åê, åñëè êàæäûé ìàëü÷èê äîëæåí

ñèäåòü ìåæäó äâóìÿ äåâî÷êàìè?

39. Ñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ïðè áðîñàíèè òðåõ

èãðàëüíûõ êîñòåé?

40. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 10 ÷åëîâåê âîêðóã

êðóãëîãî ñòîëà, åñëè äâà îïðåäåëåííûõ ëèöà äîëæíû ñèäåòü

äðóã ïðîòèâ äðóãà?

41. Ñêîëüêî ÷èñåë áîëüøå 100 ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð

0, 2, 4, 6 è 8 òàê, ÷òîáû íè â îäíîì ÷èñëå íè îäíà öèôðà íå

ïîâòîðÿëàñü è íè îäíî ÷èñëî íå íà÷èíàëîñü ñ 0?

42. Ñêîëüêî ÷åòíûõ ÷èñåë ìåíüøå 500 ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìî-

ùüþ öèôð 2, 3, 4, 5 è 6 òàê, ÷òîáû íè îäíà öèôðà íå ïîâòî-

ðÿëàñü íè â îäíîì ÷èñëå?

43. Åñëè â êëàññå èìååòñÿ 10 ìåñò, òî ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-

íî ðàçìåñòèòü íà íèõ òðåõ ó÷åíèêîâ?
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44. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâ-

ëÿÿ áóêâû â ñëîâàõ: à) ¾ìàòåìàòèêà¿, á) ¾êóêóðóçà¿, â) ¾ìî-

ëîêî¿?

45. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ

ïðèíèìàþò îäíî èç çíà÷åíèé 4, 5, 6, 7?

46. Ñêîëüêî íå÷åòíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü

èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, åñëè êàæäóþ öèôðó èñïîëüçîâàòü íåñêîëü-

êî ðàç?

47. Äâîå ðåáÿò ñîáðàëè 10 ïîäáåðåçîâèêîâ, 16 ïîäîñèíîâèêîâ è

15 ìàñëÿò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü ìåæ-

äó ñîáîé ýòè ãðèáû?

48. ×åòâåðî ñòóäåíòîâ ñäàþò ýêçàìåí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èì

ìîãóò áûòü âûñòàâëåíû îöåíêè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íè îäèí

èç íèõ íå ïîëó÷èò ¾íåóäîâëåòâîðèòåëüíî¿?

49. Ñêîëüêî ÷èñåë ìåíüøèõ, ÷åì ìèëëèîí, ìîæíî çàïèñàòü ñ ïî-

ìîùüþ öèôð 9, 8, 7?

50. Íà òîâàðíîì ñêëàäå èìååòñÿ îáèâî÷íàÿ òêàíü øåñòè ñîðòîâ.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îáèòü åþ 36 ñòóëüåâ äëÿ îáùå-

æèòèÿ?

51. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü

ñ ïîìîùüþ öèôð 0, 1, 2?

52. Òðîå þíîøåé è ÷åòûðå äåâóøêè âûáèðàþò âóç äëÿ ïîñòóïëå-

íèÿ. Â ãîðîäå åñòü äâà âîåííûõ ó÷èëèùà (òóäà ïðèíèìàþò

òîëüêî þíîøåé), óíèâåðñèòåò è äâå àêàäåìèè. Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ âûïóñêíèêè ìåæäó âóçàìè

ãîðîäà?

53. Àâòîìîáèëüíûå íîìåðà ñîñòîÿò èç òðåõ áóêâ è òðåõ öèôð.

Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü íîìåðîâ, åñëè èñïîëüçîâàòü 28

áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà?
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54. Â ïî÷òîâîì îòäåëåíèè èìååòñÿ ÷åòûðå âèäà êîíâåðòîâ áåç

ìàðîê è ïÿòü âèäîâ ìàðîê íóæíîãî äîñòîèíñòâà. Ñêîëüêè-

ìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè êîíâåðòà ñ ìàðêîé äëÿ

îòïðàâêè ïèñåì?

55. Èç 10 þíîøåé è 15 äåâóøåê íåîáõîäèìî íàáðàòü ãðóïïó â êî-

ëè÷åñòâå 6 ÷åëîâåê òàê, ÷òîáû â íåé áûëî íå ìåíåå 2 þíîøåé.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

56. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü áóêâû â ñëîâå

¾ìîëîêî¿ òàê, ÷òîáû òðè áóêâû 'î' íå ñòîÿëè ðÿäîì?

57. Â ìåíþ ñòîëîâîé 4 ïåðâûõ, 6 âòîðûõ è 5 òðåòüèõ áëþä.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 2 îáåäà èç òðåõ áëþä?

58. Ñêîëüêî ìèíîðîâ ïîðÿäêà s = 3 ìîæíî âûáðàòü èç ìàòðèöû

ðàçìåðîì m× n = 8× 6?

59. Êîãäà Ãóëëèâåð ïîïàë â Ëèëèïóòèþ, îí îáíàðóæèë, ÷òî òàì

âñå âåùè ðîâíî â 12 ðàç êîðî÷å, ÷åì íà ðîäèíå. Ñêîëüêî

ëèëèïóòñêèõ ñïè÷å÷íûõ êîðîáêîâ ïîìåñòèòñÿ â ñïè÷å÷íîì

êîðîáêå Ãóëëèâåðà?

23



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ìîñêèíîâà, Ã. È. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ìàòåìàòèêà äëÿ
ìåíåäæåðà â ïðèìåðàõ è óïðàæíåíèÿõ : ó÷åá. ïîñîáèå /
Ã. È. Ìîñêèíîâà. � Ì. : Ëîãîñ, 2003. � 240 ñ.: èë.

2. Ñóäîïëàòîâ, Ñ. Â. Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè : ó÷åá-
íèê / Ñ. Â. Ñóäîïëàòîâ, Å. Â. Îâ÷èííèêîâ. � Ì. : ÈÍÔÐÀ-
Ì: Íîâîñèáèðñê : Èçä-âî ÍÃÒÓ, 2002. � 280 ñ.

3. ßáëîíñêèé, Ñ. Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó : ó÷åá.
ïîñîáèå äëÿ âóçîâ/ïîä ðåä. Â. À. Ñàäîâíè÷åãî. � Ì. : Âûñø.
øê., 2001. � 384 ñ.

4. Àìàòîâà, Ã. Ì. Ìàòåìàòèêà / Ã. Ì. Àìàòîâà, Ì. À. Àìà-
òîâ. � Ì. : Ìîñêîâñêèé ïñèõîëîãî-ñîöèàëüíûé èíñòèòóò,
1999. � 488 ñ.

5. Àíäðååâà, Å. Â.Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè : ó÷åá.
ïîñîáèå / Å. Â. Àíäðååâà, Ë. Ë. Áîñîâà, È. Í. Ôàëèíà. �
Ì. : ÁÈÍÎÌ: Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005. � 328 ñ.

6. Àñååâ, Ã. Ã.Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà : ó÷åá. ïîñîáèå / Ã. Ã. Àñå-
åâ, Î. Ì. Àáðàìîâ, Ä. Ý. Ñèòíèêîâ. � Ðîñòîâ í/Ä : Ôåíèêñ,
Õàðüêîâ : Òîðñèíã, 2003. � 144 ñ.

7. Ãàëóøêèíà, Þ. È. Êîíñïåêò ëåêöèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêå : ó÷åá. èçäàíèå / Þ. È. Ãàëóøêèíà, À. Í. Ìàðüÿìîâ. �
Ì. : Àéðèñ-ïðåññ, 2007. � 176 ñ.

8. Èâàíîâ, Á. Í. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Àëãîðèòìû è ïðî-
ãðàììû : ó÷åá. ïîñîáèå. � Ì. : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé,
2001. � 288 ñ.

9. Íåïåéâîäà, Í. Í. Ïðèêëàäíàÿ ëîãèêà : ó÷åá. ïîñîáèå. � Íî-
âîñèáèðñê : Èçä-âî Íîâîñèá. óí-òà, 2000. � 521 ñ.

10. Íîâèêîâ, Ô. À.Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòà. �
ÑÏá : Ïèòåð, 2001. � 304 ñ.

11. Ïëîòíèêîâ, À. Ä. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà : ó÷åá. èçäàíèå /
À. Ä. Ïëîòíèêîâ. � Ì. : Íîâîå çíàíèå, 2006. � 304 ñ.

24



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ÍÃÒÓ

12. Ðîìàíîâñêèé, È. Â. Äèñêðåòíûé àíàëèç : ó÷åá. ïîñîáèå. �
ÑÏá. : Íåâñêèé äèàëåêò, 2000. � 240 ñ.

13. Ðîÿê, Ì. Ý. Îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè : ó÷åá. ïîñîáèå /
Ì. Ý. Ðîÿê, Ñ. Õ. Ðîÿê. � Íîâîñèáèðñê : Èçä-âî ÍÃÒÓ, 2003.
� 127 ñ.

14. Ñïèðèíà, Ì. Ñ. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà / Ì. Ñ. Ñïèðèíà,
Ï. À. Ñïèðèí. � Ì. : Àêàäåìèÿ, 2007. � 368 ñ.

15. Êîìèññàðîâ, Â. Â.Ìàòåìàòèêà. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà: ó÷åá.
ïîñîáèå / Â. Â. Êîìèññàðîâ. � ÍÎÓ ÂÏÎ Öåíòðîñîþçà ÐÔ
ÑèáÓÏÊ � Íîâîñèáèðñê. 2011. � 100 ñ.

25


