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ÍÃÒÓ 1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàññìîò-

ðèì çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè.

Àïïðîêñèìàöèÿ, èëè ïðèáëèæåíèå, � íàó÷íûé ìåòîä, ñîñòîÿ-

ùèé â çàìåíå îäíèõ îáúåêòîâ äðóãèìè, â òîì èëè èíîì ñìûñëå

áëèçêèìè ê èñõîäíûì, íî áîëåå ïðîñòûìè.

Àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ÷èñëîâûå õàðàêòåðè-

ñòèêè è êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà îáúåêòà, ñâîäÿ çàäà÷ó ê èçó÷åíèþ

áîëåå ïðîñòûõ èëè áîëåå óäîáíûõ îáúåêòîâ (õàðàêòåðèñòèêè êî-

òîðûõ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ èëè ñâîéñòâà êîòîðûõ óæå èçâåñòíû).

Â òåîðèè ÷èñåë èçó÷àþòñÿ äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ, â ÷àñò-

íîñòè, ïðèáëèæåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè. Â

ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè êðèâûõ ëîìàíûìè.

Íåêîòîðûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè â ñóùíîñòè öåëèêîì ïîñâÿùåíû

àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, ÷èñ-

ëåííûå ìåòîäû àíàëèçà.

1.1 Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ìåòîäîì

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ � îäèí èç ìåòîäîâ òåîðèè îøè-

áîê äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé,

ñîäåðæàùèõ ñëó÷àéíûå îøèáêè. Ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå äëÿ ïðè-

áëèæ¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè äðóãèìè (áîëåå

ïðîñòûìè) ôóíêöèÿìè è ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè îáðà-

áîòêå íàáëþäåíèé. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðåäëîæåí â

êîíöå XVIII âåêà Ê. Ãàóññîì è äåñÿòüþ ãîäàìè ïîçäíåå À. Ëå-

æàíäðîì. Ïåðâîíà÷àëüíî îí èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ îáðàáîòêè ðå-

çóëüòàòîâ àñòðîíîìè÷åñêèõ è ãåîäåçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü òàáëè÷íî çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (èëè ìíîæåñòâî
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1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ÍÃÒÓ

òî÷åê) (xi, yi), i = 0, N . Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ âèäà

P (x) = c0 · φ0(x) + c1 · φ1(x) + . . . + cM · φM(x), M ≤ N,

òàêóþ, ÷òî

Q(c) =

N∑
i=0

(P (xi)− yi)
2 → min . (1)

Çäåñü c = (c0, c1, . . . , cM), φk(x), k = 0,M � áàçèñíûå ôóíê-

öèè, êîòîðûå ìîæíî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî. Íàèáî-

ëåå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Â ýòîì

ñëó÷àå φk(x) = xk, k = 0,M , à ôóíêöèÿ P (x) ïðèíèìàåò âèä:

P (x) = c0 + c1 · x + . . . + cM · xM , M ≤ N. (2)

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè P (x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Q(c), çàâèñÿùåé îò M + 1 ïåðå-

ìåííîé ck, k = 0,M .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñ-

òðåìóìà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ýòà çàäà÷à ìîæåò

áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èç M + 1 ëèíåéíîãî àëãåáðàè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ M + 1 íåèçâåñòíûìè:

c0 · (N + 1) + c1 ·
N∑
i=0

xi + . . . + cM ·
N∑
i=0

xMi =
N∑
i=0

yi,

c0 ·
N∑
i=0

xi + c1 ·
N∑
i=0

x2i + . . . + cM ·
N∑
i=0

xM+1
i =

N∑
i=0

xiyi,

. . .

c0 ·
N∑
i=0

xMi + c1 ·
N∑
i=0

xM+1
i + . . . + cM ·

N∑
i=0

x2Mi =
N∑
i=0

xMi yi.

(3)

Â ìàòðè÷íîì âèäå ñèñòåìà (3) èìååò âèä AT
MAMC = AT

MY , ãäå

C � ìàòðèöà-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè ck, k = 0,M , Y

� ìàòðèöà-ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè yi, i = 0, N . Ìàòðèöà AM
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ÍÃÒÓ 1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

ñîñòîèò èç M + 1 ñòîëáöà ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà:

AM =


1 x0 x20 . . . xM0
1 x1 x21 . . . xM1
. . . . . . . . . . . . . . .

1 xN x2N . . . xMN

 .

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) ôóíêöèè, çàäàííîé òàáëè÷íî, è åãî ðåàëèçà-

öèþ â MS Excel.

1. Ââîä èñõîäíûõ äàííûõ.

2. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû AM .

3. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû AT
MAM è âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé ñè-

ñòåìû AT
MY (â MS Excel òðàíñïîíèðîâàíèå ìåòðèöû îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ÒÐÀÍÑÏ, ïåðåìíîæåíèå

ìàòðèö � ôóíêöèåé ÌÓÌÍÎÆ).

4. Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû AT
MA

−1
M (â MS Excel îáðàùå-

íèå ìàòðèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ÌÎÁÐ).

5. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

C = AT
MA

−1
M · AT

MY.

Ïðèìåð. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, àïïðîêñè-

ìèðîâàòü ôóíêöèþ, çàäàííóþ òàáëè÷íî,

X =



0, 5

1, 2

1, 7

2, 1

3, 0

3, 6


, Y =



5, 1

1, 9

1, 1

3, 7

6, 2

9, 3


àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè: P (x) = c0 + c1 · x+
+c2 · x2.
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1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ÍÃÒÓ

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1, èñêîìûé ïîëèíîì

èìååò âèä: P (x) = 7, 336− 6, 378 · x + 1, 953 · x2.

Ðèñ. 1. Ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè â MS Excel

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü íå èñïîëüçóÿ ðàññìîòðåííûé ðà-

íåå àëãîðèòì, à íåïîñðåäñòâåííî ìèíèìèçèðóÿ öåëåâóþ ôóíê-

öèþ (1).

Çàïîëíèì òàáëèöó (ðèñ. 2).

Çäåñü â áëîêå C2 : C7 âû÷èñëÿþòñÿ ñëàãàåìûå ñóììû
N∑
i=0

(P (xi)− yi)
2. Â ÿ÷åéêå C8 íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè Q. Áëîê E2 : E4 � îïîðíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ c0, c1,
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ÍÃÒÓ 1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Ðèñ. 2. Àïïðîêñèìàöèÿ â MS Excel ñ ïîìîùüþ

ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè

c2, îíè ìîãóò çàäàâàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Äàëåå, èñïîëüçóåì êîìàíäó Ïîèñê ðåøåíèÿ. . . (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Îêíî ¾Ïîèñê ðåøåíèÿ. . . ¿ ïðè ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè

Â ðåçóëüòàòå íàéäåíû êîýôôèöèåíòû c0, c1, c2. Çíà÷åíèÿ ñîâ-

ïàäàþò (ðèñ. 4).

Â ñëó÷àå M = 1 àïïðîêñèìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ y = ax + b, äëÿ íàõîæäåíèÿ å¼ êîýôôèöè-
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1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ÍÃÒÓ

Ðèñ. 4. Íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ àïïðîêñèìàöèîííîé ôóíêöèè

åíòîâ èìååì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:
b · (N + 1) + a ·

N∑
i=0

xi =
N∑
i=0

yi,

b ·
N∑
i=0

xi + a ·
N∑
i=0

x2i =
N∑
i=0

xiyi.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè (ïîñòðîåíèÿ

òàêîãî ðîäà ïðåîáðàçîâàíèé) âîçìîæíî â ãîðàçäî áîëåå îáùåì

ñëó÷àå. Èìåííî, âñÿêàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñîîòíîøå-

íèåì âèäà: aφ(x) + bψ(y) + c = 0, ãäå a, b, c � ïîñòîÿííûå,

áóäåò èçîáðàæàòüñÿ ïðÿìîé ëèíèåé íà ôóíêöèîíàëüíîé ñåòêå,

ãäå íà îñè Ox ïîñòðîåíà øêàëà ôóíêöèè φ(x), à íà îñè Oy �

øêàëà ôóíêöèè ψ(y). Ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèè φ(x) è ψ(y) äîëæ-

íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ øêàë

(íåïðåðûâíîñòü è ìîíîòîííîñòü).

Îñîáåííî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ëîãàðèôìè÷åñêèå ñåò-

êè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ¾âûïðÿìëÿòü¿ ãðàôèêè ñòåïåí-
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ÍÃÒÓ 1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

íûõ è ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé. Åñëè çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y

çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì y = aebx, òî ëîãàðèôìèðîâàíèå åãî äà¼ò

ln y = bx + ln a.

Ïîëàãàÿ ln y = Y , ln a = A, b = B, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ôóíê-

öèþ: Y = A + Bx, � îòêóäà: îñòàâèâ ðàâíîìåðíóþ øêàëó íà

îñè è ïîñòðîèâ íà îñè ëîãàðèôìè÷åñêóþ øêàëó, ìû èçîáðàçèì

àïïðîêñèìàöèîííóþ ôóíêöèþ ïðÿìîé ëèíèåé.

Îïèñàííàÿ âûøå ñåòêà íàçûâàåòñÿ ïîëóëîãàðèôìè÷åñêîé. Ëî-

ãàðèôìè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñåòêà, ó êîòîðîé íà

êàæäîé èç îñåé Ox è Oy ïîñòðîåíà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà. Íà

òàêîé ñåòêå ãðàôèêè ñòåïåííûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ïðÿìûå ëèíèè.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y = axb, òî ln y = ln a + b lnx.

Ïîëàãàÿ òåïåðü ln y = Y , ln a = A, lnx = X , çàïèøåì óðàâíå-

íèå â âèäå

Y = A +BX.

Âûáîð ôóíêöèîíàëüíûõ øêàë, ïîçâîëÿþùèõ ëèíåàðèçîâàòü

àïïðîêñèìàöèîííóþ ôóíêöèþ aφ(x)+ bψ(y)+ c = 0, äîñòàòî÷íî

ðàçíîîáðàçåí. Ðàçëè÷íûå âèäû ôóíêöèé è ëèíåàðèçóþùèå èõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå:
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1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ÍÃÒÓ

� ï/ï Ôóíêöèÿ Y X A B

1 y = a + b/x y 1/x a b

2 y = 1/(a + bx) 1/y x a b

3 y = x/(a + bx) x/y x a b

4 y = abx ln y x ln a ln b

5 y = aebx ln y x ln a b

6 y = 1/(a + be−x) 1/y e−x a b

7 y = axb ln y lnx ln a b

8 y = a + b lnx y lnx a b

9 y = a/(b + x) 1/y x b/a 1/a

10 y = ax/(b + x) 1/y 1/x 1/a b/a

11 y = aeb/x ln y 1/x ln a b

12 y = a + bxn y xn a b

Ïðèìåð. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ àïïðîêñè-

ìèðîâàòü ôóíêöèþ, çàäàííóþ òàáëè÷íî:

x 1, 0 2, 0 3, 0 4, 0 5, 0 6, 0 7, 0 8, 0 9, 0 10, 0

y 23, 88 9, 12 6, 52 5, 34 5, 02 4, 50 5, 86 5, 67 5, 74 4, 28

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé P1(x) = a + b · x è P2(x) = a · eb/x, äëÿ
êàæäîé èç íèõ âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ óêëîíåíèé.

Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì, îïèñàííûì íà ñ. 6. Ïðèìåð ðàñ-

÷¼òîâ ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.

Â ðåçóëüòàòå èñêîìûå ôóíêöèè ðàâíû: P1(x) = 14,37−1,23 ·x,
P2(x) = 2,20 · e2,61/x. Ñóììû êâàäðàòîâ óêëîíåíèé ñîîòâåòñòâåí-

íî ðàâíû: 185,92 è 69,00. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ P2(x) ëó÷øå

àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíûå äàííûå.
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ÍÃÒÓ 1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Ðèñ. 5. Àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé

P1(x) = a+ b · x è P2(x) = a · eb/x

1.2 Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ ìîäåëü, õàðàêòåðèçóþùóþ çàâèñèìîñòü îáú¼ìà âûïóñêàå-

ìîé ïðîäóêöèè îò îáú¼ìà òðóäîâûõ è ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò. Ìî-

äåëü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà êàê äëÿ îòäåëüíîé ôèðìû è îòðàñëè,

òàê è äëÿ âñåé íàöèîíàëüíîé ýêîíîìèêè.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ õàðàêòåðèçóåò òåõíè÷åñêóþ çàâè-

ñèìîñòü ìåæäó ðåñóðñàìè è âûïóñêîì è îïèñûâàåò âñþ ñîâîêóï-
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íîñòü òåõíîëîãè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ. Êàæäûé ñïîñîá

ìîæåò áûòü îïèñàí ñâîåé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé.

Â ìèêðîýêîíîìèêå èñïîëüçóåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñàìûõ

ðàçíîîáðàçíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîäñòâà, íî ÷àùå âñåãî äâóõôàê-

òîðíûå ôóíêöèè âèäà Z = F (x, y), êîòîðûå ëåã÷å àíàëèçèðîâàòü

â ñèëó âîçìîæíîñòè èõ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñðåäè äâóõôàêòîðûíõ ôóíêöèé íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïî-

ëó÷èëà ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà. Âïåðâûå îíà áûëà ïðåäëîæåíà

Êíóòîì Âèêñåëëåì. Â 1928 ãîäó ôóíêöèÿ ïðîâåðåíà íà ñòàòèñòè-

÷åñêèõ äàííûõ ×àðëüçîì Êîááîì (Charles Cobb) è Ïîëîì Äóãëà-

ñîì (Paul Douglas), à ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè èçëîæåíû â ñòàòüå

¾Òåîðèÿ ïðîèçâîäñòâà¿, â íåé áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ýìïè-

ðè÷åñêèì ïóò¼ì îïðåäåëèòü âëèÿíèå çàòðà÷èâàåìîãî êàïèòàëà è

òðóäà íà îáú¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè â îáðàáàòûâàþùåé ïðî-

ìûøëåííîñòè ÑØÀ. Îáùèé âèä ôóíêöèè:

q = axαyβ,

çäåñü a, α, β � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷¼ì a � òåõíîëî-

ãè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, α � êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðó-

äó, β � êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî êàïèòàëó; q � îáú¼ì âû-

ïóñêàåìîé ïðîäóêöèè; x, y � êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ðåñóðñîâ

(îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò òðóä è êàïèòàë).

Åñëè ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè (α + β) ðàâíà åäèíèöå, òî

ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî îäíîðîäíîé, òî åñòü

îíà äåìîíñòðèðóåò ïîñòîÿííóþ îòäà÷ó ïðè èçìåíåíèè ìàñøòà-

áîâ ïðîèçâîäñòâà. Åñëè ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè áîëüøå åäè-

íèöû, ôóíêöèÿ îòðàæàåò âîçðàñòàþùóþ îòäà÷ó, à åñëè ìåíüøå

åäèíèöû, � óáûâàþùóþ. Èçîêâàíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè

Êîááà�Äóãëàñà, áóäåò âûïóêëîé è ¾ãëàäêîé¿. Âïåðâûå ïðîèç-

âîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ áûëà ðàññ÷èòàíà â 1920-õ ãîäàõ äëÿ îáðà-

áàòûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè ÑØÀ è ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ðà-

âåíñòâî

q ∼ x0,73y0,27.
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Ïàðàìåòðû ôóíêöèè a, α, β ìîæíî îïðåäåëèòü ïî çàäàííûì

ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ

ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (ï. 1.1).

Ïóñòü èçâåñòíà èñõîäíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ çà ðÿä

ëåò:

(qi, xi, yi), i = 1, N . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ïðîèçâîä-

ñòâåííîé ôóíêöèè a, α, β òàê, ÷òîáû îíà íàèëó÷øèì îáðàçîì

îïèñûâàëà ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå.

Ïðîëîãàðèôìèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ôóíêöèè Êîááà�

Äóãëàñà:

ln q = ln a + α lnx + β ln y,

è îáîçíà÷èâ Qi = ln qi, A = ln a, Xi = ln xi, Yi = ln yi, ïîëó÷èì:

Qi = A + αXi + βYi, i = 1, N.

Äàëåå ïîòðåáóåì, ÷òîáû

S =

N∑
i=1

(A + αXi + βYi −Qi)
2 → min .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ A, α, β ïîëó÷èì

ñèñòåìó èç òð¼õ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:

A ·N + α ·
N∑
i=1

Xi + β ·
N∑
i=1

Yi =
N∑
i=1

Qi,

A ·
N∑
i=1

Xi + α ·
N∑
i=1

X2
i + β ·

N∑
i=1

XiYi =
N∑
i=1

XiQi,

A ·
N∑
i=1

Yi + α ·
N∑
i=1

XiYi + β ·
N∑
i=1

Y 2
i =

N∑
i=1

YiQi.

Â ìàòðè÷íîì âèäå ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà:

W T ·W · C = W T ·Q,
14
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ãäå

C =

 A

α

β

 , W =


1 X1 Y1
1 X2 Y2
. . . . . . . . .

1 XN YN

 , Q =


Q1

Q2

. . .

QN

 .

Ïðèìåð. Èìååòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿé èíôîðìàöèÿ çà ðÿä ëåò:

Ãîä qi xi yi
2007 340, 205 10,397 284,141

2008 339, 733 11,730 223,956

2009 374, 022 11,436 298,007

2010 408, 768 10,950 403,415

2011 587, 608 14,382 578,106

ãäå q � òîâàðîîáîðîò, ìëí ðóá.; x � ÷èñëåííîñòü ðàáîòíèêîâ,

÷åë.; y � ïëîùàäü òîðãîâîãî çàëà, ì2. Îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû

a, α, β ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè q = axαyβ, íàèëó÷øèì îáðà-

çîì îïèñûâàþùåé èñõîäíûå äàííûå.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â MS Excel.

Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà èìååò âèä: q(x, y) =

= 5, 320x0,793y0,407.

1.3 Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ðàññìîòðèì ïåðåîïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âèäà FX = H, ãäå F � ìàòðèöà ñèñòåìû, H � ìàòðèöà-ñòîëáåö

ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû,X � ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ. Ïðè-

÷¼ì êîëè÷åñòâî óðàâíåíèéM áîëüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ N .

Ìàòðèöà F èìååò ðàçìåðíîñòü M ×N , ò. å. M >> N .

Ïîäîáíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîãóò âîçíèêàòü, íàïðèìåð, ïðè

îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ: êîýôôèöèåíòû ïðè íåèç-

âåñòíûõ (ìàòðèöà F ) èëè (è) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (ìàòðèöà
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Ðèñ. 6. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà â MS Excel

H) � ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, íåèçâåñòíûå (ìàòðèöà X) � ïàðà-

ìåòðû ìîäåëè. Ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ èçìåðåíèé, êàê ïðàâèëî, èìåþò

ñëó÷àéíûå îøèáêè.

Â îáùåì ñëó÷àå òàêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò

îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíîé, íàïðèìåð ðàíã ìàòðèöû F ðàâåí N , à

ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåíN+1 (ñì. òåîðåìó Êðîíåêåðà�

Êàïåëëè [??]).

Ðàññìîòðèì â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñèñòåìû

X∗. Â îáùåì ñëó÷àå FX∗ ̸= H. Ýòî ðåøåíèå âûáåðåì òàê, ÷òî-

áû íîðìà âåêòîðà íåâÿçîê FX∗ − H = G áûëà ìèíèìàëüíîé.

Ïîä íîðìîé áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó, âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìó-

ëå ∥G∥ =
M∑
i=0

g2i èëè ∥G∥ =
M∑
i=0

(
N∑
j=1

fijxj − hi

)2

, çäåñü gi, fij, xj,

hi � ýëåìåíòû ìàòðèö G, F , X , H ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâåëîñü ê ìèíèìè-
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çàöèè ôóíêöèîíàëà:

M∑
i=0

 N∑
j=1

fijxj − hi

2

→ min . (4)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: F TFX∗ = F TH [6].

Ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Åñ-

ëè ñòîëáöû ìàòðèöû F ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ìàòðèöà F TF

îáðàòèìà è ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

X∗ = (F TF )−1F TH.

Ïðèìåð. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé AX = B, ñîñòîÿùåé èç 5

óðàâíåíèé ñ 3 íåèçâåñòíûìè. Ìàòðèöû ðàâíû:

A =


2, 5 −3, 0 1, 2

3, 7 −2, 0 4, 1

2, 6 −1, 1 5, 9

4, 9 0, 0 3, 3

7, 4 1, 8 5, 7

 , B =


13, 2

10, 2

8, 7

5, 5

12, 2

 , X =

 x1
x2
x3

 .

Ìàòðèöà ATA, ïðàâàÿ ÷àñòü ATB, ðåøåíèå ñèñòåìû ðàâíû:

ATA =

 105, 47 −4, 44 91, 86

−4, 44 17, 45 −8, 03

91, 86 −8, 03 96, 44

 , ATB =

 210, 22

−47, 41

196, 27

 ,

X∗ =

 1, 683

−2, 173

0, 251

 .

Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâATA,ATB è (ATA)−1ATB,

íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ MS Excel.

Ýòó æå çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü íåïîñðåäñòâåííî ìèíèìèçèðóÿ

ôóíêöèîíàë (4) ÷èñëåííî.
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Àíàëîã � ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ MS Excel çàäà÷è àïïðîêñèìà-

öèè (ñ. 7). Ïðèìåð ðàñ÷¼òîâ ñ ïîìîùüþ MS Excel ïðèâåä¼í íà

ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. Ðåøåíèå ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñðåäñòâàìè MS Excel

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü

âûáðàíû ïðîèçâîëüíî.

Çàìå÷àíèå. Ñóòü ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñîñòîèò â

ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ óêëîíåíèé (1), (4).

Ìèíèìèçèðóåìûå ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìû,

÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè æå äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, êðèòåðèé ìî-

æåò áûòü èíûì. Íàïðèìåð:

Q(c) =

N∑
i=0

|P (xi)− yi| → min

èëè

Q(c) = max
i

|P (xi)− yi| → min .
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Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî ðåøåíèå ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà â ñëó÷àå ìèíèìèçàöèè ñóììû

ìîäóëåé óêëîíåíèé è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìóìà ìîäóëÿ óêëîíå-

íèé.

Ðèñ. 8. Ðåøåíèå ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
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1.4 Çàäà÷è

1. Àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ, çàäàííóþ òàáëè÷íî ñ ïîìî-

ùüþ ôóíêöèé: y = a + b/x; y = axb; y = aeb/x; y = a + bx.

Âûáðàòü ñðåäè íèõ íàèëó÷øóþ. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè àïïðîêñè-

ìàöèîííûõ ôóíêöèé è èñõîäíîé ôóíêöèè.
a b c d e

X Y X Y X Y X Y X Y

1 9,22 1 10,54 1 23,88 1 6,22 2 6,942

2 6,72 2 25,05 2 9,12 2 8,28 3,5 5,555

3 5,48 3 39,99 3 6,52 3 9,48 5 4,587

4 4,88 4 57,64 4 5,34 4 11,26 6,5 4,046

5 4,72 5 71,47 5 5,02 5 12,78 8 4,146

6 4,44 6 90,81 6 4,50 6 13,51 9,5 4,483

7 4,18 7 106,87 7 5,86 7 15,33 11 3,745

8 4,63 8 125,55 8 5,67 8 16,69 12,5 3,481

9 4,19 9 141,48 9 5,74 9 18,61 14 3,655

10 3,79 10 161,89 10 4,28 10 19,33 15,5 4,199

f g h i j

X Y X Y X Y X Y X Y

2 23,18 2 10,00 2 7,84 0,5 15,749 0,5 4,94

3,5 49,37 3,5 5,39 3,5 9,65 1,5 7,882 1,5 16,82

5 69,22 5 6,20 5 12,31 2,5 5,901 2,5 33,12

6,5 94,59 6,5 5,24 6,5 14,39 3,5 5,393 3,5 47,39

8 122,70 8 4,49 8 16,33 4,5 5,199 4,5 62,76

9,5 152,60 9,5 4,88 9,5 18,57 5,5 4,62 5,5 79,14

11 179,90 11 3,76 11 21,11 6,5 4,093 6,5 94,53

12,5 208,50 12,5 4,34 12,5 22,87 7,5 4,69 7,5 115,10

14 238,50 14 5,39 14 25,83 8,5 3,876 8,5 134,60

15,5 272,00 15,5 4,65 15,5 28,63 9,5 3,50 9,5 149,30
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2. Ïî ïîêàçàòåëÿì ðàáîòû òîðãîâîé îðãàíèçàöèè çà ïÿòü ëåò

íàéòè ïàðàìåòðû a, α β, ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè q = axαyβ,

íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàþùåé òàáëè÷íûå äàííûå.

a) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 3325,916 10,328 178,290

2008 7456,660 11,049 457,400

2009 5972,977 12,779 311,712

2010 9307,309 11,969 565,618

2011 7935,696 12,021 463,173

b) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 1695,135 10,054 325,503

2008 1418,926 11,733 236,428

2009 1657,533 11,598 285,322

2010 1133,045 10,564 197,178

2011 2308,818 14,025 363,235

c) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 5611,238 10,585 360,045

2008 3939,846 11,191 218,389

2009 5801,396 11,679 342,347

2010 8050,955 10,978 549,398

2011 5432,970 12,108 304,544

d) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 860,977 10,587 259,183

2008 1230,323 12,626 391,441

2009 1163,283 11,969 380,064

2010 1135,407 12,614 338,585

2011 1221,822 10,583 491,550

21



ÍÃÒÓ 1 Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

e) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 3644,123 10,463 250,034

2008 5753,890 10,890 448,471

2009 6665,193 13,515 443,004

2010 7083,088 14,284 455,768

2011 6196,282 12,651 428,020

f ) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 127,267 10,607 226,443

2008 130,757 11,697 211,804

2009 183,183 12,669 389,869

2010 135,821 11,234 242,107

2011 165,273 13,621 286,813

g) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 998,413 10,671 396,205

2008 921,302 11,109 331,514

2009 990,338 13,511 316,146

2010 1135,277 11,996 447,902

2011 972,091 11,530 352,690

h) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 657,705 10,117 386,040

2008 596,551 11,442 298,210

2009 820,542 11,128 490,277

2010 569,862 11,617 274,937

2011 926,283 13,302 497,280
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i) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 761,852 9,933 299,346

2008 782,683 12,584 220,896

2009 886,515 13,542 254,456

2010 976,940 10,704 442,624

2011 1007,238 11,059 448,203

j) Ãîä Òîâàðîîáîðîò, ×èñë. ðàáîòíèêîâ, Ïëîùàäü òîðã.

ìëí ðóá. òûñ. ÷åë. çàëà, òûñ. ì2

2007 1352,722 10,634 187,040

2008 2037,230 11,773 333,737

2009 1769,832 13,199 224,608

2010 2841,208 13,711 487,258

2011 2247,151 13,280 337,760

3. Íàéòè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé AX = B.

a)

A =



2 3, 5 −4, 1 7

3 −2 5 3

3, 5 5, 1 −6, 2 2, 5

−2, 1 5, 4 −7, 9 4

3, 5 −1, 9 5 2, 7

3 −2, 1 5, 1 2, 8


, B =



12, 4

0, 5

7, 3

2, 4

6

0, 1


b)

A =



2 3, 5 −4, 1 7

3 −2 5 3

3, 5 5, 1 −6, 2 2, 5

−2, 1 5, 4 −7, 9 4

3, 5 −1, 9 5 2, 7

3 −2, 1 5, 1 2, 8


, B =



12, 5

0, 7

7, 2

2, 5

6

−0, 1


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c)

A =



2 3, 4 −4, 1 7

3 −2, 1 5 3

3, 5 5, 1 −6, 2 2, 5

−2, 1 5, 4 −7, 7 4

3, 5 −1, 9 5 2, 7

3 −2, 1 5, 1 2, 8


, B =



11, 4

0, 2

6, 3

1, 8

6

0, 4


d)

A =



2, 1 3, 2 −4, 1 7

3 −2 5, 2 3

3, 5 5, 1 −6, 4 2, 5

−2, 1 5, 4 −7, 2 4

3, 5 −1, 9 5 2, 7

3 −2, 1 5, 1 2, 2


, B =



10, 4

0, 1

5, 3

2, 9

6, 4

0, 8


e)

A =



2, 3 3, 5 −4, 2 7

3 −2 5 3, 1

3, 5 5, 1 −6, 4 2, 5

−2, 1 5, 4 −7, 5 4

3, 5 −1, 9 5 2, 7

3 −2, 1 5, 2 2, 8


, B =



12, 4

0, 5

7, 3

2, 4

6

0, 1


f )

A =



1, 2 3, 3 −4, 7 7

3, 3 −2, 8 5, 4 3, 2

3, 1 5, 4 −6, 1 2, 4

−2, 7 5, 5 −7, 9 4, 2

3, 1 −1, 4 5, 3 2, 7

3, 4 −2, 6 5, 3 2, 1


, B =



13, 6

−0, 5

5, 4

2, 4

6, 3

0, 7


g)

A =



2, 7 3, 5 −4, 1 7

3, 2 −2 5 3

3, 5 5, 1 −6, 2 2, 5

−2, 6 5, 4 −7, 9 4

3, 1 −1, 9 5 2, 7

3, 9 −2, 1 5, 1 2, 8


, B =



9, 5

0, 6

7, 2

2, 4

6, 2

−0, 1


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h)

A =



2 3, 8 −4, 1 7

3 −2, 3 5 3

3, 5 5, 4 −6, 2 2, 5

−2, 1 5, 1 −7, 7 4

3, 5 −1, 7 5 2, 7

3 −2, 2 5, 1 2, 8


, B =



11, 3

0, 7

6, 9

1, 4

6, 1

0, 5


i)

A =



2, 1 3, 2 −4, 3 7

3 −2 5, 9 3

3, 5 5, 1 −6, 3 2, 5

−2, 1 5, 4 −7, 6 4

3, 5 −1, 9 5, 2 2, 7

3 −2, 1 5, 1 2, 2


, B =



10, 4

0, 5

5, 4

3, 9

5, 4

0, 4


j)

A =



2, 3 3, 5 −4, 2 7, 4

3 −2 5 3, 3

3, 5 5, 1 −6, 4 2, 2

−2, 1 5, 4 −7, 5 4, 3

3, 5 −1, 9 5 2, 7

3 −2, 1 5, 2 2, 5


, B =



12, 4

0, 5

7, 3

2, 4

6

0, 1


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