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ÍÃÒÓ 1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z íàçûâàåòñÿ óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x; y), ïåðâîå èç êîòî-

ðûõ x íàçûâàåòñÿ åãî äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, à âòîðîå

÷èñëî y � ìíèìîé ÷àñòüþ.

Îáîçíà÷åíèå: z = x+iy. Ñèìâîë i íàçûâàåòñÿìíèìîé åäè-

íèöåé (i2 = −1).

Åñëè x = 0, òî ÷èñëî 0 + iy = iy íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì,

åñëè y = 0, òî ÷èñëî x+ i · 0 = x îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äåéñòâèòåëü-

íûì ÷èñëîì, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà C âñåõ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, ò. å. R ⊂ C.
×èñëî x íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ x = Re z, a y � ìíèìîé ÷àñòüþ, y = Im z.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = x1 + iy1 è

z2 = x2 + iy2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè è ðàâíû èõ ìíèìûå ÷àñòè,

ò. å. z1 = z2 ⇔ x1 = x2 è y1 = y2.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z = x + iy è

z = x − iy, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíàêîì ìíèìîé ÷àñòè íà-

çûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè.

Âñÿêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + i · y ìîæíî èçîáðàçèòü

òî÷êîé (x; y) ïëîñêîñòè Oxy òàêîé, ÷òî x = Re z, y = Im z.

Ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà íà-

çûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ (å¼ òàêæå îáîçíà÷àþò C).
Îñü àáñöèññ íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, à îñü îðäèíàò �

ìíèìîé.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+iy ìîæíî èçîáðàæàòü è ñ ïîìîùüþ

ðàäèóñ-âåêòîðà ~r = ~OM .
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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÍÃÒÓ
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Ðèñ. 1. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü

Äëèíà âåêòîðà ~r, èçîáðàæàþùåãî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, íàçû-

âàåòñÿ ìîäóëåì ýòîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àåòñÿ |z|. Ìîäóëü îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå |z| =
√
x2 + y2.

Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâè-

òåëüíîé îñè è âåêòîðîì ~r, èçîáðàæàþùèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî,

íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ýòîãî ÷èñëà, îáîçíà÷àåòñÿ Arg z.

Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z 6= 0 âåëè÷èíà ìíîãîçíà÷íàÿ:

Arg z = arg z + 2πk, k = 0,±1,±, 2, . . . , ãäå arg z = ϕ � ãëàâíîå

çíà÷åíèå àðãóìåíòà, çàêëþ÷¼ííîå â ïðîìåæóòêå (−π; π]. Àðãó-

ìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = 0 + i · 0 íå îïðåäåëåí.

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ìîæíî áðàòü âå-

ëè÷èíó ïðèíàäëåæàùóþ ïðîìåæóòêó [0; 2π).

Àðãóìåíò ϕ îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóë cosϕ =
x

|z|
, sinϕ =

y

|z|
,

ãäå |z| =
√
x2 + y2.

Àðãóìåíò z ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó tg ϕ =
y

x
, òàê

êàê −π < arg z ≤ π, òî

ϕ = arg z =



arctg y/x, ïðè x > 0

arctg y/x + π, ïðè x < 0, y > 0

arctg y/x− π, ïðè x < 0, y < 0

π/2, ïðè x = 0, y > 0

−π/2, ïðè x = 0, y < 0

íå îïðåäåë¼í x = 0, y = 0
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ÍÃÒÓ 1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Çàïèñü ÷èñëà z â âèäå z = x + i · y íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé

ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Çàïèñü ÷èñëà z â âèäå z = |z|(cosϕ + i · sinϕ) íàçûâàåòñÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé.

Çàïèñü ÷èñëà z â âèäå z = |z|eiϕ èëè z = |z|ei arg z íàçûâàþò

ïîêàçàòåëüíîé (èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé) ôîðìîé êîìïëåêñíîãî

÷èñëà1.

Ïðèìåðû: êîìïëåêñíûå ÷èñëà èçîáðàçèòü âåêòîðàìè, íàéòè

èõ ìîäóëü è àðãóìåíò è çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêà-

çàòåëüíîé ôîðìàõ:

1) z = 2 + 2i;

2) z = −1 + i
√

3;

2) z = −3− 2i;

4) z = −(cos π/5− i sin π/5).

Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë

Êàê è â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè, íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë ââîäèòñÿ ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè, áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé

òî÷êè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî àíàëîãèè ñ ìíîæåñòâîì R äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ è îêðóæíîñòü S, êîòîðàÿ êàñà-

åòñÿ ïðÿìîé â òî÷êå O; òî÷êó, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ

òî÷êå O, îáîçíà÷èì N (ðèñ. 2).

Áóäåì ñîåäèíÿòü ïðÿìûìè ðàçëè÷íûå òî÷êè îñè ñ òî÷êîé N ;

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñ îêðóæíîñòüþ áóäåì îáîçíà÷àòü X .

Î÷åâèäíî, êàæäîé òî÷êå x ∈ R ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà X ∈ S.

Îáðàòíîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ òî÷åê îêðóæíîñòè, çà èñêëþ÷å-

íèåì òî÷êè N . Íî ïî ìåðå óäàëåíèÿ x ïî ïðÿìîé îò òî÷êè O (ñ

óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî |x|), å¼ îáðàç íà îêðóæíîñòè
1Îáîñíîâàíèå ýòîé çàïèñè ñì. äàëåå: ôîðìóëà Ýéëåðà
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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÍÃÒÓ

Ðèñ. 2. Áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå N . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîãî âèäà

â àíàëèçå ïðèíÿòî íàçâàíèå áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (âåëè÷èíà). Å¼ ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ lim
n→∞

xn =∞ è íàçûâà-

åòñÿ áåñêîíå÷íîñòüþ èëè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êîé. Ïîýòîìó

òî÷êó N ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáðàç áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé

òî÷êè íà îêðóæíîñòè, à áåñêîíå÷íîñòü � êàê ¾òî÷êó¿ îñè Ox,

îáðàçîì êîòîðîé íà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà N .

Ðèñ. 3. Ñôåðà Ðèìàíà è ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

Ïî àíàëîãèè ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü C (ïëîñêîñòü Oxy) è ñôå-

ðó S, êàñàþùóþñÿ åå â íà÷àëå êîîðäèíàò, ò.å. â òî÷êå O (ðèñ. 3).

Ëó÷è, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè z ∈ C ñ òî÷êîé N ïåðåñåêàþò ñôå-

ðó â òî÷êàõ Z ∈ S. Ïðè ýòîì ëþáîé òî÷êå z ∈ C ñîîòâåò-
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ÍÃÒÓ 1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà Z ∈ S, è íàîáîðîò, ëþáîé òî÷êå

Z ∈ S \ N ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z ∈ C. Î÷åâèä-
íî, ÷åì äàëüøå ðàñïîëîæåíà òî÷êà z ∈ C îò íà÷àëà êîîðäè-

íàò ( lim
n→∞

ρ = ∞, ρ =
√
x2 + y2 � äëèíà ðàäèóñà-âåêòîðà òî÷-

êè z = x + iy), òåì áëèæå åå îáðàç Z ∈ S ê òî÷êå N . ×òîáû

ñîîòâåòñòâèå áûëî ïîëíûì, ââîäèòñÿ ¾íåñîáñòâåííûé¿ ýëåìåíò

(ñèìâîë ∞) , áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà êàê òî÷êà ïëîñêîñòè,

îáðàçîì êîòîðîé íà S ÿâëÿåòñÿ òî÷êà N .

Ïëîñêîñòü C, äîïîëíåííàÿ ýëåìåíòîì ∞, íàçûâàåòñÿ ðàñøè-

ðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ C = C ∪ {∞}.
Ïîñòðîåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷åê ñôåðû è

ìíîæåñòâà C íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé, à ñôåðà

S � ñôåðîé Ðèìàíà.

1.2 Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Îïðåäåëåíèå 4.Ïîëåì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî, äëÿ

ýëåìåíòîâ êîòîðîãî îïðåäåëåíî äâà äåéñòâèÿ, íàçûâàåìûõ ñëî-

æåíèåì è óìíîæåíèåì, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

àêñèîìàì:

1) a + b = b + a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

2) (a + b) + c = a + (b + c) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

3) ∃0 : ∀a a + 0 = a (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ);

4) ∀a ∃(−a) : a+(−a) = 0 (ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî

ýëåìåíòà);

5) ab = ba (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

6) (ab)c = a(bc) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

7) ∃1 : ∀a a · 1 = a (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû);

8) ∀a 6= 0 ∃a−1 : a ·a−1 = 1 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåí-

òà);
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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÍÃÒÓ

9) (a + b)c = ac + bc (äèñòðèáóòèâíîñòü);

10) 1 6= 0 (â ïîëå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû äâà ýëåìåí-

òà).

Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå C àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè.

Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ñóììîé z1 +z2 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x1 +y1i è z2 = x2 +y2i

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî

z = z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2) · i .

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî:

• îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíà:

z1 + z2 = z2 + z1 ∀z1, z2 ∈ C;

• îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíà:

z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 ∀z1, z2, z3 ∈ C;

• ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò θ = 0 + 0i : z + θ = θ + z = z

∀z ∈ C; íóëåâîé ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî ñèìâîëîì íóëü

0 = 0 + 0i;

• äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ yi ñóùåñòâóåò ïðî-

òèâîïîëîæíûé åìó ýëåìåíò (−z) = (−x) + (−y)i :

z + (−z) = (−z) + z = 0.

-
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ÍÃÒÓ 1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Èç ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ (îáðàòíàÿ ê ñëîæå-

íèþ). Ðàçíîñòüþ ÷èñåë z1 = x1 + y1i è z2 = x2 + y2i íàçûâàåòñÿ

êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = z1 − z2 = (x1 − x2) + (y1 − y2) · i .
|z1 − z2| =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,

ò. å. ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ðàññòîÿíèþ

ìåæäó òî÷êàìè, èçîáðàæàþùèìè ýòè ÷èñëà íà ïëîñêîñòè.

Óìíîæåíèå è äåëåíèå â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ïðîèçâåäåíèåì z1z2 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x1 + y1i è

z2 = x2 + y2i íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî

z = z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · y2) + (x1 · y2 + x2 · y1) · i .
Â ÷àñòíîñòè,

i · i = (0+1i) ·(0+1i) = (0 ·0−1 ·1)+(0 ·1+0 ·1)i = −1+0 · i = −1,

òî åñòü i · i = −1.

Ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû óìíîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïå-

ðåìíîæèòü âûðàæåíèÿ (x1 + y1i) è (x2 + y2i), êàê äâó÷ëåíû, è

ó÷åñòü ðàâåíñòâî i · i = −1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî:

• îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíà:

z1 · z2 = z2 · z1 ∀z1, z2 ∈ C;

• îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíà:

z1(z2z3) = (z1z2)z3 ∀z1, z2, z3 ∈ C;

• ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò e = 1 + 0i : ze = ez = z

∀z ∈ C; åäèíè÷íûé ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî ñèìâîëîì

åäèíèöà: 1 = 1 + 0i;

• äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+yi, îòëè÷íîãî îò íó-

ëÿ, ñóùåñòâóåò îáðàòíûé åìó ýëåìåíò z−1 =
x

x2 + y2
+
−y · i
x2 + y2

òàêîé, ÷òî z · z−1 = z−1 · z = 1.
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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÍÃÒÓ

Â ñàìîì äåëå, çíàìåíàòåëü äðîáåé îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê ðà-

âåíñòâî x2+y2 = 0 îçíà÷àåò, ÷òî x = 0 è y = 0, ò. å. z = 0+0i = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ z 6= 0 ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíà. Ïðîâåðèì

ðàâåíñòâî zz−1 = 1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ è ðàâåí-

ñòâî i · i = −1, ïîëó÷àåì:

z · z−1 = (x + yi) ·
(

x

x2 + y2
+
−y · i
x2 + y2

)
=

=
x2 + y2

x2 + y2
+
−xy + yx

x2 + y2
· i = 1 + 0i = 1 .

Èç ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå îòëè÷íûõ

îò íóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ (îá-

ðàòíàÿ ê óìíîæåíèþ).

×àñòíûì äâóõ ÷èñåë z1 = x1 + y1i è z2 = x2 + y2i íàçûâàåòñÿ

êîìïëåêñíîå ÷èñëî

z =
z1

z2
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+
y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

· i .

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè óìíîæèòü

÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
z1

z2
íà ÷èñëî x2 − y2i.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñâÿçàíû

çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè:

(z1 + z2) · z3 = z1 · z3 + z2 · z3 ∀z1 ∈ C, ∀z2 ∈ C, ∀z3 ∈ C.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëåì.

Âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë:

z1 · z2 = |z1|(cosϕ1 + i sinϕ1) · |z2|(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= |z1||z2|((cosϕ1 cosϕ2−sinϕ1 sinϕ2)+i(cosϕ1 sinϕ2+sinϕ1 cosϕ2)) =

= |z1||z2|(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).
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ÍÃÒÓ 1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàäàííûõ â òðèãîíîìåòðè-

÷åñêîé ôîðìå èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäû-

âàþòñÿ.

Èç ýòîãî ñëåäóåò ôîðìóëà Ìóàâðà äëÿ âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü:

zn = |z|n(cosnϕ + i sinnϕ).

Äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàäàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ôîðìå:
z1

z2
=
|z1|
|z2|

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).

Íåñëîæíî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïîêàçàòåëü-

íóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìóàâðà

n
√
z = |z|1/n

(
cos

Arg z

n
+ i sin

Arg z

n

)
=

= |z|1/n
(

cos
ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)
= |z|1/ne

ϕ+2πk
n .

Â ðåçóëüòàòå êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà èìååò

n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëü-

íîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R = n
√
|z|

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïðèìåð

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ z =
3
√

4 + 4
√

3i

z =
3

√
4 + 4

√
3i =

(
8ei(π/3+2πk

)1
3

= 2ei(π/9+2πk/3).

k = 0 z1 = 2eiπ/9,

k = 1 z1 = 2eiπ7/9,

k = −1 z1 = 2e−iπ5/9.
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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÍÃÒÓ

Ðèñ. 5. Çíà÷åíèÿ z =
3
√

4 + 4
√

3i

Ïðèìåðû

1. Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

1) i; 2) − 3; 3) 1 + i123; 4) − 1

2
+ i

√
3

2
; 5)

1− i
1 + i

.

2. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1 − z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = 1 + 2i,

z2 = 2− i, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

3. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 4x + 6 = 0.

4. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (−1−i·
√

3)11.

5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 1)
√

3 + i · 4; 2) 3
√

8.

6. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå

z5 + 32 = 0.

7. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-

ò¼æ: |z + i| + |z − i| = 4.
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ÍÃÒÓ 2 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

• Ñðàâíåíèå: a + bi = c + di îçíà÷àåò, ÷òî a = c è b = d

(äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè).

• Ñëîæåíèå: (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i.

• Âû÷èòàíèå: (a + bi)− (c + di) = (a− c) + (b− d)i.

• Óìíîæåíèå:

(a+ bi) · (c+di) = ac+ bci+adi+ bdi2 = (ac− bd) + (bc+ad)i.

• Äåëåíèå:
a + bi

c + di
=

(a + bi)(c− di)
(c + di)(c− di)

=
ac + bd

c2 + d2
+

(
bc− ad
c2 + d2

)
i.

Â ÷àñòíîñòè,
1

a + bi
=

a

a2 + b2
−
(

b

a2 + b2

)
i.

• Îïåðàöèè >, <, ≥, ≤ íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå

îïðåäåëåíû.

2 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Íà ðàñøèðåííûõ ïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z è w

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâàD è G. Åñëè óêàçàí çàêîí f , ïî êîòîðîìó

êàæäîìó çíà÷åíèþ z ∈ D ñîïîñòîâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå

w ∈ G, òî ãîâîðÿò, ÷òî w ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ïåðå-

ìåííîãî z: w = f (z).

Çàäàíî îòîáðàæåíèå D â ìíîæåñòâî G. w ∈ G � îáðàç òî÷êè

z ∈ D, à òî÷êà z � ïðîîáðàç òî÷êè w. Äëÿ ïðîîáðàçà ïðèíÿòî

îáîçíà÷åíèå z = f−1(w) = ϕ(w).

z = x + i · y, w = u + i · v,

w = u + i · v = f (x, y),
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2 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ÍÃÒÓ

u = Re f (z) = u(x, y), v = Im f (z) = v(x, y).

Ò. å. çàäàíèå ôóíêöèè w = f (z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ äâóõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåí-

íîãî.

Ïðè îòîáðàæåíèè, îñóùåñòâëÿåìîì ñ ïîìîùüþ îäíîçíà÷íîé

ôóíêöèè w = f (z) ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî êàæäûì äâóì ðàç-

ëè÷íûì ïðîîáðàçàì z1 è z2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå îáðàçû, ò. å.

f (z1) 6= f (z2) ïðè z1 6= z2.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íûì èëè îä-

íîëèñòíûì, à îñóùåñòâëÿþùàÿ åãî ôóíêöèÿ w = f (z) � îäíî-

ëèñòíîé.

Îòîáðàæåíèå w = f (z) áóäåò îäíîëèñòíûì ⇔ îáå ôóíêöèè

f (z) è ϕ(w) � îäíîçíà÷íû.

Ïðîñòåéøèì îäíîëèñòíûì (âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè)

îòîáðàæåíèåì ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ w = z è w = z. Ïåð-

âîå îòîáðàæàåò ëþáóþ îáëàñòü, â òîì ÷èñëå è âñþ êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü, íà ñåáÿ, âòîðîå � âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà íèæ-

íþþ, à íèæíþþ íà âåðõ.

Ïðèìåðîì íåîäíîëèñòíîãî â C îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ w = z2.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíûì òî÷êàì, íàïðèìåð z1 = 1 è z2 = −1 ñî-

îòâåòñòâóåò w = 1, òî÷êàì z = ±i → w = −1. Íåîäíîëèñòíîå

îòîáðàæåíèå è w = zn. Êàæäîé òî÷êå w, w 6= 0, w 6=∞ ñîîòâåò-

ñòâóåò n çíà÷åíèé zk, n-ìåñòíîå îòîáðàæåíèå.

Óñëîâå îäíîëèñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ: îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

îäíîëèñòíûì íà ìíîæåñòâå D, åñëè äëÿ ∀ òî÷åê z1 è z2, ïðèíàä-

ëåæàùèõ D, ðàâåíñòâî f (z1) = f (z2) ⇔ z1 = z2. Ò. å. îòîáðàæå-

íèå îäíîëèñòíî íà ìíîæåñòâå D, åñëè ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò

íè îäíîé ïàðû ÷èñåë z1, z2, òàêèõ, ÷òî z1 6= z2 è âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå f (z1) = f (z2).

Ïðèìåð. Íàéòè îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè w = z2.

Âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îä-

íîëèñòíûì, íî ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî, ãäå óñëîâèå îäíîëèñò-
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ÍÃÒÓ 2 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

íîñòè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, ò. å. ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèò

ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1 è z2, äëÿ êîòîðûõ f (z1) = f (z2).

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè z1 è z2 è ðàçíîñòü

w1 − w2 = z2
1 − z2

2 = (z1 − z2) · (z1 + z2). Ò. ê. z1 6= z2 ðàâåíñòâî

w1 = w2 âûïîëíÿåòñÿ åñëè z1 + z2 = 0. Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæå-

íèå w = z2 áóäåò îäíîëèñòíûì â ∀ îáëàñòè, â êîòîðîé íå ëåæàò

îäíîâðåìåííî äâå òî÷êè z1 è z2 òàêèå, ÷òî z1 = −z2. Ýòè òî÷-

êè íóæíî ðàñïîëîæèòü íà ãðàíèöå îáëàñòè. Òàê êàê óêàçàííî-

ìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûå

îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, òî â êà÷åñòâå ãðàíèöû ìîæíî

âûáðàòü ∀ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç z = 0.

Îòîáðàæåíèå îäíîëèñòíî â ∀ ïîëóïëîñêîñòè, ãðàíèöåé êîòî-

ðîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íà-

ïðèìåð Im z > 0 èëè Im z < 0. Ïðè ýòîì êàæäóþ òî÷êó ïîëó-

ïëîñêîñòè w = z2 îòîáðàæàåò íà âñþ ïëîñêîñòü. âûïîëíåíî

2.2 Îñíîâíûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-

íîãî

1. Öåëàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ôóíêöèÿ w = Pn(z) � êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, ãäå

Pn(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0,

öåëàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ èëè ïîëèíîì íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë, n > 0, n ∈ N � ñòåïåíü ïîëèíîìà. Ïðè

n = 1: P1(z) = a0 + a1z � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

2. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

w =
anz

n + an−1z
n−1 + . . . + a1z + a0

bmzm + bm−1zm−1 + . . . + b1z + b0
=
Pn(z)

Qm(z)
.

3. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

w = ez = 1 + z +
z2

2!
+ . . . +

zn

n!
+ . . . (1)
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ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ñâîéñòâà

• ez1+z2 = ez1 · ez2, ∀z1 ∈ C, z2 ∈ C;
• ez+2kπi = ez, ∀k ∈ N , ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ

ïåðèîäîì T = 2πi;

• îáëàñòü çíà÷åíèé � âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà çà èñêëþ÷å-

íèåì z = 0.

Çàìåíèì â ðÿäå (1) ïåðåìåííîå z ÷åðåç iz:

w = ez = 1 + iz +
(iz)2

2!
+

(iz)3

3!
+ . . . +

(iz)n

n!
+ . . . =

ó÷èòûâàÿ: i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1 . . .

=

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
.

Ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà-

÷èì ñóììû ñîîòâåòñòâåííî cos z è sin z. Â ðåçóëüòàòå:

cos z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
, (2)

sin z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
. (3)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2), (3)

eiz = cos z + i sin z. (4)

eiz + e−iz

2
=

cos z + i sin z + cos(−z) + i sin(−z)

2
=

2 cos z

2
= cos z,

eiz − e−iz

2i
=

cos z + i sin z − cos(−z)− i sin(−z)

2i
=

2i sin z

2i
= sin z.
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Â ðåçóëüòàòå:

cos z =
eiz + e−iz

2
, (5)

sin z =
eiz − e−iz

2i
. (6)

Ñîîòíîøåíèÿ (4�6) � ôîðìóëû Ýéëåðà.

Ïîäñòàâèì â ezet = ez+t âìåñòî t = 2kπi, k ∈ Z.

ez+2kπi = eze2kπi = ez(cos(2kπ) + i sin(2kπ)) = ez,

ò. å. ez ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2πi = T .

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ:

|ez| = ex| cos y + i sin y| = ex
√

cos2 y + sin2 y = ex.

4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

cos z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
=
eiz + e−iz

2
,

sin z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
=
eiz − e−iz

2i
.

Î÷åâèäíû ðàâåíñòâà:

cos(z + t) =
ei(z+t) + e−i(z+t)

2
=

(cos z + i sin z)(cos t + i sin t) + (cos z − i sin z)(cos t− i sin t)

2
=

= cos z cos t− sin z sin t.

Àíàëîãè÷íî ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà:

cos(z − t) = cos z cos t + sin z sin t,

sin(z + t) = sin z cos t + cos z sin t,

18



2 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ÍÃÒÓ

sin(z − t) = sin z cos t− cos z sin t.

Çàìå÷àíèå.

cos i =
e1 + e−1

2
> 1 ⇒

sin z è cos z ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ.

tg z =
sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z
.

5. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
.

th z =
sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z
.

Ïîäñòàâèì â (5) è (6) â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèé iz:

cos iz =
ei(zi) + e−i(zi)

2
=
ez + e−z

2
= ch z; (7)

sin iz =
ei(zi) − e−i(zi)

2i
=
e−z − ez

2i
= i

ez − e−z

2
= i · sh z (8)

èëè

cos iz = ch z, sh z = −i sin iz.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ sh z è ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé êîñèíóñ ch z â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ïåðèîäè÷åñêèå

(êàê ez) ñ ïåðèîäîì T = 2πi.

6. Ôóíêöèè w = zn è w = n
√
z, n ∈ N

w = zn � îäíîçíà÷íàÿ.

z = r(cosϕ + i sinϕ), w = ρ(cos θ + i sin θ),

ρ = rn, θ = nϕ.

Îòîáðàæåíèå w = zn ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó êàæäîãî âåêòîðà

z 6= 0 íà óãîë (n− 1) arg z è ðàñòÿæåíèþ åãî â |z|n−1 ðàç.
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Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè z1 è z2 ñ ðàâíûìè ìîäóëÿìè è àðãóìåí-

òàìè, îòëè÷àþùèåñÿ íà öåëîå êðàòíîå 2π/n, è òîëüêî òàêèå

òî÷êè ïåðåõîäÿò ïðè îòîáðàæåíèè w = zn â îäíó òî÷êó.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îäíîëèñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ w = zn â

íåêîòîðîé îáëàñòè D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû D íå

ñîäåðæàëà íèêàêèõ äâóõ òî÷åê z1 è z2 ñâÿçàííûõ ñîîòíîøå-

íèåì:

|z1| = |z2|, arg z1 = arg z2 +
2πk

n
, k 6= 0.

Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ñåêòîðû:

k
2π

n
< ϕ < (k + 1)

2π

n
, k ∈ N+.

Ôóíêöèÿ w = n
√
z � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè z = wn, n-çíà÷íà.

7. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ëîãàðèôìîì ÷èñëà z 6= 0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî A òàêîå, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ez = A, îáîçíà÷àåòñÿ A = ln z

ln z = A⇔ eA = z, z 6= 0.

Áóäåì èñêàòü A â âèäå A = u + i · v: eu+iv = reiϕ

èëè eueiv = reiϕ.

eu = r ò. å. u = ln r, v = ϕ + 2kπ, k ∈ Z,

ãäå r = |z|, ϕ = arg z.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäå-

ëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ëîãàðèôìà:

Ln z = ln |z| + i(arg z + 2kπ), k ∈ Z. (9)

Ïðè k = 0 � ãëàâíîå çíà÷åíèå

ln z = ln |z| + i arg z, −π < arg z < π.
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8. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì z = cosw =
eiw + e−iw

2
. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ:

e2iw − 2zeiw + 1 = 0 è eiw = z +
√
z2 − 1. Çäåñü çíàêè ± â

ôîðìóëå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îïóñòèòü,

åñëè ïîíèìàòü êîðåíü êàê äâóçíà÷íóþ ôóíêöèþ. Â ðåçóëü-

òàòå èìååì:

arccos z = −iLn (z +
√
z2 − 1). (10)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

arcsin z =
π

2
− arccos z = −iLn (iz +

√
1− z2); (11)

arctg z =
π

2
− arcctg z = − i

2
Ln

1 + iz

1− iz
; (12)

arcctg z = − i
2
Ln

z + i

z − i
; (13)

arcsh z = Ln (z +
√
z2 + 1); (14)

arcch z = Ln (z +
√
z2 − 1); (15)

arcth z =
1

2
Ln

1 + z

1− z
; (16)

arccth z =
1

2
Ln

z + 1

z − 1
. (17)

Âñå ýòè ôóíêöèè â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Ln z ìíîãîçíà÷íû.

9. Îáùàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ w = za a = α + i β

w = za = eaLn z,

ó÷èòûâàÿ z = r eiϕ, Ln = ln r + i(ϕ + 2kπ), ïîëó÷èì

za = ea ln r−β(ϕ+2kπ)ei(α(ϕ+2kπ)+β ln r), k ∈ Z.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè β 6= k âñåãäà èìååì áåñêîíå÷íî ìíîãî

çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ïðè ôèêñèðîâàííûõ z è a íà îêðóæíîñòè

|w| = ρk ñ ðàäèóñàìè ρk = ea ln r−β(ϕ+2kπ), k ∈ Z.
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Ïðèìåðû

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-

ñêîé ôîðìå)

1) cos(−2− i);

2) tg (π + i);

3) ln(−3− 4i).

3 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

3.1 Ïðîèçâîäíàÿ. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f (z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè

D ⊆ C. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ ∆z = ∆x + i∆y. Òîãäà, åñëè z ∈ D
è z + ∆z ∈ D, îáîçíà÷èì ∆w = f (z + ∆z)− f (z).

Åñëè ∃ êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ
∆w

∆z
ïðè ∆z → 0 ïî ∀

çàêîíó, òî

1) ôóíêöèÿ f (z) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé;

2) lim
∆z→0

∆w

∆z
= f ′(z) =

df

dz
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé.

Ôóíêöèÿ f (z), èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z ∈ D íàçûâàåòñÿ

ìîíîãåííîé â ýòîé òî÷êå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû f (z) = f (x, y) = u(x, y) + iv(x, y) áûëà äèô-

ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z = x+iy ∈ D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû:

1) âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) áûëè äèôôå-

ðåíöèðóåìû â òî÷êå z;

2) â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (CR)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî lim
∆z→0

∆w

∆z
äîëæåí ñóùå-

ñòâîâàòü ïðè ∀ çàêîíå ñòðåìëåíèÿ ∆z ê 0. Ðàññìîòðèì åãî ïðè

∆z = ∆x.

f ′(z) = lim
∆x→0

u(x + ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i

v(x + ∆x, y)− v(x, y)

∆x
=

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

Ïóñòü òåïåðü ∆z = i∆y.

f ′(z) = lim
∆y→0

u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+
v(x, y + ∆y)− v(x, y)

∆y
=

= −i∂u
∂y

+
∂v

∂y
.

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå (CR).

Îïðåäåëåíèå 5. Çàäàííàÿ â îáëàñòè D îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

w = f (z) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé èëè ãîëîìîðôíîé, åñëè îíà

äèôôåðåíöèðóåìà (ìîíîãåííà) â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.

Óòâåðæäåíèå

1. Åñëè ôóíêöèÿ f (z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî â ýòîé

òî÷êå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå å¼ äåéñòâèòåëüíîé

u(x, y) è ìíèìîé v(x, y) ÷àñòè è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (CR):

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (CR)

2. Åñëè ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

(x0, y0) è â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (CR), òî ôóíê-

öèÿ f (z) = u+ i · v äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z = x0 + i · y0.
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3. Ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà ïî îäíîé èç ôîðìóë:

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i · ∂v

∂x
, f ′(z) =

∂v

∂y
− i · ∂u

∂y
,

f ′(z) =
∂u

∂x
− i · ∂u

∂y
, f ′(z) =

∂v

∂y
+ i · ∂v

∂x
.

(∗)

Çàìå÷àíèÿ

Âûïîëíåíèå óñëîâèé (CR) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f (z) â òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ

íåâûïîëíåíèå äîñòàòî÷íî äëÿ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.

Óñëîâèå (CR) íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé òî÷êå äîëæíû áûòü äèôôåðåíöèðóåìû ôóíêöèè u(x, y) è

v(x, y).

Ïðàâèëî.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü

è íàõîæäåíèÿ å¼ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò âûïîëíèòü ñëåäóþùèå

îïåðàöèè.

1. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f (z) íàéòè å¼ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíè-

ìóþ ÷àñòè:

u = Re f (z) = u(x, y), v = Im f (z) = v(x, y).

2. íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y).

3. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (CR). Òî÷êè, â êîòîðûõ ýòî

óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè, ãäå ôóíêöèÿ

íå äèôôåðåíöèðóåìà.

Åñëè óñëîâèÿ (CR) âûïîëíåíû è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðå-

ðûâíûå � äèôôåðåíöèðóåìà.

4. Çàïèñàòü âûðàæåíèå â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî îä-

íîé èç ôîðìóë (*).

24



3 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ÍÃÒÓ

Ïðèìåðû.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî f (z) = sin(z + i) àíàëèòè÷åñêàÿ äëÿ âñåõ z ∈
C, íàéòè ïðîèçâîäíóþ.

1) f (z) = sin(x+iy+i) = sin(x)·cos(i(y+1))+cos(x)·sin(i(y+1)) =

= sin(x)ch(y + 1) + i cos(x)sh(y + 1).

Òàêèì îáðàçîì:

u(x, y) = sin(x)ch(y + 1), v(x, y) = cos(x)sh(y + 1)

2)
∂u

∂x
= cos(x)ch(y + 1)

∂v

∂y
= cos(x)ch(y + 1)

 ,
∂u

∂x
=
∂v

∂y
;

∂u

∂y
= sin(x)sh(y + 1)

∂v

∂x
= − sin(x)sh(y + 1)

 ,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

3) Óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà âûïîëíåíû,⇒ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìà è ⇒ àíàëèòè÷åñêàÿ.

4) f ′(z) = cos(x)ch(y + 1)− i · sin(x)sh(y + 1).

2. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ:

f (z) = z = x− i · y.

1) Re f (z) = u(x, y) = x, Im f (z) = v(x, y) = −y;
2)
∂u

∂x
= 1,

∂v

∂y
= −1;

∂u

∂x
6= ∂v

∂y
.

3) Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà.

3. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ: f (z) = ez.

1) f (z) = ez = ex+i·y = ex(cos y + i sin y),

Re f (z) = u(x, y) = ex cos y, Im f (z) = v(x, y) = ex sin y;
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2)
∂u

∂x
= ex cos y,

∂u

∂y
= −ex sin y;

∂v

∂x
= ex sin y,

∂v

∂y
= ex cos y.

3) Óñëîâèÿ (CR) âûïîëíåíû. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà âñþ-

äó.

4) f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos y + i · ex sin = ez.

3.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (z), êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðå-

ìåííîé, îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå íåêîòîðîé îáëàñòè D, � îáëà-

ñòè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f (z), íà îáëàñòüG. Â êàæäîé

òî÷êå z0 ∈ D îïðåäåëåíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî f ′(z0), ñëåäîâàòåëü-

íî îïðåäåëåíû |f ′(z0)| è arg f ′(z0), åñëè f ′(z0) 6= 0.

Âîçíèêàåò âîïðîâ: êàê õàðàêòåðèçóþò ýòè âåëè÷èíû â òî÷êå

z0 ñàìî îòîáðàæåíèå w = f (z)?

Äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî f ′(x0) � óãëîâîé

êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà âåëè÷èí k = |f ′(z0)| è
α = arg f ′(z0), ïîëàãàÿ f ′(z0) 6= 0 è f (z) äèôôåðåíöèðóåìàÿ

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé

f ′(x0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
ïðåäåë â òî÷êå íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ è

ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ∆z ê íóëþ, òî ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ

ãëàäêóþ êðèâóþ γ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z0, è íà íåé ëþáóþ

òî÷êó z èç îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Îáðàç êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z) îáîçíà÷èì Γ, îáðà-

çû òî÷åê z0 è z ÷åðåç w0 è w ñîîòâåòñòâåííî; èç íåïðåðûâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî w0 ∈ Γ è w ∈ Γ. Ïðèðàùåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ ∆z = z−z0 è ∆w = w−w0 ãåîìåòðè÷åñêè åñòü âåêòîðû,

èõ äëèíû � |∆z|, |∆w|.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
èìååì:
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|f ′(x0)| = lim
∆z→0

∣∣∣∣∆w∆z

∣∣∣∣. Ïåðåïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|f ′(x0)| = lim
∆z→0

∣∣∣∣∆w∆z

∣∣∣∣ = lim
∆z→0

∆lΓ
∆lγ

=
dlΓ
dlγ

,

çäåñü ∆lΓ è ∆lγ � äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã êðèâûõ Γ è γ,

dlΓ, dlγ � äèôôåðåíöèàëû äëèí äóã (ðèñ. 6).

Îòíîøåíèå
dlΓ
dlγ

îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ìàñøòàáà (ðàñòÿæåíèå,

ñæàòèå) â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z) � ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé.

Âåëè÷èíà |f ′(z0)| íå çàâèñèò îò âèäà êðèâîé γ, à ÿâëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíîé ïîñòîÿííîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè f (z) è äàííîé òî÷-

êè z0.

Äëÿ àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

arg f ′(z) = θ − ϕ, ãäå θ è ϕ � óãëû ìåæäó äåéñòâèòåëüíûìè

îñÿìè â ïëîñêîñòÿõ (w), (z) è êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì Γ è γ â

òî÷êå z0. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àðãóìåíò äðîáè ðàâåí ðàçíîñòè

àðãóìåíòîâ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

Ðèñ. 6. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé

Åñëè òî÷êè w0 è z0 ñîâìåñòèòü, òî α = arg f ′(x) = θ − ϕ �

óãîë ïîâîðîòà êðèâîé γ â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z).
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Ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïàðû ãëàäêèõ êðèâûõ γ

è Γ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ óãëû

ìåæäó êðèâûìè.

Îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå óãëû ìåæäó êðèâûìè, íàçûâàåòñÿ

êîíôîðìíûì.

Óòâåðæäåíèå

1. Ìîäóëü |f ′(z0)| ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (z), äèôôåðåíöèðó-

åìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, åñòü êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî

ðàñòÿæåíèÿ êðèâîé â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z).

2. Àðãóìåíò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå � åñòü óãîë ïîâîðîòà êðèâîé

â ýòîé òî÷êå ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z).

3. Îòîáðàæåíèå ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðóåìîé â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 ôóíêöèè f (z), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f ′(z0) 6= 0,

ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå z0. Îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèå è ñîõðàíåíèÿ óãëîâ. Ïðè÷¼ì óãëû

ñîõðàíÿþòñÿ êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ.

Ïðèìåðû.

1. Íàéòè êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ è óãîë ïîâîðîòà â òî÷êå

z = 2i ïðè îòîáðàæåíèè w =
z + 1

z + i
.

Ïðîèçâîäíàÿ: w′ =
z + i− z − 1

(z + i)2
=

i− 1

(z + i)2
, å¼ çíà÷åíèå â òî÷-

êå 2i: w′(2i) =
1− i

9
.

Êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ: k = |w′(2i)| = 1

9
·
√

2.

Óãîë ïîâîðîòà: arg(w′(2i)) = arctg
−1/9

1/9
= −π

4
.

2. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïðè îòîáðàæåíèè

w = z2 ðàñòÿãèâàåòñÿ, à êàêàÿ � ñæèìàåòñÿ.

w′ = 2z, |w′| = 2|z0| = k.
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k > 1 ïðè |z| > 1

2
� ðàñòÿãèâàåòñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà

1

2
, ñ öåí-

òðîì â òî÷êå (0, 0); k < 1 ïðè |z| < 1

2
� ñæèìàåòñÿ âíóòðè êðóãà.

3.3 Ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Ñóììà, ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå, åñòü

ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó, â ñèëó àíà-

ëèòè÷íîñòè ôóíêöèè w = c, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

2. ×àñòíîå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå, åñòü ôóíêöèÿ,

àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé òî÷êå, åñëè çíàìåíàòåëü â íåé îòëè-

÷åí îò íóëÿ.

3. Ñóïåðïîçèöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé � ôóíêöèÿ àíàëèòè-

÷åñêàÿ.

4. Åñëè f (z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå z0 è f
′(z0) 6= 0, òî îáðàò-

íàÿ ôóíêöèÿ f−1(w) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â

w0 (f (z0) = w0).

5. Òåîðåìà î áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèè.Ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå, èìååò â ýòîé òî÷-

êå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè â ýòîé òî÷êå.

3.4 Âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé å¼ äåé-

ñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè

Îïðåäåëåíèå 6 Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x, y), óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ R2 óíàâíåíèþ

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0,

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ýòîé îáëàñòè.
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Òåîðåìà 1. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé

â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â ýòîé

îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èõ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà.

Íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü åãî ïî x èëè y, è äàëåå ñëîæèòü èëè

âû÷åñòü.

Óðàâíåíèå
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 èëè ∆u = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

Ëàïëàñà2.

Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé óñëîâè-

ÿìè CR, íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè ãàðìîíì÷åñêèìè ôóíêöèÿ-

ìè. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé â îá-

ëàñè D ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ â D ñîïðÿæ¼ííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè u(x, y) è v(x, y)

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðó-

ãà, à ñâÿçàíû óñëîâèÿìè CR ìîæíî ïîïûòàòüñÿ, çíàÿ îäíó èç

íèõ, âîññòàíîâèòü äðóãóþ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé å¼ äåé-

ñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü.

Ïðàâèëî 1

1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà çàäàííîé

ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y) èëè v(x, y). Ïðîâåðèòü,

åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ, ò. å.

âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ðàâåíñòâî ∆u = 0 èëè

∆v = 0.

2. Íàéòè ïî çàäàííîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñîïðÿæ¼ííóþ ñ
2Ïüåð�Ñèìîí, ìàðêèç äå Ëàïëàñ (ôð. Pierre�Simon de Laplace; 23 ìàðòà 1749 � 5 ìàðòà 1827) �

ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, ôèçèê è àñòðîíîì; èçâåñòåí ðàáîòàìè â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè,
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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íåé ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû:

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

−∂u
∂y
dx +

∂u

∂x
dy + C.

Â ñëó÷àå, åñëè âûáðàòü êðèâóþ â âèäå ëîìàíîé ñî çâåíüÿìè

ïàðàëëåëüíûìè îñÿì, òî:

v(x, y) =

x∫
x0

−∂u(x, y0)

∂y
dx +

y∫
y0

∂u(x, y)

∂x
dy + C.

Èëè

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy + C =

=

x∫
x0

∂v(x, y0)

∂y
dx−

y∫
y0

∂v(x, y)

∂x
dy + C.

3. Çàïèñàòü ôóíêöèþ f (z) = u + i · v.

4. Åñëè çàäàíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (z) â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ

îòûñêàíèÿ C.

Ïðàâèëî 2

Åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ôóíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ

îäíîçíà÷íî.

1. Äàíî: u = u(x, y), f (z0) = C0, òîãäà

f (z) = 2u

(
z + z0

2
,
z − z0

2i

)
− C0.

2. Äàíî: v = v(x, y), f (z0) = C0, òîãäà

f (z) = 2iv

(
z + z0

2
,
z − z0

2i

)
+ C0.
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Ïðèìåðû.

1. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f (z) = u + iv ïî çàäàííîé

å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè u(x, y) = x3 − 3xy2 + 2y.

2. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f (z) = u + iv ïî çàäàííîé

å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè u(x, y) =
x

x2 + y2
, åñëè çàäàíû óñëîâèÿ:

f (π) =
1

π
.
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Ïðèëîæåíèå

Âàðèàíò 1

1. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1 − z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = 2 + i3,
z2 = 3 − i2, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 2x + 2 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (
√

3− i)6.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 3
√
−27.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 + 81 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: |z − 2| + |z + 2| = 5.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): arccos 3, Ln (

√
3 + i).

Âàðèàíò 2

1. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1 − z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = 2i,
z2 = 1+ i, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 2x + 5 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (−1 + i)5.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 4
√
−16.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z5 + 32 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: |z − 2| + |z + 2| < 1.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): arcsin 2, Ln (1− i).
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Âàðèàíò 3

1. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1 − z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = 1 + i,
z2 = 1− i, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 4x + 13 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (2 + i ·
√

12)5.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 3
√
i.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 − 16 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: 1 < |z − 2| < 9.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-

ñêîé ôîðìå): th

(
3− πi

2

)
, Ln (1 + i).

Âàðèàíò 4

1. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1 − z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = 5 + 2i,
z2 = 3 − i4, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 4x + 8 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

(√
3 + i

2

)4

.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ:
√

1− i
√

3.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z3 − 8 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: |z − i| = |z + 3|.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): arccos i, Ln (−2i).
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Âàðèàíò 5

1. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1 − z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = 2 + 4i,
z2 = −7 + i, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 4x + 12 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (−1− i ·
√

3)7.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 3
√
−1 + i.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 + 1 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: |z + 2i| + |z − 2i| > 5.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): cos(3 + i), Ln (−3 + 4i).

Âàðèàíò 6

1. Âû÷èñëèòü z1; z1 + z2; z1− z2; z1 · z2; z1/z2, åñëè z1 = −5 + 2i,
z2 = −3− i4, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 3x + 6 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (
√

3 + i)5.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 4
√

1 + i.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 + 625 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: |z| < Re z + 1.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): sh (2− i), Ln (3− 2i).

36



Ïðèëîæåíèå ÍÃÒÓ

Âàðèàíò 7

1. Âû÷èñëèòü z1; z1+z2; z1−z2; z1 ·z2; z1/z2, åñëè z1 =
√

2−
√

3i,
z2 = 7− i, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 2x + 10 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (2− i)4.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 3
√

2− 2i.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z3 − 125 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-

ò¼æ: Re
1

z
= 1.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): ch (1 + 2i), Ln (−1− i).

Âàðèàíò 8

1. Âû÷èñëèòü z1; z1+z2; z1−z2; z1 ·z2; z1/z2, åñëè z1 = −
√

5−2i,
z2 = −3 + i4, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 4x + 15 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (−2− i)6.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 3
√
−2 + 2i.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 + 25 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-
ò¼æ: 0 < Re(2iz) < 1.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): sh (2 + i), Ln ii.

37



ÍÃÒÓ Ïðèëîæåíèå

Âàðèàíò 9

1. Âû÷èñëèòü z1; z1+z2; z1−z2; z1 ·z2; z1/z2, åñëè z1 =
√

2+
√

7i,
z2 = 3 − i4, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 4x + 15 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (−1+ i ·
√

3)4.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 4
√

32.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 + 36 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-

ò¼æ: Re
1

z
>

1

2
.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): cos(3− 2i), Ln (1 + i)i.

Âàðèàíò 10

1. Âû÷èñëèòü z1; z1+z2; z1−z2; z1 ·z2; z1/z2, åñëè z1 = −
√

5+2i,
z2 = −1 + i3, ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

2. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x2 + 4x + 14 = 0.

3. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: (1 + i ·
√

3)3.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ: 4
√

5− 2i.

5. Íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðåøèòü óðàâíåíèå
z4 + 49 = 0.

6. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ è ñäåëàòü ÷åð-

ò¼æ: Im
1

z
<

1

2
.

7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îòâåò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå): Arctg (2i), Ln (i− 2).
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