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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Âû÷åòû

1.1 Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê

Ðàññìîòðèì òî÷êè â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü ôóíê-

öèè è, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè â îñîáîé òî÷êå z0 îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ïî-

âåäåíèåì â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ò. å. ïîâåäåíèåì lim
z→z0

f (z).

Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

a) lim
z→z0

f (z) � íå ñóùåñòâóåò;

b) lim
z→z0

f (z) � ñóùåñòâóåò è ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó;

c) lim
z→z0

f (z) � ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

Èññëåäîâàíèå ïðåäåëîâ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè � çàäà÷à áîëåå

ñëîæíàÿ, ÷åì â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-

öèè â âèäå ðÿäà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè, â îñîáûõ òî÷êàõ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé,

ò. å. îñîáûå òî÷êè äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ∃ òàêàÿ å¼ îêðåñòíîñòü,
â êîòîðîé íåò äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ∈ C ÿâëÿåòñÿ èçî-

ëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f (z), åñëè ∃ r > 0, ÷òî â

êðóãå |z − z0| < r ýòà òî÷êà åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà f (z),

à â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè 0 < |z− z0| < r � ôóíêöèÿ àíàëè-

òè÷åñêàÿ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëîðàíà ôóíêöèÿ f (z) â îêðåñòíîñòè îñîáîé

òî÷êè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Ëîðàíà, ýòî ïîçâîëÿåò

ñâåñòè èññëåäîâàíèå ôóíêöèè â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå ê

èññëåäîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà.
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1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèé ñ ïîìî-

ùüþ ðÿäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0:

a) f (z) =
sin z

z
=
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n + 1)!
, |z| > 0.

lim
z→0

sin z

z
= lim

z→0

(
1 +

z2

3!
+ . . .

)
= 1.

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë â ýòîé òî÷êå, îòñóòñòâóåò ãëàâ-

íàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà.

b) f (z) =
sin z

zn
=

1

zn−1
− 1

3!zn−3
+ . . . +

(−1)n−1zn−1

(2n− 1)!
+ . . . ;

sin z

zn
=

1

zn−1
(1− z2ϕ(z)).

lim
z→0

sin z

zn
=∞, n > 1.

Ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãà-

åìûõ.

c) f (z) = e
1
z ; lim

z→0
e
1
z � íå ñóùåñòâóåò.

e
1
z = 1 +

1

z
+

1

2!z2
+ . . .

Ðÿä Ëîðàíà ñîäåðæèò â ãëàâíîé ÷àñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëå-

íîâ.

Òðè òèïà îñîáûõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â

íèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìîæíî âûáðàòü ëèáî òèï ïîâåäåíèÿ

ôóíêöèè â îñîáîé òî÷êå, ëèáî âèä ðÿäà Ëîðàíà.

Îïðåäåëåíèå 2. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ∈ C̄ ôóíêöèè

f (z) íàçûâàåòñÿ:

• óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè lim
z→z0

f (z) � ñóùå-

ñòâóåò è ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó;
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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

• ïîëþñîì, åñëè lim
z→z0

f (z) � ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè;

• ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè lim
z→z0

f (z) � íå ñó-

ùåñòâóåò.

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ z0 = 0 äëÿ
sin z

z
� óñòðàíèìàÿ

îñîáàÿ òî÷êà; äëÿ
sin z

zn
, n > 1 � ïîëþñ; äëÿ e

1
z � ñóùåñòâåííî

îñîáàÿ òî÷êà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â ñóùåñòâåííî îñîáîé

òî÷êå èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà Ñîõîöêîãî). Åñëè z0 � ñóùåñòâåííî îñî-

áàÿ òî÷êà ôóíêöèè f (z), òî äëÿ ëþáîãî A ∈ C̄ ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå z0, òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

f (zn) = A.

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà Ïèêàðà). Â ëþáîé îêðåñòíîñòè ñóùå-

ñòâåííî îñîáîé òî÷êè ôóíêöèÿ f (z) ïðèíèìàåò ëþáîå çíà÷åíèå

(ïðè÷¼ì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç), êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.

Îïðåäåëåíèå 3. Îñîáûìè òî÷êàìè äðîáåé ÿâëÿþòñÿ îñîáûå

òî÷êè ÷èñëèòåëÿ, îñîáûå òî÷êè çíàìåíàòåëÿ è íóëè çíàìåíà-

òåëÿ.

Ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè

Âèä ðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè çàâèñèò îò òèïà

îñîáîé òî÷êè.

• Äëÿ òîãî ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè áûëà å¼ óñòðàíèìîé

îñîáîé òî÷êîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ðàçëîæå-

íèè â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè îòñóòñòâîâàëà

ãëàâíàÿ ÷àñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè z0 � óñòðàíèìàÿ îñî-

áàÿ òî÷êà, òî ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f (z) èìååò âèä:

f (z) =

∞∑
n=0

cn(z − z0)n, 0 < |z − z0| < r,
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1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

äëÿ z0 � êîíå÷íîé òî÷êè z0 ∈ C;

f (z) = c0 +

∞∑
n=1

cn
zn
, R < |z| <∞, äëÿ z0 =∞.

• Äëÿ òîãî ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè áûëà ïîëþñîì, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñîäåðæàëà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ.

Ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f (z) â ñëó÷àå z0 ïîëþñà èìååò âèä:

f (z) =

∞∑
k=−n

ck(z − z0)k, 0 < |z − z0| < r, z0 ∈ C;

f (z) =

n∑
k=−∞

ck · zk, R < |z| <∞, äëÿ z0 =∞.

• Äëÿ òîãî ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè áûëà å¼ ñóùåñòâåí-

íî îñîáîé òî÷êîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ

÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñîäåðæàëà áåñ-

êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f (z) â ñëó÷àå

z0 ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè èìååò âèä:

f (z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n, 0 < |z − z0| < r, z0 ∈ C;

f (z) =

∞∑
n=−∞

cn · zn, R < |z| <∞, äëÿ z0 =∞.

Íîìåð ñòàðøåãî ÷ëåíà ãëàâíîé ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè

â å¼ ðàçëîæåíèè â îêðåñòíîñòè ïîëþñà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïî-

ëþñà.

Òàê òî÷êà z0 ∈ C ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà n (Π(n)) ôóíêöèè

f (z) â ðàçëîæåíèè f (z) =
∞∑

k=−n
ck(z−z0)k, 0 < |z−z0| < r, z0 ∈ C,

c−n 6= 0, ck = 0, k < −n.
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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

Òî÷êà z0 = ∞ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà n (Π(n)) ôóíêöèè

f (z), åñëè â ðàçëîæåíèè f (z) =
n∑

k=−∞
ck ·zk, R < |z| <∞, cn 6= 0,

ck = 0, k > n.

Ïðèìåð

Îïðåäåëèòü òèï îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
.

Îñîáûå òî÷êè z1 = −1, z2 = 3, z =∞.

Ðàçëîæåíèå f (z) â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè z1 = −1.

f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
=
−0, 25

z + 1
+

1, 25

z − 3
=

=
−0, 25

z + 1
−
∞∑
n=0

5(z + 1)n

4n+2
, 0 < |z + 1| < 4.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ãëàâíàÿ ÷àñòü, c1 = −0, 25, âòîðîå ñëàãàå-

ìîå � ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü ⇒ z1 = −1 � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íî â îêðåñòíîñòè z = 3.

f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
=
−0, 25

z + 1
+

1, 25

z − 3
=

=
1, 25

z − 3
+

∞∑
n=0

(−1)n+1

4n+2
(z − 3)n, 0 < |z − 3| < 4.

z2 = 3 � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè

|z| > 3.

f (z) =

∞∑
n=1

(−1)n + 5 · 3n−1

4

1

zn
, |z| > 3.

z =∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Äëÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

1. ×òîáû z =∞ áûëà óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f (z),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà ξ = 0 áûëà óñòðàíè-

ìîé (èëè íå îñîáîé) äëÿ ϕ(ξ) = f

(
1

ξ

)
.
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1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

2. ×òîáû z =∞ áûëà ïîëþñîì ïîðÿäêà n ôóíêöèè f (z), íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà ξ = 0 áûëà ïîëþñîì ïî-

ðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè ϕ(ξ) = f

(
1

ξ

)
.

3. ×òîáû z = ∞ áûëà ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè

f (z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà ξ = 0 áûëà ñó-

ùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè ϕ(ξ) = f

(
1

ξ

)
.

Ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ïîëþñà

1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà ïîëþñîì ïîðÿäêà n ôóíêöèè

f (z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ìîæíî áûëî çàïè-

ñàòü â âèäå:

f (z) =
ϕ(z)

(z − z0)n
, ϕ(z0) 6= 0.

2. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà ïîëþñîì ïîðÿäêà n ôóíê-

öèè f (z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà íóë¼ì

ïîðÿäêà n ôóíêöèè
1

f (z)
(ñâÿçü íóëåé ñ ïîëþñîì).

3. Åñëè òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ïîðÿäêà k ôóíêöèè f1(z) è

íóë¼ì ïîðÿäêà m ôóíêöèè f2(z) (m > k), òî îíà ïîëþñ ïî-

ðÿäêà (m− k) äëÿ ôóíêöèè
f1(z)

f2(z)
.

Ïîðÿäîê îïðåäåëåíèÿ ïîëþñà â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè f (z) â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå ìîæíî

îïðåäåëèòü, âû÷èñëÿÿ lim
z→∞

f (z), èëè ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ â

ðÿä Ëîðàíà, èëè ñâåäÿ çàäà÷ó ê èññëåäîâàíèþ êîíå÷íîé òî÷êè

ξ = 0

(
1

z
= ξ

)
.

Ïóñòü z = ∞ � Π(n) äëÿ ôóíêöèè f (z), òîãäà ξ = 0 � Π(n)
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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

äëÿ f

(
1

ξ

)
è ìîæíî çàïèñàòü :

f

(
1

ξ

)
=
F (ξ)

ξn
, F (ξ) 6= 0

èëè

f (z) = zn · ϕ(z), lim
z→∞

ϕ(z) 6= 0, lim
z→∞

ϕ(z) 6=∞.

Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèÿì ïîëþñà ïîðÿäêà n â òî÷êå z =∞.

Ïðèìåð

Îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z =∞ äëÿ ôóíêöèé:

f (z) = z2(z − 2) è f (z) =
z5 + z2 + 1

z3 − 2z
.

1.2 Îïðåäåëåíèå âû÷åòà

Ïóñòü z0 ∈ C̄ � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f (z). Ïî

ñëåäñòâèþ èç îñíîâíîé òåîðåìû Êîøè èíòåãðàë:
∮
γ

f (z)dz (γ �

ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè, ñîäåðæà-

ùåé z0) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, íåçàâèñèìî îò âèäà êðèâîé

γ, ò. å. èíòåãðàë õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè f (z) â îñîáîé

òî÷êå z0.

Îïðåäåëåíèå 4. Âû÷åòîì ôóíêöèè f (z) â èçîëèðîâàííîé

îñîáîé òî÷êå z0 ∈ C̄ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë
1

2πi

∮
γ

f (z)dz, ãäå γ �

êîíòóð, ïðèíàäëåæàùèé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è îõâàòûâàþ-

ùèé å¼.

Îáõîä êîíòóðà � ïîëîæèòåëüíûé, ò. å. îáëàñòü èì îãðàíè÷åí-

íàÿ è ïðèíàäëåæàùàÿ îêðåñòíîñòè z0 ïðè îáõîäå ðàñïîëîæåíà

ñëåâà: äëÿ z0 ∈ C � îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äëÿ z0 = ∞
10



1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

ïî ÷àñîâîé. Îáîçíà÷àþò âû÷åò: res
z0
f (z).

res
z0
f (z) =

1

2πi

∮
γ

f (z)dz, γ ∈ O(z0) \ z0; 0 < |z − z0| < R; (1)

res
∞
f (z) =

1

2πi

∮
γ

f (z)dz, γ ∈ O(∞) \∞;R < |z| <∞. (2)

Â ñèëó òîãî, ÷òî â îêðåñòíîñòè îñîáîé ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ

â ðÿä Ëîðàíà, òî èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà

Ëîðàíà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà 3 (Î âû÷èñëåíèè âû÷åòà). Âû÷åò ôóíêöèè â èçî-

ëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå ðàâåí êîýôôèöèåíòó c−1 ïðè ïåðâîé

îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ò. å. ïðè
1

z − z0
äëÿ z0 ∈ C, è ýòî-

ìó êîýôôèöèåíòó, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, äëÿ

z0 =∞.

res
z0
f (z) = c−1, z0 ∈ C; (3)

res
∞
f (z) = −c−1, z0 ∈ ∞. (4)

Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà îñîáîé òî÷êè z0 âåð-

íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) âû÷åò â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå ðàâåí íóëþ;

2) äëÿ ïðîñòîãî ïîëþñà (Π(1)):

res
z0
f (z) = lim

z→z0
(f (z)(z − z0));

3) äëÿ ïîëþñà ïîðÿäêà n (Π(n), n > 1):

res
z0
f (z) =

1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
(f (z)(z − z0)n);

11



ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

4) åñëè ôóíêöèÿ f (z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0 ïðåäñòàâè-

ìà â âèäå f (z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ïðè÷¼ì ϕ(z) è ψ(z) �àíàëèòè÷åñêèå

ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî ϕ(z0 6= 0), ψ(z0) = 0, ψ′(z0) 6= 0 (z0 �

ïðîñòîé ïîëþñ), òî

res
z0
f (z) =

ϕ(z0)

ψ′(z0)
;

5) äëÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè âû÷åò íàõîäèòñÿ èç ðàçëî-

æåíèÿ Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0

res
z0
f (z) = c−1, z0 ∈ C;

res
∞
f (z) = −c−1, z0 ∈ ∞.

Ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîé ôîðìå îñíîâ-

íóþ òåîðåìó Êîøè äëÿ ñëîæíîãî êîíòóðà.

Òåîðåìà 4 (Êîøè î âû÷åòàõ). Åñëè ôóíêöèÿ f (z) àíàëèòè-

÷åñêàÿ â D̄ çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê

zk ∈ D, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∮
C

f (z)dz = 2πi

n∑
k=1

res
zk
f (z), zk ∈ D, (5)

ãäå C � ãðàíèöà îáëàñòè D.

Òåîðåìà 5 (îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ). Ñóììà âû÷å-

òîâ ôóíêöèÿ f (z) âî âñåõ å¼ îñîáûõ òî÷êàõ, âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî

óäàë¼ííóþ òî÷êó, ðàâíà íóëþ:

n∑
k=1

res
zk
f (z) + res

∞
f (z) = 0. (6)

ãäå C � ãðàíèöà îáëàñòè D.
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1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

Ïðè íàõîæäåíèè âû÷åòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (3),

(4), ò. å. èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðàä Ëîðàíà. Ïðè

ýòîì çíàíèå òèïà îñîáîé òî÷êè, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ âû÷åò

ôóíêöèè, íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Òàêèì ìåòîäîì âñåãäà îïðå-

äåëÿåòñÿ âû÷åò â ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êå ôóíêöèè. Â ñëó÷àå

óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè è ïîëþñîâ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà

ìîæíî çàìåíèòü íåêîòîðûìè ïðàêòè÷åñêè áîëåå óäîáíûìè ôîð-

ìóëàìè è ïðàâèëàìè. Îíè ñëåäóþò èç èññëåäîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè â ðÿä â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, à òèï îñîáîé òî÷êè

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîâåäåíèþ ôóíêöèè, ò. å. âû÷èñëåíèåì ïðåäåëà.

Òàê, åñëè lim
z→z0

f (z) 6= ∞ è z0 � êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî

â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0
îòñóòñòâóåò ãëàâíàÿ ÷àñòü. Ñëåäîâàòåëüíî c−1 = 0 è res

z0
f (z) = 0.

Åñëè lim
z→z0

f (z) =∞, ò. å. z0 � ïîëþñ ôóíêöèè f (z), òî ìîæíî

îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ïîëþñà, òàêæå íå ïðèáåãàÿ ê ðàçëîæåíèþ

ôóíêöèè â ðÿä. Ïóñòü z0 � Π(n) ôóíêöèè f (z), òîãäà ðàçëîæåíèå

ôóíêöèè â ðÿä â îêðåñòíîñòè z0 èìååò âèä: f (z) =
∞∑

k=−n
ck(z−z0)k.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà (z−z0)n è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ
ðåçóëüòàò (n− 1) ðàç, ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

dn−1

dzn−1
(f (z)(z − z0)n) = (n− 1)!c−1 + n!c0(z − z0) + . . . ,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

c−1 =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
(f (z)(z − z0)n).

Â ÷àñòíîñòè ïðè n = 1 èìååì: c−1 = lim
z→z0

f (z)(z − z0).

Äëÿ ôóíêöèè âèäà f (z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ãäå ϕ(z), ψ(z) � àíàëèòè-

÷åñêèå ôóíêöèè â òî÷êå z0 è ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) = 0 ψ′(z0) 6= 0
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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

ïîëó÷èì:

c−1 = lim
z→z0

ϕ(z)(z − z0)
ψ(z)

= lim
z→z0

ϕ(z)

ψ(z)− ψ(z0)

z − z0

=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîíå÷íîé îñîáîé òî÷êè ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé

òî÷êîé ôóíêöèè f (z), òî res
z0
f (z) = 0, z0 ∈ C.

2. Åñëè z0 ïîëþñ ïîðÿäêà n ôóíêöèè f (z) z0 ∈ C,

res
z0
f (z) =

1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
(f (z)(z − z0)n).

3. Åñëè z0 � Π(n) ôóíêöèè f (z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ãäå ϕ(z), ψ(z) �

àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â òî÷êå z0 è ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) = 0

ψ′(z0) 6= 0:

res
z0

ϕ(z)

ψ(z)
=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Ïðèìåðû

Íàéòè âû÷åòû â êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷êàõ ôóíêöèé:

1) f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
;

2) f (z) =
z + 2

(z + 1)2(z − 3)
;

3) f (z) =
1− cos z

z2
.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó â ñëó÷àå, êîãäà îíà

ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ f (z). Ðàçëîæåíèå ôóíê-

öèè â ðÿä Ëîðàíà èìååò âèä:

f (z) = c0 +

∞∑
n=1

cn
zn
, R < |z| <∞, äëÿ z0 =∞.
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1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

Êîýôôèöèåíò c−1 ìîæíî îïðåäåëèòü èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: c−1 = lim
z→∞

((f (z) − c0) · z). Òàê êàê, î÷åâèäíî

c0 = lim
z→∞

f (z), òî, äîîïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ, ïîëîæèì

f (∞) = lim
z→∞

f (z) = c0. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû-

÷åòà â z =∞ � óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå ôóíêöèè f (z):

res
∞
f (z) = −c−1 = lim

z→∞
((f (∞)− f (z)) · z).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè z = ∞ ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè f (z), ò. å.

lim
z→∞

f (z) = 0, òî ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä:

res
∞
f (z) = −c−1 = lim

z→∞
(−f (z) · z).

Ïðèìåðû

Íàéòè âû÷åòû ôóíêöèé â z =∞:

1) f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
;

2) f (z) =
3z2 + 2

z2 + z − 4
.

1.3 Âû÷èñëåíèå êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
∮
C

f (z)dz

1. Íàéòè îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f (z).

2. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ýòèõ òî÷åê ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè D,

îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì C.

3. Íàéòè çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ â òåõ îñîáûõ òî÷êàõ, êîòîðûå ðàñ-

ïîëîæåíû â îáëàñòè D.

4. Çàïèñàòü ðåçóëüòàò ïî ôîðìóëå:∮
C

f (z)dz = 2πi

n∑
k=1

res
zk
f (z), zk ∈ D.
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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮

|z−1|=1

dz

z4 + 1
.

1) Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f (z) =
1

z4 + 1
� íóëè çíàìåíàòåëÿ:

zk = e(
π
4+k

π
2)i, k = 0, 1, 2, 3.

Âñå òî÷êè ïðîñòûå ïîëþñû.

2) Â îáëàñòü ïîïàäàþò òî÷êè z0 = e
π
4 i è z3 = e−

π
4 i

3) Äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòîâ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé:

res
zk

ϕ(z)

ψ(z)
=
ϕ(zk)

ψ′(zk)

res
z0

1

z4 + 1
=

1

4z3

∣∣∣∣
z=e

π
4 i

=
1

4
e−

3π
4 i,

res
z3

1

z4 + 1
=

1

4z3

∣∣∣∣
z=e−

π
4 i

=
1

4
e
3π
4 i,

4)
∮

|z−1|=1

dz

z4 + 1
= 2πi

(
e−

3π
4 i + e

3π
4 i

4

)
= πi cos

3

4
π = −

√
2

2
πi.
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1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû ÍÃÒÓ

1.4 Ïðèìåíåíèå âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèè

äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò âû÷åòîâ ïðè âû÷èñëåíèè îïðå-

äåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Åñëè ïîäîáðàòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ îòðåçîê

[a, b] â çàìêíóòóþ êðèâóþ C, òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà
b∫
a

f (x)dx

ìîæíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà
∮
C

F (z)dz. Ïðîñòåéøàÿ

çàäà÷à òàêîãî âèäà ñâÿçàíà ñ ïðåîáðàçîâàíèåì îòðåçêà [0, 2π] â

îêðóæíîñòü.

Èíòåãðàëû âèäà
2π∫
0

R(cosx, sinx)dx

Çäåñü R(cosx, sinx) = R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãó-

ìåíòîâ u, v. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ â ìàòåìàòè÷å-

ñêîì àíàëèçå èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà tg
x

2
= t.

Îòðåçîê [0, 2π] èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê èçìåíåíèå arg z òî÷êè z, ïðèíàäëåæàùåé îêðóæíîñòè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, çàìåíà z = eix ïåðåâîäèò îòðåçîê [0, 2π] â îêðóæ-

íîñòü: |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ 2π. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðåìåííûõ

u = cosx è v = sinx ïîëó÷àòüñÿ íåñëîæíûå, ïðè÷¼ì ðàöèîíàëü-

íûå âûðàæåíèÿ ÷åðåç z.

Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà èìååì: cosx =
eix + e−ix

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
,

sinx =
eix − e−ix

2i
=

1

2i

(
z − 1

z

)
. Èç òîãî, ÷òî eix = z èìååì

ieixdx = dz, dx =
dz

iz
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó, Ñâÿçûâàþùóþ èíòåãðàë îò

äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ñ èíòåãðàëîì ïî çàìêíóòîé êðèâîé
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ÍÃÒÓ 1 Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âû÷åòû

îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî:

2π∫
0

R(cosx, sinx)dx =

∮
|z|=1

R

(
1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))
dz

iz
.

Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ � åñòü èí-

òåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îñîáûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâ-

ëÿþòñÿ òîëüêî ïîëþñû.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π∫
0

dx

(5 + 4 cosx)2
dx.

cosx =
1

2

(
z +

1

z

)
, dx =

dz

iz
, 5 + 4 cosx =

2z2 + 5z + 2

z
.

2π∫
0

dx

(5 + 4 cosx)2
dx =

∮
|z|=1

zdz

i(2z2 + 5z + 2)2
.

Îñîáûìè òî÷êàìè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íóëè

çíàìåíàòåëÿ � êîðíè óðàâíåíèÿ 2z2 + 5z + 2 = 0, z1 = −2,

z2 = −0, 5.

(2z2 + 5z + 2)2 = (2(z + 2)(z + 0, 5))2 = 4(z + 2)2(z + 0, 5)2.

Òî÷êà z1 = −2 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè |z| < 1, z2 = −0, 5 �

ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà: Π(2).

res
z2=−0,5

z

4i(z + 2)2(z + 0, 5)2
=

1

4i
lim

z→−0,5

(
z(z + 0, 5)2

(z + 2)2(z + 0, 5)2

)′
=

5

27i
.

Â ðåçóëüòàòå:

2π∫
0

dx

(5 + 4 cosx)2
dx = 2πi · 5

27i
=

10π

27
.
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1.5 Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå âû÷åòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

âèäà:
∞∫
−∞

f (x)dx. Çäåñü ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíàÿ íà (−∞,∞),

à èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:
∞∫
−∞

f (x)dx = lim
R→∞

R∫
−R

f (x)dx.

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âû÷åòîâ ïðè ðåøåíèè òàêîé çà-

äà÷è îñíîâàíà íà òîì, ÷òî îòðåçîê [−R,R] äåéñòâèòåëüíîé îñè

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòü çàìêíóòîãî êîíòóðà C, ñîñòîÿùåãî

èç ýòîãî îòðåçêà è äóãè îêðóæíîñòè, à èíòåãðàë ïî êîíòóðó çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû:∮
C

f (z)dz =

R∫
−R

f (x)dx +

∫
CR

f (z)dz,

ãäå CR � äóãà îêðóæíîñòè |z| = R, Im z ≥ 0.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫
−∞

f (x)dx îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë:

∞∫
−∞

f (x)dx =

∮
C

f (z)dz −
∫
CR

f (z)dz.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
−∞

dx

x4 + 1
.

Ðàññìîòðèì êîíòóð C, ñîñòîÿùèé èç äóãè CR � îêðóæíî-

ñòè |z| = R, Im z ≥ 0 è îòðåçêà [−R,R]. Îñîáûå òî÷êè ôóíê-

öèè f (z) =
1

z4 + 1
, ïîïàäàþùèå âíóòðü êîíòóðà C: z0 = e

π
4 i è

z1 = e
3π
4 i � ïðîñòûå ïîëþñû. Èìååì:∮

C

dz

z4 + 1
= 2πi

(
res
z0
f (z) + res

z1
f (z)

)
=
π
√

2

2
.
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Îöåíèì èíòåãðàë ïî äóãå
∮
CR

dz

z4 + 1
. Äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-

öèè èìååì:

∣∣∣∣ 1

z4 + 1

∣∣∣∣ =
1

|z4 + 1|
<

1

|z|4 − 1
, ò. ê. z ∈ CR, |z| = R

èìååì:

∣∣∣∣ 1

z4 + 1

∣∣∣∣ < 1

R4 − 1
.∣∣∣∣∣∣∣

∫
CR

dz

z4 + 1

∣∣∣∣∣∣∣ <
∫
CR

∣∣∣∣ dz

z4 + 1

∣∣∣∣ < 1

R4 − 1

∫
CR

|dz| = 1

R4 − 1
πR,

èç ýòîãî ñëåäóåò:

lim
R→∞

∫
CR

dz

z4 + 1
= 0.

Â ðåçóëüòàòå: lim
R→∞

R∫
−R

dx

x4 + 1
=
∮
C

dz

z4 + 1
=
π
√

2

2
, ò. å.

∞∫
−∞

dx

x4 + 1
=
π
√

2

2
.

Èñïîëüçóÿ ïîäîáíûé ïðè¼ì âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû
∞∫
−∞

f (x)dx,

ãäå ôóíêöèÿ f (x) òàêîâà, ÷òî lim
R→∞

∫
CR

f (z)dz = 0. Äëÿ ôóíêöèé

ýòîãî êëàññà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

∞∫
−∞

f (x)dx =

∮
C

f (z)dz.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà
∞∫
−∞

R(x)dx, ãäå R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
�

äðîáíî�ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, Pn(x),Qm(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòå-

ïåíè n è m.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) m − n ≥ 2, ò. å. ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ áîëüøå ñòåïåíè

÷èñëèòåëÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà äâà;

2) Qm(x) 6= 0 äëÿ x � äåéñòâèòåëüíûõ, ò. å. R(z) íå èìååò

îñîáûõ òî÷åê íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
∞∫

−∞

R(x)dx = 2πi

p∑
k=1

res
zk
R(z), Im zk > 0, (7)

∞∫
−∞

R(x)dx = −2πi

p∑
k=1

res
zk
R(z), Im zk < 0, (8)

ãäå zk, k = 1, 2, . . . , p � âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè R(z), ðàñïî-

ëîæåííûå âûøå îñè Ox (Im zk > 0) â ñëó÷àå (7) è íèæå îñè Ox

(Im zk < 0) â ñëó÷àå (8).

Çàìå÷àíèå

Åñëè R(x) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, òî ìîæíî, èñïîëüçóÿ ýòè ôîð-

ìóëû, âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû âèäà
∞∫
0

f (x)dx, ò. ê. äëÿ ÷¼òíûõ

ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
R∫
−R

f (x)dx = 2
R∫
0

f (x)dx.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
∞∫
−∞

R(x)dx ñ ïîìîùüþ âû-

÷åòîâ

1. Ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë (7) èëè (8) (ñì. òåî-

ðåìà 6).

2. Íàéòè îñîáûå òî÷êè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè R(z).

3. Âû÷èñëèòü âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ ôóíêöèè R(z), ðàñïî-

ëîæåííûõ
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a) âûøå îñè Ox, åñëè ïðèìåíÿåòñÿ (7);

b) íèæå îñè Ox, åñëè ïðèìåíÿåòñÿ (8).

4. Çàïèñàòü ðåçóëüòàò ïî ôîðìóëå (7) èëè (8).

Ïðèìåð

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
−∞

x2 + 3

(x2 + 2x + 17)2
dx.

1. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû 6: n = 2, m = 4, m − n = 2,

D = 4− 68 = −64 < 0 � âåùåñòâåííûõ êîðíåé çíàìåíàòåëÿ

íåò.

2. Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f (z) =
z2 + 3

(z2 + 2z + 17)2
� ïîëþñû âòî-

ðîãî ïîðÿäêà z1 = 1 + 4i è z2 = 1− 4i.

3. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ ïîëþñà ïîðÿäêà n

(Π(n), n > 1) res
z0
f (z) =

1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
(f (z)(z − z0)n) :

res
z1

z2 + 3

(z2 + 2z + 17)2
= lim

z→z1

(
(z2 + 3)(z − z1)2

(z − z1)2(z − z2)2

)′
=

= lim
z→z1

(
(z2 + 3)

(z − z2)2

)′
=

5

82i
.

4.
∞∫
−∞

x2 + 3

(x2 + 2x + 17)2
dx = 2πi

5

82i
=

5π

32
.
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