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ÍÃÒÓ 1 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

1 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

1.1 Ïðîèçâîäíàÿ. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f (z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè

D ⊆ C. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ ∆z = ∆x + i∆y. Òîãäà, åñëè z ∈ D
è z + ∆z ∈ D, îáîçíà÷èì ∆w = f (z + ∆z)− f (z).

Åñëè ∃ êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ
∆w

∆z
ïðè ∆z → 0 ïî ∀

çàêîíó, òî

1) ôóíêöèÿ f (z) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé;

2) lim
∆z→0

∆w

∆z
= f ′(z) =

df

dz
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé.

Ôóíêöèÿ f (z), èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z ∈ D íàçûâàåòñÿ

ìîíîãåííîé â ýòîé òî÷êå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû f (z) = f (x, y) = u(x, y) + iv(x, y) áûëà äèô-

ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z = x+iy ∈ D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû:

1) âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) áûëè äèôôå-

ðåíöèðóåìû â òî÷êå z;

2) â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (CR)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî lim
∆z→0

∆w

∆z
äîëæåí ñóùå-

ñòâîâàòü ïðè ∀ çàêîíå ñòðåìëåíèÿ ∆z ê 0. Ðàññìîòðèì åãî ïðè

∆z = ∆x.

f ′(z) = lim
∆x→0

u(x + ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i

v(x + ∆x, y)− v(x, y)

∆x
=
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1 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ÍÃÒÓ

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

Ïóñòü òåïåðü ∆z = i∆y.

f ′(z) = lim
∆y→0

u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+
v(x, y + ∆y)− v(x, y)

∆y
=

= −i∂u
∂y

+
∂v

∂y
.

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå (CR).

Îïðåäåëåíèå 1. Çàäàííàÿ â îáëàñòè D îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

w = f (z) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé èëè ãîëîìîðôíîé, åñëè îíà

äèôôåðåíöèðóåìà (ìîíîãåííà) â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.

Óòâåðæäåíèå

1. Åñëè ôóíêöèÿ f (z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî â ýòîé

òî÷êå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå å¼ äåéñòâèòåëüíîé

u(x, y) è ìíèìîé v(x, y) ÷àñòè è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (CR):

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (CR)

2. Åñëè ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

(x0, y0) è â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (CR), òî ôóíê-

öèÿ f (z) = u+ i · v äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z = x0 + i · y0.

3. Ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà ïî îäíîé èç ôîðìóë:

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i · ∂v

∂x
, f ′(z) =

∂v

∂y
− i · ∂u

∂y
,

f ′(z) =
∂u

∂x
− i · ∂u

∂y
, f ′(z) =

∂v

∂y
+ i · ∂v

∂x
.

(∗)

Çàìå÷àíèÿ

Âûïîëíåíèå óñëîâèé (CR) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f (z) â òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ
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ÍÃÒÓ 1 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

íåâûïîëíåíèå äîñòàòî÷íî äëÿ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.

Óñëîâèå (CR) íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé òî÷êå äîëæíû áûòü äèôôåðåíöèðóåìû ôóíêöèè u(x, y) è

v(x, y).

Ïðàâèëî. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü è íàõîæäåíèÿ å¼ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò âûïîëíèòü ñëåäóþ-

ùèå îïåðàöèè.

1. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f (z) íàéòè å¼ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíè-

ìóþ ÷àñòè:

u = Re f (z) = u(x, y), v = Im f (z) = v(x, y).

2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y).

3. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (CR). Òî÷êè, â êîòîðûõ ýòî

óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè, ãäå ôóíêöèÿ

íå äèôôåðåíöèðóåìà.

Åñëè óñëîâèÿ (CR) âûïîëíåíû è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðå-

ðûâíûå � äèôôåðåíöèðóåìà.

4. Çàïèñàòü âûðàæåíèå â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî îä-

íîé èç ôîðìóë (*).

Ïðèìåðû.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî f (z) = sin(z + i) àíàëèòè÷åñêàÿ äëÿ âñåõ z ∈
C, íàéòè ïðîèçâîäíóþ.

1) f (z) = sin(x+iy+i) = sin(x)·cos(i(y+1))+cos(x)·sin(i(y+1)) =

= sin(x)ch(y + 1) + i cos(x)sh(y + 1).

Òàêèì îáðàçîì:

u(x, y) = sin(x)ch(y + 1), v(x, y) = cos(x)sh(y + 1)
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1 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ÍÃÒÓ

2)
∂u

∂x
= cos(x)ch(y + 1)

∂v

∂y
= cos(x)ch(y + 1)

 ,
∂u

∂x
=
∂v

∂y
;

∂u

∂y
= sin(x)sh(y + 1)

∂v

∂x
= − sin(x)sh(y + 1)

 ,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

3) Óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà âûïîëíåíû,⇒ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìà è ⇒ àíàëèòè÷åñêàÿ.

4) f ′(z) = cos(x)ch(y + 1)− i · sin(x)sh(y + 1).

2. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ:

f (z) = z = x− i · y.
1) Re f (z) = u(x, y) = x, Im f (z) = v(x, y) = −y;
2)
∂u

∂x
= 1,

∂v

∂y
= −1;

∂u

∂x
6= ∂v

∂y
.

3) Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà.

3. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèþ: f (z) = ez.

1) f (z) = ez = ex+i·y = ex(cos y + i sin y),

Re f (z) = u(x, y) = ex cos y, Im f (z) = v(x, y) = ex sin y;

2)
∂u

∂x
= ex cos y,

∂u

∂y
= −ex sin y;

∂v

∂x
= ex sin y,

∂v

∂y
= ex cos y.

3) Óñëîâèÿ (CR) âûïîëíåíû. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà âñþ-

äó.

4) f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos y + i · ex sin = ez.

1.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (z), êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðå-

ìåííîé, îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå íåêîòîðîé îáëàñòè D, � îáëà-

ñòè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f (z), íà îáëàñòüG. Â êàæäîé
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ÍÃÒÓ 1 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

òî÷êå z0 ∈ D îïðåäåëåíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî f ′(z0), ñëåäîâàòåëü-

íî îïðåäåëåíû |f ′(z0)| è arg f ′(z0), åñëè f ′(z0) 6= 0.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê õàðàêòåðèçóþò ýòè âåëè÷èíû â òî÷êå

z0 ñàìî îòîáðàæåíèå w = f (z)?

Äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî f ′(x0) � óãëîâîé

êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà âåëè÷èí k = |f ′(z0)| è
α = arg f ′(z0), ïîëàãàÿ f ′(z0) 6= 0 è f (z) äèôôåðåíöèðóåìàÿ

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé

f ′(x0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
ïðåäåë â òî÷êå íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ è

ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ∆z ê íóëþ, òî ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ

ãëàäêóþ êðèâóþ γ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z0, è íà íåé ëþáóþ

òî÷êó z èç îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Îáðàç êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z) îáîçíà÷èì Γ, îáðà-

çû òî÷åê z0 è z ÷åðåç w0 è w ñîîòâåòñòâåííî; èç íåïðåðûâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî w0 ∈ Γ è w ∈ Γ. Ïðèðàùåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ ∆z = z−z0 è ∆w = w−w0 ãåîìåòðè÷åñêè åñòü âåêòîðû,

èõ äëèíû � |∆z|, |∆w|.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x0) = lim

∆z→0

∆w

∆z
èìååì:

|f ′(x0)| = lim
∆z→0

∣∣∣∣∆w∆z

∣∣∣∣. Ïåðåïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|f ′(x0)| = lim
∆z→0

∣∣∣∣∆w∆z

∣∣∣∣ = lim
∆z→0

∆lΓ
∆lγ

=
dlΓ
dlγ

,

çäåñü ∆lΓ è ∆lγ � äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã êðèâûõ Γ è γ,

dlΓ, dlγ � äèôôåðåíöèàëû äëèí äóã (ðèñ. 1).

Îòíîøåíèå
dlΓ
dlγ

îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ìàñøòàáà (ðàñòÿæåíèå,

ñæàòèå) â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z) � ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé.

Âåëè÷èíà |f ′(z0)| íå çàâèñèò îò âèäà êðèâîé γ, à ÿâëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíîé ïîñòîÿííîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè f (z) è äàííîé òî÷-
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êè z0.

Äëÿ àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

arg f ′(z) = θ − ϕ, ãäå θ è ϕ � óãëû ìåæäó äåéñòâèòåëüíûìè

îñÿìè â ïëîñêîñòÿõ (w), (z) è êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì Γ è γ â

òî÷êå z0. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àðãóìåíò äðîáè ðàâåí ðàçíîñòè

àðãóìåíòîâ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé

Åñëè òî÷êè w0 è z0 ñîâìåñòèòü, òî α = arg f ′(x) = θ − ϕ �

óãîë ïîâîðîòà êðèâîé γ â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z).

Ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïàðû ãëàäêèõ êðèâûõ γ

è Γ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ óãëû

ìåæäó êðèâûìè.

Îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå óãëû ìåæäó êðèâûìè, íàçûâàåòñÿ

êîíôîðìíûì.

Óòâåðæäåíèå

1. Ìîäóëü |f ′(z0)| ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (z), äèôôåðåíöèðó-

åìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, åñòü êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî

ðàñòÿæåíèÿ êðèâîé â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z).

2. Àðãóìåíò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå � åñòü óãîë ïîâîðîòà êðèâîé

â ýòîé òî÷êå ïðè îòîáðàæåíèè w = f (z).
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3. Îòîáðàæåíèå ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðóåìîé â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 ôóíêöèè f (z), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f ′(z0) 6= 0,

ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå z0. Îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèå è ñîõðàíåíèÿ óãëîâ. Ïðè÷¼ì óãëû

ñîõðàíÿþòñÿ êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ.

Ïðèìåðû.

1. Íàéòè êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ è óãîë ïîâîðîòà â òî÷êå

z = 2i ïðè îòîáðàæåíèè w =
z + 1

z + i
.

Ïðîèçâîäíàÿ: w′ =
z + i− z − 1

(z + i)2
=

i− 1

(z + i)2
, å¼ çíà÷åíèå â òî÷-

êå 2i: w′(2i) =
1− i

9
.

Êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ: k = |w′(2i)| = 1

9
·
√

2.

Óãîë ïîâîðîòà: arg(w′(2i)) = arctg
−1/9

1/9
= −π

4
.

2. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïðè îòîáðàæåíèè

w = z2 ðàñòÿãèâàåòñÿ, à êàêàÿ � ñæèìàåòñÿ.

w′ = 2z, |w′| = 2|z0| = k.

k > 1 ïðè |z| > 1

2
� ðàñòÿãèâàåòñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà

1

2
, ñ öåí-

òðîì â òî÷êå (0, 0); k < 1 ïðè |z| < 1

2
� ñæèìàåòñÿ âíóòðè êðóãà.

1.3 Ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Ñóììà, ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå, åñòü

ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó, â ñèëó àíà-

ëèòè÷íîñòè ôóíêöèè w = c, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

2. ×àñòíîå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå, åñòü ôóíêöèÿ,

àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé òî÷êå, åñëè çíàìåíàòåëü â íåé îòëè-

÷åí îò íóëÿ.
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3. Ñóïåðïîçèöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé � ôóíêöèÿ àíàëèòè-

÷åñêàÿ.

4. Åñëè f (z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå z0 è f
′(z0) 6= 0, òî îáðàò-

íàÿ ôóíêöèÿ f−1(w) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â

w0 (f (z0) = w0).

5. Òåîðåìà î áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèè.Ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå, èìååò â ýòîé òî÷-

êå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè â ýòîé òî÷êå.

1.4 Âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé å¼ äåé-

ñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè

Îïðåäåëåíèå 2. Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x, y), óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ R2 óíàâíåíèþ

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0,

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ýòîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 1. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé

â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â ýòîé

îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èõ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà.

Íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü åãî ïî x èëè y, è äàëåå ñëîæèòü èëè

âû÷åñòü.

Óðàâíåíèå
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 èëè ∆u = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

Ëàïëàñà1.
1Ïüåð�Ñèìîí, ìàðêèç äå Ëàïëàñ (ôð. Pierre�Simon de Laplace; 23 ìàðòà 1749 � 5 ìàðòà 1827) �

ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, ôèçèê è àñòðîíîì; èçâåñòåí ðàáîòàìè â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè,
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé óñëîâè-

ÿìè CR, íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè ãàðìîíì÷åñêèìè ôóíêöèÿ-

ìè. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé â îá-

ëàñè D ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ â D ñîïðÿæ¼ííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè u(x, y) è v(x, y)

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðó-

ãà, à ñâÿçàíû óñëîâèÿìè CR ìîæíî ïîïûòàòüñÿ, çíàÿ îäíó èç

íèõ, âîññòàíîâèòü äðóãóþ.

Ïðàâèëî 1

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé å¼ äåé-

ñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü.

1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà çàäàííîé

ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y) èëè v(x, y). Ïðîâåðèòü,

åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ, ò. å.

âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ðàâåíñòâî ∆u = 0 èëè

∆v = 0.

2. Íàéòè ïî çàäàííîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñîïðÿæ¼ííóþ ñ

íåé ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû:

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

−∂u
∂y
dx +

∂u

∂x
dy + C.

Â ñëó÷àå, åñëè âûáðàòü êðèâóþ â âèäå ëîìàíîé ñî çâåíüÿìè

ïàðàëëåëüíûìè îñÿì, òî:

v(x, y) =

x∫
x0

−∂u(x, y0)

∂y
dx +

y∫
y0

∂u(x, y)

∂x
dy + C.
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Èëè

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy + C =

=

x∫
x0

∂v(x, y0)

∂y
dx−

y∫
y0

∂v(x, y)

∂x
dy + C.

3. Çàïèñàòü ôóíêöèþ f (z) = u + i · v.

4. Åñëè çàäàíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (z) â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ

îòûñêàíèÿ C.

Ïðàâèëî 2

Åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ôóíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ

îäíîçíà÷íî.

1. Äàíî: u = u(x, y), f (z0) = C0, òîãäà

f (z) = 2u

(
z + z0

2
,
z − z0

2i

)
− C0.

2. Äàíî: v = v(x, y), f (z0) = C0, òîãäà

f (z) = 2iv

(
z + z0

2
,
z − z0

2i

)
+ C0.

Ïðèìåðû.

1. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f (z) = u + iv ïî çàäàííîé

å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè u(x, y) = x3 − 3xy2 + 2y.

2. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f (z) = u + iv ïî çàäàííîé

å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè u(x, y) =
x

x2 + y2
, åñëè çàäàíû óñëîâèÿ:

f (π) =
1

π
.
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ÍÃÒÓ 2 Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

2 Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3. Êðèâàÿ C íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè êàæ-

äàÿ êîíå÷íàÿ äóãà ýòîé êðèâîé èìååò äëèíó.

Îïðåäåëåíèå 4. Îáëàñòü D ⊆ C íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñ-

ëè îíà îãðàíè÷åíà íåïðåðûâíîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé áåç ñàìî-

ïåðåñå÷åíèé.

Ò. å. åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé, ïðèíàäëåæàùåé îáëà-

ñòè, òî÷êè ìíîæåñòâà, ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ, òàê-

æå ïðèíàäëåæàò îáëàñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îáëàñòü ìíîãî-

ñâÿçíàÿ.

Ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü íàçûâàåòñÿ n-ñâÿçíîé, åñëè å¼ ãðàíè-

öà ñîñòîèò èç n êîìïîíåíò. n � ïîðÿäîê ñâÿçíîñòè. Íàïðèìåð,

êðóã, ðàäèóñîì R ñ âûêîëîòûì öåíòðîì : 0 < |z − z0| ≤ R �

äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü. Âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü � îäíîñâÿçíàÿ

îáëàñòü; ïëîñêîñòü ñ âûêîëîòîé òî÷êîé � äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü;

ýòà æå ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì îò âûêîëîòîé òî÷êè äî áåñêîíå÷íî

óäàë¼ííîé � îäíîñâÿçíàÿ.

Ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ââî-

äèòñÿ (òàê æå, êàê è â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè) êàê ïðåäåë ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì; ôóíêöèÿ ïðè ýòîì îïðå-

äåëåíà íà íåêîòîðîé êðèâîé l, êðèâàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîé

èëè êóñî÷íî-ãëàäêîé:∫
l

f (z)dz = lim
λ→0

n∑
k=1

f (ξk)∆zk, (1)

ãäå ξk � òî÷êà, âûáðàííàÿ íà äóãå ∆lk ðàçáèåíèÿ êðèâîé; ∆zk �

ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà íà ýòîì ó÷àñòêå ðàçáèåíèÿ,

λ = max |∆zk| � øàã ðàçáèåíèÿ, |∆zk| � äëèíà õîðäû, ñîåäè-

íÿþùåé êîíöû äóãè ∆lk; êðèâàÿ l ðàçáèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì
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îáðàçîì íà n ÷àñòåé ∆lk, k = 1, 2, . . . < n. Íà êðèâîé âûáðà-

íî íàïðàâëåíèå, ò. å. óêàçàíû íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè. Â

ñëó÷àå çàìêíóòîé êðèâîé

(∫
l

f (z)dz =
∮
C

f (z)dz

)
èíòåãðèðîâà-

íèå ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. íàïðàâëåíèè,

îñòàâëÿþùåì ñëåâà êîíå÷íóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì.

Ôîðìóëà (1) îïðåäåëÿåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îò ôóíê-

öèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Ó÷èòûâàÿ f (z) = u(x, y)+ i ·v(x, y) èíòåãðàëüíóþ ñóììó ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå áóäóò ÿâëÿòüñÿ èí-

òåãðàëüíûìè ñóììàìè êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà

îò ôóíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Åñëè ôóíêöèÿ f (z) íåïðåðûâíà íà l, òî ïðåäåë â ðàâåíñòâå (1)

ñóùåñòâóåò, ò. å. ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îò ôóíê-

öèè f (z) ïî êðèâîé l è èìååò ìåñòî ôîðìóëà:∫
l

f (z)dz =

∫
l

udx− vdy + i

∫
l

vdx + udy. (2)

Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ôóíêöèè

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1.
∫
l

(C1f1(z) + C2f2(z))dz = C1

∫
l

f1(z)dz + C2

∫
l

f2(z)dz.

2.
∫
AB

f (z)dz = −
∫
BA

f (z)dz.

3.
∫
AB

f (z)dz =
∫
AC

f (z)dz +
∫
CB

f (z)dz.

4.
∫
AB

|dz| = lAB � äëèíà äóãè AB.

5.

∣∣∣∣∫
l

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
l

|f (z)||dz|, â ÷àñòíîñòè,
∣∣∣∣∫
l

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ M · lAB,

åñëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ íà êðèâîé AB, ò. å.

|f (z)| ≤M , z ∈ l.
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6.
∫
l

dz = zB − zA.

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
OA

zdz, ãäå

à) îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z1 = 0 è z2 = 1 + i:

f (z) = x− iy; dz = dx + idy,∫
OA

zdz =

∫
OA

(x− iy)(dx+ idy) =

∫
OA

xdx+ydy+ i

∫
OA

xdy−ydx,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî y = x, 0 ≤ x ≤ 1∫
OA

zdz =

1∫
0

2xdx = 1;

á) ëîìàíàÿ OBA O(0; 0), B(1; 0), A(1; 1):

OB : y = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

BA : x = 1, 0 ≤ y ≤ 1,∫
OBA

zdz =

∫
OB

zdz+

∫
BA

zdz =

1∫
0

xdx+

1∫
0

ydy+ i

1∫
0

dy = 1 + i.

2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
OA

zdz ïî äóãå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè

z1 = 0 è z2 = 1 + i.∫
OA

zdz =

∫
OA

(x + iy)(dx + idy) =

∫
OA

xdx− ydy + i

∫
OA

xdy + ydx.

Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äèôôåðåíöèàëà-

ìè è èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü äóãà

OA y = x, 0 ≤ x ≤ 1.
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Èìååì: ∫
OA

zdz = i

1∫
0

2xdx = i.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòîò èíòåãðàë çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êî-

íå÷íîé òî÷êè òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èì:∫
OA

zdz =

(1;1)∫
(0;0)

zdz =
z2

2

∣∣∣∣(1;1)

(0;0)

= i.

Ïóñòü èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè

íå çàâèñèò îò âèäà êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè ýòîé îáëàñòè.

Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíóþ òî÷êó, îáîçíà÷èâ z0, êîíå÷íàÿ òî÷êà �

ïåðåìåííàÿ, îáîçíà÷èì å¼ z. Òîãäà çíà÷åíèå èíòåãðàëà áóäåò çà-

âèñåòü òîëüêî îò òî÷êè z, ò. å.
∫
l

f (z)dz îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ

ôóíêöèþ â óêàçàííîé îáëàñòè.
z∫

z0

f (ξ)dξ = F (z). (3)

Ôóíêöèÿ F (z) � èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

F (z) èìååò ïðîèçâîäíóþ â ëþáîé òî÷êå å¼ îïðåäåëåíèÿ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Ïðè ýòîì:

F ′(z) = f (z).

Ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ðàâ-

íà çíà÷åíèþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðè âåðõíåì ïåðåäåëå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ F (z), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî (3), íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f (z) â

îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, à ñîâîêóïíîñòü (ìíîæåñòâî) ïåðâîîáðàç-

íûõ Φ(z) = F (z) + c, ãäå c = const, � íåîïðåäåë¼ííûì èí-

òåãðàëîì îò ôóíêöèè f (z).
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Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

1. Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì
z∫
z0

f (ξ)dξ îò àíà-

ëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ,

àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé îáëàñòè; ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâî-

îáðàçíîé äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

2. Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèÿ èìååò

â íåé ïåðâîîáðàçíóþ (ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé).

Çàìå÷àíèå. Ïåðâîîáðàçíûå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îäíî-

ñâÿçíûõ îáëàñòÿõ îòûñêèâàþòñÿ, êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèé âåùå-

ñòâåííîãî àðãóìåíòà: èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ, òàáëè-

öà èíòåãðàëîâ, ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð.
∫
ezdz = ez + c,

∫
1

1+z2
dz = arctg z + c.

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà) Åñëè f (z) àíàëèòè-

÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, F (z) � å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ, ò. å.

F ′(z) = f (z), C � îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé

z1 è êîíå÷íîé òî÷êîé z2, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:∫
C

f (z)dz =

z2∫
z1

f (z)dz = F (z2)− F (z1), (4)

ò. å. èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè z1 è

z2, à çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè è êîíå÷íûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû, êîòîðûå çàâèñÿò ïàðàìåòðà, ñîäåðæà-

ùåãîñÿ â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
∫
l

f (ξ, z)dξ.

Ñðåäè òàêèõ èíòåãðàëîâ âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò èíòåãðàë âè-

äà:
∫
l

f (ξ)

ξ − z
dξ.
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Ïîëàãàÿ f (z) íåïðåðûâíîé íà l, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷-

êè z, íå ïðèíàäëåæàùåé l, èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåò â

ëþáîé îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé l, íåêîòîðóþ ôóíêöèþ

1

2πi

∫
l

f (ξ)

ξ − z
dξ = F (z). (5)

Èíòåãðàë (5) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè; ìíîæè-

òåëü
1

2πi
ââåä¼í äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ïîñòðîåííîé ôóíê-

öèè.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó â îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ôóíêöèè (4) çäåñü íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïî-

ðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ f (z) áûëà àíàëèòè÷åñêîé, ò. å. ïî ôîðìóëå

(5) íà êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

ñòðîèòñÿ êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (5) ïî ïåðåìåííîé z èìååì:

F ′(z) =
1

2πi

∫
l

f (ξ)

(ξ − z)2
dξ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà

I(z, u, v) =

v∫
u

f(x, z)dx,

çäåñü u = u(z), v = v(z). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè, èìååì:

dI(z, u, v)

dz
=
∂I

∂z
+
∂I

∂u

du

dz
+
∂I

∂v

dv

dz
=

=

v∫
u

f ′z(x, z)dx+ f(v, z)v′(z)− f(u, z)u′(z).

Ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäîëæèòü è äîêàçàòü ïî èíäóêöèè ôîð-

ìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè F (z).

F (n)(z) =
n!

2πi

∫
l

f (ξ)

(ξ − z)n+1
dξ. (6)
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2.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Ïåðâûé ñïîñîá. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ
∫
l

f (z)dz îò íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèè ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì îò

ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2).

1. Íàéòè Re f (z) = u, Im f (z) = v.

2. Çàïèñàòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

f (z)dz = (u + iv)(dx + idy) = udx− vdy + i(udy + vdx).

3. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âèäà
∫
l

Pdx+Qdy ïî

ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî

ðîäà.

Âòîðîé ñïîñîá. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ
∫
l

f (z)dz îò íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèè ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê îïðåäåë¼ííîìó èíòåãðàëó â ñëó-

÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè êðèâàÿ l çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè: z = z(t), α ≤ t ≤ β èëè{
x = x(t)

y = y(t)
, α ≤ t ≤ β, òî èìååì:

∫
l

f (z)dz =
β∫
α

f (z(t))z′(t)dt.

1. Çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé z = z(t) è èç

íåãî îïðåäåëèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ t = α ñîîòâåòñòâó-

åò íà÷àëüíîé òî÷êå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, t = β � êîíå÷íîé.

2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè

z(t): dz = z′(t)dt.

3. Ïîäñòàâèòü z(t) â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïðåîáðàçî-

âàòü èíòåãðàë ê âèäó:
β∫
α

f (z(t))z′(t)dt =
β∫
α

ϕ(t)dt.

4. Âû÷èñëèòü ïîëó÷åííûé îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò êîìïëåêñ-

íîçíà÷íîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.
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Òðåòèé ñïîñîá. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ � ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Íüþòîíà�

Ëåéáíèöà (4).

1. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ F (z), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ,

òàáëè÷íûå èíòåãðàëû è ìåòîäû, èçâåñòíûå èç äåéñòâèòåëü-

íîãî àíàëèçà.

2. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó (4):∫
C

f (z)dz =

z2∫
z1

f (z)dz = F (z2)− F (z1).

Çàìå÷àíèå

1. Â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè ïðîâîäÿòñÿ ðàçðåçû òàê, ÷òî-

áû ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ F (z).

2. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíê-

öèé âåòâü âûäåëÿåòñÿ çàäàíèåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòî-

ðîé òî÷êå êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè êðèâàÿ çàìêíóòàÿ,

òî íà÷àëüíîé òî÷êîé ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ òà òî÷-

êà, â êîòîðîé çàäàíî çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Çíà÷åíèå èíòåãðàëà ìîæåò çàâèñåòü îò âûáîðà òî÷êè.

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü
∫
l

Re(z)dz, ãäå l � ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó

z1 = 0 ñ òî÷êîé z2 = 1 + i: à) l � ïðÿìàÿ; á ) � ëîìàíàÿ OBA,

ãäå O(0, 0), B(1, 0), A(1, 1).

à) Ïåðâûé ñïîñîá. Re(z)dz = x(dx + idy), y = x, 0 ≤ x ≤ 1.∫
l

Re(z)dz =

∫
l

xdx + i

∫
l

xdy =

1∫
0

xdx + i

1∫
0

xdx =
1 + i

2
.
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á )
∫
l

Re(z)dz =
∫
OB

Re(z)dz +
∫
BA

Re(z)dz, OB: y = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

BA: x = 1, 0 ≤ y ≤ 1.∫
l

Re(z)dz =

1∫
0

xdx + i

1∫
0

1 · dy =
1

2
+ i.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â äàííîì ïðèìåðå � ôóíêöèÿ íå

àíàëèòè÷åñêàÿ, ïîýòîìó èíòåãðàëû ïî äâóì ðàçëè÷íûì êðèâûì,

ñîåäèíÿþùèì äâå äàííûå òî÷êè, ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷å-

íèÿ.

2. Âû÷èñëèòü
∫
l

|z|zdz, ãäå l � âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü

|z| = 1, îáõîä êðèâîé l ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé l: z = eit,

0 ≤ t ≤ π. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ � íåïðåðûâíàÿ, àíàëèòè-

÷åñêîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Äëÿ z = eit: z = e−it, |z| = 1, dz = ieitdt.∫
l

|z|zdz =

π∫
0

1 · e−it · ieitdt =

π∫
0

idt = iπ.

3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè (òðåòèé

ñïîñîá):

i∫
0

sin2 zdz =
1

2

i∫
0

(1− cos 2z)dz =
1

2

(
z − sin 2z

2

)∣∣∣∣i
0

=
i

4
(2− sh 2).

4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè (òðåòèé

ñïîñîá):
1∫
−i

dz

(z − i)2
, ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-

êó i.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó, êðî-

ìå òî÷êè i. Ïðîâåäÿ ðàçðåç ïî ëó÷ó îò òî÷êè i äî ∞, ïîëó÷àåì
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îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé è èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (4). Ïðèìåðû

ïðîâåäåíèÿ ðàçðåçîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.

-

6

−i

i

1
I

l

6 ?

-

6

−i

i

1

AAU

l

A
AK A

AU

Ðèñ. 2. Ïðèìåðû ïðîâåäåíèÿ ðàçðåçà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â ðåçóëüòàòå èìååì:

1∫
−i

dz

(z − i)2
=
−1

z − i

∣∣∣∣1
−i

= − 1

1− i
− 1

2i
= −1

2
.

5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë:
∮
C

dz

(z − a)n
, ãäå C � îêðóæíîñòü

|z − a| = R.

Âòîðîé ñïîñîá. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîð-

ìå: z − a = Reit èëè z = a + Reit, 0 ≤ t ≤ 2π. Äèôôåðåíöèàë:

dz = Rieitdt. Ïîäñòàâèì z è dz â èíòåãðàë:∮
C

dz

(z − a)n
=

2π∫
0

Rieit

Rneint
dt =

i

Rn−1

2π∫
0

eit(1−n)dt.

Ïðè n 6= 1 ïîëó÷àåì:

2π∫
0

eit(1−n)dt =
1

i(1− n)
eit(1−n)

∣∣∣∣2π
0

=
1

i(n− 1)

(
1− e2πi(n−1)

)
= 0,

ò. ê. e2πi(n−1) = e2kπi = 1.
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Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì∮
C

dz

z − a
= i

2π∫
0

dt = 2πi.

Â ðåçóëüòàòå:∮
|z−a|=R

dz

(z − a)n
= 0, n 6= 1;

∮
|z−a|=R

dz

z − a
= 2πi, n = 1.

6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë:
z∫

1

dξ

ξ
, ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõî-

äèò ÷åðåç òî÷êó z = 0 è íå îáõîäèò å¼, −π ≤ arg z ≤ π.

Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îïðåäåëÿåò â îäíî-

ñâÿçíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ � ïåð-

âîîáðàçíóþ äëÿ ôóíêöèè f (z) =
1

z
. Çàïèñàâ èñõîäíûé èíòåãðàë

â âèäå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà, ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, è

äàííûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âèäà êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷-

êè z1 = 1 è z. Âûáåðåì ïóòü, ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà îñè Ox îò

òî÷êè z1 = 1 äî òî÷êè z2 = r, ãäå r = |z|, è äóãè l îêðóæíîñòè,

ñîåäèíÿþùåé z2 è z.

Èíòåãðàë çàïèøåì â âèäå ñóììû:
z∫

1

dξ

ξ
=

r∫
1

dx

x
+
∫
l

dξ

ξ
. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî äóãå � âòîðîé ñïîñîá. Ïàðàìåòðèçóåì

äóãó: ξ = reit, 0 ≤ t ≤ arg z, ïîëó÷èì:∫
l

dξ

ξ
=

arg z∫
0

rieit

reit
dt = i arg z.

Â ðåçóëüòàòå

z∫
1

dξ

ξ
= ln r + i arg z = ln z, −π ≤ arg z ≤ π.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ln z � ãëàâíîå

çíà÷åíèå ëîãàðèôìà. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðèíÿòü çà

îïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè ln z â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè �

ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè

(−∞, 0].

7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë:
z∫

1

dξ

ξ
, ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðî-

õîäèò ÷åðåç òî÷êó z = 0, íî îáõîäèò å¼, n ðàç ïî îêðóæíîñòè

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû:
z∫

1

dξ

ξ
=
∮
c

dz

z
+
∫
l

dξ

ξ
,

ãäå c � n-ðàç ïðîáåãàåìàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îêðóæíîñòü

|z| = 1, à l � êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = 1 è z è íå îõâà-

òûâàþùàÿ òî÷êó z = 0.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî 2nπi, âòîðîå � ln z. Â ðåçóëüòàòå:

z∫
1

dξ

ξ
= ln z + 2nπi.

8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l

dz√
z
ïî âåðõíåé äóãå îêðóæíîñòè

|z| = 1 ïðè óñëîâèè: à)
√

1 = 1; á)
√

1 = −1.

Çàäàíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè
√
z â òî÷êå êîíòóðà èíòåãðèðîâà-

íèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü îäíîçíà÷íûå âåòâè âûðàæåíèÿ√
z =

√
|z|ei(

arg z
2 +kπ), k = 0, 1. Ðàçðåç ìîæíî ïðîâåñòè, íàïðèìåð,

ïî ìíèìîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Ïðè z = 1 èìååì
√

1 = eikπ,

k = 0, 1, â ïåðâîì ñëó÷àå âûäåëÿåì âåòâü ñ k = 0, âî âòîðîì � ñ

k = 1. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà êîíòóðå íåïðåðûâíà, êðè-

âóþ çàäàäèì óðàâíåíèåì: z = eit, 0 ≤ t ≤ π.

à) Âåòâü îïðåäåëÿåòñÿ ïðè k = 0,
√
z = ei

t
2 , dz = ieitdt.∫

l

dz√
z

=

π∫
0

ieit

ei
t
2

dt = i

π∫
0

ei
t
2dt = 2ei

t
2

∣∣∣∣π
0

= 2
(
ei

π
2 − 1

)
= 2(i− 1).
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á) Âåòâü îïðåäåëÿåòñÿ ïðè k = 1,
√
z = ei(

t
2+π) = −ei t2 ,

dz = ieitdt. ∫
l

dz√
z

=

π∫
0

ieit

−ei t2
dt = 2(1− i).

2.3 Îñíîâíûå òåîðåìû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà Êîøè äëÿ ïðîñòîãî êîíòóðà) Åñëè f (z)

àíàëèòè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, òî äëÿ ëþáîãî êîíòóðà

C, ïðèíàäëåæàùåãî ýòîé îáëàñòè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∮
C

f (z)dz = 0. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ CR ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç

ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëàõ âòî-

ðîãî ðîäà (2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà, à

èíòåãðàëû ïî çàìêíóòûì êðèâûì îò ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ

ðàâíû íóëþ.

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3

1. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, åñëè C � ãðàíèöà îáëàñòè

D, à ôóíêöèÿ f (z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè è íà

ãðàíèöå.

2. Èíòåãðàëû ïî ðàçëè÷íûì êðèâûì, ëåæàùèì â îäíîñâÿçíîé

îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè è ñîåäèíÿþùèå äâå òî÷êè

ýòîé îáëàñòè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà Êîøè äëÿ ñëîæíîãî êîíòóðà) Åñëè f (z)

àíàëèòè÷åñêàÿ â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè, è íà ýòîì êîíòóðå,

òî èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáëàñòè îò ôóíêöèè ðàâåí íóëþ, ò. å.
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Ðèñ. 3. Èíòåãðàëû ïî ðàçëè÷íûì êðèâûì

C � ñëîæíûé êîíòóð, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè, òî ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî (7).

Ðèñ. 4. Òåîðåìà Êîøè äëÿ ñëîæíîãî êîíòóðà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè â îáëàñòè

ðàçðåçû (íà ðèñ. 4 ïóíêòèð) òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü äâå îäíî-

ñâÿçíûå îáëàñòè è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3.

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 4.

1. Ïðè âûïîëíåíèè òåîðåìû 4 èíòåãðàë ïî âíåøíåìó êîíòóðó
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ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî âíóòðåííèì; îáõîä âî âñåõ êîí-

òóðàõ â îäíó ñòîðîíó:∮
Γ

f (z)dz =

n∑
k=1

∮
Ck

f (z)dz.

2. Åñëè f (z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D

è íà ãðàíèöå îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò òî÷êè a

ýòîé îáëàñòè, òî èíòåãðàëû ïî ðàçëè÷íûì çàìêíóòûì êðè-

âûì, êîòîðûå ëåæàò â îáëàñòè D è îãðàíè÷èâàþò îáëàñòè,

ñîäåðæàùèå òî÷êó a, ðàâíû ìåæäó ñîáîé:∮
Ck

f (z)dz =

∮
Cm

f (z)dz.

Ðèñ. 5. Ñëåäñòâèå 1 èç òåîðåìû 4

Òåîðåìà 5. (Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè) Åñëè ôóíêöèÿ f (z)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D è íà å¼ ãðàíèöå C, òî

äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè a îáëàñòè (a ∈ D) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî:

f (a) =
1

2πi

∮
C

f (z)

z − a
dz. (8)
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Ðèñ. 6. Ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû 4

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü Sρ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â
òî÷êå a. Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðàìè C è Sρ (òî åñòü ñîñòîÿùåé
èç òî÷åê îáëàñòè D çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê âíóòðè Sρ), ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé, è ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè èíòåãðàë
îò íå¼ ïî ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåçàâèñèìî
îò ρ èìååì ðàâåíñòâî ∮

C

f(z)

z − a
dz =

∮
Sρ

f(z)

z − a
dz.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ z = a+ ρeiϕ, ϕ ∈ [0; 2π].

Ó÷èòûâàÿ (ñì. ïðèìåð 5 ñòð. 24):

∮
C

dz

z − a
= i

2π∫
0

dt = 2πi,

èìååì:

1

2πi

∮
Sρ

f(z)

z − a
dz−f(a) =

1

2πi

∮
Sρ

f(z)

z − a
dz− 1

2πi

∮
Sρ

f(a)

z − a
dz =

1

2πi

∫
Sρ

f(z)− f(a)

z − a
dz.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(z) êîìïëåêñíî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî

f(z)− a
z − a

= f ′(a) + o(1).

Èíòåãðàë îò f ′(a) ðàâåí íóëþ, êàê èíòåãðàë îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè:
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Èíòåãðàë îò ÷ëåíà o(1) ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïðè
ρ → 0. Íî ïîñêîëüêó îí îò ρ âîîáùå íå çàâèñèò, çíà÷èò îí ðàâåí íóëþ.
Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

1

2πi

∮
C

f(z)

z − a
dz − f(a) =

1

2πi

∮
Sρ

f(z)− f(a)

z − a
dz = 0.

Îáëàñòü D ìîæåò áûòü îäíîñâÿçíîé èëè ìíîãîñâÿçíîé, à ãðà-

íèöà îáëàñòè ïðîñòûì èëè ñëîæíûì êîíòóðîì.

Òî÷êà a íå ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå îáëàñòè è ïîýòîìó ïîäûí-

òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà C è èíòåãðàë ñó-

ùåñòâóåò.

Çäåñü ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òåîðèè ôóíêöèé: ïî çíà÷åíèÿì

ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ å¼ çíà÷åíèå â ëþáîé

âíóòðåííåé òî÷êå.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû èíòåãðàë
1

2πi

∮
C

f (ξ)

ξ − z
dξ îïðåäåëÿåò àíà-

ëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â ëþáîé òî÷êå z, íå ïðèíàäëåæàùåé êîí-

òóðó C, ïðè÷¼ì â òî÷êàõ êîíå÷íîé îáëàñòèD, îãðàíè÷åííîé êîí-

òóðîì, îí ðàâåí f (z) (ïî ôîðìóëå (8)), à âíå D̄ � ðàâåí íóëþ â

ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû Êîøè. Ýòîò èíòåãðàë, íàçûâàåìûé èí-

òåãðàëîì Êîøè, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èíòåãðàëà òèïà

Êîøè (5). Çäåñü êîíòóð çàìêíóòûé, â îòëè÷èè îò ïðîèçâîëü-

íîãî â (5), à ôóíêöèÿ f (z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, â îòëè÷èè

îò íåïðåðûâíîé íà l â (5). Äëÿ èíòåãðàëà Êîøè, ñëåäîâàòåëü-

íî, ñïðàâåäëèâî ñôîðìóëèðîâàííîå äëÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè

óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðîèçâîäíûõ.

1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ëþáîé òî÷êå àíàëèòè÷íîñòè ìî-

æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå èíòåãðàëà

f (z) =
1

2πi

∮
C

f (ξ)

ξ − z
dξ, z ∈ D. (9)

2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿä-

êà, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (îáîáù¼ííàÿ èíòå-
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ãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè):

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
C

f (ξ)

(ξ − z)n+1
dξ. (10)

2.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû âèäà
∮
C

ϕ(z)

ψ(z)
dz, ãäå ôóíêöèÿ

ϕ(z) àíàëèòè÷åñêàÿ â D̄, à ψ(z) � ìíîãî÷ëåí, íå èìåþùèé íóëåé

íà êîíòóðå C.

Ïðàâèëà

1. Â îáëàñòè D íåò íóëåé ìíîãî÷ëåíà ψ(z). Òîãäà f (z) =
ϕ(z)

ψ(z)
ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ è, ïðèìåíÿÿ îñíîâíóþ òåîðåìó Êî-

øè, èìååì: ∮
C

ϕ(z)

ψ(z)
dz = 0.

2. Â îáëàñòè Dðàñïîëîæåí îäèí ïðîñòîé íóëü z = a ìíîãî-

÷ëåíà ψ(z). Òîãäà çàïèñûâàåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â

âèäå:
ϕ(z)

ψ(z)
=

f (z)

z − a
, ãäå f (z) � ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D̄.

Ïîëó÷èì: ∮
C

ϕ(z)

ψ(z)
dz =

∮
C

f (z)

(z − a)
dz = 2πi · f (a).

3. Â îáëàñòè D ðàñïîëîæåí îäèí êðàòíûé íóëü z = a ìíîãî-

÷ëåíà ψ(z) (êðàòíîñòè n). Òîãäà
ϕ(z)

ψ(z)
=

f (z)

(z − a)n
, ãäå f (z) �

ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D̄.∮
C

ϕ(z)

ψ(z)
dz =

∮
C

f (z)

(z − a)n
dz =

2πi

(n− 1)!
· f (n−1)(a).
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4. Â îáëàñòèD äâà íóëÿ ìíîãî÷ëåíà ψ(z): z1 = a, z2 = b. Â ýòîì

ñëó÷àå èíòåãðàë çàïèøåì â âèäå (ñëåäñòâèå 1 òåîðåìû 4):∮
C

f (z)dz =

∮
C1

f (z)dz +

∮
C2

f (z)dz,

ãäå C1 è C2 � ãðàíèöû íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé òî-

÷åê z1 = a, z2 = b. Êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ âû-

÷èñëÿåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïï. 2 è 3. Î÷åâèäíî, ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ñëó÷àè áîëüøåãî ÷èñëà íóëåé ψ(z) â îáëàñòè D.

Ïðèìåðû

1. Âû÷èñëèòü
∮
C

dz

z − a
, ãäå C � ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, îãðàíè-

÷èâàþùèé îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó a.∮
C

dz

z − a
=

∮
|z−a|=R

dz

z − a
= |f (z) = 1| = 2πi.

2.
∮
C

sin z

z3 + 16z
dz;

a) C : |z − 2− i| = 2;

b) C : |z + 2i| = 1;

c) C : |z| = 2;

d) C : |z + 1 + i| = 2;

e) C : |z + 4i| = 2.

3.
∮
C

ez

(z − i)2(z + 2)
dz, C : |z + 2− i| = 3.
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3 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèèf1(z), f2(z), . . . , fn(z), . . ., îïðåäåë¼ííûå

íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M . Äëÿ ∀ z0 ∈ M ïîëó÷àåì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ÷èñåë {cn}, n = 1, 2, . . ., ãäå cn = fn(z0). Åñëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü cn ñõîäèòñÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò lim
n→∞

cn = A, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ
â òî÷êå z0.

Ïðåäåëîì ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè: lim
n→∞

fn(z) = f (z), z ∈ D.
Ìíîæåñòâî òî÷åê z, äëÿ êîòîðûõ ∃ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (îáëàñòü D).

lim
n→∞

fn(z) = f (z), z ∈ D ⇔ ∀ε > 0 ∃n0(ε, z) ∈ N :

∀n > n0(ε, z)⇒ |fn(z)− f (z)| < ε, z ∈ D.

Â îòëè÷èå îò ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåð n0 çàâèñèò

íå òîëüêî îò ε, íî è îò z. Ò. å. äëÿ ðàçëè÷íûõ zk ∈ D ïîëó÷à-

åì ðàçëè÷íûå nk(ε, zk), èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk,

k = 1, 2, . . ..

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk, k = 1, 2, . . . îãðàíè÷åíà, ò. å.

∃n0 = n0(ε), òàêîå, ÷òî nk < n0 äëÿ ∀ k, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü fn(z) ñõîäèòñÿ ê f (z) íà ìíîæåñòâå D ðàâíîìåðíî,

îáîçíà÷àåòñÿ fn(z)⇒ f (z).

fn(z)⇒ f (z), z ∈ D ⇔ ∀ε > 0∃n0(ε) ∈ N :

∀n > n0(ε)⇒ |fn(z)− f (z)| < ε, ∀ z ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî uk(z), k = 1, 2, . . ., îïðåäåë¼ííûå íà ìíî-

æåñòâå M êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëü-

33



ÍÃÒÓ 3 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè

íûì ðÿäîì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

∞∑
k=1

uk(z). (11)

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(z), n = 1, 2, . . ., ãäå

Sn(z) =
n∑
k=1

uk(z), íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå

D, åñëè íà ìíîæåñòâå D ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì, ò. å. ∃ ïðåäåë:

lim
n→∞

Sn(z) = S(z), z ∈ D ⇔
∞∑
k=1

uk(z) = S(z), z ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ D äëÿ êîòîðûõ ðÿä

ñõîäèòñÿ íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ñïðà-

âåäëèâî:

|Sn(z)− S(z)| < ε äëÿn > n0(ε, z), z ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 10. Ðÿä (11)
∞∑
k=1

uk(z) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåð-

íî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå D, åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}, ò. å.:

|Sn(z)− S(z)| < ε äëÿn > n0(ε), ∀ z ∈ D.

Òåîðåìà 6 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè ðÿä (11) íà ìíî-

æåñòâå D ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì ñ ïîëî-

æèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, òî îí ñõîäèòñÿ íà D ðàâíîìåðíî, ò. å.

èç óñëîâèÿ |un(z)| < cn, z ∈ D, cn > 0,
∞∑
n=1

cn � ñõîäèòñÿ, ñëå-

äóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (11) íà D.
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Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû (è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êàê è àíàëîãè÷íûå

ðÿäû â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè êîíå÷íûõ

ñóìì:

• ñóììà òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íåïðåðûâíîé íà ìíî-
æåñòâå, ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî;

• ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü:

∞∑
n=1

∫
un(z)dz =

∫ ∞∑
n=1

un(z)dz =

∫
S(z)dz;

• åñëè ðÿä (11) àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D ôóíêöèé un(z)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè D (íà ∀ çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

B̄ ⊂ D), òî ñóììà S(z) � àíàëèòè÷íà â D;

• ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç,

ïðè÷¼ì ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå u
(k)
n (z),

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì B̄ ⊂ D è ñóììà òàêîãî ðÿäà

ðàâíà S(k)(z) ò. å.

∞∑
n=1

u(k)
n (z) = S(k)(z), k = 1, 2, 3, . . .

3.1 Íàõîæäåíèå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

• Ïðèçíàê Äàëàìáåðà:

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1(z)

un(z)

∣∣∣∣ = |f (z)| < 1.

• Ïðèçíàê Êîøè:

lim
n→∞

n
√
|un(z)| = |f (z)| < 1.
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3.2 Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, ÷ëåíû

êîòîðîãî îáðàçîâàíû ñòåïåíÿìè zn èëè (z − z0)n ò. å.
∞∑
n=1

cnz
n (12)

èëè ∞∑
n=1

cn(z − z0)n (13)

Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

(11) ìîæåò áûòü ∀ ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîãî âèäà, èëè, âîîáùå,
ïóñòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà � îáëàñòü ñõîäèìîñòè

D � ýòî êðóã ëèáî îäíà òî÷êà.

Òåîðåìà 7 (Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=1

cnz
n (12) ñõîäèò-

ñÿ â òî÷êå z0 6= 0, òî îí ñõîäèòñÿ, è ïðèòîì àáñîëþòíî, äëÿ

ëþáîãî z, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó |z| < |z0|.

Êàê ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà R, òàêîãî, ÷òî ðÿä (12) ïðè |z| < R ñõî-

äèòñÿ, à ïðè |z| > R � ðàñõîäèòñÿ. R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

|z| < R � êðóã ñõîäèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ

òîëüêî â òî÷êå z = 0, òî R = 0, â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè íà âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè R =∞.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæíî íàéòè îïðåäåëèâ, ñíà÷àëà, îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ñì. 3.1 èëè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ èëè R =
1

lim
n→∞

n
√
|cn|

.

Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ

1. Åñëè R 6= 0, ò. å. ðÿä (12) ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < R, òî

èñïîëüçóÿ ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî

ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â êðóãå |z| ≤ r, ãäå 0 < r < R.
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2. Âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà åñòü ôóíê-

öèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ.

3. Ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåí-

öèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè.

3.3 Ðÿäû ïî öåëûì ñòåïåíÿì

Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà:
∞∑
n=0

an(z − z0)n è
∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

.

Ïåðâûé ðÿä � ñòåïåííîé è ïóñòü åãî îáëàñòü ñõîäèìîñòè êðóã:

|z−z0| < R. Âòîðîé ðÿä ñòåïåííûì íå ÿâëÿåòñÿ, íî ïîñëå çàìåíû
1

z − z0
= w ïîëó÷èì ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=1

bnw
n ñ îáëàñòüþ ñõîäè-

ìîñòè |w| < h. Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

èìååì:
∣∣ 1

z − z0

∣∣ < h èëè

|z − z0| >
1

h
= r. Åñëè r < R, òî èñõîäíûå ðÿäû èìåþò îáùóþ

îáëàñòü ñõîäèìîñòè � êîëüöî: r < |z − z0| < R.

Äâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäà ìîæíî ñêëàäûâàòü. Â îáëàñòè

r < |z − z0| < R ïîëó÷èì ðÿä âèäà:

∞∑
n=0

an(z − z0)n +

∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

=

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n.

Ïðèìåð

Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè è ñóììó ðÿäà:

∞∑
n=1

zn

3n
+

−1∑
n=−∞

zn

2n

Çàïèøåì ðÿä â âèäå:
∞∑
n=1

(
zn

3n
+

2n

zn

)
.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ðÿäû:
∞∑
n=1

2n

zn
,
∞∑
n=1

zn

3n
. Îáëàñòè
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ñõîäèìîñòè êàæäîãî èç íèõ:

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣2nzn
∣∣∣∣ =

2

|z|
< 1⇒ |z| > 2,

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣zn3n

∣∣∣∣ =
|z|
3
< 1⇒ |z| < 3.

Íà îêðóæíîñòÿõ |z| = 2, |z| = 3 ðÿäû ðàñõîäÿòñÿ. Îáëàñòü ñõî-

äèìîñòè � êîëüöî: 2 < |z| < 3.

Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

2n

zn
ïðè |z| > 2 ñóììó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (b1 = 2
z ,

q = 2
z , |q| < 1):

∞∑
n=1

2n

zn
=

2
z

1− 2
z

=
2

z − 2
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

zn

3n
ïðè |z| < 3 (b1 = z

3, q = z
3, |q| < 1):

∞∑
n=1

zn

3n
=

z

3− z
.

Îêîí÷àòåëüíî:
∞∑
n=1

zn

3n
+

−1∑
n=−∞

zn

2n
=

z

3− z
+

2

z − 2
=

z2 − 4z + 6

(z − 2)(3− z)
.

3.4 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä Òåéëîðà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, äëÿ ôóíêöèè f (z), àíàëèòè÷åñêîé â îá-

ëàñòè D, íàéòè ðÿä
∞∑
n=1

cn(z − z0)n, ñõîäÿùèéñÿ ê f (z) â êðóãå

|z − z0| < R, ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè D, ò. å.

f (z) =

∞∑
n=1

cn(z − z0)n, |z − z0| < R. (14)
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Òåîðåìà Òåéëîðà î ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä

Òåîðåìà 8. Ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D, â îêðåñò-

íîñòè êàæäîé òî÷êè z0 ýòîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ñòåïåííîãî ðÿäà (14), ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R êîòîðîãî íå ìåíü-

øå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z0 äî ãðàíèöû îáëàñòè D. Êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

cn =
1

2πi

∮
γ

f (ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, n = 0, 1, . . . , (15)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè D è

îõâàòûâàþùèé òî÷êó z0, â ÷àñòíîñòè γ � îêðóæíîñòü

|z − z0| = ρ, èëè ïî ôîðìóëå:

cn =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, . . . . (16)

Âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (15) ëåãêî ïîëó÷èòü èç

òåîðåìû Òåéëîðà äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè è îáîáù¼í-

íîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè (10):

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
C

f (ξ)

(ξ − z)n+1
dξ.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ñòåïåííîé

ðÿä

1. Íàéòè ïðîèçâîäíûå îò äàííîé ôóíêöèè:

f ′(z), f ′′(z), . . . , f (n)(z), . . .

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå z0; çàïèñàòü êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà ïî ôîðìóëå (16). Ñîñòàâèòü ðÿä ïî ñòåïåíÿì

(z − z0).

3. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà è çàïèñàòü ðàç-

ëîæåíèå (14).
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Îñíîâíûå òàáëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ (Ìàêëîðåíà):

ez = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ · · · + zn

n!
+ . . . =

∞∑
k=0

zk

k!
, (R =∞);

ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− · · · + (−1)n+1z

n

n
+ . . . =

=
∞∑
k=1

(−1)k−1zk

k
, (|z| < 1);

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− · · · + (−1)n

(2n + 1)!
z2n+1 + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1, (R =∞);

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · · + (−1)n

(2n)!
z2n + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, (R =∞);

arctg z = z − z3

3
+
z5

5
− · · · + (−1)n

2n + 1
z2n+1 + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
z2k+1, (|z| ≤ 1);

sh z = z +
z3

3!
+
z5

5!
+ · · · + 1

(2n + 1)!
z2n+1 + . . . =

=
∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
z2k+1, (R =∞);

ch z = 1 +
z2

2!
+
z4

4!
+ · · · + 1

(2n)!
z2n + . . . =

=
∞∑
k=0

1

(2k)!
z2k, (R =∞);
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(1 + z)α = 1 + αz +
α(α− 1)

2!
z2 + . . .

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
zn + . . . , (|z| < 1) (áèíîìèàëüíûé ðÿä);

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + · · · + zn + . . . =

∞∑
k=0

zk, (|z| < 1);

√
1 + z = 1 +

z

2
− z2

8
+
z3

16
− · · · + (−1)n(2n)!

(1− 2n)n!24n
zn + . . . =

=
∞∑
k=0

(−1)k(2k)!

(1− 2k)k!24k
zk, (|z| < 1).

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ, ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî íàõîäèòü

ðàçëîæåíèÿ ìíîãèõ äðóãèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì îòïàäàåò íåîáõî-

äèìîñòü ïðîöåäóðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðè íàõîæäåíèè êîýô-

ôèöèåíòîâ ðÿäà è óïðîùàåòñÿ íàõîæäåíèå îáëàñòè ñõîäèìîñòè

ðÿäà, òàê êàê îáëàñòè ñõîäèìîñòè òàáëè÷íûõ ðÿäîâ èçâåñòíû.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà, ïîëó÷åííîãî ïðè ðàçëîæåíèè äàííîé

ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà

ðàçëîæåíèÿ � òî÷êè z0 äî áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè ôóíêöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó, òî R =∞.

Ïðèìåðû

Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè:

1. ch 3z =
∣∣t = 3z

∣∣ =
∞∑
k=0

t2k

(2k)!
=
∞∑
k=0

9kz2k

(2k)!
, (R =∞).

2. ez+2 = e2 · ez = e2 ·
∞∑
k=0

zk

k!
, (R =∞).

3. sin2 z =
1

2
− 1

2
cos 2z =

∞∑
k=1

(−1)k+122k−1

(2k)!
z2k, (R =∞).

4. f (z) = ln(3 + z).

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå z = −3. Â îäíîñâÿçíîé îá-

ëàñòè, íàïðèìåð â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞;−3],
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ãäå −π < arg z < π, âîçìîæíî âûäåëåíèå îäíîçíà÷íûõ âåò-

âåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè

Ln (z + 3) = ln |3 + z| + i(arg 3 + 2πk).

Âûáåðåì òó âåòâü, äëÿ êîòîðîé f (0) = ln 3.

Èìååì Ln 3 = ln 3+i(arg 3+2πk) = ln 3, ñëåäîâàòåëüíî k = 0.

Ðàçëîæèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ln(z + 3) ïî ñòåïåíÿì z

â êðóãå |z| = 3 ðàäèóñ êðóãà R = 3 � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà

ðàçëîæåíèÿ z0 = 0 äî ãðàíè÷íîé òî÷êè z = −3.

ln(3 + z) = ln 3
(

1 +
z

3

)
= ln 3 + ln

(
1 +

z

3

)
=
∣∣t =

z

3

∣∣ =

= ln 3 +

∞∑
k=1

(−1)k−1tk

k
= ln 3 +

∞∑
k=1

(−1)k−1zk

k · 3k
, |z| < 3.

5. Ðàçëîæèòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 âåòâü ôóíêöèè

ln(z2 − z − 6), äëÿ êîòîðîé f (0) = ln 6 + iπ.

ln(z2 − z − 6) = ln(z + 2)(z − 3) =

= ln 6 + iπ +

∞∑
k=1

(
(−1)k+1

2k
− 1

3k

)
· z

k

k
, |z| < 2.

Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì (z − 2) ôóíêöèè:

6. f (z) = sin z.

7. f (z) = ez.

8. ln(1 + z).

Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè:

9.
1

1− az
=
∣∣t = az

∣∣ =
∞∑
k=0

tk =
∞∑
k=0

akzk, |z| < 1

|a|
= R.

10.
1

a− z
=
∞∑
k=0

zk

ak+1
, |z| < |a| = R.
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11. f (z) =
1

(1− z)2
.

Äðîáü
1

(1− z)2
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé äðîáè

1

1− z
, å¼ ðàçëî-

æåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà:

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + · · · + zn + . . . =

∞∑
k=0

zk, (|z| < 1).

1

(1− z)2
=

(
1

1− z

)′
=

( ∞∑
k=0

zk

)′
=

∞∑
k=0

kzk−1 =

∞∑
k=1

(k+1)zk, |z| < 1.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü

ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé âèäà
1

(1− z)k
ïðè ëþáîì íà-

òóðàëüíîì k.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

R(z) =
Pm(z)

Qn(z)
,

ãäå Pm(z) è Qn(z) � ìíîãî÷ëåíû.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé â ðÿä Òåéëîðà

1. Åñëè äðîáü íåïðàâèëüíàÿ (m ≥ n), ñëåäóåò âûäåëèòü öåëóþ

÷àñòü äðîáè � ìíîãî÷ëåí.

2. Ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü ðàçëîæèòü íà ýëåìåíòàð-

íûå äðîáè.

3. Ðàçëîæèòü ýëåìåíòàðíûå äðîáè â ñòåïåííûå ðÿäû (ñì. ïðè-

ìåðû 9, 10, 11).

Ïðèìåðû

Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè:

1)
2z − 1

z + 2
; 2)

z2 − z + 3

z + 2
; 3)

z + 2

z2 − 2z − 3
; 4)

z + 1

(z − 1)2(z + 2)
, 5)

4

4 + z2
.

6) Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì (z − 1):
z + 2

z2 − 2z − 3
.
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3.5 Íóëè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f (z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå z0.

Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè f (z) åñëè å¼ çíà÷åíèå â

ýòîé òî÷êå ðàâíî íóëþ, ò. å. f (z0) = 0.

Â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ýòîé

ôóíêöèè îòñóòñòâóåò ñâîáîäíûé ÷ëåí: c0 = f (z0) = 0.

Åñëè ïðè ýòîì â ðàçëîæåíèè îòñóòñòâóþò è ñëàãàåìûå, ñîäåð-

æàùèå ñòåïåíè ðàçíîñòè (z − z0) äî n-îé ñòåïåíè, ò. å. èìååò

âèä:

f (z) =

∞∑
k=n

ck(z − z0)k = cn(z − z0)n + cn+1(z − z0)n+1 + . . . ,

òî òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ íóë¼ì ïîðÿäêà n ôóíêöèè f (z).

Ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f (z) = (z − z0)n · (cn + cn+1(z − z0) + . . .) = (z − z0)n · ϕ(z).

ϕ(z0) = cn 6= 0.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (16) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà

cn =
f (n)(z0)

n!
, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íóëÿ ïîðÿäêà n ôóíêöèè f (z) â

òî÷êå z0 ñïðàâåäëèâî óñëîâèå:

f (n)(z0) 6= 0, f (k)(z0) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

ò. å. ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ïåðâîé îò-

ëè÷íîé îò íóëÿ â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f (z) = f1(z) · f2(z), òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì

ïîðÿäêà k äëÿ ôóíêöèè f1(z) è ïîðÿäêà m äëÿ ôóíêöèè f2(z).

Òîãäà

f (z) = (z − z0)k · ϕ1(z) · (z − z0)m · ϕ2(z) = (z − z0)k+m · ϕ(z).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê íóëÿ â òî÷êå z0 ôóíêöèè, ïîëó÷åí-

íîé ïåðåìíîæåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðàâåí ñóììå ïî-

ðÿäêîâ íóëÿ â ýòîé òî÷êå ôóíêöèé�ñîìíîæèòåëåé.
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Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íóëÿ ïîðÿäêà n ôóíêöèè

f (z) â òî÷êå z0:

a) f (n)(z0) 6= 0, f (k)(z0) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1;

b) f (z) = (z − z0)n · ϕ(z), ϕ(z0) = cn 6= 0.

Çàìå÷àíèå

Ïîðÿäîê íóëÿ ÷àñòíîãî ðàâåí ðàçíîñòè � èç ïîðÿäêà íóëÿ ÷èñ-

ëèòåëÿ âû÷èòàåòñÿ ïîðÿäîê íóëÿ çíàìåíàòåëÿ.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íóëåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è îïðå-

äåëåíèå èõ ïîðÿäêîâ

1. Íàéòè íóëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f (z), ðåøàÿ óðàâíåíèå:

f (z) = 0.

2. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê êàæäîãî ïîëó÷åííîãî íóëÿ. Äëÿ ýòîãî

âûïîëíèòü îäíî èç ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

a) ðàçëîæèòü f (z) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (z−z0). Ìëàäøàÿ ñòå-

ïåíü ðàçíîñòè (z − z0), ïðèñóòñòâóþùàÿ â ðàçëîæåíèè,

îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê íóëÿ z0;

b) íàéòè ïðîèçâîäíûå f (k)(z) è èõ çíà÷åíèå â íóëå ôóíêöèè,

ò. å. f (k)(z0), ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿä-

êîì ïåðâîé îòëè÷íîé îò íóëÿ â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíîé;

c) çàïèñàòü ôóíêöèþ â âèäå: f (z) = (z− z0)n ·ϕ(z), ϕ(z0) =

cn 6= 0, n � ïîðÿäîê íóëÿ;

d) çàïèñàòü ôóíêöèþ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ

ôóíêöèé è äëÿ êàæäîé èõ íèõ îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ

z0, ïîðÿäîê íóëÿ � ñóììà ïîðÿäêîâ íóëÿ ñîìíîæèòåëåé.

3. Äëÿ ôóíêöèè f (z) íå îïðåäåë¼ííîé â òî÷êå z0, íî óäîâëå-

òâîðÿþùåé â ýòîé òî÷êå óñëîâèþ: lim
z→z0

f (z) = 0 ïîðÿäîê íó-

ëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ïîðÿäêîâ íóëåé ÷èñëèòåëÿ è

çíàìåíàòåëÿ.
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Ïðèìåðû

1. Íàéòè âñå íóëè ôóíêöèè: f (z) = z5 − z4 + 4z3 − 4z2.

2. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ z0 = 0 äëÿ ôóíêöèè:

f (z) = ez
2 − 1− z2.

3. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ z0 = 0 äëÿ ôóíêöèè:

f (z) = sin3 z − 1 + cos z.

4. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ z0 = 0 äëÿ ôóíêöèè:

f (z) =
(
ez

2 − 1− z2
)

sin3 z.

3.6 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿäû ïî öåëûì ñòåïåíÿì. Ðÿä Ëîðàíà

Ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z−z0)n ôóíê-

öèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå z0, ðÿä ñõîäèòñÿ â

êðóãå |z − z0| < R, 0 ≤ R <∞.

Äðóãèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ

ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì ðàçíîñòè (z − z0). Òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ

â êîëüöå r < |z−z0| < R, r ≥ 0, R <∞, à åãî ñóììà � ôóíêöèÿ

àíàëèòè÷åñêàÿ âíóòðè ýòîãî êîëüöà.

Òåîðåìà Ëîðàíà î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî öåëûì ñòåïåíÿì

Òåîðåìà 9. Ôóíêöèÿ f (z) àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå, ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â ýòîì êîëüöå ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïî öåëûì ñòåïåíÿì,

ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

f (z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n. (17)

Êîýôôèöèåíòû ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

cn =
1

2πi

∮
γ

f (z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0,±1,±2, . . . , (18)
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ãäå γ � ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, ïðèíàäëåæàùèé êîëüöó è îõâà-

òûâàþùèé òî÷êó z0, â ÷àñòíîñòè γ � îêðóæíîñòü |z−z0| = ρ,

r < ρ < R.

Îïðåäåëåíèå 11. Ðÿä
∞∑

n=−∞
cn(z−z0)n, êîýôôèöèåíòû êîòîðî-

ãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (18) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà.

Îïðåäåëåíèå 12. Ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ ðÿäà Ëîðàíà ñ íåîòðè-

öàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè �
∞∑
n=0

cn(z−z0)n íàçûâàåòñÿ ïðàâèëü-

íîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà; ÷ëåíû ðÿäà ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòå-

ïåíÿìè îáðàçóþò ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà
−1∑

n=−∞
cn(z−z0)n

èëè
∞∑
n=1

cn
(z − z0)n

.

Ïðè r = 0 ïîëó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé êîëüöà � âûðîæäåííîå

êîëüöî 0 < |z − z0| < R. Ýòî êðóã ñ âûêîëîòûì öåíòðîì. Òî÷êà

z0 � îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè, è ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ

ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.

Ïðè R = ∞ îáëàñòü |z − z0| > r � åñòü âíåøíîñòü êðóãà. Â

÷àñòíîñòè ïðè z0 = 0 � âíåøíîñòü êðóãà |z| > r. Ðàçëîæåíèå â

ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî

óäàë¼ííîé òî÷êè è èìååò âèä:

f (z) =

∞∑
n=−∞

cnz
n =

∞∑
n=0

cnz
n +

−1∑
n=−∞

cnz
n

èëè

f (z) =

∞∑
n=0

cnz
n +

∞∑
n=1

c−n
zn
.

Çäåñü ñîâîêóïíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé
∞∑
n=0

cnz
n îáðà-

çóåò ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäà-

ë¼ííîé òî÷êè; ñîâîêóïíîñòü îòðèöàòåëüíûõ
−1∑

n=−∞
cnz

n � ïðà-
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âèëüíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼í-

íîé òî÷êè.

Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëî-

ðà, èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ðàçëîæåíèÿ è äåéñòâèÿ íàä ðÿäàìè.

Ïðàâèëî

Ïðè ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, êàê è â ñëó÷àå ðÿäîâ

Òåéëîðà, âûäåëÿåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü íåïðàâèëüíîé äðîáè, à ïðà-

âèëüíàÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóìì ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé, äëÿ

ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà ñóìì ÷ëåíîâ áåñ-

êîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ýëåìåíòàðíûå

äðîáè ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîé ÷àñòè, ò. å. ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ â

êðóãå |z − z0| < R, ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíîé äðîáè çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå:

1

a− (z − z0)
=

1
a

1− z−z0
a

=

∞∑
n=0

(z − z0)n

an+1
=

∞∑
n=1

cn(z − z0)n,

|z − z0| < |a|, a 6= 0;

• äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè, ò. å. ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ âíå

êðóãà |z − z0| > r:

1

a− (z − z0)
=
− 1
z−z0

1− a
z−z0

= −
∞∑
n=0

an

(z − z0)n+1
=

∞∑
n=1

cn
(z − z0)n

,

∣∣∣∣ a

z − z0

∣∣∣∣ < 1, |z − z0| > |a|.

Ïðèìåðû

1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
â ðÿä Ëîðàíà ïî

ñòåïåíÿì z.

Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó, êðîìå òî÷åê z1 = −1,

z2 = 3, â ÷àñòíîñòè â êðóãå |z| < 1, â êîëüöå 1 < |z| < 3 è â

îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè |z| > 3.
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Â êðóãå |z| < 1 ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà:

f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
=
−0, 25

z + 1
+

1, 25

z − 3
.

Äëÿ êàæäîé äðîáè ïîëó÷èì:

1

z + 1
=

1

1− (−z)
=

∞∑
n=0

(−1)nzn, |z| < 1;

1

z − 3
= −1

3
· 1

1− z

3

= −1

3
·
∞∑
n=0

zn

3n
= −

∞∑
n=0

zn

3n+1
, |z| < 3.

Â îáùåé îáëàñòè ñõîäèìîñòè |z| < 1:

z + 2

z2 − 2z − 3
= −1

4
·
∞∑
n=0

(−1)nzn − 5

4
·
∞∑
n=0

zn

3n+1
=

=
1

4
·
∞∑
n=0

(
(−1)n+1 − 5

3n+1

)
· zn, |z| < 1.

Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå â êîëüöå 1 < |z| < 3:

f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
=
−0, 25

z + 1
+

1, 25

z − 3
,

ïåðâîå ñëàãàåìîå çàïèñûâàåì â îáëàñòè |z| > 1, ò. å. çàïèñûâàåì

ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà, âòîðîå â êðóãå |z| < 3 � ïðàâèëüíàÿ

÷àñòü ðÿäà.

1

z + 1
=

1

z

1−
(
−1

z

) =

∞∑
n=0

(−1)n

zn+1
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

zn
, |z| > 1;

1

z − 3
= −

∞∑
n=0

zn

3n+1
, |z| < 3.
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

z + 2

z2 − 2z − 3
=

∞∑
n=1

(−1)n

4 · zn
−
∞∑
n=0

5 · zn

4 · 3n+1
, 1 < |z| < 3.

Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå â îáëàñòè |z| > 3 � îêðåñòíîñòè áåñêî-

íå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî è ïåðâîå, è âòîðîå

ñëàãàåìîå ðàçëîæèòü ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì:

1

z − 3
=

1

z
· 1

1− 3

z

=

∞∑
n=0

3n

zn+1
=

∞∑
n=1

3n−1

zn
, |z| > 3;

z + 2

z2 − 2z − 3
=

∞∑
n=1

(−1)n

4 · zn
+

∞∑
n=0

5 · 3n−1

4 · zn
=

=

∞∑
n=1

(−1)n + 5 · 3n−1

4
· 1

zn
, |z| > 3.

Ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé

òî÷êè, ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà îòñóòñòâóåò, òàê êàê â ðàçëîæåíèè

èìåþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè.

2. Çàïèñàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (z) =
z + 2

z2 − 2z − 3
â ðÿä

Ëîðàíà â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê z1 = −1, z2 = 3, ò. å. ïî

ñòåïåíÿì (z + 1) è (z − 3).

3. Çàïèñàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (z) =
z + 2

(z + 1)2(z − 3)
â ðÿä

Ëîðàíà â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê z1 = −1, z2 = 3, ò. å. ïî

ñòåïåíÿì (z + 1) è (z − 3).

4. Çàïèñàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (z) = z3 · e1
z â ðÿä Ëîðàíà

â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê z0 = 0, è z0 =∞.

5. Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè: f (z) =
1− cos z

z2
è

f (z) =
sin z

z
.
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