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1 Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ÍÃÒÓ

Ââåäåíèå

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò íåïðå-
ðûâíûå áåñêîíå÷íûå ñòðóêòóðû, äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà çàíè-
ìàåòñÿ èçó÷åíèåì äèñêðåòíûõ ñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ êàê â ïðå-
äåëàõ ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê è â å¼ ïðèëîæåíèÿõ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåðåñ ê äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå íåóêëîí-

íî ðàñò¼ò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïå-
ðåðàáîòêè èíôîðìàöèè áàçèðóþòñÿ íà äèñêðåòíûõ ïðåäñòàâëå-
íèÿõ.

1. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

Òåîðèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñðàâíèòåëüíî ìîëîäûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Îñíîâîïîëîæíèêîì å¼ ïî ïðàâó ñ÷è-
òàåòñÿ íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàíòîð (1845�1918). Â îñíîâå
ýòîé òåîðèè ëåæèò ïîíÿòèå ìíîæåñòâà. Ñîãëàñíî Ã. Êàíòîðó,
¾ìíîæåñòâî åñòü ìíîãîå, ìûñëèìîå íàìè êàê åäèíîå¿. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàëîñü èì êàê ñîáðàíèå êàêèõ-ëèáî
ïðåäìåòîâ ðåàëüíîãî ìèðà (èëè îáúåêòîâ íàøåé èíòóèöèè), îá-
ëàäàþùèõ îáùèì ñâîéñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî �
ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðåäìåòîâ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îäèí ïðåä-
ìåò. Âñå ñêàçàííîå íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà, à âñåãî
ëèøü ïîÿñíÿåò åãî. Ìíîæåñòâî � ñàìîå øèðîêîå ïîíÿòèå ìà-
òåìàòèêè, îíî íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ÷åðåç äðóãèå, áîëåå
ïðîñòûå ïîíÿòèÿ [1�2, 4, 6�7, 10�15].
Ìûñëÿùåìó ÷åëîâåêó ñâîéñòâåííî ãðóïïèðîâàòü ðàçëè÷íûå

ïðåäìåòû ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó â ñàìîñòîÿòåëüíûé îáúåêò.
Ýòîò ïðîöåññ äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàåòñÿ ñëîâàìè: ¾ãðóïïà¿,
¾êëàññ¿, ¾êîìïàíèÿ¿, ¾ýêèïàæ¿, ¾íàáîð¿, ¾àíñàìáëü¿ è äðóãè-
ìè, áëèçêèìè ïî ñìûñëó ñëîâó ¾ìíîæåñòâî¿.
Â ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè ìû èìååì äåëî ñ ðàçëè÷íûìè

ìíîæåñòâàìè: ìíîæåñòâî æèòåëåé äàííîãî ãîðîäà, ìíîæåñòâî
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ÍÃÒÓ 1 Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

ïðîñòûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî áóêâ â ðóññêîì àëôàâèòå è ò. ï. Óíè-
âåðñàëüíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ ñäåëàëà âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå òåî-
ðèè ìíîæåñòâ íå òîëüêî âî âñåõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, íî è â
ýêîíîìèêå, áèîëîãèè, ëèíãâèñòèêå è äðóãèõ íàóêàõ. Â ðàçãîâîð-
íîé ðå÷è òåðìèí ¾ìíîæåñòâî¿ âñåãäà ñâÿçàí ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ïðåäìåòîâ. Â òåîðèè ìíîæåñòâ ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è ìíîæåñòâà, ñîäåð-
æàùèå ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ, è äàæå ìíîæåñòâî, íå
ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ïðåäìåòà, � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïðîèç-
âîëüíûå ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî
àëôàâèòà: A,B,C,D, . . .; ïóñòîå ìíîæåñòâî � ñèìâîëîì ∅. Âñÿ-
êîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ ïðåäìåòîâ, íàçûâàåìûõ åãî
ýëåìåíòàìè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì ìàëûìè áóêâàìè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: a, b, c, d, . . . èëè êàêîé-íèáóäü îäíîé áóê-
âîé ñ èíäåêñîì, íàïðèìåð, a1, a2, . . . , an, an+1, . . .

Îòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè è ìíîæåñòâîì âûðàæàþò ñëî-
âàìè ¾ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì¿ èëè ¾ïðèíàäëåæèò¿. Ïðåäëîæåíèå
¾Ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A¿ çàïèøåì ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñèìâîëà: ∈ (a ∈ A). Åñëè æå a íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà A, òî áóäåì ïèñàòü a /∈ A.

Îáîçíà÷åíèÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ

÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

N0 � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (èëè Z+)

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R− � ìíîæåñòâî íåïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
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2 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ ÍÃÒÓ

2. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ

Ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè î ëþáîì îáúåêòå ìîæíî
ñêàçàòü, ïðèíàäëåæèò îí ýòîìó ìíîæåñòâó èëè íå ïðèíàäëåæèò.
Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü íåïîñðåäñòâåííûì ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ
åãî ýëåìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Â ýòîì ñëó÷àå íàçâàíèÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà çàïèñûâàþòñÿ â ñòðîêó, îòäåëÿþòñÿ
çàïÿòûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè. Íàïðèìåð, åñëè
ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç îäíîçíà÷íûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë, òî çàïè-
øåì: A = {1, 3, 5, 7, 9} . Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî çàïèñàòü è òàê:
A = {3, 5, 1, 9, 7} èëè A = {9, 7, 1, 3, 5}, èëè ñ ïåðå÷èñëåíèåì ýëå-
ìåíòîâ â êàêîì-òî äðóãîì ïîðÿäêå.
Ñëåäóåò îòëè÷àòü ñèìâîëû a è {a} . Òàê, a îáîçíà÷àåò ýëåìåíò

ìíîæåñòâà, {a} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ ìîæíî çàäàòü òîëüêî

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è òî ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Êî-
ãäà çàäàòü ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ òðóäíî èëè
íåâîçìîæíî (â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ), ïðèìåíÿþò äðó-
ãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà � ÷åðåç óêàçàíèå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ñâîéñòâà åãî ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿþ-

ùèì ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ òàêîå ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëà-

äàåò êàæäûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé äàííîìó ìíîæåñòâó,

è íå îáëàäàåò íè îäèí ýëåìåíò, åìó íå ïðèíàäëåæàùèé.

Ìíîæåñòâî B, îïðåäåëÿåìîå íåêîòîðûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ñâîéñòâîì P , áóäåì îáîçíà÷àòü: B = {x|P (x)} ; ýòà çàïèñü ÷è-
òàåòñÿ òàê: ¾B åñòü ìíîæåñòâî âñåõ x òàêèõ, ÷òî x îáëàäàåò
ñâîéñòâîì P¿, èëè ¾B åñòü ìíîæåñòâî âñåõ x , îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì P¿.
Íàïðèìåð, çàïèñü B = {x|x ∈ Z,−2 ≤ x < 3} îçíà÷àåò, ÷òî

ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë, áîëüøèõ èëè ðàâíûõ −2 è
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ÍÃÒÓ 3 Îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

ìåíüøèõ 3, à ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 2z2−z−3 = 0 ìîæíî
îïèñàòü êàê: C = {z|2z2 − z − 3 = 0}.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íàäî ëè-

áî ïåðå÷èñëèòü åãî ýëåìåíòû, ëèáî óêàçàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñâîéñòâî åãî ýëåìåíòîâ. ×àñòî îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ìîæåò çà-
äàâàòüñÿ îáîèìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, çàäàííûå âûøå ñ ïîìî-
ùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ìíîæåñòâàB è C ìîãóò áûòü
çàäàíû è ïåðå÷èñëåíèåì: B = {−2,−1, 0, 1, 2}, C = {−1, 3/2}.

3. Îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

×òîáû íàãëÿäíî èçîáðàæàòü ìíîæåñòâà, àíãëèéñêèé ìàòåìà-
òèê Äæîí Âåíí (1834�1923) ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü çàìêíóòûå
ôèãóðû íà ïëîñêîñòè. Íàìíîãî ðàíüøå Ëåîíàðä Ýéëåð
(1707�1783) äëÿ èçîáðàæåíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâàìè
èñïîëüçîâàë êðóãè. Òî÷êè âíóòðè êðóãà ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà. Ïîçäíåå òàêèå èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå äèà-
ãðàìì Ýéëåðà�Âåííà.
Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B. Ðàññìàò-

ðèâàÿ âîïðîñ îá îòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè, íåîáõîäèìî ïðåæäå
âñåãî îòìåòèòü äâå âîçìîæíîñòè.

I. Ìíîæåñòâà A è B íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü èç
òîãî, ÷òî x ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî x /∈ B , à èç òîãî, ÷òî y ∈ B,
ñëåäóåò, ÷òî y /∈ A. Íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà�Âåííà íåò òî÷åê
(ýëåìåíòîâ), êîòîðûå ïðèíàäëåæàëè áû îäíîâðåìåííî A è
B (ðèñ. 1à).

II. Ìíîæåñòâà A è B èìåþò îáùèå ýëåìåíòû, òî åñòü ñóùåñòâó-
þò òàêèå ýëåìåíòû x, äëÿ êîòîðûõ âåðíî òî, ÷òî x ∈ A è
x ∈ B. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ îòíîøåíèé ìåæ-
äó íèìè.

1. Íå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B,
è íå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A.
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3 Îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ÍÃÒÓ

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè ïåðåñå÷åíèÿ. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà äëÿ ýòèõ
ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1á.

Ðèñ. 1. Äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ìíîæåñòâ, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ:
à) A = {ï, è, î, í, å, ð}; B = {ó, ÷, å, í, è, ê};
á) A � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 72; B � ìíî-

æåñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 85.

2. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B , íî
ìíîæåñòâî B ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû, íå ïðèíàäëåæà-
ùèå ìíîæåñòâó A. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà
A è B íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè âêëþ÷åíèÿ. Íà äèàãðàììå
Ýéëåðà�Âåííà êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A íàõîäèòñÿ âíóòðè
ôèãóðû, èçîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî B (ðèñ. 1â)

Íàïðèìåð, A � ìíîæåñòâî ÷èñåë, êðàòíûõ ÷åòûð¼ì, è B �
ìíîæåñòâî ÷èñåë, êðàòíûõ äâóì, íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè âêëþ-
÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

(èëè ÷àñòüþ) ìíîæåñòâà B, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B.

Îáîçíà÷àþò âêëþ÷åíèå ñèìâîëîì ⊂: A ⊂ B � è ÷èòàþò ¾A
âêëþ÷àåòñÿ â B¿ èëè ¾A � ïîäìíîæåñòâî B¿.
Èç îïðåäåëåíèÿ 2 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ

âêëþ÷åíèÿ:

1) ðåôëåêñèâíîñòü: A ⊂ A , òî åñòü âñÿêîå ìíîæåñòâî âêëþ÷à-
åòñÿ â ñåáÿ, èëè âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ñàìîãî ñåáÿ;

2) òðàíçèòèâíîñòü: èç òîãî ÷òî A ⊂ B è B ⊂ C, ñëåäóåò, ÷òî
A ⊂ C;

3) äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ∅ ⊂ A.
Ïîñêîëüêó ∅ íå èìååò ýëåìåíòîâ, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü åãî
ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Ñàìî ìíîæåñòâî A è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ íàçûâàþò íåñîá-

ñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà A. Âñå îñòàëüíûå ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè.

3. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A, íî
ìíîæåñòâî A ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû, íå ïðèíàäëåæà-
ùèå ìíîæåñòâó B. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî B âêëþ÷àåòñÿ
âî ìíîæåñòâî A . Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà äëÿ òàêîãî âà-
ðèàíòà âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1ã.

4. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B, è âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíû.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

èëè ñîâïàäàþùèìè, åñëè A ⊂ B è B ⊂ A.
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4 Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ÍÃÒÓ

Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì = (A = B), è ÷è-
òàþò ¾A ðàâíî B¿. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà êîíòóðû ìíî-
æåñòâ A è B ñîâïàäàþò (ðèñ. 1ä).
Ïóñòü, íàïðèìåð, A � ìíîæåñòâî ãëàñíûõ áóêâ â ñëîâå ¾áå-

ëîê¿, B � ìíîæåñòâî ãëàñíûõ áóêâ â ñëîâå ¾ïðîãðåññ¿. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ìíîæåñòâà A = {å, î} è B = {î, å} ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Ìîæíî äàòü è äðóãîå îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,

åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ.

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) ðåôëåêñèâíîñòüþ: A = A, òî åñòü âñÿêîå ìíîæåñòâî ðàâíî
ñàìîìó ñåáå;

2) ñèììåòðè÷íîñòüþ: åñëè A = B, òî è B = A;

3) òðàíçèòèâíîñòüþ: åñëè A = B è B = C, òî A = C.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âñå ìíî-

æåñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé çàäà÷å, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíî-

æåñòâàìè, íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Óíè-
âåðñàëüíîå ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé U , à íà äèàãðàì-
ìàõ Ýéëåðà�Âåííà � â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ. 1å).

4. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

4.1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà: A = {15, 30, 45, 60, 75, 90} � ìíî-
æåñòâî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 15; B = {18, 36, 54, 72, 90} �
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ìíîæåñòâî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 18. Îáðàçóåì íîâîå ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷åííîå ìíî-
æåñòâî {15, 18, 30, 36, 45, 60, 72, 75, 90} íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ìíîæåñòâ A è B . ×èñëî 90 çàïèñàëè îäèí ðàç, ïîñêîëüêó ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâ íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A èëè ìíîæåñòâó B.

Ñîþç ¾èëè¿ çäåñü íå âûïîëíÿåò ðàçäåëèòåëüíóþ ôóíêöèþ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ìíî-
æåñòâ, òî îí ïðèíàäëåæèò èëè A, èëè B, èëè îáîèì ìíîæåñòâàì
îäíîâðåìåííî. Îáîçíà÷àþò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B ñèì-
âîëîì ∪: A ∪ B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå òð¼õ è
áîëåå ìíîæåñòâ. Îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â òà-
êîì âèäå: A∪B := {x|x ∈ A èëè x ∈ B}. Íà ðèñ. 2 îáúåäèíåíèþ
ñîîòâåòñòâóåò çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü. Íà ðèñ. 2á B ⊂ A; ïîýòîìó
A ∪B = A.

Ðèñ. 2. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

4.2. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

Ïóñòü èìååì äâà ìíîæåñòâà: A = {1, 2, 3, 4, 6, 12} � ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 12; B = {1, 3, 6, 9, 18} � ìíîæå-
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ñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 18. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç îáùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B. Âíîâü ïîëó÷åííîå
ìíîæåñòâî {1, 3, 6} íàçûâàþò ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A è ìíîæåñòâó B îäíîâðåìåííî.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ∩: A∩B.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå òð¼õ è áîëåå ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:
A ∩B := {x|x ∈ A è x ∈ B}.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ A ∩ B òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A è x ∈ B. Ñîîòâåòñòâåííî, x /∈ A ∩ B
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x /∈ A èëè x /∈ B.
Åñëè ìíîæåñòâàA èB èçîáðàçèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì

Ýéëåðà�Âåííà, òî ïåðåñå÷åíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çàøòðèõî-
âàííàÿ ÷àñòü (ðèñ. 3). Íà ðèñ. 3á B ⊂ A, ïîýòîìó A ∩ B = B.
Íà ðèñ. 3â A ∩B = ∅.

Ðèñ. 3. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

4.3. Ñâîéñòâà îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ

ìíîæåñòâ

Èç îïðåäåëåíèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ âûòå-
êàþò ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ðàâåíñòâ,
ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C.
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1. A ∪B = B ∪ A � êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ.

2. A ∩B = B ∩ A � êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ.

3. A∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C � àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ.

4. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C � àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ.

5. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) � äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðå-
ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ.

6. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) � äèñòðèáóòèâíîñòü îáú-
åäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

7. A ∪ A = A.

8. A ∩ A = A.

9. A ∪∅ = A.

10. A ∩∅ = ∅.

11. A ∪ U = U .

12. A ∩ U = A.

Ñâîéñòâà 7�12 íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè ïîãëîùåíèÿ.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü äèñòðèáóòèâíîñòè îáúåäèíåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ (ñâîéñòâî 6). Ââåä¼ì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ: A ∪ (B ∩ C) = E1 è (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) = E2.
Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèé: E1 ⊂ E2 è E2 ⊂ E1.
1. Ïîêàæåì, ÷òî E1 ⊂ E2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

x ∈ E1, òîãäà x ∈ A ∪ (B ∩ C). Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ îáú-
åäèíåíèÿ èìååì äâå âîçìîæíîñòè: x ∈ A èëè x ∈ B ∩ C. Åñëè
x ∈ A, òî, ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ, x ∈ A∪B è x ∈ A∪C,
íî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Åñëè æå x ∈ B ∩C, òî, ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ B è

x ∈ C, à ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ, x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C,
íî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
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Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç òîãî, ÷òî x ∈ E1, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ E2.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòà x ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâà E2. À ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ âêëþ÷åíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî
E1 ⊂ E2.

2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ E2, òîãäà
y ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ
y ∈ A ∪B è y ∈ A ∪ C .

Ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ, y ∈ A èëè y ∈ B è y ∈ A èëè
y ∈ C.
Åñëè y ∈ A, òî, ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ, y ∈ A∪ (B∩C).
Åñëè æå y /∈ A, òî y ∈ B è y ∈ C, è òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðåñå÷åíèÿ, y ∈ B∩C, à íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ îáúåäèíåíèÿ
y ∈ A ∪ (B ∩ C).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè y ∈ E2, òî y ∈ E1, òî åñòü E2 ⊂ E1.

Òàê êàê E1 ⊂ E2 è E2 ⊂ E1, òî E1 = E2, è ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà 6 äîêàçàíà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñâîéñòâî, ïðèáåãíóâ ê äèàãðàììàì Ýéëåðà�
Âåííà (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 6 ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà
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Íà ðèñ. 4à B ∩ C çàøòðèõîâàíî ãîðèçîíòàëüíî, à ìíîæåñòâî
A � âåðòèêàëüíî. Îáëàñòü, îáîçíà÷åííàÿ õîòÿ áû îäíîé øòðè-
õîâêîé, ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó A ∪ (B ∩C). Íà ðèñ. 4á A ∪B
îáîçíà÷åíî ãîðèçîíòàëüíîé øòðèõîâêîé, à ìíîæåñòâî A ∪ C �
âåðòèêàëüíîé. Îáëàñòü, çàøòðèõîâàííàÿ äâîÿêî, ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâó (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Ïðè ñðàâíåíèè óêàçàííûõ îáëà-
ñòåé ëåãêî óâèäåòü, ÷òî A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

4.4. Ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ. Äîïîëíåíèå

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, B �
ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ, íå èìåþùèõ ïðÿìîãî óãëà. Òîãäà ìíî-
æåñòâî ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîñòîèò
èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó B. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ

ìíîæåñòâ A è B (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B.

Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì \.
A \B: ÷èòàåòñÿ ¾A áåç B¿.
Îïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

A \B := {x|x ∈ A è x /∈ B}.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðàçíîñòè, x ∈ A \ B òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x ∈ A è x /∈ B. Ñîîòâåòñòâåííî, x /∈ A \ B òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x /∈ A èëè x ∈ B. Íà äèàãðàììàõ
Ýéëåðà�Âåííà (ñì. ðèñ. 5) ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóåò çàøòðèõîâàí-
íàÿ ÷àñòü. Îïåðàöèÿ, ïðè ïîìîùè êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðàçíîñòü
ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ âû÷èòàíèåì.
Åñëè B ⊂ A, òî ðàçíîñòü A \B íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ìíî-

æåñòâà B äî ìíîæåñòâà A.
Îáîçíà÷àþò äîïîëíåíèå ñèìâîëîì BA.
Åñëè ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì óíèâåðñàëüíîãî

ìíîæåñòâà U , òî äîïîëíåíèå B äî U îáîçíà÷àåòñÿ B.
Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ, B = U \B.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x ∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x /∈ B, è x /∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ B.

Çàìå÷àíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñèì-
ìåòðè÷íóþ ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ A è B, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê îáúåäèíåíèå ðàçíîñòåé A\B è B \A. Ñèììåòðè÷íóþ ðàç-
íîñòü ìíîæåñòâ A è B áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ÷; A÷B (èëè
A4B). Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ, A÷B = (A\B)∪(B\A).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè

(îïåðàöèè äàíû ïî óáûâàíèþ ïðèîðèòåòîâ): A, A \ B, A ∩ B,
A ∪B, A÷B.

4.5. Ñâîéñòâà ðàçíîñòè è äîïîëíåíèÿ

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ðàçíîñòü íå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè êîì-
ìóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè, òî åñòü A\B 6= B \A; A\ (B \
C) 6= (A \B) \ C. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîñòðîèâ äèàãðàììû
Ýéëåðà�Âåííà. Âìåñòå ñ òåì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ðàçíîñòè è äîïîëíåíèÿ:

1. ∅ = U .

2. U = ∅.
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3. A \∅ = A.

4. A = A.

5. A ∩ A = ∅.

6. A ∪ A = U .

7. A ∪B = A ∩B.

8. A ∩B = A ∪B.

9. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

10. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ 1�6 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèé ðàçíîñòè è äîïîëíåíèÿ. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñâîé-
ñòâà 7.
1. Äîêàæåì, ÷òî A ∪B ⊂ A ∩ B. Ïóñòü x ∈ A ∪B. Òîãäà,

ïî îïðåäåëåíèþ äîïîëíåíèÿ, x /∈ A ∪ B, îòêóäà, ïî îïðåäåëå-
íèþ îáúåäèíåíèÿ, x /∈ A è x /∈ B. Íî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ
äîïîëíåíèÿ, x ∈ A è x ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ
ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ A ∩B.
Èòàê, èç òîãî, ÷òî x ∈ A ∪B, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A ∩ B. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ∪B ⊂ A ∩B.
2. Äîêàæåì, ÷òî A ∩ B ⊂ A ∪B. Ïóñòü y ∈ A ∩ B. Òîãäà, ïî

îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ, y ∈ A è y ∈ B, îòêóäà, ïî îïðåäå-
ëåíèþ äîïîëíåíèÿ, y /∈ A è y /∈ B. Íî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ
îáúåäèíåíèÿ, y /∈ A∪B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ äîïîë-
íåíèÿ, y ∈ A ∪B.
Èòàê, èç òîãî, ÷òî y ∈ A ∩ B, ñëåäóåò, ÷òî y ∈ A ∪B, òî

åñòü A ∩ B ⊂ A ∪B. Äàëåå, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà
ìíîæåñòâ çàêëþ÷àåì, ÷òî A ∪B = A ∩B.
Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ýòî ñâîéñòâî íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà�Âåííà.
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Ïðèìåð îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè

Ïóñòü U = {a, b, c, d, e, f, g}, A = {a, b, c, d}, B = {c, d, e, f}.
Îïðåäåëèòü A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, A÷B, A, B.

A ∪B = {a, b, c, d, e, f}; A ∩B = {c, d}; A \B = {a, b};

B \ A = {e, f}; A÷B = {a, b, e, f}; A = {e, f, g}; B = {a, b, g}.

4.6. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Ïóñòü èìååì ÷èñëî 46, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ öèôð 4 è 6.
Öèôðû â ÷èñëå ðàñïîëîæåíû â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå. Åñëè èõ
ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîå ÷èñëî 64. Ãîâîðÿò, ÷òî
4, 6 � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà öèôð.
Â îáùåì ñëó÷àå ïîä óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé áóäåì ïîíèìàòü äâà

ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííûå â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå. Óïîðÿäî÷åí-
íóþ ïàðó ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì a è âòîðûì ýëåìåíòîì b îáîçíà-
÷èì (a, b). Ýëåìåíòû a è b ïàðû íàçûâàþò å¼ êîìïîíåíòàìè. Äâå
ïàðû (a1, b1) è (a2, b2) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà a1 = a2 è b1 = b2. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè a 6= b , òî
(a, b) 6= (b, a), òî åñòü äâå ïàðû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì
ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, áóäóò ðàçëè÷íû. Åñëè æå ðàññìàòðè-
âàòü äâóõýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {a, b} è {b, a}, òî îíè ðàâíû, òî
åñòü {a, b} = {b, a}.
Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ìîæíî îáðàçîâàòü è èç ýëåìåíòîâ äâóõ

ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü A = {t, p}; B = {a, o, e}. Ñîñòà-
âèì âñåâîçìîæíûå ïàðû, ïåðâûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó A, à âòîðûå � ìíîæåñòâó B.
Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî {(t, a), (t, o), (t, e), (p, a), (p, o), (p, e)}, êî-

òîðîå íàçûâàþò äåêàðòîâûì (èëè ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíî-
æåñòâ A è B.

Îïðåäåëåíèå 9. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåïóñòûõ

ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (a, b), ãäå a ∈ A è b ∈ B.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò ñèìâî-
ëîì ×, A×B. Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:
A×B = {(a, b)|a ∈ A è b ∈ B}.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A × A íàçûâàþò äåêàðòîâûì êâàä-

ðàòîì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àþò A2. Îïåðàöèÿ, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîé íàõîäèòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâûì óìíîæåíèåì. Ãîâîðÿ î ñâîéñòâàõ äåêàðòîâà óìíî-
æåíèÿ, ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî îíî íå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè.

1. Åñëè A 6= B, òî A×B 6= B × A.

2. Åñëè íè îäíî èç ìíîæåñòâ A, B è C íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî

A× (B × C) 6= (A×B)× C.

3. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

4. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

5. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

6. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

7. A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

8. (A \B)× C = (A× C) \ (B × C).

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé 1�2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà
ïðèìåðå. Ñâîéñòâà 3�8 îïðåäåëÿþò äèñòðèáóòèâíîñòü äåêàðòî-
âà óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è âû÷è-
òàíèÿ ìíîæåñòâ.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà 3. Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü

ðàâåíñòâà ÷åðåç E1, à ïðàâóþ � ÷åðåç E2. Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ
E1 è E2 ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû.
1. Ïóñòü (x, y) � ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1, òîãäà
(x, y) ∈ A × (B ∪ C). Ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ,
x ∈ A è y ∈ B ∪ C, à ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ, y ∈ B èëè

20



4 Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ÍÃÒÓ

y ∈ C. Åñëè x ∈ A è y ∈ B, òî (x, y) ∈ A × B, èëè, åñëè
x ∈ A è y ∈ C, òî (x, y) ∈ A × C, ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ. Íî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ,
(x, y) ∈ (A× B) ∪ (A× C). Èòàê, ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1

ñîäåðæèòñÿ â E2, òî åñòü E1 ⊂ E2.
2. Ïóñòü òåïåðü (x, y) � ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E2, òîãäà
(x, y) ∈ (A× ×B) ∪ (A × C). Ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ,
(x, y) ∈ A × B) èëè (x, y) ∈ ∈ A × C. Îòñþäà, ïî îïðåäåëå-
íèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, x ∈ A è y ∈ B èëè x ∈ A è y ∈ C.
Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî x ∈ A è y ∈ B èëè y ∈ C, íî
òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ, x ∈ A è y ∈ B∪C, à îòñþäà,
ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, (x, y) ∈ A × (B ∪ C).
Òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1 ñîäåðæèòñÿ â E2, à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî E1 ⊂ E2.
Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ èç ïóíêòîâ

1 è 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî E1 = E2, � è ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà 3
äîêàçàíà. Äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîâîäÿòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.
Ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ íà íàáîðû èç n ýëåìåíòîâ. Ïîä óïîðÿäî÷åííîé
n-êîé (÷èòàåòñÿ ¾ýíêà¿) áóäåì ïîíèìàòü n ýëåìåíòîâ, ðàñïî-
ëîæåííûõ â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå. Îáîçíà÷àþò n-êó ñèìâîëîì
(a1, a2, . . . , an) è íàçûâàþò êîðòåæåì äëèíû n. Íåêîòîðûå ýëå-
ìåíòû êîðòåæà, èëè äàæå âñå, ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè. Äâà
êîðòåæà (a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bm) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó n = m è ðàâíûå êîìïî-
íåíòû íà ìåñòàõ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè, òî åñòü a1 = b1,
a2 = b2, . . . , an = bn.
Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì êîðòåæà, îïðåäåëèì äåêàðòîâî ïðîèçâå-

äåíèå n ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 10. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íåïóñòûõ ìíî-

æåñòâ A1, A2, . . . , An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
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êîðòåæåé äëèíû n, ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó A1, âòîðàÿ � ìíîæåñòâó A2, . . . , n-ÿ � ìíîæå-

ñòâó An.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An îáîçíà÷àþò
A1 × A2 × . . .× An.
Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþò ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ñ÷èòàþò àáñöèññàìè, à
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B � îðäèíàòàìè òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Èòàê,
åñëè A è B � ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî ýëåìåíòàìè äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ A×B áóäóò óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ÷èñåë. Èçîáðà-
çèâ êàæäóþ òàêóþ ïàðó ÷èñåë òî÷êîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê, íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿþùèõ äå-
êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B.
Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâ A è B, åñëè A = {x|x ∈ R,

−3 ≤ x ≤ 1}, B = {y|y ∈ Z,−2 ≤ y ≤ 3}, äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-
íèå A × B ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, àáñöèññû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó −3 ≤ x ≤ 1, à îðäèíàòàìè ÿâëÿþò-
ñÿ öåëûå ÷èñëà èç îòðåçêà [−2; 3]. Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò
îòðåçêè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Â ñëó÷àå, åñëè A = {x|x ∈ R, 1 ≤ x ≤ 4}, B = {y|y ∈ R,

y ≥ −1}, ìíîæåñòâî A × B ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè,
àáñöèññû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó 1 ≤ x ≤ 4, à îð-
äèíàòû íåðàâåíñòâó y ≥ −1. Ïîëîñà, íå îãðàíè÷åííàÿ â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Oy.

4.7. ×èñëî ýëåìåíòîâ îáúåäèíåíèÿ, ðàçíîñòè

è äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü A è B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Åñëè A ∩ B = ∅, òî
âîïðîñ î ÷èñëå ýëåìåíòîâ îáúåäèíåíèÿ A∪B ðåøàåòñÿ äîâîëüíî
ïðîñòî.
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×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñèìâî-
ëîì mes(A) è íàçûâàòü ÷èñëåííîñòüþ ìíîæåñòâà A. ×èñëåí-
íîñòü ìíîæåñòâà B áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì mes(B). Åñëè
ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî mes(A ∪ B) =

= mes(A) + mes(B).
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîñòü îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíà ñóììå ÷èñëåííîñòåé ýòèõ ìíîæåñòâ.
Ïóñòü òåïåðü A ∩ B 6= ∅. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ îá îïðåäåëå-

íèè ÷èñëåííîñòè îáúåäèíåíèÿ ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâà A è B ïåðåñåêàþòñÿ, òî â ñóììå
mes(A) +mes(B) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðåñå÷åíèÿ A∩B ñîäåðæèò-
ñÿ äâàæäû: îäèí ðàç â mes(A), à äðóãîé � â mes(B). Ïîýòî-
ìó, ÷òîáû íàéòè ÷èñëåííîñòü îáúåäèíåíèÿ mes(A ∪ B), íóæíî
èç óêàçàííîé ñóììû âû÷åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ó÷ò¼ííîå äâàæäû
mes(A ∩ B). Èòàê, ìîæåì çàïèñàòü: mes(A ∪ B) =

= mes(A) + mes(B) −mes(A ∩ B). Ñïðàâåäëèâîñòü ëåãêî ïðî-
âåðèòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà.
Äàëåå îïðåäåëèì ÷èñëåííîñòü ðàçíîñòè ìíîæåñòâ A è B. Åñëè

A ∩B = ∅, òî A \B = A, è ïîýòîìó mes(A \B) = mes(A).
Åñëè æå B ⊂ A, òî A∩B = B, è ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî

çàïèñàòü òàê: mes(A \B) = mes(A)−mes(B).
Âûðàçèì òåïåðü ÷èñëåííîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ìíîæåñòâ ÷åðåç ÷èñëåííîñòü ñàìèõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
(a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bk), òîãäà m(A) = n, m(B) = k. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A×B ðàñïî-
ëîæèì åãî ýëåìåíòû â ôîðìå òàáëèöû:

(a1, b1) (a1, b2) . . . (a1, bk)

(a2, b1) (a2, b2) . . . (a2, bk)

. . . . . . . . . . . .

(an, b1) (an, b2) . . . (an, bk)

Òàáëèöà ñîñòîèò èç n ñòðîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ k ýëåìåíòîâ.
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Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî ïàð ðàâíî n · k. Ñëåäîâàòåëüíî,
mes(A×B) = mes(A) ·mes(B).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

íà ëþáîå ÷èñëî n êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü

mes(A1 × A2 × . . .× An) = mes(A1) ·mes(A2) · . . . ·mes(An).

5. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ

Â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ A è B ñîäåðæàòñÿ âñå-
âîçìîæíûå ïàðû, ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó A, à âòîðàÿ � ìíîæåñòâó B. Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî ðàññìàò-
ðèâàòü íå âñå, à íåêîòîðûå ïàðû ýëåìåíòîâ A×B. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò î áèíàðíîì îòíîøåíèè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A
è B, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâ A è B.

Îïðåäåëåíèå 11. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì (ñîîòâåòñòâèåì)

ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî

F äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A íà B. F áèíàðíîå îòíîøåíèå⇐⇒
⇐⇒ F ⊂ A×B.
Äëÿ áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ P ⊂ X×Y ìíîæåñòâîX íàçûâà-

þò îáëàñòüþ îòïðàâëåíèÿ, ìíîæåñòâî Y � îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ,
à ìíîæåñòâî P � ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâèÿ ρ. Åñëè (x, y) ∈ P , òî
ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ ýëåìåíòó x ñîîòâåòñòâóåò ýëå-
ìåíò y, è çàïèñûâàþò: x ρ y.
Åñëè ñîîòâåòñòâèå ρ çàäàíî ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ ÷èñëîâûõ

ìíîæåñòâ, òî åãî ãðàôèê P ìîæíî èçîáðàçèòü òî÷êàìè â ïðÿìî-
óãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ãðàôèê ñîîòâåòñòâèÿ ¾äåëèò¿ ìåæäó ýëå-

ìåíòàìè ìíîæåñòâàX = {1, 3, 5, 7} è ìíîæåñòâà Y = {2, 6, 10, 14}.
Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ïàðû ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ â óêàçàííîì ñî-
îòâåòñòâèè P = {(1,2), (1,6), (1,10), (1,14), (3,6), (5,10), (7,14)}, è
èçîáðàçèì èõ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 6à).
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ X èëè Y áåñêîíå÷íî, òî ïå-
ðå÷èñëèòü ïàðû, ñîñòàâëÿþùèå ãðàôèê P , íåâîçìîæíî. Â òàêèõ
ñëó÷àÿõ ïðèíàäëåæíîñòü òîé èëè èíîé ïàðû ÷èñåë ãðàôèêó P
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå ¾÷èñëî x áîëüøå ÷èñëà y¿

ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ X = {x|x ∈ Z,−1 ≤ x ≤ 2}
è Y = {y|y ∈ R,−2 ≤ y ≤ 3}. Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî
X = {−1, 0, 1, 2} ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, à ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà Y ñïëîøü çàïîëíÿþò îñü îðäèíàò íà îòðåçêå [−2; 3].
Åñëè x = −1 , òî x > y ïðè y ∈ [−2;−1),
åñëè x = 0 , òî x > y ïðè y ∈ [−2; 0),
åñëè x = 1 , òî x > y ïðè y ∈ [−2; 1),
åñëè x = 2 , òî x > y ïðè y ∈ [−2; 2).
Ãðàôèê óêàçàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 6á.
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Ðèñ. 6. Ïðèìåðû ãðàôèêîâ ñîîòâåòñòâèé

Ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èçîáðà-
æàþò òàêæå ïðè ïîìîùè îñîáûõ ÷åðòåæåé, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê
è íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, èäóùèõ èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ. Òà-
êèå ÷åðòåæè íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè. Ýëåìåí-
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òû ìíîæåñòâ X è Y èçîáðàæàþò òî÷êàìè, à ñòðåëêó èç òî÷êè x
â òî÷êó y ïðîâîäÿò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè (x, y) ∈ P .
Îáðàçîì ýëåìåíòà a ∈ X ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ íàçûâàåòñÿ ýëå-

ìåíò b ∈ Y òàêîé, ÷òî a ρ b èñòèííî. Ïðè ýòîì ýëåìåíò a íàçû-
âàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà b.
Ïîëíûì îáðàçîì ýëåìåíòà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

ýëåìåíòîâ y ∈ Y , äëÿ êîòîðûõ èñòèííî a ρ b. Ïîëíûé îáðàç ýëå-
ìåíòà a áóäåì îáîçíà÷àòü ρ(a).
Ïîëíûì ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà b ∈ Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ X , äëÿ êîòîðûõ èñòèííî x ρ b. Ïîëíûé ïðî-
îáðàç ýëåìåíòà b îáîçíà÷èì ρ−1(b).
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

D âñåõ ýëåìåíòîâ èç X , èìåþùèõ íåïóñòîé ïîëíûé îáðàç.
Ìíîæåñòâîì (îáëàñòüþ) çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâèÿ íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî E âñåõ ýëåìåíòîâ èç Y , èìåþùèõ íåïóñòîé ïîëíûé
ïðîîáðàç.
Íàïðèìåð, íà ðèñ. 7à ïîëíûå îáðàçû ýëåìåíòîâ ρ(b) = {1, 2},

ρ(c) = ∅, ρ(d) = {1, 2, 3}, ρ(e) = {3}.
Íà ðèñ. 7á ρ−1(e) = {M, H}, ρ−1(è) = {Í}, ρ−1(î) = {Ì, Í, Ï},

ρ−1(þ) = ∅, ρ−1(ÿ) = {Í}.
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Ðèñ. 7. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ñîîòâåòñòâèé

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî íà
ðèñ. 7à, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî D = {b, d, e}. Î÷åâèäíî, ÷òî
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D ⊂ X . Íà ðèñ. 7á îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâî D = {Ì, Í, Ï} = X .

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ñîîòâåòñòâèé. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâ X è Y ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè îòíîñèòåëü-
íî ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X è ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ìîæíî
ñêàçàòü èñòèííî x ρ y èëè ëîæíî.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ñîîòâåòñòâèé.

1. Ïåðå÷èñëåíèå ïàð. Ïðè çàäàíèè ñîîòâåòñòâèÿ ýòèì ñïîñî-
áîì ïåðå÷èñëÿþò âñå ïàðû ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèå ãðà-
ôèêó P . È åñëè óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b), ãäå a ∈ X è b ∈ Y ,
ïðèíàäëåæèò P , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a ρ b èñòèííî è ýëåìåí-
òû a è b íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ρ. Åñëè æå óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà (c, d), ãäå c ∈ X è d ∈ Y , íå ïðèíàäëåæèò P , òî c ρ d
ëîæíî è ýëåìåíòû c è d íå íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ρ.

2. Òàáëè÷íûé ñïîñîá. Åñëè ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷íû, òî
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü çàäàíî òàáëèöåé. Ïðè-
ìåðîì òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì
X (ñòóäåíòîâ ãðóïï) è ìíîæåñòâîì Y (ðàáî÷èõ äíåé ìåñÿ-
öà) ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê óáîðêè çàêðåïë¼ííîé òåððèòîðèè. Àíà-
ëîãè÷íûå òàáëèöû-ãðàôèêè ñîñòàâëÿþòñÿ íà ïðåäïðèÿòèÿõ
ïðè äâóõ-, òð¼õñìåííîé ðàáîòå. Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ
ñîîòâåòñòâèé íå òðåáóåò ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè, åãî ïðå-
èìóùåñòâàìè ïåðåä äðóãèìè ñïîñîáàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîòà
è íàãëÿäíîñòü, ïîýòîìó îí øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ âî âñåõ ñôå-
ðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

3. Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá. Ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè
X è Y ìîãóò áûòü çàäàíû ïðè ïîìîùè ãðàôà èëè ãðàôèêà.

Ãðàôîì çàäàíû ñîîòâåòñòâèÿ íà ðèñ. 7. Ñ ïîìîùüþ ãðàôà
ïî ñòðåëêàì ëåãêî óñòàíîâèòü, êàêèå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâó-
þò äàííîìó ýëåìåíòó èëè êàêèì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóåò
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äàííûé ýëåìåíò. Íåäîñòàòîê â òîì, ÷òî ãðàôû óäîáíû ëèøü
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷íû è ñîñòîÿò èç íåáîëü-
øîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Åñëè ìíîæåñòâàX è Y ÷èñëîâûå, òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íè-
ìè ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèM � òî÷êà, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ ãðàôèêó ñîîòâåòñòâèÿ, òî åå àáñöèññà x è îðäèíàòà
y îïðåäåëÿþò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x, y) òàêóþ, ÷òî x ρ y èñ-
òèííî, íàïðèìåð ðèñ. 6.

Ãðàôèêîì ìîæíî çàäàòü ñîîòâåòñòâèå è äëÿ ñëó÷àÿ áåñêî-
íå÷íûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ X è Y . Åñëè æå ìíîæåñòâà X
è Y íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè, òî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó íèìè
ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íå
çàäàþòñÿ.

4. Ñëîâåñíûé ñïîñîá. ×àñòî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòà-
ìè ìíîæåñòâ X è Y çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì îïèñàíèÿ. Ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè � äâóìåñò-
íûé ïðåäèêàò, â êîòîðîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ýëåìåíòàìè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ.

Íàïðèìåð: ¾ñòóäåíò x çàíèìàåòñÿ â êðóæêå y¿; ¾áîëüíîé x
ïîñåùàåò ïîëèêëèíèêó y¿; ¾ñòîðîíà x ëåæèò ïðîòèâ óãëà y¿.

Â ìàòåìàòèêå ìíîãèå ïðåäëîæåíèÿ ñ óïîìèíàíèåì äâóõ ïå-
ðåìåííûõ çàïèñûâàþòñÿ êîðî÷å. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ êàê
ñïåöèàëüíûå ñëîâà: ¾áîëüøå íà¿, ¾ìåíüøå â¿; ¾ñòàðøå¿; ¾íå
âûøå¿; ¾íå äåøåâëå¿ è äð., òàê è ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû: ‖ �
ïàðàëëåëüíîñòü; ⊥ � ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü; ≥ � áîëüøå ëèáî
ðàâíî; < � ìåíüøå è äð. Îáîáùåíèåì çàïèñåé: x äåøåâëå y;
x íå âûøå y; x ñòàðøå y; x ‖ y è äð. ÿâëÿåòñÿ çàïèñü x ρ y.

5. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá. Ñîîòâåòñòâèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé,
âûðàæàþùåé çàâèñèìîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâX è Y .
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Òàê, ôîðìóëà y = x2 çàäà¼ò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R è ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R+ ∪ {0}, à ôîðìóëà y = lnx �
ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
R+ è ìíîæåñòâîì âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Ôîðìóëà
y = sinx îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R è ìíîæåñòâîì ÷èñåë {y|y ∈ R,

|y| ≤ 1}. Ïî êàæäîìó èç ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðîâ ãðàôèê ñî-
îòâåòñòâèÿ ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5.1. Îòîáðàæåíèÿ

Ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ îáùèé ñëó÷àé áèíàð-
íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ X è Y , ìû íå
òðåáîâàëè, ÷òîáû êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâî-
âàë êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y è ÷òîáû îäíîìó ýëåìåí-
òó èç X ñîîòâåòñòâîâàë òîëüêî îäèí ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà Y .
Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ρ ãðàôîì èç íåêîòîðûõ òî-

÷åê ìíîæåñòâà X íå èñõîäèëî íè îäíîé ñòðåëêè, à èç äðóãèõ
òî÷åê èñõîäèëî íåñêîëüêî ñòðåëîê. Ðàññìîòðèì òîëüêî òàêèå ñî-
îòâåòñòâèÿ f ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ X è Y , ïðè êîòîðûõ
êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò òî÷íî îäèí ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà Y .

Îïðåäåëåíèå 12. Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå f = (X, Y, F )

(F ⊂ X × Y ), ïðè êîòîðîì êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñîîò-

âåòñòâóåò òî÷íî îäèí ýëåìåíò y ∈ Y , íàçûâàåòñÿ îòîáðà-

æåíèåì ìíîæåñòâà X âî ìíîæåñòâî Y .

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, åãî ãðàôèê F ñî-
äåðæèò ñòîëüêî æå óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñî-
äåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå X , è íå ìîæåò ñîäåðæàòü äâóõ ïàð,
ó êîòîðûõ ðàâíû ïåðâûå êîìïîíåíòû. Íà ãðàôå îòîáðàæåíèÿ
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èç êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà X âûõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà
ñòðåëêà.

Âèäû îòîáðàæåíèé.Îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè òðåõ âàæ-
íûõ âèäîâ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 13. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàçîì íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà èç X, òî îòîáðàæå-

íèå f íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (èíúåêöèåé), èëè îòîáðàæå-

íèåì X â Y .

Ãðàô èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 8à. Îòîá-
ðàæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå ãðàôîì íà ðèñ. 8á, íå ÿâëÿåòñÿ èíú-
åêòèâíûì, òàê êàê ýëåìåíò n ∈ Y åñòü îáðàç äâóõ ýëåìåíòîâ
c è e. Ïðè èíúåêòèâíîì îòîáðàæåíèè ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì èç
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â
îáëàñòè çíà÷åíèé Y .
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Ðèñ. 8. Âèäû îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå 14. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàçîì õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà èç X, òî îòîáðàæå-

íèå íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (ñþðúåêöèåé), èëè îòîáðàæå-

íèåì ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y .
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Ãðàô ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 8á, ãäå
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ñîîòâåòñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíîìó ýëåìåíòó èç X . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé E
ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ
Y , òî åñòü E = Y .

Îïðåäåëåíèå 15. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàçîì òî÷íî îäíîãî ýëåìåíòà èç X , òî îòîáðàæåíèå

f íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (áèåêöèåé).

Èíîãäà áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷-
íûì, èëè îáðàòèìûì, îòîáðàæåíèåì X íà Y . Áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì è ñþðúåêòèâíûì îäíîâðåìåííî.

Äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë
f←→,X

f←→ Y .
Åñëè f � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå (áèåêòèâíîå) îòîáðàæåíèå X

íà Y , òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 òîæå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.
Ïðèìåðîì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè â òðåóãîëüíèêå. Êàæäîé
ñòîðîíå ñîîòâåòñòâóåò óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ íå¼, è òîëüêî îäèí.
È íàîáîðîò, êàæäîìó óãëó â òðåóãîëüíèêå ñîîòâåòñòâóåò ñòîðî-
íà, ëåæàùàÿ ïðîòèâ íåãî, è òîëüêî îäíà.

Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà. Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû îòíî-
øåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè. Ïîíÿòèå áèåêòèâíîãî
(âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî) îòîáðàæåíèÿ ñëóæèò áàçîé äëÿ ðàññìîò-
ðåíèÿ åù¼ îäíîãî î÷åíü âàæíîãî îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâà-
ìè. Ýòî îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 16. Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîù-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

X
f←→ Y .

Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∼,
X ∼ Y . Îáîçíà÷àÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X êàê m(X), äëÿ ðàâ-
íîìîùíûõ ìíîæåñòâ X è Y çàïèøåì m(X) = m(Y ). Äëÿ êîíå÷-
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íûõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòü îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ïîýòî-
ìó, åñëè ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷íû, òî ðàâíîìîùíîñòü îçíà÷àåò
èõ ðàâíî÷èñëåííîñòü.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óñòàíîâëåíèÿ áèåêöèè ìåæ-

äó áåñêîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 17. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè

îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåðàìè ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàN2k � ÷¼ò-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è N2k−1 � í¼÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Èçâåñòíî, ÷òî N2k ⊂ N , è ïîýòîìó êàæåòñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷¼òíûõ ÷èñåë ¾ìåíüøå¿, ÷åì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îäíàêî
â îáëàñòè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìåíÿåòñÿ ïðèâû÷íîå îòíîøå-
íèå öåëîãî è ÷àñòè, îêàçûâàåòñÿ, ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü
ðàâíîìîùíà âñåìó ìíîæåñòâó.
Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z âñåõ öåëûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî,

òî åñòü Z ∼ N , õîòÿ N ⊂ Z. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

N = {1, 2, 3, 4, 5, . . . , 2n, 2n + 1, . . .}
l l l l l . . . l l

Z = {0, 1, −1, 2, −2, . . . , n, −n, . . .},
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Z ∼ N , çíà÷èò, ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà
Z óñòàíîâëåíà. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ôàêòà âèäíî, ÷òî
óñòàíîâëåíèå áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê óêàçàíèþ ñïî-
ñîáà íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Z ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.
Âîîáùå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ÷¼òíîñòè ìíîæåñòâà X äîñòà-

òî÷íî óêàçàòü ñïîñîá íóìåðàöèè åãî ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðîì
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X èìåë áû òî÷íî îäèí íàòóðàëü-
íûé íîìåð è êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñëóæèëî áû íîìåðîì
òî÷íî îäíîãî ýëåìåíòà èç X .
Äîêàæåì òåîðåìó, íàèáîëåå ÿðêî õàðàêòåðèçóþùóþ ñ÷¼òíûå

ìíîæåñòâà.
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Òåîðåìà 1. Îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ñ÷¼òíûõ ìíî-

æåñòâ åñòü ìíîæåñòâî ñ÷¼òíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü äàíî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñ÷¼òíûõ ìíî-
æåñòâ. Òîãäà ñàìè ìíîæåñòâà è èõ ýëåìåíòû ìîæíî ïðîíóìåðî-
âàòü ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü

A1 = {a11, a12, a13, . . . , a1m, . . .},
A2 = {a21, a22, a23, . . . , a2m, . . .},
A3 = {a31, a32, a33, . . . , a3m, . . .},

. . .

An = {an1, an2, an3, . . . , anm, . . .},
. . .

Ðàñïîëîæèì ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ â ôîðìå òàáëèöû:

a11 → a12 a13 → a14 . . . a1m . . .

↙ ↗ ↙
a21 a22 a23 a24 . . . a2m . . .

↓ ↗ ↙ ↗
a31 a32 a33 a34 . . . a3m . . .

↙ ↗ ↙
a41 a42 a43 a44 . . . a4m . . .

↓ ... ... ... ...
an1 an2 an3 an4 . . . anm . . .
... ... ... ... ...

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
∞⋃
i=1

Ai ñîñòîèò èç íåïîâòîðÿþùèõñÿ ýëå-

ìåíòîâ òàáëèöû. Òàêèõ ýëåìåíòîâ â íåé áåñêîíå÷íî ìíîãî. Áó-
äåì íóìåðîâàòü ýëåìåíòû, äâèãàÿñü ïî íàïðàâëåíèÿì, óêàçàí-
íûì ñòðåëêàìè. Òàê, ïðîíóìåðóåì âñå ýëåìåíòû îáúåäèíåíèÿ
ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì êàæäîìó ýëåìåíòó îáúåäèíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷íî îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à êàæäîìó íàòóðàëüíîìó

÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò òî÷íî îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà
∞⋃
i=1

Ai. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî
ñ÷¼òíîå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò ðÿä ñëåäñòâèé.
Ñëåäñòâèå 1. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ
åñòü ìíîæåñòâî ñ÷¼òíîå.
Ñëåäñòâèå 2. Îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî ñ÷¼òíîå.
Ñëåäñòâèå 3. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî è ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâ åñòü
ìíîæåñòâî ñ÷¼òíîå.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî Q âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïîñîá, ïðè-
ìåíåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî âñå áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñ÷¼òíû.
Ìîùíîñòü ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç ìîùíî-
ñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà R íàçûâàåòñÿ
êîíòèíóóìîì.

Â 1878 ã. Ãåîðã Êàíòîð âûäâèíóë ãèïîòåçó, ñîãëàñíî êîòîðîé
íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðîãî áûëà áû ìåíüøå
êîíòèíóóìà, íî áîëüøå ìîùíîñòè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà (ãèïîòåçà
êîíòèíóóìà). Ýòà ãèïîòåçà äîëãîå âðåìÿ ñòîÿëà â ñïèñêå ïðî-
áëåì Äàâèäà Ãèëüáåðòà ïîä íîìåðîì 1.

Â 1940 ã. àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê Êóðò Ã¼äåëü äîêàçàë
íåâîçìîæíîñòü îïðîâåðãíóòü ãèïîòåçó êîíòèíóóìà, à â 1963 ã.
ïðîôåññîð Ñòýíôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ) Ïîëü Êîýí ïî-
êàçàë íåâûâîäèìîñòü ãèïîòåçû êîíòèíóóìà èç èñõîäíûõ ïðåäëî-
æåíèé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà áàçå ïðåäëîæåíèé,
ïðèíÿòûõ â òåîðèè ìíîæåñòâ çà èñõîäíûå, ãèïîòåçó êîíòèíóóìà
íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü.
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5.2. Îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå è èõ ñâîéñòâà

Êðîìå áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé ρ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ
X è Y , ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåí-
òàìè îäíîãî ìíîæåñòâà X . Òàêèå ñîîòâåòñòâèÿ íàçûâàþò áèíàð-
íûìè îòíîøåíèÿìè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X , èëè áè-
íàðíûìè îòíîøåíèÿìè íà ìíîæåñòâå X .
Åñëè X � ìíîæåñòâî æèòåëåé äàííîãî ãîðîäà, òî ñîîòâåò-

ñòâèÿ: ¾÷åëîâåê x æèâåò â îäíîì äîìå ñ ÷åëîâåêîì y¿; ¾÷åëî-
âåê x � ðîäñòâåííèê ÷åëîâåêà y¿; ¾÷åëîâåê x ñòàðøå ÷åëîâåêà
y¿ � ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ìåæäó ëþäüìè èç îäíîãî ìíîæå-
ñòâà. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì,
åñëè êàñàåìî ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà x è y ìîæ-
íî ñêàçàòü, íàõîäÿòñÿ îíè â ýòîì îòíîøåíèè èëè íåò. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X çàäàíî, åñ-
ëè óêàçàíî ìíîæåñòâî P , ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ X ×X = X2.

Îïðåäåëåíèå 18. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì ρ íà ìíîæåñòâå X

íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ (X,P ), ãäå P ⊂ X ×X.

Â ñèìâîëàõ ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê: ρ = (X,P ),
P ⊂ X ×X .
Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò îáëàñòüþ çàäàíèÿ îòíîøåíèÿ ρ,

à ìíîæåñòâî P � ãðàôèêîì îòíîøåíèÿ ρ.
Ãðàô îòíîøåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ãðàôà ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðè ïî-

ñòðîåíèè ãðàôà îòíîøåíèÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè îòìå÷àþòñÿ
ýëåìåíòû ñàìîãî ìíîæåñòâà X , à ñòðåëêàìè ñîåäèíÿþòñÿ ýëå-
ìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ â äàííîì îòíîøåíèè. Ïðè ýòîì òî÷êè, èçîá-
ðàæàþùèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X , íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè
ãðàôà.

Ïðèìåðû

1. Íà ìíîæåñòâå X = {2, 4, 6, 8, 10} ðàññìîòðèì áèíàðíîå îò-
íîøåíèå ¾x äåëèòåëü y¿. Ãðàôèê ýòîãî îòíîøåíèÿ � ìíî-
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æåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð: P = {(2,2), (2,4), (2,6), (2,8),
(2,10), (4,4), (4,8), (6,6), (8,8), (10,10)}. Èçîáðàçèì åãî íà êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 9à). Äàëåå ïîñòðîèì ãðàô ýòîãî
îòíîøåíèÿ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X èçîáðàçèì òî÷êàìè íà
ïëîñêîñòè, à çàòåì ïðîâåäåì ñòðåëêè îò x ê y äëÿ âñåõ ïàð
(x, y) òàêèõ, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì y. Ïîñêîëüêó êàæ-
äîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñàìîãî ñåáÿ, òî ãðàô äàííîãî
îòíîøåíèÿ â êàæäîé âåðøèíå èìååò ñòðåëêó, íà÷àëî è êî-
íåö êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â òî÷êå x. Òàêóþ ñòðåëêó íà ãðàôå
íàçûâàþò ïåòëåé (ðèñ. 9á).
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Ðèñ. 9. Ïðèìåð áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ¾x äåëèòåëü y¿

2. Ïóñòü X = R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íà
ýòîì ìíîæåñòâå ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ¾x < y¿. Ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî R áåñêîíå÷íî, òî íåò âîçìîæíîñòè âûïèñàòü
âñå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå ãðàôèêó ýòîãî îòíîøåíèÿ. Ïî
ýòîé æå ïðè÷èíå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü åãî ãðàô.

Ãðàôèê ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóïëîñêîñòü,
âûøå áèññåêòðèñû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ.

3. ÏóñòüX � ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ çàäàííîé ïëîñêîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì íà ýòîì ìíîæåñòâå îòíîøåíèå ¾x⊥y¿. Â ýòîì ñëó-
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÷àå íåëüçÿ ïîñòðîèòü íè ãðàô, íè ãðàôèê îòíîøåíèÿ èç-çà
òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî è íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 19. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

ðåôëåêñèâíûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X íàõîäèòñÿ

â ýòîì îòíîøåíèè ñ ñàìèì ñîáîé.

Ñèìâîëüíàÿ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ 19:
ρ ðåôëåêñèâíî íà X ⇔ (∀x ∈ X) (xρx).
Ãðàô ðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ â êàæäîé ñâîåé âåðøèíå èìå-

åò ïåòëþ. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ãðàô îòíî-
øåíèÿ ρ â êàæäîé ñâîåé âåðøèíå èìååò ïåòëþ, òî ýòî îòíîøåíèå
ðåôëåêñèâíî.
Íàïðèìåð, ñâîéñòâîì ðåôëåêñèâíîñòè îáëàäàþò îòíîøåíèÿ:

¾ðàâíî¿, ¾äåëèòñÿ¿, ¾íå áîëüøå¿, ¾íå ìåíüøå¿ � íà ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë; ïàðàëëåëüíîñòè � íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ (ïëîñêî-
ñòåé); ¾áûòü ðîäñòâåííèêîì¿, ¾ïðîæèâàòü â îäíîì äîìå¿ � ìåæ-
äó ëþäüìè, è äð.

Îïðåäåëåíèå 20. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåò-

ñÿ àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè íè îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà X íå

íàõîäèòñÿ â ýòîì îòíîøåíèè ñ ñàìèì ñîáîé.

Ñèìâîëüíàÿ çàïèñü: ρ àíòèðåôëåêñèâíî íàX ⇔ (∀x ∈ X)(xρx).
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãðàô àíòèðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ

íè â îäíîé ñâîåé âåðøèíå íå èìååò ïåòëè. Ñïðàâåäëèâî è îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ãðàô îòíîøåíèÿ ρ íè â îäíîé ñâîåé
âåðøèíå íå èìååò ïåòëè, òî ýòî îòíîøåíèå àíòèðåôëåêñèâíî.
Ïðèìåðàìè àíòèðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ îòíîøå-

íèÿ: ¾ìåíüøå¿, ¾áîëüøå¿ � íà ìíîæåñòâå ÷èñåë; ¾áûòü ïåðïåí-
äèêóëÿðíûìè¿ � íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ; ¾âûøå¿, ¾íèæå¿, ¾ñòàð-
øå¿, ¾ìîëîæå¿ � ìåæäó ëþäüìè.
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Åñëè îòíîøåíèå íå îáëàäàåò íè îäíèì èç âûøåóêàçàííûõ
ñâîéñòâ, òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ íè ðåôëåêñèâíûì, íè àíòèðåôëåê-
ñèâíûì, òî åãî ãðàô â îäíèõ ñâîèõ âåðøèíàõ èìååò ïåòëè, à â
äðóãèõ íåò.

Îïðåäåëåíèå 21. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ìíîæå-

ñòâà X èç òîãî, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ y, ñëåäóåò,

÷òî y íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ x.

Èëè: ρ ñèììåòðè÷íî íà X ⇔ (∀x, y ∈ X)(xρy ⇒ (yρx)).
Ãðàô ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùåé õàðàê-

òåðíîé îñîáåííîñòüþ: ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ëèáî íå ñâÿçàíû
ñòðåëêîé, ëèáî ñâÿçàíû äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè
ñòðåëêàìè.
Åñëè X � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, òî ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà

ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîëó÷à-
åòñÿ ôèãóðà, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîãî è
òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ. Ñèììåòðè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ îòíî-
øåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿ-
ìûõ è ïëîñêîñòåé, ðàâåíñòâà ÷èñåë è îòðåçêîâ è äð.

Îïðåäåëåíèå 22. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

àñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ìíîæå-

ñòâà X èç òîãî, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ y, ñëåäóåò,

÷òî y íå íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ x.

Ñèìâîëüíî: ρ àñèììåòðè÷íî X ⇔ (∀x, y ∈ X)(xρy ⇒ (yρx)).
Îñîáåííîñòüþ ãðàôà àñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû íå áîëåå ÷åì îäíîé ñòðåë-
êîé, è íè â îäíîé èç âåðøèí íåò ïåòëè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â êàêîé-òî âåðøèíå a àñèììåòðè÷íîãî ãðàôà
åñòü ïåòëÿ, òî, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ïîëó÷èì, ÷òî âûñêàçû-
âàíèå a ρ a èñòèííî è ëîæíî îäíîâðåìåííî, à ïî çàêîíó ïðîòè-
âîðå÷èÿ ýòîãî íå ìîæåò áûòü. Òàêèì îáðàçîì, èç àñèììåòðè÷-
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íîñòè îòíîøåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò åãî àíòèðåôëåêñèâ-
íîñòü. Ïðèìåðàìè àñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ îòíî-
øåíèÿ: ¾ìåíüøå¿, ¾áîëüøå¿ � íà ìíîæåñòâå ÷èñåë, ¾äëèííåå¿,
¾êîðî÷å¿ � íà ìíîæåñòâå îòðåçêîâ, ¾äåøåâëå¿, ¾äîðîæå¿ � íà
ìíîæåñòâå òîâàðîâ, ¾áûòü îòöîì¿, ¾áûòü ìàòåðüþ¿ � íà ìíî-
æåñòâå ëþäåé.

Îïðåäåëåíèå 23. Îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ìíî-

æåñòâà X èç òîãî, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåí-

òîì y è y íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì x, ñëåäóåò,

÷òî x = y.

Èëè:

(ρ àíòèñèììåòðè÷íî íàX)⇔ (∀x, y ∈ X)(xρy ∧ yρx⇒ x = y).

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ãðàôà àíòèñèììåòðè÷íîãî îòíî-
øåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû íå áîëåå
÷åì îäíîé ñòðåëêîé, à â âåðøèíàõ ãðàôà äîïóñêàåòñÿ ïåòëÿ.
Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ¾ëþáèò¿ íà ìíîæåñòâåX = {Íèêîëàé,

Àë¼íà, Èãîðü}, ãäå Íèêîëàé ëþáèò òîëüêî Àë¼íó, Àë¼íà ëþáèò
òîëüêî Èãîðÿ, Èãîðü ëþáèò òîëüêî ñåáÿ. Óêàçàííîå îòíîøåíèå
ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäëàãàåòñÿ
ïîñòðîèòü ãðàô ýòîãî îòíîøåíèÿ.
Àíòèñèììåòðè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ: ¾íå ìåíüøå¿, ¾íå

áîëüøå¿ � íà ìíîæåñòâå ÷èñåë; ¾íå äëèííåå¿, ¾íå êîðî÷å¿ � íà
ìíîæåñòâå îòðåçêîâ, ¾íå äîðîæå¿, ¾íå äåøåâëå¿ � íà ìíîæåñòâå
òîâàðîâ.
Åñëè X � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, òî ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà

àñèììåòðè÷íîãî (àíòèñèììåòðè÷íîãî) îòíîøåíèÿ íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ôèãóðà, âñå òî÷êè êîòîðîé ðàñïîëî-
æåíû â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîãî
è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ.
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Êðîìå ñèììåòðè÷íûõ, àñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ,
âñòðå÷àþòñÿ áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, êîòîðûå íå îáëàäàþò íè îä-
íèì èç íàçâàííûõ ñâîéñòâ. Ïðèìåðîì òàêîãî îòíîøåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ îòíîøåíèå ¾áûòü ñåñòðîé¿ íà ìíîæåñòâå äåòåé â ñåìüå
X = {Êàòÿ, Îëåã, Òàíÿ}.

Îïðåäåëåíèå 24. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òð¼õ ýëåìåíòîâ x, y, z ìíîæå-

ñòâà X èç òîãî, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì

y è y íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì z, ñëåäóåò, ÷òî

x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì z.

Èëè:

(ρ òðàíçèòèâíî íàX)⇔ (∀x, y, z ∈ X)(xρy ∧ yρz ⇒ xρz).

Ãðàô òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ âìåñòå ñ êàæäîé ïàðîé ñòðå-
ëîê îò x ê y è îò y ê z îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ñòðåëêó îò x ê z .
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðèìåð. Íà ìíîæåñòâå X = {1, 3, 5, 7, 9} çàäàíî îòíîøåíèå

ρ ïåðå÷èñëåíèåì ïàð: P = {(1,1), (1,3), (3,1), (3,3), (5,5), (5,9),
(9,5), (9,9), (7,7)}. Îáëàäàåò ëè îòíîøåíèå ρ ñâîéñòâîì òðàíçè-
òèâíîñòè?
Ðàññìàòðèâàÿ ïàðû, ïðèíàäëåæàùèå ãðàôèêó P , óáåæäàåìñÿ

â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òðàíçèòèâíîñòè. Íàïðèìåð:

(1, 3) ∧ (3, 1)⇒ (1, 1),

(3, 1) ∧ (1, 3)⇒ (3, 3),

(5, 9) ∧ (9, 5)⇒ (5, 5),

(9, 5) ∧ (5, 9)⇒ (9, 9).

Ïðèìåðàìè òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ òàêæå îòíî-
øåíèÿ ¾áîëüøå¿, ¾ìåíüøå¿, ¾ðàâíî¿, ¾íå ñòàðøå¿, ¾íå äåøåâëå¿
è äðóãèå.

Îïðåäåëåíèå 25. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåò-

ñÿ àíòèòðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òð¼õ ýëåìåíòîâ x, y,
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z ìíîæåñòâà X èç òîãî, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ

ýëåìåíòîì y è y íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì z,

ñëåäóåò, ÷òî x íå íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì z.

Èëè:

(ρ àíòèòðàíçèòèâíî íàX)(∀x, y, z ∈ X)(xρy ∧ yρz ⇒ xρz).

Ãðàô àíòèòðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ, èìåÿ ñòðåëêè îò x ê y
è îò y ê z, íå èìååò ñòðåëêè îò x ê z. Ïðèìåðîì àíòèòðàíçè-
òèâíîãî îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè íà
ìíîæåñòâå ïðÿìûõ. Åñëè a⊥b è b⊥c, òî ïðÿìûå a è c íå ÿâëÿþòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè (îíè ïàðàëëåëüíû).

Îïðåäåëåíèå 26. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ìíîæåñòâà X

èç òîãî, ÷òî x 6= y, ñëåäóåò, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ

ñ ýëåìåíòîì y èëè y íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì x.

Ñèìâîëüíàÿ çàïèñü:

(ρ ñâÿçíî íàX)⇔ (∀x, y ∈ X)(x 6= y ⇒ x ρ y ∨ yρx).

Ïðèìåðàìè ñâÿçíûõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ¾áîëü-
øå¿, ¾ìåíüøå¿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 27. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íà-

çûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî,

ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Ïðèìåðû îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè.
1. Îòíîøåíèå ¾áûòü îäíîêóðñíèêîì¿ íà ìíîæåñòâå ñòóäåíòîâ
äàííîãî óíèâåðñèòåòà.

2. Îòíîøåíèå ¾èìåòü îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 5¿
íà ìíîæåñòâå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

3. Îòíîøåíèå ðàâíî÷èñëåííîñòè íà ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êî-
íå÷íûõ ìíîæåñòâ.
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4. Îòíîøåíèå ¾ïðîæèâàòü â îäíîì äîìå¿ íà ìíîæåñòâå æèòå-
ëåé äàííîãî ãîðîäà.

Âñå ýòè ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò îñíîâíîå ñâîéñòâî ëþáîãî îò-
íîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: ðàçáèâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæå-
ñòâî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, êëàññû.

5.3. Ôóíêöèè è îïåðàöèè

Îïðåäåëåíèå 28. Ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå

f , åñëè èç xfy è xfz ñëåäóåò, ÷òî y = z.

Åñëè f � ôóíêöèÿ, òî âìåñòî xfy ïèøóò y = f (x) è ãîâî-
ðÿò, ÷òî y � çíà÷åíèå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå àðãóìåíòó x,
èëè y � îáðàç ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæåíèè f . Ïðè ýòîì x íàçû-
âàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y.

Îïðåäåëåíèå 29. Áèíàðíîå îòíîøåíèå f íàçûâàåòñÿ n-ìåñò-

íîé ôóíêöèåé (ôóíêöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì, îäíîçíà÷íûì îò-

íîøåíèåì), åñëè f : Xn → Y , ãäå Xn � äåêàðòîâà ñòåïåíü

ìíîæåñòâà X = {x1, x2, . . . , xn}.

Â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàþò y = f (x1, x2, . . . , xn) è y � çíà÷åíèå
ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ x1, x2, . . . , xn.
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå

îäíîãî ýëåìåíòà y ∈ Y � òàêîãî, ÷òî y = f (x), ò. å. ýëåìåíò y
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2, y

èç y = f (x1) è y = f (x2) ñëåäóåò, ÷òî x1 = x2.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà y ∈ Y ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X � òàêîé, ÷òî y = f (x).
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî è

ñþðúåêòèâíà, è èíúåêòèâíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y .
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Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → Y è E � ìíîæåñòâî å¼ çíà÷å-
íèé. Ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (y, f−1(y)),
y ∈ E îáðàçóåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ôóíê-

öèåé äëÿ ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ f−1.
Äëÿ òîãî ÷òîáû f−1 ÿâëÿëàñü ôóíêöèåé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f

áûëà èíúåêòèâíîé.

6. Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

Ëîãèêà � íàóêà, èçó÷àþùàÿ ïîíÿòèÿ ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ: ìåòîäû èõ îïðåäåëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñóæäåíèÿ î íèõ
è ñòðóêòóðû äîêàçàòåëüíûõ ðàññóæäåíèé. Èññëåäîâàíèÿ â ëî-
ãèêå òåñíî ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ¾âûñêàçûâàíèé¿ [1, 2, 4�7, 9,
11, 13�18]. Ñ ïîìîùüþ âûñêàçûâàíèé óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà,
âçàèìîñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè. Âûñêàçûâàíèå èñòèííî, åñëè îíî
àäåêâàòíî îòîáðàæàåò ýòó ñâÿçü, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå îíî
ëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 30.Âûñêàçûâàíèå � ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåä-

ëîæåíèå (óòâåðæäåíèå îá îáúåêòàõ), èìåþùåå îäíîçíà÷íûé,

òî÷íî îïðåäåëåííûé ñìûñë, î êîòîðîì ìîæíî ãîâîðèòü: îíî

èñòèííî èëè ëîæíî.

Ýòî îïðåäåëåíèå íå ìàòåìàòè÷åñêîå. Ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïîíÿòèÿ âûñêàçûâàíèÿ è îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ èñõîä-
íûìè.

Îïðåäåëåíèå 31. Âûñêàçûâàíèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (ýëå-

ìåíòàðíûì,àòîìàðíûì), åñëè íèêàêàÿ åãî ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ

âûñêàçûâàíèåì.

Ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ îáðàçóþò èç ïðîñòûõ ïðèìåíåíèåì
òðåõ âèäîâ îïåðàöèé.

43



ÍÃÒÓ 7 Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè

• Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïðèìåíÿþòñÿ ê âûñêàçûâàíèÿì, â ðå-
çóëüòàòå îáðàçóþò íîâîå âûñêàçûâàíèå.
Íàïðèìåð: ¾íå¿, ¾èëè¿, ¾íå òîëüêî . . . , íî è . . . ¿ è äð.

• Ìîäàëüíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ê âûñêàçûâàíèÿì è èçìåíÿþò
íàøå îòíîøåíèå ê íèì.
Íàïðèìåð: ¾ïî ñâåäåíèÿì Çàïàäíî-Ñèáèðñêîãî ãèäðîìåòöåí-
òðà . . . ¿, ¾Ìàøà ñêàçàëà, ÷òî . . . ¿ è äð.

• Êâàíòîðíûå êîíñòðóêöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè
îäíîðîäíûõ (îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ ïà-
ðàìåòðîâ) âûñêàçûâàíèé ëèáî âûðàæåíèé è äàþò åäèíîå âû-
ñêàçûâàíèå ëèáî âûðàæåíèå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò óïîìÿ-
íóòûõ âûøå ïàðàìåòðîâ.
Íàïðèìåð: ¾áîëüøèíñòâî. . . ¿, ¾âñå. . . ¿, ¾íàéäåòñÿ. . . ¿ è äð.

Ïîìèìî âûñêàçûâàíèé, â åñòåñòâåííîì ÿçûêå èìååòñÿ ìíîæå-
ñòâî ïðåäëîæåíèé òàêîé æå ãðàììàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîòî-
ðûå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò èìåòü ÷åòêîé è îäíîçíà÷íîé èí-
òåðïðåòàöèè � èñòèíà ýòî èëè ëîæü. Èõ ìû íàçûâàþò êâàçè-
âûñêàçûâàíèÿìè.

• Åäèíñòâåííûìè ëîãè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè âûñêàçûâàíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ èñòèíà è ëîæü, îáîçíà÷àåìûå 1 è 0 ëèáî T è ⊥
ñîîòâåòñòâåííî (TRUE è FALSE; ÄÀ è ÍÅÒ).

• Ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ çàâèñèò ëèøü
îò ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé åãî êîìïîíåíòîâ, à íå îò åãî ñìûñëà.

7. Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðîïèñ-
íûå èëè ñòðî÷íûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: A, B, C,X , Y , p,
q, r, s, t è äð. Ñîñòàâíûå âûñêàçûâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðîñòûõ
ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê (îïåðàöèé):
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ÍÅ (îòðèöàíèå), È (êîíúþíêöèÿ), ÈËÈ (äèçúþíêöèÿ), ÑËÅÄÓ-
ÅÒ (èìïëèêàöèÿ), ÒÎÃÄÀ È ÒÎËÜÊÎ ÒÎÃÄÀ, ÊÎÃÄÀ (ýêâè-
âàëåíòíîñòü).

7.1. Ñâÿçêà ÍÅ

Óòâåðæäåíèå ¾íå À¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ A. Çíàê íàä
áóêâîé íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì. Ýòà æå ñâÿçêà èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïåðåâîäå âûðàæåíèé ¾A íåâåðíî¿, ¾A ëîæíî¿, ¾A íå ìî-
æåò áûòü¿ è ò. ï. A èñòèííî, êîãäà ëîæíî A, è ëîæíî, êîãäà
èñòèííî A.

7.2. Ñâÿçêà È

Âûñêàçûâàíèå ¾A è B¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ A ∧ B.
Ñîþçó È ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà ∧. Ñèìâîë ∧ íàçûâà-
åòñÿ êîíúþíêöèåé. Ýòà ñâÿçêà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåâîäå íà
ôîðìàëüíûé ÿçûê óòâåðæäåíèé âèäà ¾A è B¿, ¾A, íî è B òàê-
æå¿, ¾A âìåñòå ñ B¿, ¾A, íåñìîòðÿ íà B¿, ¾íå òîëüêî A, íî è
B¿, ¾êàê A, òàê è B¿, ¾A, õîòÿ è B¿ è ò. ï. Âñå îíè ïåðåâîäÿòñÿ
îäèíàêîâî: A ∧B.
Óòâåðæäåíèå A∧B èñòèííî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

èñòèííû êàê A, òàê è B, è ëîæíî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

7.3. Ñâÿçêà ÈËÈ

Âûñêàçûâàíèå ¾A èëè B¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ A∨B.
Çíàê ∨ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèåé. Ýòà æå ñâÿçêà ïðèìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåâîäå óòâåðæäåíèé: ¾A èëè B, èëè îáà âìåñòå¿, ¾ëèáî A,
ëèáî B¿, ¾A è (èëè) B¿ è ò. ï.
Óòâåðæäåíèå A ∨ B ñ÷èòàåòñÿ èñòèííûì, åñëè õîòÿ áû îäíî

èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ óòâåðæäåíèé èñòèííî, è ëîæíûì ëèøü
òîãäà, êîãäà îíè îáà ëîæíû.
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7.4. Ñâÿçêà ÑËÅÄÓÅÒ

¾Èç A ñëåäóåò B¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ: A ⇒ B.
Çíàê⇒ íàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèåé. Äðóãèìè âàðèàíòàìè ñîäåð-
æàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, òàê æå òî÷íî ïåðåâîäèìûõ, ñëóæàò:
¾A � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ B¿, ¾B � íåîáõîäèìîå óñëîâèå
äëÿ A¿, ¾A, òîëüêî åñëè B¿, ¾B, åñëè A¿, ¾â ñëó÷àå, åñëè A

âûïîëíåíî, òî B¿, ¾A åñòü B¿.

Âûñêàçûâàíèå A íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì (èëè ïîñûëêîé), B �
çàêëþ÷åíèåì (ñëåäñòâèåì).

Âûñêàçûâàíèå A ⇒ B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç
èñòèíû ñëåäóåò ëîæü.

7.5. Ñâÿçêà ÒÎÃÄÀ È ÒÎËÜÊÎ ÒÎÃÄÀ

¾A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàB¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ
A⇔ B. Çíàê⇔ íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ýòîé æå ñâÿçêè çàïèñûâàþò ïðåäëîæåíèÿ: ¾A ýêâèâàëåíòíî
B¿, ¾A � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ B¿, ¾åñëè A,
òî è B, è íàîáîðîò¿, è ò. ï.

×àñòî âñòðå÷àþùååñÿ âûðàæåíèå ¾òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà¿ áóäåì ñîêðàùàòü òòò.

A⇔ B èñòèííî òòò èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ A è B ñîâïàäàþò,
è ëîæíî òòò èõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.

7.6. Òàáëèöû èñòèííîñòè

Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé âûñêàçûâàíèé
A, A ∧B, A ∨B, A⇒ B, A⇔ B ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèìè òàáëèöàìè:
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A A

0 1

1 0

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

8. Êâàíòîðíûå êîíñòðóêöèè

Êâàíòîð � îáùåå íàçâàíèå äëÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé, îãðàíè-
÷èâàþùèõ îáëàñòü èñòèííîñòè êàêîãî-ëèáî ïðåäèêàòà è ñîçäàþ-
ùèõ âûñêàçûâàíèå.
Ñèìâîë ∀ äëÿ êâàíòîðà âñåîáùíîñòè ââåä¼í Ãåðõàðäîì Ãåíöå-

íîì1 â 1935 ãîäó ïî àíàëîãèè ñ ñèìâîëîì êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ∃, ââåä¼ííûì Äæóçåïïå Ïåàíî2 â 1897 ãîäó.

8.1. ÄËß ÂÑÅÕ

Óòâåðæäåíèå ¾äëÿ âñåõ x âåðíî A(x)¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñû-
âàåòñÿ ∀xA(x). Ñèìâîë ∀ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè

[1, 2, 7, 9, 13, 18]. Ýòà æå ñâÿçêà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïåðåâîäå óòâåð-
æäåíèé: ¾A âåðíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x¿, ¾äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x èìååò ìåñòî A(x)¿, ¾êàêîâî áû íè áûëî x, ñïðàâåäëèâî A(x)¿
è ò. ï.
Óòâåðæäåíèå ∀xA(x) èñòèííî òòò A(x) èñòèííî ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x.
Óòâåðæäåíèå ∀xA(x) ëîæíî òòò èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî êîí-

êðåòíîå çíà÷åíèå x, � òàêîå, ÷òî A(x) ëîæíî.
Çàìåòèì, ÷òî òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ñâÿçîê èñ÷èñëåíèÿ âû-

ñêàçûâàíèé ìîæíî ïðèìåíÿòü ÷èñòî ìåõàíè÷åñêè, â ÷àñòíîñòè,
âû÷èñëÿòü ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôîðìóë íà ÝÂÌ. Îïðåäåëåíèå

1Ãåðõàðä Êàðë Ýðèõ Ãåíöåí � íåìåöêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê, 24 íîÿáðÿ 1909 � 4 àâãóñòà 1945
2Äæóçåïïå Ïåàíî � 27 àâãóñòà 1858 � 20 àïðåëÿ 1932 � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê
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æå èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ôîðìóëû ∀xA(x) íå âñåãäà ñâîäèòñÿ
ê ïðîñòîìó âû÷èñëåíèþ. Íàïðèìåð, ïðè äàííûõ êîíêðåòíûõ íà-
òóðàëüíûõ x, y, z, n óòâåðæäåíèå xn+2 + yn+2 6= zn+2 ìîæíî ïðî-
âåðèòü ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì, à ïðîáëåìà, âåðíî èëè íåâåðíî íà
ìíîæåñòâå N óòâåðæäåíèå ∀x∀y ∀z ∀n(xn+2 + yn+2 6= zn+2). Ýòà
ïðîáëåìà èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà3. Íà
îáû÷íîì ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå îíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: óðàâíåíèå xn + yn = zn ïðè n > 2 íå èìååò ðåøåíèé â
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ.

8.2. ÑÓÙÅÑÒÂÓÅÒ

Óòâåðæäåíèå ¾ñóùåñòâóåò òàêîå x, ÷òî A(x)¿ çàïèñûâàåòñÿ
íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè êàê ∃xA(x). Çíàê ∃ íàçûâàåòñÿ êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ [1, 2, 7, 9, 13, 18]. Ýòà æå çàïèñü ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðè ïåðåâîäå óòâåðæäåíèé: ¾A(x) âåðíî ïðè íåêîòîðûõ x¿,
¾A(x) èíîãäà âåðíî¿, ¾åñòü òàêîå x, ïðè êîòîðîì A(x)¿, ¾ìîæíî
íàéòè òàêîå x, ïðè êîòîðîì A(x)¿ è ò. ï.
Âûñêàçûâàíèå ∃xA(x) èñòèííî, åñëè â íàøåì óíèâåðñå íàé-

äåòñÿ õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå c, ïðè êîòîðîìA(c) èñòèííî. ∃xA(x)

ëîæíî, åñëè ïðè ëþáîì çíà÷åíèè c ëîæíî A(c). Íàõîæäåíèå èñ-
òèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ∃xA(x) òàêæå ìîæåò ñîñòàâëÿòü ïðîáëå-
ìó. Íàïðèìåð, íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì,
åñëè ñóììà åãî äåëèòåëåé (èñêëþ÷àÿ ñàìî n) ðàâíà n. Íàïðèìåð:
6 � ñîâåðøåííîå ÷èñëî, ò. ê. 6 = 1 + 2 + 3; 28 òàêæå ñîâåðøåííîå
÷èñëî, ò. ê. 28 = 1+2+4+7+14. ßñíî, ÷òî ïðè äàííîì n ïðîâåðêà
óñëîâèÿ ¾n � ñîâåðøåííîå ÷èñëî¿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì
ïðîöåññîì; åå ìîæíî ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó. Íî ïðîáëåìà ¾ñóùå-
ñòâóåò ëè íå÷åòíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî?¿ ñòîèò óæå áîëåå 2000
ëåò, è ïîêà íåò ñïîñîáà åå ðåøåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ∃xA(x) íå îòðèöàåò òîãî, ÷òî ∀xA(x).

3Â îáùåì âèäå òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ïüåðîì Ôåðìà â 1637 ãîäó íà ïîëÿõ ¾Àðèôìåòèêè¿
Äèîôàíòà. Äîêàçàíà â 1994 ãîäó Ýíäðþ Óàéëñîì ñ êîëëåãàìè (äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî â 1995 ãîäó).
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Â æèçíè æå îáû÷íî ñëîâîì ¾íåêîòîðûå¿ ïîä÷åðêèâàþò ñìûñë
¾íå âñå¿. Èòàê, êâàíòîðû ∀ è ∃ âñåãäà óïîòðåáëÿþòñÿ âìåñòå ñ
ïåðåìåííîé x è çàñòàâëÿþò åå ¾ïðîáåãàòü¿ âåñü óíèâåðñ.

Ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ

Êîíúþíêöèÿ A ∧B A&B A ·B AandB

Äèçúþíêöèÿ A ∨B A+B Aor B

Èìïëèêàöèÿ A⇒ B A ⊃ B A→ B A impl B

Ýêâèâàëåíòíîñòü A⇔ B A ≡ B A↔ B A = B A ∼ B Aeq B

Îòðèöàíèå A −A ¬A ∼ A notA

Âñåîáùíîñòü ∀xA(x) (x)A ΠxA ∧xA (Ax)A

Ñóùåñòâîâàíèå ∃xA(x) (Ex)A ΣxA ∨xA (Ex)A

9. Ïðåäèêàòû è ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû

Ïóñòü èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ).
×òîáû îáðàçîâàòü âûñêàçûâàíèå èç ïðåäìåòîâ, íóæíî ñîåäèíèòü
èõ îòíîøåíèåì; n-ìåñòíîå îòíîøåíèå � ýòî îïåðàöèÿ, ñîïî-
ñòàâëÿþùàÿ n ïðåäìåòàì âûñêàçûâàíèå.
Â ëîãèêå äëÿ åäèíîîáðàçèÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàïèñüþ

P (t1, t2, . . . , tn), ÷òîáû îáîçíà÷èòü âûñêàçûâàíèå, îáðàçîâàííîå
ïðèìåíåíèåì n-ìåñòíîãî îòíîøåíèÿ ê ïðåäìåòàì t1, t2, . . . , tn.
Ñèìâîë P , îáîçíà÷àþùèé îòíîøåíèå, íàçûâàåòñÿ ïðåäèêàòîì

[1, 2, 6, 7, 9, 11]. ¾Ïðåäèêàò¿ è ¾îòíîøåíèå¿ ñîîòíîñÿòñÿ êàê èìÿ
è ïðåäìåò, èì îáîçíà÷àåìûé. Íî â ìàòåìàòèêå ýòè äâà ïîíÿòèÿ
óïîòðåáëÿþòñÿ ÷àñòî êàê ñèíîíèìû.
Ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû èìåþò âèä: P (t1, t2, . . . , tn), ãäå P �

n-ìåñòíûé ïðåäèêàò, t1, t2, . . . , tn � òåðìû (àðãóìåíòû). Â îáû÷-
íîé ìàòåìàòèêå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ôîð-
ìóëàìè. Ñëîæíûå ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ. Çàäàâàÿ
ÿçûê êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëÿþò èìåííî ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû è èõ ñìûñë. Äëÿ òîãî
÷òîáû çàäàòü ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
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ïðåäèêàòû è òåðìû. À ÷òîáû çàäàòü òåðìû, íóæíî îïðåäåëèòü
ñîðòà îáúåêòîâ, êîíñòàíòû è îïåðàöèè. Â ñîâîêóïíîñòè ïðåäèêà-
òû, ñîðòà, êîíñòàíòû, îïåðàöèè ñîñòàâëÿþò ñëîâàðü (ñèãíàòóðó)
òåîðèè êàê ñïîñîá çàïèñè âûñêàçûâàíèé.
Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ � íîâàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ

ðàçâèòèåì ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ïðåäèêàò � ýòî òî, ÷òî âûñêà-
çûâàåòñÿ (óòâåðæäàåòñÿ èëè îòðèöàåòñÿ) â ñóæäåíèè îá îáúåêòå,
ïðåäìåòå.
Ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû. Âûðàæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çà-

ïèñûâàþòñÿ âûñêàçûâàíèÿ â ôîðìàëüíîì ÿçûêå, íàçûâàþòñÿ ëî-
ãè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, èëè ïðîñòî ôîðìóëàìè. Îáû÷íûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ëîãè÷åñêèõ
(òàê íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû).
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäèêàòû (îòíîøåíèÿ) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè, ñîïîñòàâëÿþùèå ñâîèì àðãóìåíòàì
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ò. å. ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå âñåãî äâà
çíà÷åíèÿ: èñòèíà è ëîæü.
Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëåííàÿ ïðåäèêàòó ¾<¿, ¾ïåðåðàáàòûâàåò¿

ïàðó ÷èñåë x, y â 1, åñëè x < y, è â 0, åñëè x ≥ y. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

• Êàê òîëüêî áóäåò çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ è çàôèêñèðîâàíû
çíà÷åíèÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëå ïå-
ðåìåííûõ, ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì è ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå ýëå-
ìåíòàðíîé ôîðìóëû.

Ïðåäèêàò íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
êîðòåæè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ îáðàùàþò ïðåäèêàò â èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå.
Åñëè ïðåäèêàò ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ êîíêðåòíûõ ýëåìåí-

òîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ îáðàùàåòñÿ â èñòèííîå âû-
ñêàçûâàíèå, òî îí íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì.
Åñëè ïðåäèêàò ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ êîíêðåòíûõ ýëåìåí-

òîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ îáðàùàåòñÿ â ëîæíîå âûñêà-
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çûâàíèå, òî îí íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì.
Ê ïðåäèêàòàì, îïðåäåëåííûì íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå,

ìîæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè àëãåáðû âûñêàçûâàíèé: êîíúþíê-
öèþ, äèçúþíêöèþ, èìïëèêàöèþ, ýêâèâàëåíòíîñòü, îòðèöàíèå �
è ïîëó÷àòü íîâûå ïðåäèêàòû.
Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, çíàêîâ îïåðàöèé è ñêî-

áîê, âûðàæàþùóþ ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó âûñêàçûâàíèÿ, íàçû-
âàþò ôîðìóëîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Äàäèì ñòðîãîå îïðå-
äåëåíèå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

1. Ñèìâîëû ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò 1 è 0 ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

2. Êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿA,B, C,D,. . . ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé.

3. Åñëè A è B � ôîðìóëû, òî A, A ∧ B, A ∨ B, A ⇒ B,
A⇔ B � ôîðìóëû.

4. Äðóãèõ ôîðìóë â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé íåò.

Ôîðìóëû, óêàçàííûå â ïóíêòàõ 1 è 2, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè ôîðìóëàìè. Ñêîáêè â ôîðìóëå óêàçûâàþò ïîðÿäîê âû-
ïîëíåíèÿ îïåðàöèé (êàê â àëãåáðå). Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà
ñêîáîê è ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïðèíÿò ñëåäóþùèé ïîðÿäîê âûïîë-
íåíèÿ îïåðàöèé: 1) îòðèöàíèå; 2) êîíúþíêöèÿ; 3) äèçúþíêöèÿ;
4) èìïëèêàöèÿ; 5) ýêâèâàëåíòíîñòü.
Êàæäàÿ ôîðìóëà çàäàåò ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ � ôóíêöèþ îò

ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ñàìà ìîæåò ïðèíèìàòü òîëü-
êî äâà ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ. Ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè ìîãóò áûòü
çàäàíû òàáëè÷íûì ñïîñîáîì èëè àíàëèòè÷åñêè � â âèäå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôîðìóë.
Åñëè ôîðìóëà íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ è ïåðåìåííûõ, òî åå

çíà÷åíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì çíà÷åíèé
ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë, èç êîòîðûõ îíà ïîñòðîåíà. Åñëè òàêèõ
ñòðîèòåëüíûõ áëîêîâ n, òî äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü 2n èõ çíà÷å-
íèé, ÷òîáû âûÿñíèòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ôîðìóëû

51



ÍÃÒÓ 9 Ïðåäèêàòû è ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû

îò çíà÷åíèé åå êîìïîíåíòîâ. Ñèñòåìàòè÷åñêèé ïåðåáîð âñåõ âà-
ðèàíòîâ çíà÷åíèé ýëåìåíòàðíûõ áëîêîâ è âû÷èñëåíèå äëÿ íèõ
çíà÷åíèé ôîðìóëû è äàåò òàáëèöó èñòèííîñòè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîð-

ìóëû (A⇒ B ∨ C)⇒ (A⇒ B).

A B C B ∨ C A⇒ B ∨ C A⇒ B Ôîðìóëà
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Çäåñü òðè ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ: A, B, C, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååòñÿ 23 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èõ çíà÷åíèé, ðàçìåùåííûõ â
òð¼õ ïåðâûõ ñòîëáöàõ. Îñòàëüíûå ñòîëáöû çàïîëíÿþòñÿ ñîãëàñ-
íî òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûñêàçûâàíèé.
Ïåðåáðàâ âîñåìü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ìû îòûñ-

êàëè òî åäèíñòâåííîå, ïðè êîòîðîì ôîðìóëà ëîæíà. Åñëè áû
òàêîâîãî íå îêàçàëîñü, òî ôîðìóëà ìîãëà áû ñ÷èòàòüñÿ ëîãè÷å-
ñêè èñòèííîé è ïðèìåíÿòüñÿ íåâçèðàÿ íà èíòåðïðåòàöèþ, à â
îáû÷íîé ìàòåìàòèêå âîîáùå áåçóñëîâíî. Ïîýòîìó â ëîãèêå èíòå-
ðåñíû ôîðìóëû, òîæäåñòâåííî èñòèííûå ïðè ëþáîé èíòåðïðå-
òàöèè, èì äàëè íàçâàíèå òàâòîëîãèè. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè òàâ-
òîëîãèé çàíèìàþò ýêâèâàëåíòíîñòè � òàâòîëîãèè âèäà A ⇔ B.
Óñòàíîâëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äàåò âîçìîæíîñòü ïîâñþäó çà-
ìåíÿòü âûðàæåíèÿ A è B äðóã íà äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 32. Çàìêíóòûå ôîðìóëû, íå ñîäåðæàùèå êâàí-

òîðîâ, íàçûâàþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè. Ïîäúÿçûê ëîãè-
êè ïðåäèêàòîâ, ñîñòîÿùèé èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë, íà-
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çûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûì ÿçûêîì èëè ÿçûêîì ëîãèêè âû-

ñêàçûâàíèé.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ôîðìóëà (A ⇒ B ∨ C) ⇒ (A ⇒ B)

ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé.
Îöåíèâàíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû � ýòî íàõîæäåíèå

ôóíêöèè, ñòàâÿùåé â ñîîòâåòñòâèå âñåì åå ðàçëè÷íûì ýëåìåí-
òàðíûì ïîäôîðìóëàì èñòèíó ëèáî ëîæü. Òàáëèöà èñòèííî-
ñòè � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âîçìîæíîìó
îöåíèâàíèþ çíà÷åíèå ôîðìóëû ïðè ýòîì îöåíèâàíèè. Ïîñêîëüêó
ýëåìåíòàðíûõ ïîäôîðìóë ó ôîðìóëû êîíå÷íîå ÷èñëî è êàæäàÿ
èç íèõ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ, òî ñîñòàâëåíèå òàá-
ëèöû èñòèííîñòè � êîíå÷íàÿ ïðîöåäóðà (ñì. ïðèìåð, ðàññìîò-
ðåííûé âûøå).
Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åå òàáëèöà èñòèííîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé,
òîæäåñòâåííî ðàâíîé èñòèíå, ò. å. 1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå-
÷èåì, åñëè òàáëèöà òîæäåñòâåííî ðàâíà ëæè, ò. å. 0.
Òàâòîëîãèè è ïðîòèâîðå÷èÿ âàæíû äëÿ ëîãèêè, ïîòîìó ÷òî

îíè íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ôîðìàëèçàöèè ïðåäìåòíîé îáëà-
ñòè. Äàëåå, ïðèìåíåíèå òàâòîëîãèé äàåò îáùèå ñðåäñòâà âûâîäà
ñëåäñòâèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë.

10. Àëãåáðà ëîãèêè

Àëãåáðà ëîãèêè êàê ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè èçó÷àåò
ñòðîåíèå ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ âûñêàçûâàíèé (ëîãè÷åñêèõ ôîð-
ìóë) è ñïîñîáû óñòàíîâëåíèÿ èõ èñòèííîñòè ñ ïîìîùüþ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ [1�3, 5�7, 10, 11, 13]. Îñíîâíûå îáúåêòû, èçó-
÷àåìûå â ýòîì ðàçäåëå, � ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè, ñîñòîÿùèå
èç áóêâ, çíàêîâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñêîáîê.
Àëãåáðà ëîãèêè � àëãåáðà, îáðàçîâàííàÿ ìíîæåñòâîì

B = {0, 1} âìåñòå ñî âñåìè âîçìîæíûìè îïåðàöèÿìè íà íåì. Â

53



ÍÃÒÓ 10 Àëãåáðà ëîãèêè

ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, êàê è â àëãåáðå, îïåðàöèè ïîä÷èíÿþò-
ñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíàì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî óïðîùàòü
ñîñòàâíûå âûñêàçûâàíèÿ. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû .

1. Èäåìïîòåíòíîñòü äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè: x ∨ x ⇔ x,
x ∧ x⇔ x.

2. Êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè: x∨y ⇔ y∨x,
x ∧ y ⇔ y ∧ x.

3. Àññîöèàòèâíîñòü äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè: x ∨ (y ∨ z)⇔
⇔ (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z)⇔ (x ∧ y) ∧ z.

4. Äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðàöèé äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà: x ∨ (y ∧ z) ⇔ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),
x ∧ (y ∨ z)⇔ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

5. Äâîéíîå îòðèöàíèå: x⇔ x.

6. Çàêîíû äå Ìîðãàíà4: x ∨ y ⇔ x ∧ y, x ∧ y ⇔ x ∨ y.

7. Ñêëåèâàíèå: (x ∨ y) ∧ (x ∨ y)⇔ x, (x ∧ y) ∨ (x ∧ y)⇔ x.

8. Ïîãëîùåíèå: x ∨ (x ∧ y)⇔ x, x ∧ (x ∨ y)⇔ x.

9. Äåéñòâèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè 0 è 1: x ∨ 0 ⇔ x,
x ∧ 0⇔ 0, x ∨ 1⇔ 1, x ∧ 1⇔ x, x ∧ x⇔ 0, 1⇔ 0, 0⇔ 1.

10. Çàêîí èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî: x ∨ x⇔ 1.

11. Òîæäåñòâî: x⇔ x.

12. Îòðèöàíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: x ∧ x⇔ 1.

13. Êîíòðàïîçèöèÿ: (x⇒ y)⇔ (y ⇒ x).

14. Öåïíîå çàêëþ÷åíèå: ((x⇒ y) ∧ (y ⇒ z))⇒ (x⇒ z).

15. Ïðîòèâîïîëîæíîñòü: (y ⇒ x)⇔ (x⇒ y).
4Îãàñòåñ (Àâãóñò) äå Ìîðãàí (àíãë. Augustus de Morgan, 27 èþíÿ 1806, Ìàäóðàé, Èíäèÿ � 8 ìàðòà

1871, Ëîíäîí) � øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê, ïðîôåññîð ìàòåìàòèêè â Óíèâåðñèòåòñêîì êîëëåäæå
Ëîíäîíà

54



10 Àëãåáðà ëîãèêè ÍÃÒÓ

16. Ìîäóñ ïîíåíñ (modus ponens � ïðàâèëî âûâîäà ):
(x ∧ (x⇒ y))⇒ y ⇔ 1.

Âñå âûøåîïèñàííûå çàêîíû ïðîâåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö
èñòèííîñòè. Ïðè èññëåäîâàíèè âûñêàçûâàíèé íà ýêâèâàëåíòíîñòü
(ðàâíîñèëüíîñòü) ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó ⇔ ìîæíî çàìåíÿòü îáû÷-
íûì çíàêîì ðàâåíñòâà =.
Íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ñ êâàíòîðàìè.

1. Çàêîíû äå Ìîðãàíà:
∀x ∈M, P (x)⇔ ∃x ∈M, P (x);
∃x ∈M, P (x)⇔ ∀x ∈M, P (x).

Êâàíòîð âñåîáùíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì àíàëîãîì êîíú-
þíêöèè, à êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ � îáîáù¼ííûì àíàëîãîì äèçú-
þíêöèè íà ëþáîå (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü P (x) � ïðåäëîæåíèå ñ ïåðåìåííîé x, îïðå-
äåëåííîå íà ìíîæåñòâå M = {a1, . . . , an}. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ:

2. ∀x ∈M, P (x)⇔ P (a1) ∧ P (a2) ∧ . . . ∧ P (an);
∃x ∈M, P (x)⇔ P (a1) ∨ P (a2) ∨ . . . ∨ P (an).

Ëþáóþ ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ f (x1, x2, . . . , xn) ìîæíî çàäàòü
òàáëèöåé èñòèííîñòè, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé âûïèñàíû âñå âîç-
ìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé åå àðãóìåíòîâ x1, x2, . . . , xn, a ïðàâàÿ
÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýòèì íàáîðàì. Íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòî-
ðîì ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå f = 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì
íàáîðîì ôóíêöèè f ; ìíîæåñòâî âñåõ åäèíè÷íûõ íàáîðîâ � åäè-
íè÷íûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f . Àíàëîãè÷íî: íàáîð çíà÷åíèé,
íà êîòîðîì f = 0, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì íàáîðîì ôóíêöèè f , à
ìíîæåñòâî íóëåâûõ íàáîðîâ � íóëåâûì ìíîæåñòâîì.
×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷àþùèõñÿ íàáîðîâ çíà÷åíèé n

ïåðåìåííûõ ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè f (x1, x2, . . . , xn) ðàâíî 2n (÷èñ-
ëó âñåõ âîçìîæíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n). ×èñëî âñåõ
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ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ ðàâíî ÷èñëó âîçìîæíûõ ðàñ-
ñòàíîâîê íóëåé è åäèíèö â ñòîëáöå ñ 2n ñòðîêàìè, ò. å. ðàâíî

A
2n

2 = 22n.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé (n = 1), òàê íàçûâàåìûõ óíàðíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.
×èñëî òàêèõ ôóíêöèé: 221 = 22 = 4. Äàëåå â òàáëèöå: â ïåðâîì
ñòîëáöå � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x, â íèæíåé ñòðîêå � îáîçíà÷å-
íèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ êàæäîé èç 4-õ ôóíêöèé:

x f0 f1 f2 f3

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

0 x x 1

Ôóíêöèè f0 è f3 � êîíñòàíòû 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷åíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé x; â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâî-
ðÿò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåí-
íîé (ôèêòèâíîé); ôóíêöèè f1(x) = x � ïîâòîðåíèå ïåðåìåííîé,
f2(x) = x � îòðèöàíèå ïåðåìåííîé.

×èñëî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ � áèíàð-
íûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé � ðàâíî 222 = 24 = 16, èç êîòîðûõ
øåñòü èìåþò ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Â íèæíåé äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçàíû îáîçíà÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé,
îñóùåñòâëÿåìûõ ýòèìè ôóíêöèÿìè:

x1 x2 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 x1 ∧ x2 x1 ⇒ x2 x1 x2 ⇒ x1 x2 x1 ⊕ x2 x1 ∨ x2
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x1 x2 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

x1 ↓ x2 x1 ⇔ x2 x2 x2 ⇒ x1 x1 x1 ⇒ x2 x1|x2 1

Ñðåäè ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé èìåþòñÿ ðàíåå íå îïðåäåëåííûå
ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè (ñâÿçêè): f6 = x1 ⊕ x2 � ñëîæåíèå ïî ìî-
äóëþ 2 (èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ); f8 = x1 ↓ x2 = x1 ∨ x2 � ñòðåëêà
Ïèðñà; f14 = x1|x2 = x1 ∧ x2 � øòðèõ Øåôôåðà.
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà íàðÿäó ñ òàáëèöåé ñëóæèò ñïîñîáîì

çàäàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè. Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëà îïè-
ñûâàåò ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ êàê ñóïåðïîçèöèþ äðóãèõ, áîëåå
ïðîñòûõ, ôóíêöèé.
Ýêâèâàëåíòíûìè, èëè ðàâíîñèëüíûìè, íàçûâàþòñÿ ôîðìó-

ëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îäíó è òó æå ôóíêöèþ (ýêâèâàëåíòíîñòü
ôîðìóë â àëãåáðå ëîãèêè îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì =).
Ñòàíäàðòíûé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ôîð-

ìóë:

1) äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà èñòèííîñòè;

2) ïîëó÷åííûå òàáëèöû ñðàâíèâàþòñÿ ïî êàæäîìó íàáîðó çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ (ñòàíäàðòíûé ìåòîä òðåáóåò 2 · 2n âû÷èñ-
ëåíèé).

Îäíà è òà æå ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìó-
ëàìè, âêëþ÷àþùèìè ðàçëè÷íûå íàáîðû ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Íàïðèìåð:

x1 | x2 = x1 ∧ x2 = x1 ∨ x2.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíåéøèå àëãîðèòìû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ôîðìóë � ôîðìóëèðîâêè îòðèöàíèé è ïîñòðîåíèÿ äâîé-
ñòâåííûõ ôóíêöèé.
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Àëãîðèòì ôîðìóëèðîâêè îòðèöàíèé. Ïîä ôîðìóëèðîâ-
êîé îòðèöàíèé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ôîðìóëû A òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ ïðèìå-
íÿëàñü ëèøü ê ýëåìåíòàðíûì ôîðìóëàì. Ðàññìîòðåííûå çàêîíû
(ñòð. 54) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Åñëè ìû ïðèøëè ê ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëå, îñòàâëÿåì ïåðåä
íåé îòðèöàíèå è çàêàí÷èâàåì ðàáîòó.

2. Åñëè A åñòü B ∨ C, çàìåíÿåì ∨ íà ∧ è ôîðìóëèðóåì îòðè-
öàíèÿ B, C.

3. Åñëè A åñòü B ∧ C èëè B ⇒ C, çàìåíÿåì ∧ ëèáî ⇒ äðóã
íà äðóãà, ôîðìóëèðóåì îòðèöàíèå çàêëþ÷åíèÿ C, îñòàâëÿÿ
ïîñûëêó B áåç èçìåíåíèÿ.

4. Åñëè A åñòü B, îòáðàñûâàåì îáà îòðèöàíèÿ è îñòàâëÿåì B

áåç èçìåíåíèÿ.

5. Åñëè A åñòü ∀xB èëè ∃xB, òî çàìåíÿåì êâàíòîðû äðóã íà
äðóãà è ôîðìóëèðóåì îòðèöàíèå B.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôîð-
ìóëû

A⇒ (B ∨ C) = A ∧ (B ∨ C) = A ∧B ∧ C.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë.
Ôîðìóëèðîâêà îòðèöàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå øàãîì ïðîâåðêè ïå-

ðåâîäîâ íà ôîðìàëüíûé ÿçûê è âûáîðà èç íèõ áîëåå ïðèåìëå-
ìîãî.
Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé. Äâîéñòâåí-

íîñòü � ýòî òåðìèí ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ïðèìåíÿåìûé â ñëó-
÷àå òàêèõ ïàð ïîíÿòèé, êàê êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ, êâàíòîð
îáùíîñòè è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ �
ýòî ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé ïóò¼ì çàìåíû â íåé âñåõ
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ïåðåìåííûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Çàêîí äâîéñòâåííîñòè ãëàñèò:
åñëè ôîðìóëû A è B ðàâíîñèëüíû, òî è äâîéñòâåííûå èì ôîð-
ìóëû A∗ è B∗ òàêæå ðàâíîñèëüíû. Â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêà-
çûâàíèé ýòîò çàêîí íàçâàí ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 33. Ôóíêöèÿ g(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ äâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè f (x1, x2, . . . , xn), åñëè g(x1, x2, . . . , xn) =

= f (x1, x2, . . . , xn), è îáîçíà÷àåòñÿ f ∗.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè:

(x ∧ y)∗ = (x ∧ y) = x ∨ y.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåí-
íîé ôóíêöèè f , ðàâíà ñàìîé ôóíêöèè f .
Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ òàáëèöåé äâîéñòâåííîé ôóíê-

öèè. Çàìåíà íàáîðà (x1, x2, . . . , xn) íà (x1, x2, . . . , xn) ñîîòâåò-
ñòâóåò ¾ïåðåâîðà÷èâàíèþ¿ òàáëèöû èñòèííîñòè. Äåéñòâèòåëü-
íî, íàáîðû (x1, x2, . . . , xn) è (x1, x2, . . . , xn) ðàñïîëîæåíû ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû òàáëèöû. Òåïåðü îñòà¼òñÿ ïðèìå-
íèòü îïåðàöèþ îòðèöàíèÿ ê ðåçóëüòàòó ôóíêöèè, ò. å. ïîìåíÿòü
0 íà 1 è 1 íà 0. Âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè, äâîéñòâåííîé ê èñõîä-
íîé, ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà èñõîäíîé ôóíêöèè ïåðåâîðà÷èâàíèåì
è çàìåíîé 0 íà 1, 1 íà 0.
Ôóíêöèè x∧y è x∨y, çàäàâàåìûå âåêòîðàìè çíà÷åíèé (0, 0, 0, 1)

è (0, 1, 1, 1), äâîéñòâåííû äðóã ê äðóãó. Òàêæå äâîéñòâåííûìè
ÿâëÿþòñÿ x ⊕ y è x ⇔ y, çàäàâàåìûå âåêòîðàìè (0, 1, 1, 0) è
(1, 0, 0, 1). Êàæäàÿ èç ôóíêöèé x è x (âåêòîðû (0, 1) è (1, 0) ñîîò-
âåòñòâåííî) äâîéñòâåííà ñàìà ñåáå. Åñëè â ëîãè÷åñêîì òîæäåñòâå
çàìåíèòü êàæäóþ ôóíêöèþ íà äâîéñòâåííóþ åé, ñíîâà ïîëó÷èò-
ñÿ âåðíîå òîæäåñòâî.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé çàêîí äâîéñòâåííîñòè: åñëè ôîðìóëû

A è B ðàâíîñèëüíû, òî ðàâíîñèëüíû è äâîéñòâåííûå èì ôîðìó-
ëû, ò. å. A∗ è B∗.
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Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûå ñèñòåìû. Ñóùåñòâóþò íàáîðû ëî-
ãè÷åñêèõ ôóíêöèé (îïåðàöèé), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî âû-
ðàçèòü ëþáûå äðóãèå ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàêèå íàáîðû íà-
çûâàþò ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûìè ñèñòåìàìè, èëè áàçèñà-
ìè. Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäå-
ëåííûì íàáîðîì ñâîéñòâ ñîñòàâëÿþùèõ èõ ôóíêöèé.
Ñèñòåìó S ôóíêöèé f1, f2, . . . , fm àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàþò

ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, åñëè ëþáóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè
ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè íåêîòîðîãî íàáîðà ëî-
ãè÷åñêèõ ôóíêöèé f1, f2, . . . , fm.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè S � ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà, òî

äîáàâëåíèå ëþáîãî ÷èñëà ôóíêöèé íå èçìåíèò ñòàòóñà ñèñòå-
ìû êàê ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé. Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå P2, åñëè óäàëåíèå
õîòÿ áû îäíîé èç ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â íå¼, ïðåâðàùàåò ýòó ñè-
ñòåìó â ôóíêöèîíàëüíî íåïîëíóþ.

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå). Äëÿ
ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f (p1, . . . , pn) íàéäåòñÿ ôîðìóëà ëîãèêè

âûñêàçûâàíèé ϕ(p1, . . . , pn) òàêàÿ, ÷òî f (α1, . . . , αn) =

= ϕ(α1, . . . , αn) ïðè âñåõ αi ∈ {0, 1}.

Íàèáîëåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ áàçèñ {∧,∨,− }.
Ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå êðîìå ïåðåìåííûõ (è ñêîáîê) òîëüêî

çíàêè ôóíêöèé êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ {∧,∨,− }
(È, ÈËÈ, ÍÅ), íàçûâàþòñÿ áóëåâûìè. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Âñÿêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà áóëåâîé ôîðìóëîé, ò. å. êàê ñóïåðïîçèöèÿ äèçúþíêöèè,

êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé (îïå-
ðàöèé) Σ = {∧,∨,− } ôóíêöèîíàëüíî ïîëíà.

60



11 Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë ÍÃÒÓ

Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì ñâîéñòâ ôóíêöèé íàáîðà äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà åãî ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
÷åðåç ôóíêöèè íàáîðà ìîæíî âûðàçèòü äèçúþíêöèþ, êîíúþíê-
öèþ è îòðèöàíèå.
Àëãåáðà (P2;∧,∨,− ), îñíîâíûì ìíîæåñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé P2, à îïåðàöèÿìè � êîíú-
þíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ è îòðèöàíèå, íàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåá-
ðîé ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îïåðàöèè è ôîðìóëû áóëåâîé àë-
ãåáðû ÷àñòî íàçûâàþò áóëåâûìè.

11. Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë

Ôîðìóëó íàçûâàþò ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé, åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, âçÿ-
òûõ ñ îòðèöàíèåì èëè áåç îòðèöàíèÿ. Îäíó ïåðåìåííóþ èëè å¼
îòðèöàíèå ñ÷èòàþò îäíî÷ëåííîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé.
Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé (ÄÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé íåïîâòîðÿþùèõñÿ
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. ÄÍÔ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
A1 ∨A2 ∨ . . . ∨An, ãäå êàæäîå Ai � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ.
Ïðèìåðû ÄÍÔ: x2 ∨ (x1 ∧ x3); x2 ∨ (x2 ∧ x1) ∨ x1.
Ôîðìóëà A îò k ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÄÍÔ), åñëè:
1) A ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ, â êîòîðîé êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíê-

öèÿ Ai åñòü êîíúþíêöèÿ k ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk, ïðè÷åì
íà i-ì ìåñòå ýòîé êîíúþíêöèè ñòîèò ëèáî ïåðåìåííàÿ xi, ëè-
áî å¼ îòðèöàíèå;

2) âñå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè Ai â òàêîé ÄÍÔ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà A = x1 ∧ x2 ∨ x1 ∧ x2 åñòü ÑÄÍÔ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëû B = x1 ∨ x2 ∧ x3 è C = x1 ∧ x2 ∨ x2 ∧ x2

íå ÿâëÿþòñÿ ÑÄÍÔ. Ôîðìóëà B çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ,
íî êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèÿõ x1 è
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x2∧x3 ìåíüøå òðåõ. Â ôîðìóëå C ïåðåìåííàÿ x2 äâàæäû âõîäèò
â îäíó è òó æå ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ.
Ôîðìóëó íàçûâàþò ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, âçÿ-
òûõ ñ îòðèöàíèåì èëè áåç îòðèöàíèÿ. Îäíó ïåðåìåííóþ èëè å¼
îòðèöàíèå ñ÷èòàþò îäíî÷ëåííîé ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.
Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé (ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé íåïîâòîðÿþùèõñÿ
ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé. ÊÍÔ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An, ãäå êàæäîå Ai � ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ.
Ïðèìåðû ÊÍÔ: x2, x2, x1∨x2, (x2∨x1)∧x3, (x1∨x2)∧(x1∨x3).
ÔîðìóëàA îò k ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé êîíú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÊÍÔ), åñëè:
1) A ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ, â êîòîðîé êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíê-

öèÿ Ai åñòü äèçúþíêöèÿ k ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk, ïðè÷åì
íà i-ì ìåñòå ýòîé äèçúþíêöèè ñòîèò ëèáî ïåðåìåííàÿ xi, ëè-
áî å¼ îòðèöàíèå;

2) âñå ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè Ai â òàêîé ÊÍÔ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà A = (x1∨x2)∧(x1∨x2) åñòü ÑÊÍÔ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà B = (x1∨x1)∧(x2∨x3) íå ÿâëÿåòñÿ ÑÊÍÔ,
ïîñêîëüêó â ïåðâóþ äèçúþíêöèþ x1 âõîäèò äâàæäû, êðîìå òîãî,
ôóíêöèÿ çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé
äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ òîëüêî äâå.
Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ, íå ðàâíóþ òîæäåñòâåííî 0 èëè 1,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÑÄÍÔ èëè ÑÊÍÔ. Ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, íå

ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ

äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, âûðàæàþùàÿ ôóíêöèþ f .

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ÑÄÍÔ åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïå-
ðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ èëè êîíúþíêöèé).
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü f � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, íå

ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî åäèíèöå. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, âûðàæà-

þùàÿ ôóíêöèþ f .

Íà îñíîâàíèè ýòèõ óòâåðæäåíèé ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû ïðè-
âåäåíèÿ ÄÍÔ ê ÑÄÍÔ è ÊÍÔ ê ÑÊÍÔ, è íàîáîðîò.
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ÄÍÔ ê ÑÄÍÔ. Åñëè â êàêîé-

ëèáî ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ïåðåìåííûõ ìåíüøå, òî â íåïîë-
íóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëü-
íûé ìíîæèòåëü, âêëþ÷àþùèé äèçúþíêöèþ îòñóòñòâóþùåé ïå-
ðåìåííîé è å¼ îòðèöàíèå. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê
ñîãëàñíî çàêîíó èíâåðñèè x ∨ x = 1, à 1 ∧ x = x.
Äàëåå äëÿ óäîáñòâà îïåðàöèþ êîíúþíêöèè ∧ áóäåì îáîçíà-

÷àòü òî÷êîé. Íàïðèìåð, â ÄÍÔ x1 ∨ x1 · x2 · x3 â ïåðâîé ýëåìåí-
òàðíîé êîíúþíêöèè íåîáõîäèìî èìåòü x2 è x3 èëè èõ îòðèöàíèå.
Äëÿ ýòîãî äâàæäû óìíîæèì x1 íà 1, ÷òîáû çàòåì ýòè åäèíèöû
çàìåíèòü äèçúþíêöèÿìè x2 ∨ x2 è x3 ∨ x3 ñîîòâåòñòâåííî:

F (x1, x2, x3) = x1 ∨ x1 · x2 · x3 = x1 · 1 · 1 ∨ x1 · x2 · x3 =

= x1 · (x2 ∨ x2) · (x3 ∨ x3) ∨ x1 · x2 · x3 =

= (x1 · x2 ∨ x1 · x2) · (x3 ∨ x3) ∨ x1 · x2 · x3 =

= x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 =

= x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3.

Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.

11.1. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè

1. Â òàáëèöå èñòèííîñòè ôóíêöèè îòìå÷àåì íàáîðû ïåðåìåí-
íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ 1 (åäèíè÷íûå íàáîðû ïåðå-

ìåííûõ ).

2. Çàïèñûâàåì äëÿ êàæäîãî îòìå÷åííîãî íàáîðà êîíúþíêöèþ
âñåõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè çíà÷åíèå íåêî-
òîðîé ïåðåìåííîé â ýòîì íàáîðå ðàâíî 1, òî â êîíúþíêöèþ
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âêëþ÷àåì ñàìó ïåðåìåííóþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � å¼ îòðè-
öàíèå.

3. Âñå ïîëó÷åííûå êîíúþíêöèè ñâÿçûâàåì îïåðàöèÿìè äèçú-
þíêöèè.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèì ÑÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè,

f (x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)⇒ (x1 ∧ x3).

x1 x2 x3 x1 x1 ∨ x2 x1 ∧ x3 f (x1, x2, x3)

0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 1 1

1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1

ÑÄÍÔ èìååò âèä: x1 ·x2 ·x3∨x1 ·x2 ·x3∨x1 ·x2 ·x3 = f (x1, x2, x3).

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ÊÍÔ ê ÑÊÍÔ: åñëè â êàêîé-ëèáî ýëå-
ìåíòàðíîé äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ ìåíüøå, òî íåïîëíóþ ýëå-
ìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ äîïîëíèì ëîãè÷åñêèì íóëåì, êîòîðûé
â ñëåäóþùåì øàãå çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ íåäîñòàþùåé ïå-
ðåìåííîé è å¼ îòðèöàíèÿ: x ∧ x = 0.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x1, x2, x3) = (x1 ∨ x3) · (x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3).

Ýòî ÊÍÔ � â ïåðâûõ ñêîáêàõ íåò x2, à âî âòîðûõ x1. Â ðåçóëü-
òàòå èìååì:

F (x1, x2, x3) = (x1 ∨ 0 ∨ x3) · (0 ∨ x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) =

= (x1 ∨ x2 · x2 ∨ x3) · (x1 · x1 ∨ x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) =
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= ((x1∨x2) ·(x1∨x2)∨x3) ·((x1∨x2) ·(x1∨x2)∨x3) ·(x1∨x2∨x3) =

= (x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3).

Ïîëó÷åííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñî-
âåðøåííîé.

11.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÊÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè

1. Â òàáëèöå èñòèííîñòè ôóíêöèè îòìå÷àåì âñå íàáîðû ïåðå-
ìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ 0 (íóëåâûå íàáîðû ïå-

ðåìåííûõ ).

2. Çàïèñûâàåì äëÿ êàæäîãî îòìå÷åííîãî íàáîðà äèçúþíêöèþ
âñåõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè çíà÷åíèå íåêî-
òîðîé ïåðåìåííîé â ýòîì íàáîðå ðàâíî 0, òî â äèçúþíêöèþ
âêëþ÷àåì ñàìó ïåðåìåííóþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � å¼ îòðè-
öàíèå.

3. Âñå ïîëó÷åííûå äèçúþíêöèè ñâÿçûâàåì îïåðàöèÿìè êîíú-
þíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè îäíîçíà÷íî ìîæåò áûòü
çàäàíà òàáëè÷íî, íî ýòîò ñïîñîá äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé, áîëåå
êîìïàêòíîå å¼ ïðåäñòàâëåíèå � ÷èñëîâàÿ ôîðìà. Íàïðèìåð:

f (x1, x2, x3) =
∨

1

(0, 1, 3, 6, 7).

Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèÿ ðàâíûå 1, íà íàáîðàõ ïåðåìåííûõ, íîìåðà êîòîðûõ
0, 1, 3, 6, 7, ò. å. å¼ åäèíè÷íîå ìíîæåñòâî:

{(0, 0, 0); (0, 0, 1); (0, 1, 1); (1, 1, 0); (1, 1, 1)}.

Òó æå ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü, çàôèêñèðîâàâ íóëåâûå íàáîðû:

f (x1, x2, x3) =
∧

0

(2, 4, 5).
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Ðàññìîòðåííûå áóëåâû ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé È, ÈËÈ, ÍÅ. Èñïîëüçóÿ çàêîíû
àëãåáðû ëîãèêè, ìîæíî çàìåíèòü ãðîìîçäêèå áóëåâû ôóíêöèè
èì ðàâíîñèëüíûìè, íî áîëåå ïðîñòûìè. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåò-
ñÿ ìèíèìèçàöèåé áóëåâûõ ôóíêöèé. Å¼ ïðîâîäÿò äëÿ óïðî-
ùåíèÿ ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé â ïðîãðàììàõ, à òàêæå
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîåííûå íà èõ îñíîâå ôóíêöèîíàëüíûå ñõå-
ìû íå ñîäåðæàëè ëèøíèõ ýëåìåíòîâ.

11.3. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. Êàðòû Êàðíî

Ìèíèìèçèðîâàòü íîðìàëüíûå ôîðìû ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè: ìåòîäîì êàñêàäîâ, ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî è äðóãèìè.
Ìèíèìàëüíàÿ (ñîêðàùåííàÿ) íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîëó÷àåòñÿ èç
ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé (äèçúþíêòèâíîé) íîðìàëüíîé ôîð-
ìû óäàëåíèåì íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé (êîíúþíê-
öèé).
Òóïèêîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ÊÍÔ (ÄÍÔ), èç

êîòîðîé íåëüçÿ óäàëèòü íè îäíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè
(äèçúþíêöèè) òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü íåèçìåííîé çàäàííóþ áóëå-
âó ôóíêöèþ. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè â òàêîì âèäå
íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïðåäñòàâèòü å¼ â ñîâåðøåííîì âèäå è òîëü-
êî çàòåì ìèíèìèçèðîâàòü äî ìèíèìàëüíîé èç âñåõ òóïèêîâûõ
ôîðì.
Êàðòû Êàðíî ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå óäîáíûõ ñïîñîáîâ

ìèíèìèçàöèè. Îíè âïåðâûå áûëè ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå Ìîðèñà
Êàðíî â 1953 ã. (Ìîðèñ Êàðíî (Maurice Karnaugh), ðîä. 4 îêòÿáðÿ
1924 ãîäà, Íüþ-Éîðê � àìåðèêàíñêèé ôèçèê). Ýòî ñïåöèàëüíûå
òàáëèöû, äàþùèå âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü ïðîöåññ ïîèñêà ìè-
íèìàëüíîé ôîðìû áóëåâà âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ n ≤ 6. Îíè èìåþò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàç-
äåëåííîãî íà 2n êëåòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâîè÷íûé
n-ìåðíûé íàáîð çíà÷åíèé ôóíêöèè F èç òàáëèöû èñòèííîñòè.
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Äëÿ n = 2 êàðòà Êàðíî èìååò âèä òàáëèöû, ñîñòîÿùåé èç
22 = 4 êëåòîê.

èçìåíåíèå x1

èçìåíåíèå x2
x1x2 x1x2

x1x2 x1x2
èëè

00 10
01 11

Ïðè n = 3 êàðòû Êàðíî èìåþò âèä ñ 23 = 8 = 2× 4 êëåòêàìè.
Êàðòà Êàðíî äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ:

èçìåíåíèå x2x3

èçìåíåíèå x1
x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3

x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3

èëè
000 001 011 010
100 101 111 110

Äëÿ n = 4 êàðòû Êàðíî èìåþò âèä ñ 24 = 16 = 4×4 êëåòêàìè.
Êàðòà Êàðíî äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ:

èçìåíåíèå x1x2

èçìåíåíèå x3x4

x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4

x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4

x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4

x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4

èëè

0000 0100 1100 1000
0001 0101 1101 1001
0011 0111 1111 1011
0010 0110 1110 1010

Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F íà êàðòå Êàðíî ïðåäñòàâëåíà ñîâîêóï-
íîñòüþ êëåòîê, çàïîëíåííûõ åäèíèöàìè (1) � äëÿ âñåõ êëåòîê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ åäèíè÷íûì íàáîðàì ïåðåìåííûõ, èëè ïóñòî-
òàìè (0) � äëÿ íóëåâûõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, åñëè èçâåñòíû åå
çíà÷åíèÿ ïðè âñåì íàáîðå àðãóìåíòîâ, ò. å. èçâåñòíà òàáëèöà èñ-
òèííîñòè èëè ÑÄÍÔ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ ïðîèçâîäèòñÿ ¾ñêëåèâà-
íèå¿ åäèíèö. ¾Ñêëåèâàþòñÿ¿ òîëüêî ñîñåäíèå êëåòêè, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðîöåññ ñâîäèòñÿ ê
îáúåäèíåíèþ â ãðóïïû åäèíè÷íûõ êëåòîê êàðò Êàðíî. Ïðè ýòîì
îáùèå ïåðåìåííûå ñîõðàíÿþòñÿ, à ðàçëè÷íûå îïóñêàþòñÿ.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè ñ ïîìî-

ùüþ êàðò Êàðíî. Àëãîðèòì ¾ñêëåèâàíèÿ¿ ñ ïîìîùüþ êàðò Êàð-
íî èìååò ñëåäóþùèé âèä.

1. Ïðèâåñòè áóëåâó ôóíêöèþ ê ÑÄÍÔ.
2. Íàíåñòè åäèíèöû íà êàðòó Êàðíî.
3. Îáúåäèíèòü ñîñåäíèå åäèíèöû êîíòóðàìè, îõâàòûâàþùèìè

2m êëåòîê, ãäå m = 0, 1, 2, 3. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
åäèíèöà ïîïàäàåò îäíîâðåìåííî â äâà êîíòóðà. Åñëè êîíòóð
îõâàòûâàåò áîëåå îäíîé ïàðû åäèíèö îäíîâðåìåííî, òî ïðåä-
ïî÷òèòåëüíåå åãî íå äðîáèòü íà ïàðû, à ðàññìàòðèâàòü êàê
åäèíûé öåëûé êîíòóð, íàïðèìåð êâàäðàò.

4. Ïðîâåñòè óïðîùåíèÿ, ò. å. èñêëþ÷èòü ÷ëåíû, äîïîëíÿþùèå
äðóã äðóãà äî 1 âíóòðè êîíòóðà, ñëåäÿ çà òåì, ÷òîáû ïåðå-
ìåííûå âíóòðè êîíòóðà áûëè ñâÿçàíû îïåðàöèåé êîíúþíê-
öèè.

5. Îáúåäèíèòü îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû (ïî îäíîìó â êàæäîì êîíòó-
ðå) ôóíêöèåé ÈËÈ, ò. å. äèçúþíêöèåé.

6. Çàïèñàòü ïîëó÷åííîå óïðîùåííîå áóëåâî âûðàæåíèå â ÄÍÔ.

Ïðè ðàáîòå ñ êàðòàìè Êàðíî íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå
íà ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåí-
íûõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ äîëæíà ñîõðà-
íÿòüñÿ. Ïðè ýòîì êàæäûå äâå ñîñåäíèå êëåòêè îòëè÷àþòñÿ ëèøü
çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé. Íàðóøåíèå ïîðÿäêà çàïîëíåíèÿ
ñòðîê èëè ñòîëáöîâ âîçìîæíî, íî ýòî ìîæåò íå äàòü îæèäàåìîãî
ðåçóëüòàòà.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìî-

ùüþ êàðò Êàðíî.
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Ïóñòü f (A,B,C) = ABC ∨ ABC ∨ ABC ∨ ABC.

1 1

�
�
�
�

1 1
�
�
�
�C

C
AB AB AB AB

Íàíåñåì åäèíèöû íà êàðòó è îáâåäåì èõ ñíà÷àëà ïîïàðíî äâó-
ìÿ êîíòóðàìè. Òàêîå äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóåò çàêëþ÷åíèþ â ñêîá-
êè ñëàãàåìûõ (ABC∨ABC) è (ABC∨ABC). Âûíîñÿ çà ñêîáêè
îäèíàêîâûå êîíúþíêöèè ñîãëàñíî ðàñïðåäåëèòåëüíîìó çàêîíó, â
ñêîáêàõ ïîëó÷àåì äèçúþíêöèþ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèé îä-
íîé èç ïåðåìåííûõ. Â äàííîì ïðèìåðå ýòîìó øàãó ñîîòâåòñòâó-
þò êîíúþíêöèè AB(C ∨ C) è AB(C ∨ C). Îáúåäèíåíèå äâóõ
ñîñåäíèõ åäèíèö âñåãäà ïðèâîäèò â äåéñòâèå çàêîí èíâåðñèè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó äèçúþíêöèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííîé ðàâíà 1.
Ïîýòîìó ïðè çàïèñè îòâåòà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êàðòû Êàðíî

ïåðåìåííûå, çàêëþ÷åííûå â îáùèé êîíòóð, ñâÿçûâàþòñÿ êîíú-
þíêöèåé (êàê è îáùèé ìíîæèòåëü ïðè âûíåñåíèè çà ñêîáêè), à
òàêèå îòäåëüíûå êîíúþíêöèè, ò. å. ðàçëè÷íûå êîíòóðû, îáúåäè-
íÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé äèçúþíêöèåé.
Åñëè çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, òî ê íåìó âíîâü ìîæíî

ïðèìåíèòü òî æå ïðàâèëî: f (A,B,C) = AB ∨ AB = B. Îäíàêî
â äàííîì ïðèìåðå óäîáíåå ðàññìîòðåòü öåëèêîì âåñü êâàäðàò èç
÷åòûðåõ åäèíèö è ñðàâíèòü ïåðåìåííûå, çàïèñàííûå â ãîðèçîí-
òàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ êëåòêàõ. Î÷åâèäíî, îáùèå ìíîæèòåëè
ñîõðàíÿòñÿ ïîñëå óïðîùåíèÿ (âåäü èõ ìîæíî áûëî âûíåñòè çà
ñêîáêè), à èíâåðòèðóåìûå óéäóò ñîãëàñíî çàêîíó èíâåðñèè. Ïî-
ýòîìó öåëåñîîáðàçíåå îïóñòèòü èíâåðòèðóåìûå ïàðû A ∨ A è
C ∨ C, à â îòâåòå ñîõðàíèòü îáùóþ äëÿ âñåõ êëåòîê ïåðåìåí-
íóþ B. Â ðåçóëüòàòå f (A,B,C) = B.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ìèíèìèçàöèè áóëåâîé ôóíêöèè, ñîäåð-

æàùåé ÷åòûðå ïåðåìåííûå.
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f (A,B,C,D) = A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D∨

∨A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D.

Çàíåñåì åäèíèöû â ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè êàðòû Êàðíî.

1 1
�
 �	

1 1
1 1

�
�
�
�

AB
AB
AB
AB

C D C D C D C D

Ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå, îáîçíà÷åííûå êîíòóðîì. Ñðåäè íèõ
åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ â ñîñåäíèõ êëåòêàõ (A è D) è èíâåðòèðóå-
ìûå (ïàðûB, B è C, C). Ïîâòîðÿþùèåñÿ ïåðåìåííûå êàê îáùèé
ìíîæèòåëü ìû ñîõðàíèì, à èíâåðòèðóåìûå îïóñòèì. Èç êîíòóðà,
ñîäåðæàùåãî äâå åäèíèöû, âûíåñåì ïåðåìåííûå A, B, ðàñïîëî-
æåííûå íà îäíîé ñòðîêå, à òàêæå îäèíàêîâóþ äëÿ ïåðâûõ äâóõ
ñòîëáöîâ ïåðåìåííóþ, ïðè ýòîì îïóñòèì èíâåðòèðóåìóþ ïàðó
D, D. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé áóëåâà ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä:

f (A,B,C,D) = A ·D ∨ A ·B · C.

Ïðîâåðêà. Ãðóïïèðóåì ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè: ïåðâóþ ñ
ïîñëåäíåé, âòîðóþ ñ òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòóþ ñ ïÿòîé.

f (A,B,C,D) = A ·B · C · (D ∨D) ∨ A · C ·D · (B ∨B)∨

∨A ·C ·D · (B∨B) = A ·B ·C ∨A ·D · (C ∨C) = A ·D∨A ·B ·C,
ò. å. ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè ñîâïàëè.
Ðàññìîòðèì åù¼ ïðèìåð.
Ïóñòü f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4.
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Çàïîëíèì òàáëèöó:

x3x4 x3x4 x3x4 x3x4

x1x2

x1x2 1 1
x1x2 1 1
x1x2

×åðåäîâàíèå ïåðåìåííûõ â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ íè÷åì íå îãðà-
íè÷åíî. Òàêîé ïîðÿäîê áûë ââåäåí äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùå-
ãî óïðîùåíèÿ. Ïîýòîìó íàäî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âñå åäèíèöû â
äàííîì ñëó÷àå îêàçàëèñü ðÿäîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòîæäå-
ñòâèòü, ò. å. ¾ñêëåèòü¿ êðàéíèå ëåâóþ è ïðàâóþ êîëîíêè. Ôàê-
òè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñâåðòûâàíèþ êàðòû â âåðòèêàëüíûé
öèëèíäð, â êîòîðîì ëåâûé êðàé ñîâìåùàåòñÿ ñ ïðàâûì. Ïðè èõ
ñîâìåùåíèè åäèíèöû ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöîâ îêàæóòñÿ
ñîñåäíèìè, è äëÿ íèõ ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü àëãîðèòì ¾ñêëåè-
âàíèÿ¿.
Èç âñåé ÷åòâåðêè åäèíèö ïî âåðòèêàëè ñîõðàíèòñÿ îáùàÿ ïå-

ðåìåííàÿ âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê x2, à ïî ãîðèçîíòàëè � îáùàÿ
ïåðåìåííàÿ ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöîâ x4: f (x1, x2, x3, x4) =

= x2x4.
Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå (ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì) óäîáíî

ïåðåñòàâèòü ïåðåìåííûå â ñòîëáöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâåðòûâà-
íèþ êàðòû â ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð.

f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4.

x3x4 x3x4 x3x4 x3x4

x1x2 1 1
x1x2

x1x2

x1x2 1 1
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Â ýòîì ïðèìåðå êîíòóðû îáúåäèíåíû ¾÷åðåç êðàé¿ ïðè ñâåð-
òûâàíèè êàðòû Êàðíî â ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð òàê, ÷òîáû
ñîâìåùàëèñü âåðõíèé è íèæíèé êðàÿ êàðòû è êëåòêè, ñîäåð-
æàùèå åäèíèöû, îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíèê. Â ïåðâîé è ïî-
ñëåäíåé ñòðîêàõ ñîõðàíÿåòñÿ îáùàÿ ïåðåìåííàÿ x2, à â ïåðâîì
è âòîðîì ñòîëáöàõ � îáùàÿ ïåðåìåííàÿ x3. Èõ êîíúþíêöèÿ è
ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì: f (x1, x2, x3, x4) = x2x3.
Ïóñòü f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4.
Çàïîëíèì êàðòó Êàðíî:

x3x4 x3x4 x3x4 x3x4

x1x2 1 1
x1x2

x1x2

x1x2 1 1

Â ðåçóëüòàòå: f (x1, x2, x3, x4) = x2x4.

Ïóñòü f (x1, x2) = x1x2 ∨ x1x2 ∨ x1x2. Êàðòà Êàðíî èìååò âèä:

x2 x2

x1 1
x1 1 1

Ïîëó÷èëîñü äâà êîíòóðà, îäèí èç êîòîðûõ äàåò x1, à âòîðîé
x2. Ïîïàäàíèå åäèíèöû â äâà êîíòóðà è áîëåå ñîîòâåòñòâóåò çà-
êîíó èäåìïîòåíòíîñòè x = x ∨ x, ïîýòîìó êàæäîå ñëàãàåìîå
(ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ) ìîæåò áûòü ïðåäîñòàâëåíî ñòîëüêî
ðàç, ñêîëüêî íóæíî äëÿ óïðîùåíèÿ. Ïðè ýòîì îíè ãðóïïèðóþò-
ñÿ íåçàâèñèìî ñ äðóãèìè ñëàãàåìûìè, ñ êîòîðûìè ïîïàëè â îäèí
êîíòóð. Ôàêòè÷åñêè ñäåëàíî ñëåäóþùåå:

f (x1, x2) = x1x2∨x1x2∨x1x2∨x1x2 = x2(x1∨x1)∨x1(x2∨x2) = x1∨x2.
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Êàðòû Êàðíî äàþò áîëåå ðàöèîíàëüíûé ïóòü ìèíèìèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ÊÍÔ ïî òåì æå

ïðàâèëàì îáúåäèíÿþòñÿ êëåòêè, ñîäåðæàùèå 0.

Áàçèñ {∧,∨,− } íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé, ñóùåñòâóåò äî-
âîëüíî ìíîãî ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, áóëåâû
ôóíêöèè ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç {∨,− }, òàê êàê âîñïîëü-
çîâàâøèñü ïðàâèëîì äå Ìîðãàíà, èìååì: x1 ∧ x2 = x1 ∨ x2.
Ïðèìåðû îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì áóëåâûõ

ôóíêöèé:

• êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ, îòðèöàíèå: S1 = {∧,∨,− };

• êîíúþíêöèÿ, îòðèöàíèå: S2 = {∧,− };

• äèçúþíêöèÿ, îòðèöàíèå: S3 = {∨,− };

• øòðèõ Øåôôåðà: S4 = {|};

• ñòðåëêà Ïèðñà: S5 = {↓};

• ñóììà ïî ìîäóëþ äâà, êîíúþíêöèÿ, 1: S6 = {⊕,∧, 1};

• x1x2, îòðèöàíèå: S7 = {x1x2, x2};

• èìïëèêàöèÿ, îòðèöàíèå: S8 = {⇒,− }.
Çàìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé S1 = {∧,∨,− } áóäåò

èçáûòî÷íîé; óäàëèâ èç íå¼ îäíó ôóíêöèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü íî-
âóþ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíóþ ñèñòåìó S2 = {∧,− } èëè
S3 = {∨,− }.
Ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûå ôîðìàëüíûå ñèñòåìû (àëãåáðû) �

â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ëîãè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Òàê, áàçèñ ôóíêöèé S1 = {∧,∨,− } îáðàçóåò áóëåâó
àëãåáðó. Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé â áàçèñå S6 = {⊕,∧, 1}
îáðàçóåò àëãåáðó Æåãàëêèíà5.

5Èâàí Èâàíîâè÷ Æåãàëêèí (22 èþëÿ (3 àâãóñòà) 1869, Ìöåíñê, Ðîññèéñêàÿ èìïåðèÿ � 28 ìàðòà 1947,
Ìîñêâà, ÑÑÑÐ) � ðîññèéñêèé è ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê, ïðîôåññîð Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÐÑÔÑÐ (1945)
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