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I. Расчетно-графическая работа по теме «Численные методы решения задачи Коши».

          Пусть дана задача Коши:    
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               Построим приближенное решение задачи (1.1), определенное лишь в конечном числе точек  
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 заданного отрезка 
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Определение. Множество точек 
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, на котором ищется приближенное решение, называется сеткой. Точки 
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 - узлы сетки, величина 
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 - шаг сетки. Функция дискретного аргумента 
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, определенная лишь в узлах сетки, называется сеточной функцией.
Для определения сеточной функции 
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, являющейся приближенным решением исходной дифференциальной задачи (1.1), должна быть задана разностная схема – система уравнений, связывающих между собой значения сеточной функции 
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, дополнительных условий, а также правой части уравнения (1.1) в узлах 
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Если исходную задачу можно записать в виде
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где L - дифференциальный оператор, то соответствующая разностная схема имеет вид 
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где 
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 -  разностный оператор.

Задача определения сеточных функций 
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должна быть поставлена так, чтобы при 
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 сеточные функции сходились в определенном смысле к точному решению дифференциальной задачи. 

Определение. Будем говорить, что семейство сеточных функций 
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 сходится к точному решению 
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 задачи (1.2), если 
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Если, кроме того, существует такое 
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где C, k -  постоянные величины, не зависящие от h, то будем говорить, что имеет место сходимость порядка k.

Сеточная функция 
[image: image22.wmf]h
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 и решение дифференциального уравнения (1.2)  y(x) удовлетворяют уравнениям разной природы. Поэтому для оценки близости решения разностной задачи (1.3) к решению дифференциального уравнения (1.2) используют понятия «аппроксимация» и «устойчивость» разностной схемы.

Определение. Будем говорить, что разностная схема имеет k-й порядок аппроксимации на решении задачи (1.2), если существует такое 
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 где C, k -  постоянные величины, не зависящие от h.

Определение. Схема называется устойчивой по начальным условиям и правой части уравнения, если существует такое 
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 для нормы погрешности выполняется неравенство
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т.е. малое изменение исходных данных приводит к малому изменению решения.

Связь аппроксимации и устойчивости со сходимостью определяет теорема [4].

Теорема. Если разностная схема (1.3) устойчива и аппроксимирует задачу (1.2) с порядком k, то решение 
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  сходится к решению 
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, причем порядок сходимости тоже равен k, т.е. имеет место оценка (1.5).

                                              Методы Рунге-Кутты.

      Пусть функция 
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 в  уравнении (1.1) имеет непрерывные частные производные вплоть до 
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[image: image34.wmf](1)

n

+

- го порядка:



[image: image35.wmf]21

(1)

00000

()()

2!(1)!

n

n

hh

yyxhyxhyyy

n

+

+

¢¢¢

D=+-=+++

+

L

.                        (1.8)
Все производные в правой части формулы (1.8) можно вычислить с помощью уравнения (1.1). Будем искать численное решение (1.1) в виде:
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где  
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- постоянные коэффициенты, 
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 - коэффициенты, 
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Выбрав шаг 
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, зная коэффициенты 
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, можно определить решение 
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, производится таким образом, чтобы разложения (1.8) и (1.9) совпадали до возможно более высоких степеней 
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[1]. Этим условиям удовлетворяет метод Рунге-Кутты второго порядка аппроксимации:
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и формулы Рунге-Кутты четвертого порядка аппроксимации:
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          Порядок точности (погрешность вычислений) метода Рунге-Кутты можно оценить следующим образом: пусть 
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 - точное решение уравнения (1.1), 
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 - приближенное решение уравнения (1.1). Обозначим 
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- решение, полученное по схеме Рунге-Кутты с шагом 
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Вычитая из первого соотношения второе, получим погрешность метода Рунге-Кутты: 
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Соотношение (1.10) позволяет достаточно точно вычислять погрешность метода Рунге-Кутты. Недостатком этой оценки является необходимость дважды вычислять решение.

                                                   Многошаговые схемы
       В общем случае для решения дифференциальной задачи (1.1) используются многошаговые разностные схемы: 
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где 
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 - некоторые постоянные коэффициенты, 
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Определение. Схема (1.11) является явной (экстраполяционной), если 
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 определяются через предыдущие значения 
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 по явной формуле:
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. Вычисления начинаются с n=k, т.е. для вычисления 
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 необходимо задать k начальных значений 
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 (методы Рунге-Кутты используют только одно начальное значение 
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). Такие методы называются многошаговыми.
Если 
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, то схема (1.11) называется неявной (интерполяционной). В этом случае для определения 
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 необходимо решать нелинейное уравнение 
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 Это нелинейное уравнение можно решать, например, методом Ньютона или методом простой итерации [6]. Коэффициенты схемы (1.11) 
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определим методом неопределенных коэффициентов. 

Погрешность аппроксимации уравнения (1.1) схемой (1.11)  имеет вид:
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Воспользовавшись разложением Тейлора для функций 
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, представим погрешность в виде:
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  где 
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Если коэффициенты 
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 и схема (10) имеет m-й порядок аппроксимации. Уравнения 
[image: image84.wmf]01

0

m

EEE

====

L

 образуют однородную систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно 2k+2 неизвестных. Если 2k+2>m+1, то СЛАУ имеет нетривиальное решение.
Пример: Построить явную (неявную) схему четвертого порядка аппоксимации методом неопределенных коэффициентов. В данном случае 
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. Неявная трехшаговая схема четвертого порядка аппроксимации примет вид: 
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. Явная схема четвертого порядка аппроксимации:
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 Определение. Явные схемы (1.11) называются прогнозом. Неявные – коррекцией.
         Методы прогноза и коррекции для интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)  широко используются благодаря следующему преимуществу:

Разность между прогнозируемым и скорректированным значениями дает оценку ошибок на каждом шаге вычислительного процесса и, следовательно, может быть использована для контроля величины шага интегрирования.

         Основные минусы методов прогноза и коррекции:

1. Неустойчивость.

2. Методы прогноза-коррекции  не «самоначинающиеся», в отличие от методов Рунге-Кутты.

           В паре прогноз-коррекция роль коррекции значительно важней, так как именно коррекция определяет общую устойчивость вычислительного процесса. 

Определение. Прогнозами (коррекциями) типа Милна     называются прогнозы (коррекции), использующие дополнительные «старые» значения функции, например, 
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Прогнозами (коррекциями) типа Адамса-Башфорта     называются прогнозы (коррекции), использующие дополнительные «старые» значения производной, например, 
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Устойчивость разностных схем
Исследование устойчивости разностных схем проводится или на модельных задачах (имеющих аналитическое решениие), или путем нахождения корней характеристического уравнения. Пусть 
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 характеризует устойчивость схемы. Если 
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Решение (1.13) можно определить как 
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           План выполнения расчетно-графической работы.
1. Для заданного уравнения прогноза (коррекции) выбрать порядок аппроксимации. В соответствии с выбранным порядком аппроксимации вычислить коэффициенты прогноза (коррекции) и определить некоторое семейство прогнозов (коррекций).

2. Исследовать полученное семейство на устойчивость. Определить область абсолютной (условной) устойчивости в зависимости от коэффициентов исследуемого разностного уравнения.

3. Для заданного уравнения прогноза (коррекции) определить соответствующее уравнение коррекции (прогноза). Вычислить коэффициенты этого уравнения и исследовать его на устойчивость.

4. Из полученного семейства «прогноз-коррекция» выделить две пары прогнозов и коррекций (это минимальное количество исследуемых схем) и провести ряд вычислительных экспериментов.

5. Проанализировать результаты вычислительных экспериментов, сделать выводы.

Вычислительные эксперименты предлагается проводить следующим образом:

1. Выбрать шаг h, при котором теоретически выполняется неравенство (5) (обычно на практике шаг h<0,1).

2. Для заданных тестов получить численное решение методами «прогноз-коррекция» на отрезке [0,1] с шагом 
[image: image115.wmf],,
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. Так как методы «прогноз-коррекция» не самоначинающиеся, то первые несколько значений решения вычисляются с помощью методов Рунге-Кутты.

3. Полученные результаты оформить в виде таблицы.
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 - значение скорректированного решения в точке 
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     Для каждой модельной задачи (теста) должно быть заполнено три  

    таблицы. Каждая пара «прогноз-коррекция» исследуется на трех тестах.

4. По результатам таблицы №3 (для шага 
[image: image128.wmf]4
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) для каждого теста построить    

     графики зависимости 
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                                           Варианты заданий.

1. Исследовать семейство двухшаговых коррекций. Определить оптимальное соотношение между устойчивостью метода и порядком аппроксимации.
2. Исследовать семейство трехшаговых прогнозов. Определить оптимальное соотношение между устойчивостью метода и порядком аппроксимации.

3. Исследовать семейство трехшаговых коррекций. Определить оптимальное соотношение между устойчивостью метода и порядком аппроксимации.

4. Исследовать семейство двухшаговых  прогнозов. Определить оптимальное соотношение между устойчивостью метода и порядком аппроксимации.

5. Для двухшаговой коррекции выбрать оптимальный прогноз.
6. Для двухшагового прогноза выбрать оптимальную коррекцию.

7. Для трехшаговой коррекции выбрать оптимальный прогноз.

8. Для трехшагового прогноза выбрать оптимальную коррекцию.

9. Исследовать семейство двухшаговых прогнозов и трехшаговых коррекций. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

10.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов и двухшаговых коррекций. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

11.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов и коррекций по Милну. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

12.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов и коррекций по Адамсу-Башфорту. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

13.  Исследовать семейство двухшаговых прогнозов и коррекций, построенных как линейная комбинация прогнозов и коррекций типа Милна и типа Адамса-Башфорта. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

14.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов по Милну и трехшаговых коррекций по Адамсу-Башфорту. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

15.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов по Адамсу-Башфорту и трехшаговых коррекций по Милну. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

16.  Исследовать семейство двухшаговых прогнозов по Милну и трехшаговых коррекций по Адамсу-Башфорту. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

17.  Исследовать семейство двухшаговых прогнозов по Адамсу-Башфорту и трехшаговых коррекций по Милну. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор

18.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов по Милну и двухшаговых коррекций по Адамсу-Башфорту. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

19.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов по Адамсу-Башфорту и двухшаговых коррекций по Милну. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

20.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов и коррекций, построенных как линейная комбинация прогнозов и коррекций типа Милна и типа Адамса-Башфорта. Выбрать максимально устойчивую пару «прогноз-коррекция». Обосновать выбор.

21.  Исследовать семейство двухшаговых прогнозов-коррекций третьего порядка аппроксимации.
22.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов-коррекций четвертого порядка аппроксимации.

23.  Исследовать семейство двухшаговых прогнозов-коррекций второго порядка аппроксимации.

24.  Исследовать семейство трехшаговых прогнозов-коррекций третьего порядка аппроксимации.

25. Исследовать двухшаговый  прогноз типа Милна и двухшаговую коррекцию типа Адамса-Башфорта второго и третьего порядков аппроксимации.
26.  Исследовать двухшаговый  прогноз типа Адамса-Башфорта и двухшаговую коррекцию типа Милна третьего порядка аппроксимации.

27.  Исследовать трехшаговые прогноз типа Милна и коррекцию типа Адамса-Башфорта третьего порядка аппроксимации.

28.  Исследовать трехшаговые коррекцию типа Милна и прогноз типа Адамса-Башфорта третьего порядка аппроксимации.

29.  Исследовать трехшаговый  прогноз типа Адамса-Башфорта и трехшаговую коррекцию типа Милна четвертого порядка аппроксимации.

30.  Исследовать трехшаговый  прогноз типа Милна и трехшаговую коррекцию типа Адамса-Башфорта четвертого порядка аппроксимации.

                                    Тестовые задачи.

1. 
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II. Лабораторные работы по курсу «Дифференциальные уравнения».

Лабораторная работа №1. Численные методы решения систем 

                                                 дифференциальных уравнений.

    Цель работы: Разработать программно-алгоритмическое обеспечение для 

решения жестких и нелинейных  систем дифференциальных уравнений. Исследовать разработанные алгоритмы на тестовых                               задачах.

   Содержание работы: Многие методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) автоматически переносятся на системы обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ):
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где 
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 - заданная вектор-функция.

По теореме об устойчивости СОДУ по первому приближению [3] систему (2.1) можно представить в виде
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                                           MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.2)

где A – постоянная матрица, 
[image: image140.wmf](,)
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 - правая часть порядка 
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. Система (2.2) будет устойчива, если 
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 - собственные значения матрицы A [2]. Многие практические задачи (задачи горения, термохимии) называются жесткими, и решение этих задач представляет определенные трудности. Жесткие задачи – это задачи, в решении которых наряду с медленно меняющимися компонентами присутствуют и быстро меняющиеся компоненты. С точки зрения свойств матрицы A жесткие задачи можно определить следующим образом [2].

Определение. Задачу (2.2) можно назвать жесткой, если:

1) существуют 
[image: image144.wmf]i
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, для которых 
[image: image145.wmf]Re()0

i

l

<<

;

2) существуют 
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 умеренной величины, т.е. 
[image: image147.wmf]i
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 «мал» по сравнению с абсолютными величинами собственных значений, удовлетворяющих пункту1;

3) не существуют 
[image: image148.wmf]i
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 с «большой» положительной вещественной частью;

4) не существует 
[image: image149.wmf]i
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 с «большой» мнимой частью, для которого не выполняется условие 
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Если матрица A симметрична, то жесткость системы (2.2) означает, что система плохообусловлена [4].
       Основной целью данной работы является исследование возможности применения явных и неявных двухслойных схем при решении нелинейных СОДУ и жестких СОДУ.

      В качестве общей схемы решения ОДУ или СОДУ можно предложить следующий алгоритм с адаптацией шага интегрирования:

            Алгоритм решения СОДУ методами типа «прогноз-коррекция».

1. Так как методы «прогноз-коррекция» не самоначинающиеся, то несколько первых шагов делают методом Эйлера (при невысокой требуемой точности) или методами Рунге-Кутты.

2. Вычисление 
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4. Если  
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 - заданная погрешность, то уменьшить шаг h в два раза и вернуться на 1. Если 
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, то увеличить шаг h в два раза.

                                           Варианты заданий.

1. Реализовать метод Рунге-Кутты четвертого порядка и методы простого прогноза - простой коррекции:  
[image: image157.wmf](
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на  равномерной сетке для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ. Исследовать возможность многократного применения  коррекции. Точность вычислений задавать в зависимости от жесткости системы.
2.  Реализовать метод Рунге-Кутты третьего порядка: 
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   на равномерной сетке. Реализовать явный метод Эйлера 
[image: image160.wmf](
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   метод трапеций 
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 на неравномерной сетке в
    зависимости от точности решения на каждом шаге (контроль погрешности
    для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ .
3. Реализовать метод Рунге-Кутты третьего порядка и методы прогноза и коррекции Адамса-Башфорта: 
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  на равномерной сетке для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ 
4. Реализовать метод Рунге-Кутты четвертого порядка и схемы прогноза-коррекции вида: 
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 на  равномерной сетке для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ. Исследовать возможность многократного применения коррекции на одном шаге вычислительного процесса.

5. Реализовать метод Рунге-Кутты третьего порядка и схемы Адамса –Башфорта третьего порядка: 
[image: image166.wmf](
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 на  равномерной сетке для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ.

6. Реализовать метод Рунге-Кутты четвертого порядка и схемы прогноз-коррекция вида: 
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на неравномерной сетке  с выбором шага по заданной точности для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ. 

7. Реализовать метод Рунге-Кутты третьего порядка и схемы Адамса –Башфорта четвертого порядка: 
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 на  равномерной сетке для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ.
8. Реализовать метод Рунге-Кутты четвертого порядка и методы простого прогноза - простой коррекции на  неравномерной сетке для решения нелинейной СОДУ и жесткой СОДУ. Использовать пошаговый контроль погрешности.

 9. Реализовать метод Рунге-Кутты третьего порядка и схемы прогноза-коррекции вида:  
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  на  равномерной сетке для решения нелинейной и жесткой СОДУ.

10.Реализовать метод Рунге-Кутты четвертого порядка и схемы прогноза-коррекции вида: 
[image: image174.wmf](
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 на равномерной сетке для решения нелинейной и жесткой СОДУ.
11. Реализовать метод Рунге-Кутты третьего порядка и схемы прогноза-коррекции вида: 
[image: image176.wmf](
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 на неравномерной сетке для решения нелинейной и жесткой СОДУ.
12. Реализовать метод Рунге-Кутты четвертого порядка и схемы прогноза-коррекции вида: 
[image: image178.wmf](
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 на неравномерной сетке для решения нелинейной и жесткой СОДУ. Предусмотреть возможность многократного применения коррекции на одном шаге вычислительного процесса. 

                                      Тестовые системы ОДУ.

1. Жесткая система: 
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2. Жесткая система: 
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3. Линейная система ОДУ:
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4. Нелинейная система ОДУ:
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5. Нелинейная система ОДУ:
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6.  Нелинейная система ОДУ:

                                              
[image: image190.wmf]22

2

exp()2;

2;

(0)0.5;(0)1.

dx

xyt

dt

dy

xy

dt

xy

=--+

=+

==


7. Нелинейная система ОДУ:
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                                         Оформление отчета.

       Отчет по лабораторной работе должен включать следующие пункты.

1. Цель работы.

2. Содержание работы.

2.1. Описание метода решения СОДУ, оценка порядка аппроксимации, устойчивости и сходимости.

2.2. Описание алгоритма решения задачи.

2.3. Анализ результатов вычислительных экспериментов. Результаты решения модельных задач на вложенных сетках (не менее трех с шагом 
[image: image192.wmf],,

24

hh

h

), оформленные в виде таблиц и графиков. Исследование влияния выбора шага интегрирования на точность решения жесткой задачи.
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2.4. Выводы.

В таблицы заносятся значения в точках 
[image: image199.wmf]0,0.1,0.2,...,1.
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Лабораторная работа №2. Решение краевых задач конечно-разностными 

                                                  методами.

Цель работы. Для краевой задачи, описывающей процесс стационарной 
                        одномерной теплопроводности, построить консервативную
                        разностную схему, оценить порядок аппроксимации,
                       устойчивость и сходимость.
Содержание работы. Пусть дано стационарное одномерное уравнение теплопроводности:
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с первыми краевыми условиями:
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Тогда консервативная разностная схема, т.е. схема, для которой выполняются разностные аналоги физических законов сохранения, имеет вид [3]:
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                         (2.4)
Интерполируя значения подынтегральных функций и заменяя значение потока 
[image: image203.wmf]()
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 разностным аналогом в выражении (2.4), получим однородную консервативную схему:
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Существуют различные способы вычисления коэффициентов уравнения (2.5), например, для схемы, коэффициенты которой вычисляются путем интегрирования по интервалам сетки:
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                                               (2.6)
Погрешность аппроксимации схемы (2.5) с коэффициентами (2.6) есть величина порядка 
[image: image206.wmf]2
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 при условии гладкости функций 
[image: image207.wmf]2
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      Полученная в результате аппроксимации краевой задачи (2.3) система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) имеет трехдиагональную симметричную неотрицательно определенную матрицу. Для решения СЛАУ использовать метод прогонки  [6].
                                     Варианты заданий.
1. Построить консервативную схему с коэффициентами 
[image: image208.wmf]1
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 для уравнения (2.3) с краевыми условиями третьего  и второго рода.

2. Построить разностную схему для дифференциальных уравнений в неконсервативной форме (тест 5,6).
3. Построить консервативную схему (2.5) с коэффициентами 
[image: image209.wmf]11
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 для уравнения (2.3) с краевыми условиями второго  и  первого рода.

4. Построить консервативную схему для уравнения (2.3) с коэффициентами 
[image: image210.wmf]1
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 с краевыми условиями первого и  третьего рода.

5.  Построить разностную схему для дифференциальных уравнений в неконсервативной форме (тест 4,5).

6. Построить консервативную схему для уравнения (2.3) с коэффициентами 
[image: image211.wmf]1
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 с краевыми условиями третьего и второго рода.

7. Построить консервативную схему (2.5) с коэффициентами (2.6) для уравнения (2.8) краевыми условиями с первого и второго рода, воспользоваться формулой численного интегрирования для вычисления коэффициентов разностной схемы (формула трапеций).

8. Построить консервативную схему (2.5) с коэффициентами 
[image: image212.wmf]1

1

2

,,

ii

iiiii

ii

kk

adqf

kk

j

-

-

×

===

+

 для уравнения (2.3) с краевыми условиями третьего  и второго рода. 

9. Построить разностную схему для дифференциальных уравнений в неконсервативной форме (тест 4,6).

10. Построить консервативную схему (2.5) с коэффициентами 
[image: image213.wmf]1
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 для уравнения (2.3) с краевыми условиями третьего и первого рода. 

11. Построить консервативную схему (2.5) с коэффициентами (2.6) для уравнения (2.3) с краевыми условиями первого и второго рода, воспользоваться формулой численного интегрирования для вычисления коэффициентов разностной схемы (формула Симпсона).

12.   Построить консервативную схему с коэффициентами 
[image: image214.wmf]1
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 для уравнения (2.3) с краевыми условиями второго и третьего рода.

                                     Тестовые задачи.

1. 
[image: image215.wmf]()1,()0,()2.

kxqxfx

===-

 Аналитическое решение уравнения (2.3): 
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Краевые условия: 
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 Аналитическое решение уравнения (2.3): 
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. Краевые условия:
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 Аналитическое решение уравнения (2.3): 
[image: image222.wmf]2
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4.   Дифференциальное уравнение: 
[image: image224.wmf](
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. Краевые условия:  
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5.  Дифференциальное уравнение: 
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6.  Дифференциальное уравнение: 
[image: image228.wmf](
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                             Оформление отчета.
Отчет по лабораторной работе должен включать следующие пункты.

1. Цель работы.

2. Содержание работы

2.1. Построение консервативной схемы для заданного дифференциального уравнения, оценка порядка аппроксимации, устойчивости и сходимости.

2.2. Дискретный аналог задачи (2.3). Вид СЛАУ, способ вычисления ее коэффициентов. Метод решения СЛАУ.

2.3. Описание алгоритма решения краевой задачи.

2.4. Анализ результатов вычислительных экспериментов. Результаты тестирования при постоянном коэффициенте теплопроводности  
[image: image230.wmf]()
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  на вложенных сетках (не менее трех с шагом 
[image: image231.wmf],,
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). Результаты тестирования с заданным коэффициентом теплопроводности  
[image: image232.wmf]()

kx

  на вложенных сетках. Результаты оформить в виде таблиц и графиков.

2.5. Выводы.

Замечание: Тестировать программу на задаче 1. Результаты тестирования  включить в отчет. Таблицы оформлять так же, как и в лабораторной работе 1. В качестве нормы выбрать евклидову норму.
        Лабораторная работа №3. Решение краевых задач     

                                                          методом конечных элементов.

Цель работы. Для краевой задачи, описывающей процесс стационарной 
                        одномерной теплопроводности, выписать эквивалентную 

                        вариационную постановку, построить дискретный аналог 

                        методом конечных элементов.
Содержание работы. Пусть дано операторное уравнение:
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 - дифференциальный оператор, действующий в гильбертовом пространстве H. Метод Галеркина [1] основан на том, что невязка, т.е. разность между левой и правой частью операторного уравнения 
[image: image235.wmf]()
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 в гильбертовом пространстве H равна нулю тогда и только тогда, когда она ортогональна всем векторам любой полной системы. Поэтому для определения приближенного решения уравнения (2.7) в заданном конечномерном подпространстве пространства H достаточно выписать условие ортогональности невязки всем базисным векторам этого подпространства:
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при этом не требуется самосопряженность оператора L. Так как решение 
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, и воспользовавшись свойствами скалярного произведения, получим СЛАУ: 
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Выбирая в качестве базисных функций финитные функции [5] вида:
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получим конечноэлементную аппроксимацию операторного уравнения (2.18). Если оператор L – самосопряженный, то метод Ритца [5] для заданной системы базисных функций дает такую же СЛАУ, что и метод Галеркина.

                                          Варианты заданий.

1. Выполнить конечноэлементную аппроксимацию уравнения (2.8) с 1) краевыми условиями первого  и третьего рода и 2) краевыми условиями второго и первого рода на линейных базисных функциях.

2. Выполнить конечноэлементную аппроксимацию уравнения (2.8) с 1) краевыми условиями второго  и третьего рода и 2) краевыми условиями третьего и третьего рода на линейных базисных функциях.

3. Выполнить конечноэлементную аппроксимацию уравнения (2.8) с 1) краевыми условиями первого  и третьего рода и 2) краевыми условиями второго и первого рода на квадратичных базисных функциях.

4. Выполнить конечноэлементную аппроксимацию уравнения (2.8) с 1) краевыми условиями второго  и третьего рода и 2) краевыми условиями третьего и третьего рода на квадратичных базисных функциях.

5. Выполнить конечноэлементную аппроксимацию тестовых задач 4,5.

6.  Выполнить конечноэлементную аппроксимацию уравнения тестовых задач 4,6.  

                                              Оформление отчета.
Отчет по лабораторной работе должен включать следующие пункты.

1. Цель работы.

2. Содержание работы

2.1.  Постановка задачи. Эквивалентная вариационная постановка.

         Дискретный аналог задачи (2.8). Локальная матрица и локальный 

         вектор правой части.

2.2. Алгоритм сборки глобальной матрицы СЛАУ и глобального вектора  правой части. Метод решения СЛАУ.

2.3.  Описание алгоритма решения краевой задачи. 

2.4 .  Анализ результатов вычислительных экспериментов. Результаты 

        тестирования при постоянном коэффициенте теплопроводности  
[image: image242.wmf]()
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        на вложенных сетках (не менее трех с шагом 
[image: image243.wmf],,
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). Результаты 

        тестирования с заданным коэффициентом теплопроводности  
[image: image244.wmf]()
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        на вложенных сетках. Результаты оформить в виде таблиц и 

        графиков.

4.1. Выводы.

Тестовые задачи из задания к лабораторной работы 2.
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Приложение. Объектно-ориентированная реализация методов решения систем дифференциальных уравнений

В данном приложении будет рассмотрена реализация методов решения для систем ДУ средствами объектно-ориентированного программирования (ООП). Изложение построено на примере языка C#, однако следует иметь в виду, что автоматизация управления памяти в этом языке делает его малоэффективным для серьёзных вычислительных приложений.

Основой реализации является понятие вектора. В данном цикле лабораторных работ предполагается, что все векторы, используемые в рамках одной задачи, имеют одинаковую размерность, поэтому можно ввести вектор следующим образом:

class Vector {


static public int Dimension;


public double[] v;

}

При создании каждого нового вектора необходимо выделять память под массив, хранящий его элементы. Созданием новых классовых объектов в ООП занимаются специальные функции-конструкторы.

Добавим их в класс:

static Vector() { Dimension = 3; }

public Vector() { v = new double[Dimension]; }

public Vector(Vector z) {

v = new double[Dimension];

for (int i = 0; i < Dimension; i++) v[i] = z.v[i];

}

Здесь присутствует три конструктора. Первый из них статический. Он выполняется до того, как будет создан хотя бы один объект класса. В данном случае этот конструктор говорит, что векторное пространство в отсутствие других явных указаний будет являться трёхмерным.

Второй конструктор — простой конструктор по умолчанию. Он всего лишь выделяет память под вектор и ничего более не делает. Третий является конструктором копирования: он создаёт точную копию уже имеющегося вектора.

Нахождение нормы вектора удобно реализовать через свойство класса:

public double Norm {


get {



double s = 0;



for(int i = 0; i < Dimension; i++) s += v[i] * v[i];



return System.Math.Sqrt(s);


}

}

Далее для удобства работы с векторами перегрузим для них арифметические операции:

static public Vector operator +(Vector lop, Vector rop) {

Vector t = new Vector();

for (int i = 0; i < Dimension; i++) t.v[i] = lop.v[i] + rop.v[i];

return t;

}

Аналогичным образом перегружаются и другие операции: вычитание векторов, унарный минус для вектора, умножение вектора на скаляр, деление вектора на скаляр. (Унарный минус отличается от вычитания векторов лишь тем, что рассматривается как функция одного аргумента.)

Следует также предусмотреть, что вектор может умножаться на скаляр двумя способами, в зависимости от того, какой множитель стоит слева, а какой справа. Кроме того, вектор может умножаться не только на вещественный, но и на целый скаляр. Соответствующие функции без труда реализуются по аналогии.

Наконец, необходима процедура получения строкового представления вектора. Она позволит пользоваться всеми штатными средствами текстового вывода для векторов точно так же, как для обычных чисел. (Если размерность пространства равна 1, то такой «вектор» и должен выводиться как обычное число.)

public override string ToString() {


System.Text.StringBuilder sb = new System.Text.StringBuilder();


if(Dimension > 1) sb.AppendFormat("[ ");


sb.AppendFormat("{0:0.000000}", v[0]);


for(int i = 1; i < Dimension; i++) sb.AppendFormat(", {0:0.000000}", v[i]);


if(Dimension > 1) sb.AppendFormat(" ]");


return sb.ToString();

}

Здесь перегружается глобальный метод object.ToString, причём формирование результирующей строки основано на мощном средстве StringBuilder.

Как видно, текстовое представление вектора обрамляется квадратными скобками, внутри которых компоненты перечисляются через запятую. Для каждой компоненты предусмотрен вывод до шести знаков после запятой (при необходимости формат может быть легко изменён).

Далее, назовём точкой совокупность узла сетки и вектора решения в этом узле. Соответствующий класс определяется довольно просто:

class Point {


public double t;


public Vector y;


public Point() { t = 0; y = new Vector(); }


public Point(double t0, Vector y0) { t = t0; y = new Vector(y0); }


public Point(Point z) { t = z.t; y = new Vector(z.y); }

}
Здесь также предусмотрено три конструктора, но другие по сравнению с классом Vector. Первый из них только выделяет память под вектор, второй выполняет полную инициализацию через вызов конструктора копирования векторного класса, третий — это собственный конструктор копирования.

Теперь мы можем реализовать задачу Коши как класс. В этот класс должно входить начальное условие, как объект типа Point; функция правой части и способ интерпретации полученного решения.

abstract class CauchyProblem { 


public Point InitCondition;


public abstract Vector F(double t, Vector Y);


public CauchyProblem() { InitCondition = new Point(); }


public virtual void SolutionStep(int num, Point u) {



if(num == 0) System.Console.WriteLine("< n, t_n, Y(t_n) >\n-------------------");



System.Console.WriteLine(num + "\t" + u.t + "\t" + u.y);


}

}
Здесь следует обратить внимание на два момента. Во-первых, сама функция F нигде не описывается, так как её придётся описывать индивидуально для каждой задачи. Соответственно, функцию объявлена абстрактной, и весь класс тоже является абстрактным. Он будет использоваться не сам по себе, а исключительно как основа для построения задач.

Во-вторых, функция SolutionStep объявлена виртуальной. Это значит, что класс предоставляет некоторое её определение и пользователь, если захочет, может пользоваться ей так как есть — но если не захочет, то может переопределить. Сама функция описана чисто схематически: заголовок, и в каждой строке через табуляцию: номер шага (целый аргумент num), значение аргумента на этом шаге, собственно найденное решение.

Конструктор класса сводится к простому выделению памяти под начальное условие. Инициализировать это условие пользователю придётся самостоятельно.

Учтём теперь, что в лабораторных работах предлагается тестировать реализованные методы на задачах, многие из которых имеют известное аналитическое решение. Сравнение с ним, собственно, и показывает, насколько хорошо или плохо работает метод.

Реализуем класс CauchyProblemWithAnalytics. От ранее описанного он будет отличаться дополнительным методом, который возвращает точное решение. Соответственно, метод выдачи результата можно модифицировать так, чтобы в дополнение к решению печаталась норма разности численного и аналитического решений [image: image246.png]lym==—y(t,)||



. Всё остальное (включая и конструктор) ему достанется от уже определённого класса CauchyProblem через механизм наследования:

abstract class CauchyProblemWithAnalytics : CauchyProblem {


public abstract Vector Yexact(double t);


public override void SolutionStep(int num, Point u) {

     if(num == 0) System.Console.WriteLine("< n, t_n, Y(t_n), |Y(t_n)-Yexact| >\n---------------");

           System.Console.WriteLine(num + "\t" + u.t + "\t" + u.y + "\t" + (u.y-Yexact(u.t)).Norm);


}

}

Как видно, метод Yexact тоже объявлен абстрактным (его определение — тоже прерогатива пользователя). В определении метода SolutionStep присутствует ключевое слово override, которое говорит о том, что это определение должно перекрыть определение из родительского класса.

Теперь, когда построена объектная модель задачи, можно реализовывать численные методы её решения.

Для самого простого из решателей — явного метода Эйлера — код соответствующей функции может выглядеть следующим образом:

public static Point EulerExpl(CauchyProblem P, double h, int MaxSteps, double MaxArg) {


int n = 0; double t_n; Vector y; Point pt = new Point(P.InitCondition);


P.SolutionStep(n, P.InitCondition); t_n = pt.t; y = pt.y;


for(n = 1; (n <= MaxSteps)&(t_n<MaxArg); n++) {



y += h * P.F(t_n, y); t_n += h; // метод Эйлера здесь


pt = new Point(t_n, y); P.SolutionStep(n, pt);


}


return pt;

}
Комментарием выделена строка, в которой и реализован весь метод; как видно, она в точности повторяет его математическую формулу. Всё остальное — лишь инициализация начальных условий, вызов метода обработки полученного решения, и цикл последовательных итераций.

Видно, что функция возвращает последнюю найденную точку решения. Нередко именно она и требуется, а кроме того, это может оказаться полезным для несамоначинающихся методов.

Кроме того, условие продолжения цикла реализовано двояко: пока не выполнено максимальное число шагов MaxStep и пока аргумент [image: image248.png]


 не достиг значения MaxArg. Если же из них необходимо только одно, то можно добавить альтернативные способы вызова с заведомо завышенными аргументами-«заглушками»:

public static Point EulerExpl(CauchyProblem P, double h, int MaxSteps) {


return EulerExpl(P, h, MaxSteps, 1e308);

}

public static Point EulerExpl(CauchyProblem P, double h, double MaxArg) {


return EulerExpl(P, h, 2140000000, MaxArg);

}

Для сравнения приведём реализацию другого, более сложного, численного метода — например, Рунге-Кутты 4-го порядка аппроксимации. Она может выглядеть, например, следующим образом:

public static Point RungeKutta4thOrder(CauchyProblem P, double h, int MaxSteps,

  double MaxArg) {


int n = 0; double t; Vector y, k1, k2, k3, k4; Point pt = new Point(P.InitCondition);


P.SolutionStep(n, P.InitCondition); t = pt.t; y = pt.y;


for(n = 1; (n <= MaxSteps) & (t < MaxArg); n++) {



k1 = h * P.F(t, v); k2 = h * P.F(t + h / 2, v + k1 / 2);



k3 = h * P.F(t + h / 2, v + k2 / 2); k4 = h * P.F(t + h, v + k3);



y += (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4) / 6; t += h;



pt = new Point(t, y); P.SolutionStep(n, pt);


}


return pt;

}
Сюда также можно добавить пару функций, которые осуществляют вызов только по одному из условий окончания — в точности как это было сделано для EulerExpl.

В качестве примера несамоначинающихся методов можно рассмотреть метод простого прогноза:

[image: image249.png]



Видно, что одного только начального условия [image: image251.png]


 для него недостаточно: нужно знать ещё и [image: image253.png]


. Эту недостающую точку обычно ищут каким-то другим, более простым и самоначинающимся методом (например, по Эйлеру). Соответственно, наш код для простого прогноза будет иметь один дополнительный параметр MidPoint:

public static Point SimplePrognosis(CauchyProblem P, Point MidPoint, double h, int MaxSteps,

  double MaxArg) {


Point pt = new Point(P.InitCondition); double t_n = MidPoint.t;


Vector y_nm1 = new Vector(pt.y), y_n = new Vector(MidPoint.y), y_np1;


for(int n = 2; (n <= MaxSteps) && (t_n < MaxArg); n++) {



y_np1 = y_nm1 + 2 * h * P.F(t_n, y_n); t_n += h;



pt = new Point(t_n, y_np1); P.SolutionStep(n, pt);



y_nm1 = y_n; y_n = y_np1;


}


return pt;

}
Необходимость использования информации о двух предыдущих шагах (до сих пор был только один) привела к циклическому переприсваиванию, а цикл по n начинается с двойки, так как начальное условие (нулевой шаг) и MidPoint (решение на первом шаге) должны были обрабатываться тем решателем, который и искал точку MidPoint.

Наконец, отметим тот факт, что в этом параграфе все функции объявлялись статическими. Он объясняется очень просто: в C# функции не могут существовать сами по себе, они обязаны быть членами классов. Назовём его DEsolver, — но это будет именно класс функций. Он не будет использоваться для создания объектов, а чтобы методы такого класса существовали всегда, они и объявлены статическими:

class DEsolver {

// Явный метод Эйлера: три функции

// Метод Рунге-Кутты 4-го порядка: три функции

// Метод простого прогноза: три функции

}

(Здесь, конечно, подразумевается, что к функции SimplePrognosis тоже были приписаны две функции-компаньона с заглушками условий продолжения.)

Для большей гарантии того, чтобы нельзя было создать классовый объект, можно вставить сюда следующий конструктор:

private DEsolver() {}

Поскольку он объявлен закрытым, любая попытка такого создания обязательно закончится ошибкой.

В качестве примера мы рассмотрим следующую систему двух дифференциальных уравнений с начальным условием:
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точным решением которой являются функции [image: image256.png]y1(t) =sint



, [image: image258.png]y,(t) = cost



.
С учётом того, что аналитическое решение известно, задачу можно сформулировать так:

class Task1a :CauchyProblemWithAnalytics {


public override Vector F(double t, Vector Y) {



Vector temp = new Vector();



temp.v[0] = Y.v[1];



temp.v[1] = -Y.v[0];



return temp;


}


public Task1a() {



InitCondition.t = 0.0;



InitCondition.y.v[0] = 0.0;



InitCondition.y.v[1] = 1.0;



return;


}


public override Vector Yexact(double t) {



Vector temp = new Vector();



temp.v[0] = Math.Sin(t);



temp.v[1] = Math.Cos(t);



return temp;


}

}

Если описания ранее введённых классов вектора, точки и задачи Коши находятся в отдельных файлах, то файл с главной программой должен содержать код следующего вида:

using System;

// Здесь определение класса Task1a
class LabWork {

static void Main() {



Vector.Dimension = 2;



double H = 0.1;



DEsolver.RungeKutta4thOrder(new Task1a(), H, 1.0);


}

}

Результатом исполнения будет следующее численное решение:

< n, t_n, Y(t_n), |Y(t_n)-Yexact| >

--------------------------------------

0       0       [ 0.000000, 1.000000 ]  0

1       0.1     [ 0.099833, 0.995004 ]  8.33250667035442E-08

2       0.2     [ 0.198669, 0.980067 ]  1.66650132843441E-07

3       0.3     [ 0.295520, 0.955337 ]  2.49975198395339E-07

4       0.4     [ 0.389418, 0.921061 ]  3.33300263331614E-07

5       0.5     [ 0.479425, 0.877583 ]  4.16625327646071E-07

6       0.6     [ 0.564642, 0.825336 ]  4.99950391492541E-07

7       0.7     [ 0.644217, 0.764843 ]  5.83275454666604E-07

8       0.8     [ 0.717356, 0.696707 ]  6.66600517305939E-07

9       0.9     [ 0.783326, 0.621611 ]  7.49925579423065E-07

10      1       [ 0.841470, 0.540303 ]  8.3325064091673E-07

11      1.1     [ 0.891207, 0.453597 ]  9.16575701820475E-07
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