Лекция №1 
Линейные ДУ в частных производных второго порядка.
Пусть U(x), x=(x1, …, xm), функция, тогда ДУ в частных производных 2го порядка будет иметь вид: ({j,k=1,m}Аjk(х) (2U/(хj(хк + ({k=1,m} Ак(х) (U/(x + А0(х)U(х)=f(x) (1). Аjk, Аk, А0, f(x) – заданные функции от х. Будем полагать, что Аjk(х) = Аkj(х) (2). Симметричная матрица Аjk(х) называется матрицей старших коэффициентов.

Классификация уравнений в частных производных 2го порядка.

Уравнения классифицируются в зависимости от собственных значений матрицы старших коэффициентов. Т.к. матрица симметрична, то все значения будут действительными. Зафиксируем некоторую точку х и определим в этой точке значение Аjk. Пусть матрица имеет ( положительных собственных значений, ( отрицательных собственных значений, ( нулевых собственных значений, причём (+(+(=m. Будем говорить, что (1) в точке х принадлежит типу {(,(,(}. Оно будет принадлежать этому типу на некотором точечном множестве, если оно принадлежит этому типу в каждой точке этого множества. Если матрица старших коэффициентов будет постоянной, то тип уравнения будет таким же на всём пространстве. При изменении знака в уравнении (с «+» на «–») тип уравнения не изменяется, т.е. {(,(,(} ( {(,(,(}.

I. Тип {m,0,0} ( {0,m,0} – эллиптический тип. Все собственные значения отличны от нуля и одного знака.

II. Тип {m-1,0,1} ( {0,m-1,1} – параболический тип. Одно нулевое значение и m-1 значение одного знака.

III. Тип {m-1,1,0} ( {m-1,1,0} – гиперболический тип. Все собственные значения ненулевые, но одно отличается знаком.

Приведение к каноническому виду.
Пусть дано уравнение (1). Вместо х1,…, хm введём новые переменные (r=(r(x1,…,xm), r=1,m (4), тогда Аjk(х) (2U/(хj(хк + Ф(…) = f(x). (3) Пусть в некоторой точке х преобразование (4) взаимно однозначно, его якобиан отличен от нуля. Имеет место невырожденное преобразование независимых переменных. Пусть функции (r имеют непрерывные частные производные вплоть до второй. Вычислим вторые производные, сделаем замену и подставим в (3), получим: Аjk((r/(xk ((s/(xj (2U/((r((s + Ф1(…) = 0

Аjk((r/(xk ((s/(xj =(Аrs (5)
(Аrs (2U/((r((s + Ф1(…) = 0 (6)
Вывод: при преобразовании независимых переменных уравнение (3) переходит в уравнение того же вида.(Аrs ((Аsr
Теорема: Тип уравнения в частных производных (3) не изменяется при невырожденном преобразовании независимых переменных.

Док–во: Пусть некоторая симметричная матрица невырожденными преобразованиями приведена к диагональному виду. Тогда количество положительных, отрицательных и нулевых собственных значений заданной матрицы будет равно количеству положительных, отрицательных и нулевых диагональных элементов. Пусть J матрица преобразования (4). Т.к. якобиан не нуль, то существует J-1. Аjk((r/(xk ((s/(xj =(Аrs,(А=JAJ-1 (7), А=(Д(-1. Линейное преобразование с матрицей ( приводит матрицу А к диагональной форме.(А=(J()D(J()-1 Матрица(А сводится невырожденными преобразованиями к матрице Д, следовательно тип сохраняется.

Пусть (r=jrkxk => (=Jx (8). Зафиксируем точку х, тогда матрица старших коэффициентов станет матрицей с постоянными коэффициентами, тогда получим(А=JAJ-1.(Ajk=0, j(k. Тогда в зафиксированной точке х уравнение превратится: ({к=1,m}(к (2U/((2 +(Ф(…) =0, где (к=Акк. Это уравнение второго порядка, где отсутствуют смешанные производные.

Опр. Вид уравнения 2го порядка, в котором отсутствуют смешанные производные, называется каноническим.

Вывод: уравнение в частных производных 2го порядка, линейное относительно старших производных, можно в любой точке пространства привести к каноническому виду при помощи линейных невырожденных преобразований независимых переменных.

Характеристики.
Аjk((r/(xk ((s/(xj = 0 – уравнение, характеризующее дифференциальное уравнение. Допустим нашли функцию (, удовлетворяющую этому уравнению. Функция ((х1,…,хm) = const называется характеристической поверхностью. Она инвариантна при преобразовании независимых переменных.

Приведение к каноническому виду уравнения 2го порядка с двумя независимыми переменными.
АUхх + 2ВUху + СUУУ + Ф = 0 (*) (=В2–АС. (>0 – гиперболический тип, (=0 – параболический тип, (<0 – эллиптический тип. Пусть во всей области определения уравнение (*) таково, что коэффициенты А и С не обращаются в нуль одновременно. Сделаем замену:(=((х,у), (=((х,у), получим:

(АU(( + 2(BU(( +(CU(( + Ф1(…)=0 (**), где(А=А(2х + 2В(х(у + С(2у,(С=А(2х + 2В(х(у + С(2у,(В=А(х(х + В[(х(у+(х(у] + С(у(у.

Лекция №2 
Основные уравнения математической физики.

Уравнения колебаний

Такими уравнениями описываются все волновые процессы. (d2U/dt2 = div(pgradU) – qU + F(x,t) (1), (,р,q – коэффициенты, определяющиеся свойствами среды, F(x,t) – интенсивность внешнего воздействия, х=(х1, х2, х3), t – время. div(pgradU) = ({i=1,3}(/(хi(р(U/(xi). Выведем уравнение (1) на примере малых поперечных колебаний струны.

Опр. Струной называется натянутая нить, не сопротивляющаяся изгибу.

Рис.

Струна в равновесии – ось Ох. Величину отклонения точки х в момент t обозначим U(x,t). U=U(x,t) – уравнение струны в момент времени t. Ограничимся только малыми колебаниями струны. tg(=(U/(x. Т.к. струна не сопротивляется изгибу, то её натяжение Т(х,t) направлено по касательной. Любой участок струны после отклонения от положения равновесия в рамках выбранных ограничений не изменяет своей длины. l ( ({а,b}[1+((U/(x)2]1/2dx ( b–a. В соответствии с законом Гука величина натяжения будет величиной постоянной, не зависящей от х или t. Пусть F(x,t) в точке х в момент времени t направлено ортогонально оси Ох, ((х) – линейная плотность, ((х)(х – масса, |T(x,t)|=T0. На элемент струны от х до х+(х действует сила натяжения Т(х+(х,t) – T(x,t) и действует внешняя сила, все эти силы должны быть равны произведению массы на ускорение. Т(x+(х,t)–T(x,t)+F(x,t)(x(e=((x)(x(2U/(t2(e. Спроектируем это векторное равенство на ось U. Т0sin(|x+(x– T0sin(|x + F(x,t)(x=((x)(x(2U/(t2 (2). sin(=tg(/(1+tg2()1/2 ( tg(=(U/(x (т.к. ( достаточно мал). ((2U/(t2 = T0/(x [(U(x+(x,t)/(x – (U(x,t)/(x] + F(x,t). Устремим (х к нулю, тогда получим: ((2U/(t2 = T0(2U/(x2 + F(x,t). Полагаем свойства среды постоянными: (2U/dt2 = a2 (2U/(x2 + f(x,t) (3), где а2=Т0/(, f(x,t)=F(x,t)/(. (3) – уравнение поперечных колебаний струны. Если f(x,t)=0, то уравнение становится однородным, а колебания свободными, если f(x,t)(0, то колебания вынужденные. Уравнение (3) – одномерное уравнение колебаний струны. Продольные колебания описываются таким же уравнением: (S(2U/(t2=(/(x(ES(U/(x) + F(x,t), S – площадь поперечного сечения стержня, Е – модуль Юнга. Начальные условия: U|t=0, Ut|t=0 – нужно задать. Если струна ограничена, то необходимо задать физическое поведение концов струны.

1. x((x0,xN) U|x=x0=(1(t) U|x=xN=(2(t) это краевые условия Дирихле (1го рода)

2. На конец струны действует заданная сила Т0(U/(x|x=x0=T0sin(|x=x0=(1(t) ( (U/(t = ((t)/T0 это краевые условия Неймана (2го рода)

3. Конец струны х0 упруго закреплён, пусть ( – коэффициент жёсткости закрепления, тогда: (Е(U/(x + (U)x=x0=0 это краевые условия 3го рода. Если сказано, что конец жёстко закреплён, значит, (=0, т.е. сводится к двум одинаковым условиям.

(2U/(t2 = a2 (2U/(x2 + F(x,t). Матрица старших коэффициентов: diag{1, –a2}=> уравнение гиперболического типа.

(=(2/(х21 + (2/(х22 + (2/(х23 – оператор Лапласа. (а – оператор Даламбера, (а=(2/(t2 – (.

Уравнение диффузии (теплопроводности).

p(U/(t = div(pgradU) – qU +F(x,t). Пусть U – температура среды. Будем полагать, что среда изотропная. Обозначим ((х), с(х), к(х) – плотность, удельная теплоёмкость, коэффициент теплопроводности, тогда в произвольном объёме баланс тепла от t до t+(t определяется следующим образом.

Рис.
Тогда по закону Фурье через поверхность S в объем V поступит количество тепла, равное ({S}k(U/(nds (t = ({S}(kgradU,n)ds (t. Перейдём к интегралу по объёму: Q1 = ({V}div(kgradU)dx(t. От источника в объёме V возникнет количество тепла Q2 = ({V}F(x,t)dx(t. Температура в объёме в промежуток от t до t+(t изменится на U(x,t+(t) – U(x,t) = (t(U/(t, для этого затрачивается количество тепла Q3 = ({V}c((U/(tdx(t. В силу закона сохранения: Q3 = Q1+Q2. ({V}[div(kgradU) + F(x,t) – c((U/(t]dx(t = 0 – это тепловой баланс в объёме V, ограниченном S, за время (t.

div(kgradU) + F(x,t) = c((U/(t

(U/(t = a2 (2U/(t2 + f(x,t). Матрица старших коэффициентов: diag{0, a2} – уравнение параболического типа. Краевые условия могут быть любыми. Если использовать оператор (а или (/(t – (, то процесс нестационарный. Стационарный случай: (U = – f(x) – уравнение Пуассона, (U=0 – уравнение Лапласа.

((2/(t2 – a2()U = f(x,t). Пусть f(x,t) гармоническая функция f(x,t) = a2f(x)eiwt. Будем искать гармоническое решение U(x,t) = U(x)eiwt. Подставим u(x,t) в волновое уравнение (2U/(t2 = –w2U(x)eiwt
(U=(U(x)eiwt
–w2U(x)eiwt – a2( U(x)eiwt = a2 f(x)eiwt

–(U – w2/a2U(x) = f(x), k2=w2/a2 – волновое число

(U(x) + k2U(x) = –f(x). Для гармонических колебаний уравнение, описывающее амплитуду колебаний, является эллиптическим. Это уравнение Гельмгольца.

Лекция №3 
Уравнения Максвелла.
Е, Н – электрическая и магнитная напряжённости. Е=(Е1,Е2,Е3), Н=(Н1,Н2,Н3). В качестве переменных могут быть х=(х1,х2,х3), t – время.

1. div((E)=(
2. div((H)=0

3. rot E = –(((H)/(t

4. rot H = (((E)/(t + J + j

D=(E – индукция электрического поля, В=(Н – индукция магнитного поля, j=(E – ток, ( – проводимость, ( – изолятор пространственный. Для решения уравнений первого порядка не существует метода решения. Rot rot A = grad div A – div grad A — основная формула для решений уравнений Максвелла. С помощью неё можно решить уравнения 3), 4). Rot rot H = (/(t(( rot E) + rot J;

Grad div H – div grad H = (/(t(((–(/(t[(H])) + rot J +. – гиперболический тип. Аналогично с вектором Е. Если в среде присутствует проводящий элемент (медь,), то добавляется дополнительное слагаемое. + (( (2H/(t2. 

Задача Коши для одномерного волнового уравнения.
Волновое уравнение – это уравнение колебания струны.

(1) (2U/(t2 – a2 (2U/(x2 = 0; –(<x<(, t>0 ( AUxx+2BUxy+CUyy+ ((…) = 0. (=В2 – АС. В=0, А=1, С = –а2, ( = а2 => уравнение гиперболического типа. Существует и вторая каноническая форма для канонического вида: dx/dt = a, dx/dt = –a – характеристики. dx/dt = (В((В2 – АС)/А.

x – at=C1, x + at = C2 => ( = x – at, ( = x + at – новые переменные (4). Выполняя замену, получим: (2U/(((( = 0 (5). Начальные условия: –(<x<(, t>0 => U(x,t)|t=0=((x), Ut(x,t)|t=0 = ((x) (2). Пусть решение этой задачи (1) есть некоторая функция: (3) U(x,t) = f(x – at) + g(x + at). Если f и g (С2(R), то и решение U(x,t)(C2(R). Докажем, что это правильно:

Из уравнения (5) => (/((((U/(() = 0;

(U/((((, () = V((, () – новое обозначение. Тогда (5) примет вид: (6) (V/(( = d/d((V|(=const) = 0, V|(=const – не зависит от (, т.е. V((, () = C(() (7).

(U/((((, () = V((, () => d/d((U|( = const) = C((). Проинтегрируем обыкновенное дифференциальное уравнение и получим: U|( = const = ( C(()d( + C1(()

U = f(() + g(()

U = f(x – at) + g(x + at). Решение волнового уравнения для задачи Коши есть две волны.

Физическая интерпретация решения одномерного волнового уравнения.

1) f(x – at).

Функция U(x, t) – есть отклонение в точке х в момент времени t. Рассмотрим некоторую фиксированную точку х0. Пусть из точки х0 в положительном направлении оси х в момент времени t=0 начинает двигаться наблюдатель со скоростью, равной а. Тогда, в момент времени t1 он окажется в точке х1 = х0 + аt1. Величина отклонения, которую наблюдатель будет видеть в точке х1 в момент времени t1 будет U(x1, t1) = f(x1 – at1) = f(x0), т.е. будет той же самой, что и в t0. Начальный профиль будет двигаться со скоростью а в положительном направлении оси Ох. U(x,t)|t=0 = ((x) – начальный профиль. f(x – at) называется прямой бегущей волной. Аналогичные рассуждения относительно g.

2) g(x + at) – называется обратная бегущая волна. В отрицательном направлении оси Ох.

Вывод: любое решение U(x,t) волнового уравнения (1) может быть представлено суперпозицией 2х волн, прямой и обратной.

Решение задачи Коши для волнового уравнения.

(1) (2U/(t2 – a2(2U/(x2 = f(x,t), –(<x<( t>0

U(x,t)|t=0 = ((x), Ut(x,t)|t=0 = ((x) (2)

I. Задача Коши для однородного уравнения с заданными начальными условиями.

(2V/(t2 – a2 (2V/(x2 =0; V|t=0 = ((x), Vt|t=0 = ((x)

II. Задача Коши для неоднородного уравнения, но с однородными начальными условиями.

(2W/(t2 – a2 (2W/(x2 = f(x,t); W|t=0 = 0, Wt|t=0 = 0

I: Решение этой задачи будет таким: V(x,t) = F(x+at) + ((x–at) (3). Среди всех таких решений будем искать такое, которое бы удовлетворяло начальным условиям. V(x,0) = ((x) = ((x)+F(x), Vt(x,0) = ((x) = –a(((x) + aF((x) (4). Второе уравнение из (4) проинтегрируем и получим два уравнения для определения 2х функций F и (:

((х) + F(x) =((x), –Ф(x) + F(x) = 1/a({x0,x}((z)dz + C (5).

Из (5) => F(x)=((x)/2+1/(2a)({x0,x}((z)dz+C/2, Ф(x)=((x)/2 – 1/(2a)({x0,x}((z)dz – C/2 (6). Из (6)((3) с учётом, что х – аt и х + аt: U(x,t) = 1/2[((x–at) + ((x+at)] + 1/(2a)({x–at, x+at}((z)dz (7) – формула Даламбера – описывает свободные колебания бесконечной струны при заданных начальных возмущениях. Получили явный вид решения I.

Вывод: Предположив существование решения задачи Коши получили формулу (7), значит, это решение единственно. Если функция ((х) обладает производной 1го и 2го порядка, а ((х) производную 1го порядка, то формула (7) даёт искомое решение задачи Коши и доказать это можно подстановкой U(x,t) в уравнение I. Построив решение задачи Коши, тем самым доказали его существование. Такой метод построения решения называется методом характеристик.

II. Будем строить вспомогательную функцию ((x,t,(), которая удовлетворяет однородному уравнению: (tt = a2(xx и (|t=( = 0; (t|t=( = f(x,() – это есть задача I, которая только что решена. w(x,t) = ({0,t}((x,t,()d( (8) – решение задачи II. Проверим: по правилам дифференцирования интеграла с переменным верхним пределом по параметру, найдём: wt(x,t) = (|t=( ((0, начал. усл.)+ ({0,t}(t(x,t,()d( (9). Из (8), (9) => w(x,t) удовлетворяет нулевым начальным условиям: w(x,t)|t=0 = 0, wt(x,t)|t=0 = 0. Продифференцируем (9) ещё раз и используем начальные условия: wtt = (t|t=( + ({0,t}(tt(x,t,()d( = f(x,t) + ({0,t}(tt(x,t,()d( (10). wxx – ? wxx = ({0,t}(xx(x,t,()d( (11). a2 wxx = ({0,t}a2 (tt(x,t,()d(. Из (10), (11) => wtt – a2 wxx = f(x,t) + ({0,t}[ (tt – a2(xx]((0)d(. Значит, функция w(x,t) представленная в виде (8) есть решение задачи II. Найдём её явное выражение: для нахождения функции ((x,t,() можно воспользоваться формулой Даламбера: ((x,t,() = 1/(2a)({x–a(t–(), x+a(t–()}f(z,()dz (12). Из (12)((8) => w(x,t) = 1/(2a)({0,t}({x–a(t–(), x+a(t–()}f(z,()dzd( (13). Решение задачи: U(x,t) = V(x,t) + W(x,t).

Лекция №4 
Устойчивость задачи Коши к входным данным.

Покажем, что обе функции V(x,t) и W(x,t) устойчивы к малым изменениям входных данных. Формула Даламбера показывает, что функция ((х) имеет 1ю и 2ю производные, а ((х) – 1ю производную. Но существует масса задач, где такое не выполняется.

Теорема: Пусть U1(x,t) и U2(x,t) решения задачи Utt=a2Uxx, с начальными условиями U1(x,0) = (1(х) U1t(x,0) = (1(х), U2(x,0) = (2(х), U2t(x,0) = (2(х), тогда каковы бы ни были (>0, t1>0, существует такое (>0, зависящее от ( и t1, что из неравенств |(1(x) – (2(x)|<(; |(1(x) – (2(x)|<(, для всех х ((–(, +() справедливо: |U1(x,t) – U2(x,t)| <(, (t ( t1.

Док–во: Используем формулу Даламбера для U1(x,t) и U2(x,t), тогда U1(x,t) – U2(x,t) = 1/2[(1(x–at)–(2(x–at)] + 1/2[(1(x+at)+(2(x+at)] + 1/2a ({x–at, x+at}[(1(z) – (2(z)]dz. |U1(x,t)–U2(x,t)| ( 1/2|(1(x–at)–(2(x–at)| + 1/2|(1(x+at) + (2(x+at)| + 1/2a ({x–at, x+at}|(1(z) – (2(z)|dz ( (/2 + (/2 + 1/2a({x–at, x+at}(dz = ( + (t ( ((1+t1); Выбираем ( = (/(1+t1) ( | U1(x,t) – U2(x,t)| ( (.

Вывод: малым изменениям начальных данных задач Коши соответствуют малые изменения решений. Следовательно, устойчивость задачи Коши доказано.

Если функции (1(х), (2(х), (1(х), (2(х) удовлетворяют следующим неравенствам: |(1(x) – (2(x)| <(; ({–(, (}|(1(x) –(2(x)|dx < (, то для соответствующим им решениям U1, U2 будет справедливо: | U1(x,t) – U2(x,t)| < (1+1/2a)(, t>0. Для одномерного волнового уравнения задача Коши имеет непрерывную зависимость от начальных данных и в случае разрывных скоростей.

Устойчивость неоднородного волнового уравнения задачи Коши к малым изменениям неоднородности (к правой части).

Достаточно исследовать условия с нулевыми значениями. a2Uxx = Utt +f(x,t), U(0,t) = 0, Ut(0,t) = 0.

Теорема: Пусть U1(x,t) и U2(x,t) решения задачи с двумя правыми частями, U1(x,t) ~ f1(x,t), U2(x,t) ~ f2(x,t), тогда каковы бы ни были положительные числа (>0, T>0, существует такое (>0, зависящее от ( и Т, что из неравенств: |f1(x,t) – f2(x,t)| < (((,T), для всех значений х и для всех значений 0 ( t ( Т следует: | U1(x,t) – U2(x,t)| < (.

Док–во: U(x,t) = 1/2a({0,t}({x–a(t–(),x+a(t–()}f(z,()d(dz. |U1(x,t) – U2(x,t)| ( 1/2a({0,t}({x–a(t–(), x+a(t–()}|f1(z,() – f2(z,()|d(dz ( (/2a({0,t}({x–a(t–(), x+a(t–()}d(dz = (t2/2 ( (T2/2; Выберем (=2(/Т2, получим |U1(x,t) – U2(x,t)| < (.

Методы решения краевых задач. Метод Фурье.

Искомое решение представляется в виде ряда Фурье по некоторой ортогональной системе функций. Это метод можно использовать, когда краевые условия заданы на координатной поверхности.

L – (2/(х2 + (2/(y2 + (2/(z2 – оператор Лапласа.

Гиперболическая краевая задача.

Необходимо найти функцию U(M,t); t>0, где U удовлетворяет уравнению: LU = (Utt (1). Начальные условия: U(M,0) = ((M), Ut(M,0) = (1(M) (3). Краевые условия ((1(U/(n + (2U)s = 0 (2), где n – внешняя нормаль. Ищем решение в области Д, ограниченной гладкой поверхностью S. Функция U непрерывна в замкнутой области(В = {M((D, t(0}. Уравнение (1) и краевое условие (2) в этой задаче линейны и однородны. Если функции U1 и U2, удовлетворяют (1) и условию (2), то C1U1 + C2U2 будет решением (1) и удовлетворять условию (2). С помощью таких суперпозиций, охватывающих все линейно независимые частные решения, попытаемся удовлетворить условию (3). Найдём нетривиальное решение (1), удовлетворяющее условию (2) в классе функций вида: Ф(М)((t), при этом Ф(М) непрерывна в замкнутой области Д, а ((t) непрерывна (t(0. Подставим такую функцию в уравнение (1) и разделим получившееся выражение на (Ф(М)((t), получим: LФ/(Ф = (((/( (4). Для того чтобы (4) было тождественно необходимо и достаточно, чтобы левая и правая часть (4) были равны одной и той же константе. LФ/(Ф = –( = (((/( (5). Из (5) => ((( + (( ( 0 (6), LФ + ((Ф ( 0 (7). Функции ( и Ф будут решениями уравнений: ((( + (( = 0 (8), LФ + ((Ф = 0 (9), тогда выполняются тождества (6) и (7). При этом ((1 ([Ф(М)((t)]/(n + (2Ф(М)((t))s = 0 (10). Функция Ф(м) удовлетворяет задаче (9), (10). Это задача Штурма–Лиувилля, которая имеет нетривиальное решение не при всех значениях (. Для однородной или неоднородной задачи, поставленной в области Д, определим класс А функций Ф(М).

1 тип: к классу А отнесём все непрерывные в замкнутой области D функции Ф(М), обращающиеся в нуль на поверхности S.

2 тип: функции, непрерывные в области D вместе со своими производными 1го порядка, причём производные по координатам точки М, и удовлетворяющие условию (Ф/(n|s = 0.

3 тип: то же определение, что и для 2го типа, но на границе ((1 (Ф/(n + (2Ф)s = 0.

Если коэффициент ( и другие определяющие уравнение (1) коэффициенты непрерывны и неотрицательны в замкнутой области D, то тогда справедлива следующая теорема.

Теорема: Существует бесконечное, счётное множество собственных значений (n и соответствующих им собственных функций Фn для задачи (9), (10), принадлежащих классу А.

Лекция №5 
Решаем задачу (1), (2):

U(м,t) = ({n=1,(}(Cncos((nt + Dnsin((nt)Фn(M) (4). Сn и Дn нужно выбирать таким образом, чтобы удовлетворить начальным условиям.

Теорема2: В непрерывной замкнутой области(В={M((Д, t(0} решение задачи LU=(Utt (1) ((1 (U/(n + (2U)s = 0 (2), U(M,0) = ((M), Ut(M,0) = (1(M) (3) принадлежащее соответствующему классу А, при фиксированном t(0 для уравнения гиперболического типа может быть представлено в виде ряда (4), где Cn = 1/||Фn||2 ({D}((p)((p)Фn(p)d(p, Dn = 1/(((n ||Фn||2) ({D}((p)((p)Фn(p)d(p , ||Фn||2 = ({D}((p)Фn2(p)d(p. Это коэффициенты ряда Фурье по системе функций Фn.

Док–во: пусть U(M,t) искомое решение. Т.к. эта функция (t>0 принадлежит классу А, то по теореме Стеклова это решение можно представить в виде ряда Фурье: U(M,t) = ({n=1,(}(n(t) Фn(t) (5). В представлении (5) (n(t) = 1/||Фn||2 ({D}((p)U(p,t)Фn(p)d(p (6). LФn + (n(Фn = 0 => (Фn = – LФn/(n (7). Подставим (7) в (6) => (n(t) = –1/(n||Фn||2 ({D}ULФnd(p = –1/(n||Фn||2 (U,LФn). Если учесть само сопряжённость оператора L, то (n = –1/(n||Фn||2 ({D}LUФnd(. Используем уравнение (1), (n = –1/(n||Фn||2 ({D}(UttФnd( (8). Из (6) и (8) => (n ( –(((/(n => (n(( + (n(n = 0. Если найти функцию, удовлетворяющую этому уравнению, то (n(t)= Cncos((nt + Dnsin((nt. Cn = (n(0) = 1/||Фn||2*({D}((p)U(p,0)Фn(p)d(p = 1/||Фn||2*({D}((p)((p)Фn(p)d(p, Dn=(((n(0)/((n= 1/(((n||Фn||2)*({D}((p)(1(p)Фn(p)d(p.

Положив существование решения (1) – (3), мы его нашли в виде (4), следовательно, это решение единственно.

Решение неоднородной задачи методом Фурье.
Решение неоднородной задачи возможно, если известна полная система функций и соответствующие им собственные значения однородной задачи.

I. LU + f(M,t) = (Utt (1), ((1(U/(n + (2U)s = 0 (2) U(M,0) = 0, Ut(M,0) = 0 (3). Т.к. искомое решение принадлежит классу А, то по т. Стеклова оно может быть представлена в виде ряда Фурье по собственным функциям соответствующей однородной задачи.

U(M,t) = ({n=1,(}(n(t)Фn(t) (4), (n(t) = 1/||Фn||2 ({D}((p)U(p,t)Фn(p)d(p (5). LФ/(Ф = (((/( = – ( – однородная задача. (Фn = – LФn/(n (6). (n(t) = –1/(n||Фn||2 ({D}ULФnd( = –1/(n||Фn||2 ({D}ФnLUd( (7), т.к. L=L*. Из уравнения (1) следует LU = (Utt – f(M,t) (8). Подставим (8) в (7), получим: (n(t) = –1/(n||Фn||2 ({D}(UttФnd( + 1/(n||Фn||2 ({D}fФnd( (9). –(((/(n + fn/(n ( (n. (n – есть решение уравнения (((n + (n(n = fn. Т.к. условие (3) однородное, то (n(0) = 0 и ((n(0) = 0. Решение этой задачи можно представить в виде: (n(t) = ({0,t}((n(t–()*fn(()d(, где((n есть решение уравнения вида:((((n + (n(n = 0,((n(0) = 0,(((n(0) = 1.

((n(t) = C1cos((nt + C2sin((nt,((n(0) = 0 = C1,(((n = ((nC2cos((nt =>(((n(0) = 1 = ((nC2 => C2 = 1/((n.((n = 1/((nsin((nt. (n = 1/((n ({0,t}sin((n(t–()*fn(()d( (10). Подставим (10) в выражение (4) получим решение в виде ряда по соответствующим собственным функциям.

II. LU + f(M,t) = (Utt (11), ((1(U/(n + (2U)s = 0 (12) U(M,0) = ((M), Ut(M,0) = (1(M) (13). Решение (11) – (13) будем искать в виде: U(M,t) = V(M,t) + W(M,t).

1) V: LV = (Vtt, ((1(V/(n + (2V)s = 0, V(M,0) = ((M), Vt(M,0) = (1(M).

2) W: LW + f(M,t) = (Wtt, ((1(W/(n + (2W)s = 0, W(M,0) = 0, Wt(M,0) = 0.

III. LU + f(M,t) = (Utt (14), ((1(U/(n + (2U)s = ((t) (15) U(M,0) = ((M), Ut(M,0) = (1(M) (16). Ищем решение в виде: U(M,t) = V1(M,t) + W(M,t). Функция V1 – это функция из функций V(M,t) непрерывных в области(В и имеющих в этой области непрерывные производные вплоть до 2го порядка. Причём V1 должна удовлетворять краевым условиям (15). LW + f1(M,t) = (Wtt, ((1(W/(n + (2W)s = 0, W(M,0) =(((M), Wt(M,0) =((1(M), где f1(M,t) = f(M,t) + LV1 – (V1tt;

(((M) = ((M) – V1(M,0);

((1(M) = (1(M) – V1t(M,0).

Свободные колебания круглой мембраны.
Будем рассматривать радиальные колебания круглой мембраны, которые зависят от радиуса. U(r,t) – функция колебаний. LU = (2U/(r2 + 1/r (U/(r.

(2U/(r2 + 1/r (U/(r = 1/a2 (2U/(t2, U|r=R = 0; U|t=0 = ((r), Ut|t=0 = (1(r). U(r,t) = W(r)T(t) – решение. W((T + 1/r W(T = 1/a2 WT(( умножим на 1/WT ( 0, т.к. ищем нетривиальное решение, получим: (W(( + 1/r W()/W = 1/a2 T((/T = –(2
T(( + а2(2T = 0

W(( + 1/r W( + (2W = 0 – уравнение Бесселя.

Лекция №6 
W(( + 1/z W( + W = 0 – уравнение Бесселя нулевого порядка. W((r) = C1J0((r) + C2Y0((r). Из краевого условия U|r=R=0 => W((R)=0 => C1J0((R) + C2Y0((R) = 0.

Рис

Положим С2=0, тогда C1J0((R) = 0, положим С1=1, тогда J0((R) = 0 => (n = (n/R. Тогда Wn((nr) = J0(r(n/R).

T((n + a2(2nTn = 0 => Tn(t) = ancosa(nt + bnsina(nt. U(r,t) = ({n=1,(}[ ancos(a(nt) + bnsin(a(nt)]*J0(r(n/R), где an, bn – коэффициенты ряда Фурье по бесселевым функциям. an = 2/(R2J21((n))*({0,R}r((r)J0(r(n/R)dr, bn = 2/(a(nRJ21((n))* ({0,R}r(1(r)J0(r(n/R)dr.

Уравнения параболического типа.
Они описывают нестационарное распространение тепла и диффузии. (U/(t = k0(2U/(x2, k0 – коэффициент теплопроводности, х((0,L), U(0,t) = T1, U(L,t) = T2, U|t=0=T0. k0(2U/(x2 = 0. U(x) = ((T2 – T1)/L)*x + T1. При стационарном процессе потоки тепла, водящие в любое поперечное сечение и выходящие их него, равны между собой. Следовательно, поток должен быть постоянен в любой произвольной точке х. Это означает, что по закону Фурье это достижимо при линейном профиле температуры. W= –(gradT. Для уравнения теплопроводности существует тип решений, который имеет вид бегущей волны в стационарных формах. U = f(x–wt) (1). C(U/(t = (/(x(k(U/(x) (2). Подставим (1) в (2), получим: –cwf(=(kf)( (3). Уравнение (3) это линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами. f(() = A + Bexp{–cw/k (}, ( = x–wt.

Рис
U(x,t) = A+Bexp{(x–wt)*(–cw/k)}, А – это температура на бесконечности, т.е. там, куда тепло ещё не дошло. Прогрев вещества, по которому со скоростью w распространяется вправо тепловая волна. f(x–wt)|x–wt=0 = U0.

Общий подход к решению.
Рис.

S – граница (, Г состоит из нижнего основания и части боковой поверхности.

Первая краевая задача.
Пусть ( конечная область трёхмерного пространства XYZ. Q в пространстве XYZt цилиндр. Рассмотрим задачу: (U/(t = a2[(2U/(x2 + (2U/(y2 + (2U/(z2] (1), U|t=0 = f(x,y,z), (x,y,z)((( (2), U|s = ((p,t), t([0,T] (3). 

Теорема (о max (min)): Функция U(x,y,z,t), удовлетворяющая однородному уравнению (1) внутри цилиндра QT и непрерывна вплоть до её границы, принимает наибольшее (наименьшее) значение или при t = 0, или на боковой поверхности цилиндра.

Док–во: Пусть М – наибольшее значение функции U в цилиндре QT, а m – наибольшее значение функции U на границе Г. Предположим, что существует такое решение U(x,y,z,t), что M>m. Пусть эта функция принимает значение М в точке (x0, y0, z0, t0), где (x0, y0, z0)((; t0([0,T]. Рассмотрим вспомогательную функцию V(x,y,z,t) = U(x,y,z,t) – ((M–m)/6d2)*[(x–x0)2 + (y–y0)2 + (z–z0)2]; где d – диаметр области (. На боковой поверхности цилиндра и на его нижнем основании V(x,y,z,t) ( m + (M–m)/6 = M/6 + 5m/6 < M; V(x0, y0, z0, t0) = M. Следовательно функция V также как и U не принимает наибольшее значение ни на боковой поверхности цилиндра, ни на основании. В силу непрерывности V она должна принимать наибольшее значение в некоторой точке (x,y,z,t), (x,y,z)((, 0(t(T. Тогда в этой точке вторые производные (2V/(x2, (2V/(y2, (2V/(z2 не положительны, а (V/(t ( 0 => (V/(t – a2[(2V/(x2 + (2V/(y2 + (2V/(z2] ( 0 (*). (V/(t = (U/(t, (2V/(x2 + (2V/(y2 + (2V/(z2 = (2U/(x2 + (2U/(y2 + (2U/(z2 + (M–m)/d2 => (V/(t – a2[(2V/(x2 + (2V/(y2 + (2V/(z2] = {(U/(t – a2[(2U/(x2 + (2U/(y2 + (2U/(z2]} – a2(M–m)/d2 (0, т.к. величина, стоящая в фигурных скобках равна нулю. Получили противоречие (*). 

Следствия:

1. Решение первой краевой задачи (1) – (3) в цилиндре QT единственно.

Док–во: если бы имели два решения U1 и U2, то U1 – U2 = w, удовлетворяющая однородному уравнению, должна была обратиться в нуль при t = 0 или на поверхности S, тогда w|t=0 = 0 в силу доказанной теоремы. Значит, U1 = U2.

2. Решение задачи (1) – (3) непрерывно зависит от правых частей краевых и начальных условий. U|t=0 = f, U|s = (.

Док–во: Если разность f и ( не превосходит по абсолютной величине некоторое (, то и разность решений w = U1 – U2, w|t=0 = (, w|s = ( по абсолютной величине не превосходит (.

Такие задачи относятся к классу задач, корректных по Адамару.

Метод разделения переменных для решения задач уравнений теплопроводности. Метод Фурье.
LU = a2(U/(t (1) в ((), ((1(U/(n + (2U)s = 0 (2), U(M,t)|t=0 = ((M) (3)(B={M(((; t(0}

1) U(M,t) = Ф(М)T(t) => для Ф(М) – задача Штурма–Лиувиля

2) Решаем задачу Штурма–Лиувиля и находим {Фn(М)}, {(n}

3) Tn((t) + (nTn = 0

Tn(t) = Cnexp{–(nt}

4) Un(M,t) = Cnexp{–(nt}Фn(М)

5) U(M,t) = ({n=1,(} Cnexp{–(nt}Фn(М) (4).

Теорема: Непрерывное в замкнутой области В решение задачи (1) – (3), принадлежащее соответствующему классу А, при фиксированном t (0 для уравнения параболического типа может быть представлено в виде (4), где Сn = 1/||Фn||2*({(}a2((p)Фn(p)d(p.

Лекция №7 
Задача Коши для параболического уравнения.

Ut = a2Uxx (1) t>0, x((–(, ()

U(0,x) = ((x) (2) ((x) – непрерывная и ограниченная.

Единственность решения
Покажем, что задача (1), (2) имеет единственное решение. Будем предполагать, что решение U(x,t) ограничено во всей области определения. Существует такое число М, что |U(x,t)|<М. Пусть U1 и U2 два решения уравнения (1), удовлетворяющие одному и тому же начальному условию (2). Обозначим w=U1 – U2. Тогда w будет удовлетворять уравнению (1) и w|t=0=0. Кроме того, w будет ограничена во всей области, т.е. |w| ( |U1| + |U2| (2M. Теорема о максимуме (минимуме) для неограниченной области применить нельзя, т.к. w(x,t) может нигде не достигать max (min). Введём в рассмотрение некоторую конечную область Х, |X| ( L, 0 ( t ( T (3). Введём функцию V(x,t) = (4M/L2)*[x2/2 + a2t]. Эта функция удовлетворяет (1). При t=0, x = (L V(x,0) ( w(x,0) = 0, V(( L,t) ( 2M (w(( L,t). Теперь можно применить теорему о max (min) к разности V(x,t) – [( w(x,t)]. Всё это можно проделать в области (3). V(x,t) – w(x,t) ( 0, V(x,t) + w(x,t) ( 0 => –V(x,t) ( w(x,t) ( V(x,t) => |w(x,t)| ( V(x,t) = (4M/L2)* [x2/2 + a2t]. Выбирая достаточно малым L и фиксируя (x0, t0) можно сказать, что w(x0, t0) < (. В силу произвольного выбора (x0, t0) можно сказать, что w(x,t) = 0. Значит, двух различных решений задачи Коши при одном начальном условии быть не может. Если начальные условия для двух решений  отличаются на (, то и решения отличаются на величину не большую, чем (. Это говорит об устойчивости задачи Коши к малым изменениям начальных условий.

Существование решения.

Будем искать решение U(x,t) в виде: U(x,t) = X(x)T(t) (4). Подставим (4) в (1), получим: T(+a2(2T = 0, X(( + (2X = 0. T = exp{–a2(2t}, X(x) = Acos(x + Bsin(x. Коэффициенты А и В зависят от (. U((x,t) = exp{–a2(2t}*[ A(()cos(x + B(()sin(x] (5). U(x,t) можно получить проинтегрировав (5), этот интеграл будет равномерно сходится и поэтому под интегралом можно продифференцировать. U(x,t) = ({–(, (} exp{–a2(2t}*[ A(()cos(x + B(()sin(x]d( (6). Определим А(() и В(() так, чтобы удовлетворялось начальное условие  (2): 

((х)=({–(, (}[A(()cos(x + B(()sin(x]d( (7).

Выпишем интеграл Фурье для функции ((x):

((x)=(1/2П)*({–(,(}d(({–(, (}((()* cos((x–()d(;

((x)=(1/2П)*({–(, (}[cos(x({–(, (}((()cos((d( + sin(x({–(, (}((()sin((d(]d(. Обозначим: А(() = ({–(, (}((()cos((d( , В(() = ({–(, (}((()sin((d( (8). U(x,t) = (1/2П)*({–(, (}d(({–(, (}((()exp{–a2(2t}cos((x–()d( (*). Изменим в (*) порядок интегрирования. 

U(x,t)=(1/2П)*({–(,(}((()[({–(, (}exp{–a2(2t}cos((x–()d(]d(.

Обозначим выражение в квадратных скобках за А. Выражение А не содержит заданной функции (((). Сделаем замену: ( = a((t => ( = (/a(t, w = (x–()/a(t, тогда А = (1/a(t) ({–(, (}exp{–(2}cos((w)d(. Обозначим сам интеграл (без константы) за I(w). При w=0

I(0) = ({–(, (}exp{–(2}d( = (П;

I((w) = –({–(, (}(exp{–(2}sin((w)d(. =>

I((w) = ½ exp{–(2}sin((w)|–(( – w/2 ({–(, (}exp{–(2}cos(wd( = –w/2 I(w).

I((w)/I(w) = –w/2 => ln I(w) = –w2/4 + ln C, C=(П, I(w) = (П*exp{–w2/4}.

А = (1/а(t)I(w) = ((П/a2t)exp{–w2/4} = ((П/a2t)exp{–(x–()2/4a2t}. Тогда U(x,t) = ({–(, (}(1/2a(Пt)1/2)*((()*exp{–(x–()2/4a2t}d( (9).

 Обозначим F(x,t,() = (1/2a(Пt)1/2)*exp{–(x–()2/4a2t} (10), тогда
U(x,t) = ({–(, (}((()F(x,t,()d(. (10) – есть фундаментальное решение уравнения теплопроводности. Из (9) следует, что тепло распространяется вдоль стержня мгновенно. Это та идеализация, которая соответствует самому выводу уравнения теплопроводности.

Решение задачи Коши есть функция, непрерывно дифференцируемая по t и x бесконечное число раз, независимо от того, будет ли иметь эти производные функция (((). Эта гладкость решения существенно отличает решение задачи теплопроводности от задач колебаний струны.

Физический смысл фундаментального решения.
Рис.

Будем считать, что ((х) задаёт начальное распределение температуры такое, что оно равно нулю вне этого промежутка. В начальный момент времени к этому участку струны подвели количество тепла Q, которое равно Q = 2hc(U0. В последующие моменты времени распределение температуры на этом участке стержня целиком определяется формулой (9). U(x,t) = Q/(c(2h(Пt)1/2) * 1/2a*({x0 – h, x0 + h} exp{– (x–()2/4a2t}d(. Если h->0 и в пределе перейдём к точке х0, то переходим к понятию точечного источника. От такого источника в стержне получится распределение тепла: lim{h->0}1/(2c(h(Пt)1/2)* 1/2a* ({x0 – h, x0 + h} exp{– (x–()2/4a2t}d( (11). Применим к (11) теорему о среднем: (1/2h)* ({x0 – h, x0 + h} exp{– (x–()2/4a2t}d( = exp{– (x–(0)2/4a2t}, где x0 – h ( (0 ( x0 + h. Фундаментальное решение даёт распределение температуры вызываемое источником тепла, интенсивность которого Q/c(. 

Лекция №8 
Эллиптические уравнения.
Существует притягивающее тело, которое влечёт за собой возмущение в каком-то пространстве.

U(x,y,z) = (M/(((x–x0)2+(y–y0)2+(z–z0)2) – интенсивность притяжения, где М – масса.

(2U/(x2 + (2U/(y2 + (2U/(z2 = 0 (*) => LU=0 – уравнение Лапласа. Вместо формулы для U Лаплас предложил дифференциальное уравнение, описывающее это поле. Можно полагать, что дифференциальное уравнение описывает взаимодействие между двумя соседними элементами этого поля. Таким образом, задачу дальнодействия перевели в задачу близкодействия. Это уравнение (*) не действует в точке сосредоточения масс. Если LU = – f(x,y,z) – то это уравнение Пуассона («–» – чтобы оператор L был положительно определённым и самосопряжённым). 

Рассмотрим область D и её границу Г:  D + Г =(D.

Опр.: Функция U(x) называется гармонической в конечной области  D , если она в этой области дважды непрерывно дифференцируема и удовлетворяет уравнению Лапласа.

Опр.: Функция U(x) называется гармоничной в бесконечной области D, если в каждой точке области D, находящейся на конечном расстоянии от начала, функция U(x) дважды непрерывно дифференцируема, удовлетворяет уравнению Лапласа и на бесконечности имеет порядок О(1/|x|m-2), так что для достаточно больших расстояний имеет место неравенство: |x| возрастает, следовательно, |U(x)| ( C/|x|m-2, m – размерность пространства. Если m=2, то условие означает, что гармоническая функция в бесконечной области ограничена на бесконечности. Определение бесконечной функции не налагает никаких ограничений на поведение функции на границе области.

Сингулярное решение уравнения Лапласа.
Пусть х и ( – точки m-мерного евклидового пространства Еm, r = |x–(| = (({k=1,m}(xk – (k)2 (1). Введём функцию V(x,() = 1/rm-2 (m>2) (2). Зафиксируем точку (, тогда V становится функцией одной переменной х. Функция V будет разрывна при х = (. Докажем, что в области не содержащей точку (, функция V – гармоническая. Прежде всего, в области, не содержащей точку (, функция V непрерывна вместе со своими производными любого порядка. На бесконечности V(x,() = O(1/|x|m-2) (3), т.к. r = |x–(| ( |x| – |(|. Нас интересует поведение V(x,() при достаточно больших х. Тогда |(| < |x|/2 => r > |x|/2 => V(x,() < 2m-2/|x|m-2 – это аналогично (3). Соотношение (3) важно, если рассматривается бесконечная область. Покажем, что функция (2) удовлетворяет уравнению Лапласа: (2V/(x2k = {(m–2)/rm}* [–1 + m(xk–(k)2/r2].

LV = ({k=1,m}(2V/(x2k = {(m–2)/rm}* ({k=1,m}[–1 + M(xk–(k)2/r2] = {m-2/r}(m–m) = 0.

Функция (2) называется сингулярным решением уравнения Лапласа. Для этой функции важно то, что это решение всегда с определённой скоростью стремится к (, при х((. Сингулярное решение уравнения Лапласа симметрично относительно х и ( (т.е. можно заменить х).

Частные случаи сингулярных решений.
Пример1: m=3, U=U(r) ( процесс обладает сферической симметрией. d(r2dU/dr)/dr = 0, решение: U = C1/r + C2. Положим С2 = 0, С1 = 1 => U=1/r – сингулярное решение для поля, обладающего сферической симметрией, это фундаментальное решение уравнения Лапласа.

Пример2: m=2. Цилиндрическая симметрия: U=U((). Лапласион в цилиндрических координатах 1/(* d((dU/d()/d( = 0, U(() = C1ln( + C2. Положим С2 = 0, С1 = 1 => U(() = ln(. 

Теорема1 (лемма) об интегральном представлении функций класса С2.

Если функция U(x,y,z) непрерывная и имеет производные 1го и 2го порядка всюду в области D, причём 1ые производные непрерывны вплоть до границы области S, а вторые непрерывны внутри области, то тогда имеет место формула: U(M0) = 1/4П* ({S}[1/r* (U/(n – U (/(n(1/r)]dS – 1/4П* ({D}1/r* LUd( (1), где r – расстояние, М0 – фиксированная точка, М – произвольная точка в области D.

Док–во: Будем предполагать, что функция U имеет непрерывные производные 2го порядка вплоть до границы S. Рассмотрим функцию V = 1/r. Т.к. она обращается в бесконечность в точке М0, то нельзя применить формулу Грина ко всей области D. Вырежем из области D шар с центром в точке М0 и целиком содержащийся в D. Оставшуюся часть области обозначим D(. (p – поверхность шара. В D( можно использовать функцию Грина, т.к. она удовлетворяет свойствам непрерывности. Функция V = 1/r – гармоническая в D( и формула Грина будет иметь вид: ({D(}LU/r d(p = ({S}[1/r* (U/(n – U*(/(n(1/r)]dS + ({(p}[1/r* (U/(n1 – U* (/(n1(1/r)]dS (2). Устремим ( к нулю. Тогда слева в формуле (2) получим интеграл по всей области D. Интеграл справа в (2) по поверхности S от р не зависит. На поверхности шара (р величина радиуса имеет постоянное значение (. Т.к. нормаль n направлена против радиуса, будем иметь: ((1/r)/(n1|(p = ((1/r)/(r|(pr=p = 1/(2 => ({((}U((1/r)/(n ds = 1/(2 U(M()4П(2 = 4ПU(M(), М( – точка на поверхности шара. Производные 1го порядка от функции U ограничены в замкнутой области D, т.к. по предположению функция U имеет непрерывные производные в этой области. Следовательно, существует постоянная К, что |(U/(n|<K, и тогда |({((}1/r* (U/(n ds| ( K/(* ({((}ds = K/(* 4П(2 ( 0 при ((0. Т.о., после предельного перехода при ((0 получаем (1). 

Для двумерного случая m=2 U(x0,y0) = 1/2П* ({Г}[(ln1/r)(U/(n – U((ln1/r)/(n] dГ – 1/2П* ({D}(ln1/r)LUds; D – конечная область, ограниченная замкнутой кривой Г.

Свойства:

1. Пусть U(x,y,z) – гармоничная функция в конечной области D, ограниченной S. Пусть U непрерывна вместе с производными второго порядка вплоть до границы S. Полагаем в первой формуле Грина V=U, и принимая во внимание, что U – гармоничная функция, получим: ({S}U*(U/(n*ds = ({D}[((U/(x)2 + ((U/(y)2 + ((U/(z)2]d( => ({S}U*(U/(n*ds ( 0.

2. Применим вторую формулу Грина к функции U и V=1. Тогда получим: ({S}(U/(n ds = 0 – условие разрешимости неоднородной краевой задачи с условиями Неймана.

3. Применим формулу (1) к гармоничной функции U, получим: U(M0) = 1/4П* ({S}[1/r* (U/(n – U((1/r)/(n]ds (*). Это означает, что значение гармоничной функции в любой точке внутри конечной области выражается через значение этой функции и её нормальной производной на границе этой области.

Замечание: т.к. все эти интегралы не содержат производных второго порядка от функции U, то для применимости этих формул достаточно предполагать, что гармоничная функция непрерывна только с производными 1го порядка вплоть до границы S. 

Можно показать, что U(x,y,z) – гармоничная в области D и имеет производные всех порядков внутри области D.

Теорема2: о среднем арифметическом.

Значение гармоничной функции в центре шара равно среднему арифметическому её значений на поверхности этого шара.

Док–во: Пусть эта функция – гармоничная внутри шара, и пусть она непрерывна вместе с 1ой производной вплоть до поверхности шара. Пусть M0(x0,y0,z0) – центр шара, R – радиус, SR – поверхность. Применим формулу (*) к этому шару: U(M0) = 1/4П* ({SR}[1/r* (U/(n – U((1/r)/(n]ds. На поверхности шара r = R. Примем во внимание то, что направление внешней нормали к поверхности S совпадает с направлением радиуса, тогда (/(т = (/(r => ((1/r)/(r|r=R = –1/R2; U(M0) = 1/4ПR* ({SR}[(U/(n]ds + 1/4ПR2* ({SR}Uds. Т.к. (U/(n*ds = 0, то окончательно U(M0) = 1/4ПR2* ({SR}Uds = 1/4П* ({0,П}({0,2П}U(r,(,()*sin(d(, где U – функция в сферических координатах.

Лекция №9 
Теорема: о мах и min.

Функция гармоническая внутри ограниченной области D и непрерывная в замкнутой области D достигает наибольшего (наименьшего) значения только на границе области, кроме того случая, когда эта функция является константой.

Док–во: Пусть U(м) достигает наибольшего значения в некоторой точке м0 области D. С центром в точке м0 проведём сферу радиуса (, т.о., чтобы она целиком находилась внутри области D. Применим теорему о среднем арифметическом. В теореме о среднем арифметическом заменим подынтегральную функцию значением U(м0), где по предположению она принимает мах значение, тогда: U(м0) = 1/(4П(2)* ({S(}Uds ( 1/(4П(2)* ({S(}Uмах(ds = Uмах(. Знак равенства будет иметь место когда U( есть постоянное значение U в точке м0. Т.к. по предположению U в точке м0 есть наибольшее значение U(м) в области Д, может утверждать, что равенство имеет место, и следовательно, U(м) = const внутри и на поверхности всякой сферы с центром в точке м0, если эта сфера принадлежит D. Покажем, что U(м) есть постоянная во всей области D.

Рис.

U(N)=U(м0). Соединим N и м0 линией L, причём L – конечная. Эта ломаная целиком лежит в D. Пусть d – кратчайшее расстояние от L до границы D. В силу доказанного U(N) = U(м0) в шаре с центром в точке м0 и радиусом d/2. Пусть М1 точка пересечения ломаной L с поверхностью шара, описанного вокруг точки м0. Тогда U(М1) = U(м0). По доказанному выше U(м) = const U(м0) в шаре, описанном вокруг М1. Получаем М2 – точку пересечения сферы с ломаной. Вследствие конечной длины ломаной её можно покрыть конечным числом шаров. Аналогично доказывается, что U(м) принимает min значение. Согласно теореме Вейерштрассе функция U(м) в замкнутой области D достигает своего наибольшего и наименьшего значения, и достигает их на границе, т.к. по доказанному выше гармоническая функция U не может принимать внутри области свои наибольшие и наименьшие значения.

Краевые задачи делятся не только по типу краевых условий, они могут быть: внешние (решаются вне некоторой области), внутренние (решение внутри некоторой области).

Теорема3: Решение задачи Дирихле внутреннее или внешнее единственно.

Док–во: Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле. Пусть существует два решения U1(м) и U2(м). Тогда U1(м) – U2(м) будет гармонической функцией и будет удовлетворять условию:[ U1(м) – U2(м)]|s = 0. По доказанной теореме эта разность равна нулю на всей области.

Функция Грина оператора Лапласа.
1. Функция Грина задачи Дирихле.

Пусть U(м) – гармоническая функция в области D с границей S и непрерывная вместе со своими производными 1го порядка вплоть до границы S. Тогда U(м0) = 1/4П * ({S}[(1/r)(U/(n – U(/(n(1/r)]dS (1), где r – расстояние между любыми точками, n – внешняя нормаль. Пусть известна некоторая функция g(м,м0), которая обладает следующими свойствами: 1) как функция переменной точки м она является гармонической в области D и имеет непрерывные 1е производные вплоть до границы S; 2) на поверхности S функция принимает значение – 1/4Пr. Применим вторую формулу Грина к гармоничны функциям U(м) и g(м,м0), получим: ({S}[U(м)(g(м,м0)/(n – g(м,м0)(U(м)/(n]dS = 0. В силу граничных условий для функции g(м,м0) получим: ({S}[U(м)(g(м,м0)/(n + 1/(4Пr)(U(м)/(n]dS = 0 (2). Вычтем из (1) формулу (2), получим: – ({S}U(м)(/(n[1/4Пr + g(м,м0)]dS (3). Обозначим G(м,м0) = 1/4Пr + g(м,м0) (5) – функция Грина для задачи Дирихле.

Опр.: Функцией Грина для задачи Дирихле называется функция, удовлетворяющая следующим условиям: 1) как функция точки М она является гармонической внутри области D за исключением точки М0, в которой она имеет особенность; 2) она удовлетворяет гармоническим условиям: G(М,М0)|S = 0 (4); 3) в области D функция G(М,М0) допускает представление (5).

Свойства функции Грина.

Функция Грина всюду в области D положительна.

1. G(M,M0) < 1/4Пr, G(M,M0) > 0

2. G(M,M0) ( G(M0,M)

Сущность метода функции Грина.
Пусть дана эллиптическая краевая задача вида LU = f в области Д (1), [(1(U/(n + (2U]|S = ((м) (2). Для разрешимости этой задачи необходимо: (1, (2 ( 0, (12 + (22 ( 0. Для того чтобы найти решение (1), (2) нужно решить задачу со специальной правой частью. LG(M,M0) = – ((M,M0) (3) в D. [(1(G/(n + (2G]|S = 0 (4). Потребуем чтобы G(М,М0) была непрерывна всюду вместе с частными производными 1го порядка в замкнутой области Д. Если функция G найдена, то тогда можно решить задачу (1), (2). Применим вторую формулу Грина: ({D}[G(M,M0)LU – ULG(M,M0)]d( = ({S}[G(M,M0)(U/(n – U(G(M,M0)/(n]dS (5). LU = f(M) по условию, LG = – ((M,M0), тогда ({S}G(M,M0)f(M)d(м + ({D}U(M)((M,M0)d(м = ({S}[G(M,M0)(U/(n – U(G(M,M0)/(n]dS. На основании свойств (-функции ({D}U(M)((M,M0)d(м = U(M0). Тогда U(M0) = –({D}G(M,M0)f(M)d(м + ({S}[G(M,M0)(U/(n – U(G(M,M0)/(n]dS (6). 

1. Решение с помощью формулы (6) задачи Дирихле.

В (2) (1 = 0, (2 ( 0, U|S = ((M), G(M,M0)|S = 0. U(M0) = –({D}G(M,M0)f(M)d(м – ({S}((M)(G(M,M0)/(n dS.

2. Решение с помощью формулы (6) задачи Неймана.

В (2) (1 ( 0, (2 = 0, (U/(n|S = (1(M), (G(M,M0)/(n|S = 0. U(M0) = –({D}G(M,M0)f(M)d(м + ({S}G(M,M0)(1(M)dS.

3. Третья краевая задача

(1 ( 0, (2 ( 0. [(1(G/(n + (2G]|S = 0, [(1(U/(n + (2U]|S = ((M). (G/(n = – ((2/(1)G|S, (U/(n = – ((2/(1)U|S + ((M)/(1; U(M0) = –({D}G(M,M0)f(M)d(м + ({S}[G(M,M0)[ – ((2/(1)U + ((M)/(1] + ((2/(1)GU]dS => U(M0) = – ({D}G(M,M0)f(M)d(м + ({S}((M)G(M,M0)/(1 dS.

Опр.: Точки М и М1 называются инверсными относительно плоскости в пространстве или прямой в плоскости, если они симметричны относительно этой плоскости или прямой.

М(х0, у0, z0) -> М(х0, у0, –z0) {3D}, М(х0, у0) -> М(х0, –у0) {2D}.

Опр.: Точки М и М1 называются сопряжёнными относительно сферы, если они лежат на одном плече, исходящем из центра, а произведение их расстояний от центра равно квадрату радиуса.

Рис.

R2 = (*(1
Лекция №10 
Теория потенциала.
Рис.

r = [(x-a)2 – (y-b)2 – (z-c)2]1/2. Пусть в точку А помещаем электрический заряд, тогда заряд создаёт электростатическое поле. Напряжённость поля в любой точке пространства, не совпадающей с точкой А, определяется следующим образом:(Е = q(r/r3. Это поле имеет проекции: Ех = q(x-a)/r3, Еy = q(y-b)/r3, Еz = q(z-c)/r3 (1). Правые части соотношения (1) с противоположным знаком равны частным производным функции U(м) = q/r + const (2) – потенциал электростатического поля. U(м) –> 0 при r –> 0, поэтому const = 0. U(м) = q/r = q/[(x-a)2 – (y-b)2 – (z-c)2]1/2. (3)  Предположим, что у нас несколько точечных источников, тогда потенциал U = (Ui. Если заряд распределён по некоторому объёму D, т.е. задана плотность заряда, тогда U(м) = ({D}((N)/r d(N (4). Правая часть (4) – объёмный потенциал. Заряд распределён по поверхности, его плотность (1(N), тогда его потенциал U(м) = ({S}(1(N)/r dS (5). r – расстояние от точки М до переменной точки поверхности S. (5) – потенциал простого слоя.

Рис.

А – центр, h << расстояния до точки М. Рассмотрим величину qh. Обозначим qh = p = const. U(м) = lim{h->0}q(1/r’ – 1/r”) = lim{h->0}p(1/r’ – 1/r”)/h = p*((1/r)/(L = p*cos((АМ,(L)/r2 (6). При помощи двух таких зарядов диполь может быть представлен очень приближённо. 

Рис.

S – строго ориентированная поверхность (это поверхность, на которой строго определены внешняя и внутренняя нормали), ni – внутренняя нормаль, nL – внешняя нормаль. На поверхности S распределён диполь с плотность ((N). В каждой точке N направление оси диполя совпадает с направлением внутренней нормали поверхности S. Тогда потенциал, который создаёт этот диполь будет равен: W(M) = ({S}((N)*cos((NM,(ni)/r2 dS (7), где вектор r направлен от N к М. (7) – интеграл двойного слоя, т.к. распределение диполя может быть приближённо представлено как два, наложенных на поверхность S распределения зарядов с плотностью ((N)/n и –((N)/n. В дальнейшем будем полагать, что r направлено от точки М к N, а нормаль будем брать внешнюю. W(M) = –({S}((N)cos(/r2 dS.

Пусть задана область(D=D+S, где S – граница, и пусть U – функция класса С2. U(M) = (1/4П)*({D}LU/r d( – (1/4П)*({S}(/(n(1/r)UdS + (1/4П)*({S}(1/r)*(U/(n dS – это интегральное представление функции класса С2. Будем говорить, что интегральное представление функции класса С2 есть сумма потенциалов объёма, простого и двойного слоёв.

1. V(M) = (1/4П)*({D}((N)/r d(, ((N) – плотность объёмного потенциала. Если решаем задачу Пуассона LU = f(M), то f(M) определяет ((N).

2. Потенциал двойного слоя. W(M) = –(1/4П)*({S}U((1/r)/(n dS = ({S}((N)((1/r)/(n dS, ((N) – плотность потенциала двойного слоя. Неоднородное условие Дирихле U|S = ((M) в задаче Пуассона можно связать с ((N).

3. Потенциал простого слоя. ((М) = (1/4П)({S}(1/r)*(U/(n dS = ({S}((N)/r dS, ((N) – плотность потенциала простого слоя. Потенциал простого слоя связан с краевыми условиями Неймана (U/(n|S = (1(M) в задаче Пуассона.

Опр.: Поверхность Ляпунова – это поверхность класса С(1, () (в каждой точке можно построить локальную систему координат и связать её с глобальной).

Рис.

S(x) – кусочек границы S, заключённый в сфере Sd, (m = const. Если S поверхность Ляпунова, то она имеет в каждой своей точке определённую нормаль. (d, a, (, при этом d ( 0, а > 0, 0 < ( ( 1, что если х произвольная точка поверхности S, то сфера Sd(х), радиуса d с центром в точке х, вырезает из S участок S(x), который в местной системе координат, связанной с точкой х, может быть задан уравнением вида: (m = f((() («(» означает проекцию данной точки на касательную плоскость S в точке х, т.е. (m = const). Точку (( можно рассматривать как точку (m-1)-мерного пространства, т.е. (( = ((1, … , (m-1). Если ( и ( две точки участка S(x) и t любое направление в плоскости (m = 0, то |(f((’)/(t – (f(()/(t| ( a|({k=1,m-1}((k – (k)2|(/2. Плоскость (m = 0 касается поверхности S в точке х, которая является началом локальной системы координат. Отсюда f(0, 0,…,0) = 0, (f(0, 0,…,0)/(t = 0.

Интеграл Гаусса.
Потенциал простого слоя убывает как |x|-(m-2). Потенциал двойного слоя убывает как |x|-(m-1). Если поверхность S делит пространство на две области внутреннюю и внешнюю, то интеграл двойного слоя определяет две гармонические функции. W0(x) = ({S}((1/rm-2)/(n dS – интеграл Гаусса. Интеграл Гаусса – это интеграл двойного слоя с плотностью, равной 1.

W0(x) = { –2(m-2)Пm/2/Г(m/2), если х((int S) (внутри S); 0, если х вне S; –(m-2)Пm/2/Г(m/2), если х(S (это значение называется прямым).

Точно также ведёт себя потенциал двойного слоя.

Предельное значение потенциала двойного слоя.

На примере интеграла Гаусса, что потенциал двойного слоя терпит разрыв, когда точка х пересекает границу S, введём обозначение: Wi(x0), когда х –> х0 изнутри S, WL(x0), когда х –> х0 извне S, прямое значение W(x0). Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема: Пусть S – замкнутая поверхность Ляпунова, и пусть ((() – плотность, непрерывная на S, тогда для потенциала двойного слоя справедливы предельные состояния: Wi(x0) = –2(m-2)Пm/2((x0)/Г(m/2) + W(x0); WL(x0) = 2(m-2)Пm/2((x0)/Г(m/2) + W(x0). Если m=3, то Wi(x0) = –2П((x0) + W(x0) (*) – внутренняя, WL(x0) = 2П((x0) + W(x0) – внешняя. Wi(x0) можно использовать для решения внутренней задачи Дирихле, WL(x0) – внешней задачи Дирихле. W(x0) = ({S}((x0)((1/r)/(n dS. Функция, подлежащая определению – ((х0). (*) – уравнение Фредгольма второго рода.

Лекция 11 
Интегральные уравнения.
Опр.: Интегральное уравнение называется линейным, если подынтегральная функция входит в него линейно.

((p) = ({D}K(p,p1)((p1)dp1 + f(p) (1). D – некоторая область изменения переменных р и р1. Функция К(р,р1) называется ядром. Область D в общем случае лежит в n-мерном пространстве, координаты точек р и р1 имеют вид: р=(х1,…,хn), р1=((1,…,(n), тогда ядро К(р,р1) есть функция 2n переменных, при этом р и р1 таковы, что они не выходят за D. Если D одномерная и связная, то координаты точек будет определять одна координата и ((х) = (({a,b}K(x,s)((s)ds + f(x) (2), при этом х(а, s(b, ( – параметр. Уравнения (1) и (2) это линейные интегральные уравнения Фредгольма второго рода. В общем случае пределы интегрирования a и b могут быть конечными или бесконечными.  Ядро и функция f(x) либо непрерывны, ядро в квадрате Q: х(а, s(b, а f(x) – на отрезке [a,b], либо они удовлетворяют следующим условиям: ({a,b}({a,b}|K(x,s)|2dxds < ( (3), ({a,b}|f(x)|2dx < ( (4). Ядра, удовлетворяющие уравнению (3), называются фредгольмовскими. Если f(x)(0 (f(x) обращается в нуль почти всюду на [a,b]), то уравнение называется однородным. Уравнение (2) представляет из себя семейство уравнений, зависящих от числового параметра (.

Существует уравнение Фредгольма 1го рода: ({a,b}K(x,s)((s)ds = f(x) (5). Ядро и правая часть удовлетворяют (3), (4).

Теорема: Общее решение уравнения (1) или (2) имеет вид: ((р) = (0(р) +(*(р), (0(р) – некоторое частное решение, (*(р) – общее решение однородного уравнения, соответствующего уравнению (1) или (2) и имеющего вид: ((р) = ({D}K(p,p1)((p1)dp1.

Интегральное уравнение с вырожденным ядром.
Опр.: Ядро К(x,s) интегрального уравнения называется вырожденным, если его можно представить в виде конечной суммы произведений двух функций, одна из которых есть функция х, другая – функция s. К(x,s) = ({i=1,n}ai(x)*bi(s) (1).

Будем полагать, что ai(x) и bi(s) линейно независимы, при этом они непрерывны на [a,b], тогда ядро K(x,s) будет непрерывным в прямоугольнике Q. Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма с вырожденным ядром: ((х) = (({a,b}K(x,s)((s)ds + f(x); ((x) = (({i=1,n}ai(x)({a,b}bi(s)((s)ds + f(x) (2). Пусть уравнение (2) имеет решение U = ((x). Обозначим ci = ({a,b}((s)bi(s)ds (i=1,…,n) (3). Подставим (3) в (2), получим: ((х) = (({i=1,n}ciai(x) + f(x) (4). Из (4) следует, что решение интегрального уравнения с вырожденным ядром сводится к нахождению сi. Заменим в (4) i на j, умножим на bi(x) и проинтегрируем от a до b, получим: ({a,b}((x)bi(x)dx = ({a,b}f(x)bi(x)dx + (({j=1,n}cj({a,b}aj(x)bi(x)dx (5). Обозначим ({a,b}aj(x)bi(x)dx = Кij, i,j=1,…n, ({a,b}f(x)bi(x)dx = fi(x), i=1,…,n. Используем соотношение (3) и тогда из соотношения (5) получим СЛАУ, которым должны удовлетворять коэффициенты сi. Ci – (({j=1,n}KijCj = fi, i=1,…,n (6). Если система (6) разрешима, то интегральное уравнение (2) тоже разрешимо. Пусть (6) имеет решение {C1,…,Cn}, тогда, подставив их в (4), получим функцию ((х), являющуюся решением уравнения (2). Интегральное уравнение (2) и система (6) эквивалентны в том смысле, что разрешимость (6) влечёт разрешимость (2).

Запишем определитель системы (6): D(() будет многочлен относительно (, степень которого будет не выше n, и будет отличен от нуля. D(()|(=0 = 1. D(() имеет не более n различных корней. D(() называется определителем Фредгольма для интегрального уравнения (2). Корни уравнения D(()=0 называются характеристическими числами ядра К(x,s). Если ( не совпадает ни с одним из корней (1,…,(n этого уравнения, то D(()(0, в этом случае система (6) однозначно разрешима при любых правых частях fi.

Теорема: Если ( не есть характеристическое число, то интегральное уравнение (2) имеет единственное решение ((х), определяемое формулой (4), при любой правой части f(x).

1. Если D(()(0, то соответствующее однородное уравнение Фредгольма будет иметь только тривиальное решение, т.к. система (6) будет линейной системой с неравным нулю определителем. Если использовать формулу Крамера для решения (6), то Ci = (1/D(())*({k=1,n}Dik(()fk, к=1,…,n (7). Dik в выражении (7) многочлен от (, степень которого не выше n-1. Подставим (7) в (4), получим: ((x) = f(x) + (({i=1,n}(1/D(())*({k=1,n}Dik(()fkai(x). Учитывая, что fk = ({a,b}f(x)bk(x)dx, тогда: ((x) = f(x) + (({i=1,n}(1/D(())*({k=1,n}Dik(()ai(x)* ({a,b}f(s)bk(s)ds. Обозначим R(x,s;() = (1/D(())*({k=1,n}Dik(()ai(x)bk(s), тогда ((x) = f(x) + (({a,b}R(x,s;()f(s)ds. Функция R(x,s;() называется резольвентой (или разрешающее ядро) для уравнения (2). При фиксированных x и s резольвента есть дробно-рациональная функция от ( (причём ( может быть как действительной так и комплексной величиной). Как функция x и s резольвента есть непрерывная функция.

2. Пусть ( характеристическое число. В этом случае определитель системы (6) равен нулю. Соответствующая (6) однородная система Ci – (({j=1,n}KijCj = 0 (8), будет иметь р, 1(р(n, линейно независимых вектор-решений. {C1(t),…, Cn(t)}. (t(x) = ({i=1,n} Ci(t)ai(x) (t=1,…,p) (9) – нетривиальное решение соответствующего однородного интегрального уравнения. Нетривиальными решениями однородного уравнения называются собственные или фундаментальные функции. Число линейно независимых функций, соответствующих данному характеристическому числу, называется его рангом или кратностью. Очевидно, что если (1(х) и (2(х) принадлежат одному и тому же характеристическому числу (, то их сумма тоже будет собственной функцией. Также (((х), где (=const, ((х) – собственная функция, будет собственной функцией. Собственные функции (t(x), соответствующие данному характеристическому числу, образуют линейное пространство размерности р. Общим решением однородного уравнения, соответствующего уравнению (2), будет функция ((х) = ({t=1,p}(t(t(x), (t = const. (10).

Введём в рассмотрение сопряжённое ядро К*(x,s) = 
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, тогда ((х) = (({a,b}K*(x,s)((s)ds будет сопряжённым. Если рассматривать интегральное уравнение с вырожденным ядром, то ((x) = (({a,b}({i=1,n}ai(s)bi(x)((s)ds + g(x) (*); ((х) = g(x) + (({i=1,n}Ci*bi(x); Ci* = ({a,b}((s)ai(s)ds, i=1,…,n
Ci* – (({j=1,n}KjiCj* = gi ,i=1,…,n

Ci* – (({j=1,n}KjiCj* = 0 – соответствующее однородное уравнение (11).

Однородное уравнение (11) является сопряжённым относительно однородной системы (6). Обе эти системы, (11) и (8), имеют одинаковое число р линейно независимых решений. Следовательно, если {C1(t),…, Cn(t)} суть не нулевые вектор-функции, то функция (t(х) = ({i=1,n}Ci*(t)bi(x) собственная функция однородного уравнения, соответствующего (*). Тогда ((х) = ({t=1,p}(t(t(x).

Теорема: Если ( есть характеристическое число ядра К(x,s), то однородное интегральное уравнение, соответствующее (2), и сопряжённое с ним, соответствующее (*), имеют одно и то же конечное число линейно независимых собственных функций.

Лекция №12 
((х) = (*({i=1,N}ai(x)*({a,b}bi(s)((s)ds + f(x) (1), ( – характеристическое, fi = Ci – (*({j=1,N}KijCj (2). Для того чтобы (2) было разрешимо необходимо, чтобы правая часть была ортогональна ко всем вектор-решениям соответствующей однородной системы. ({i=1,N}fi*Ci*(j) = 0, j=1,…,p. Fi = ({a,b}f(x)bi(x)dx => ({a,b}f(x)({i=1,N}Ci*(j)bi(x)dx = ({a,b}f(x)((j)(x)dx = 0, j = 1,…,p (*).

Теорема: Неоднородное интегральное уравнение (1) с вырожденным ядром и при характеристическом параметре ( будет разрешимо тогда и только тогда, когда f(x) будет ортогональна ко всем решениям сопряженного однородного интегрального уравнения ((x) = (*({i=1,N}bi(x)({a,b}a(s)f(s)ds.

Вопрос разрешимости уравнения требует проверки условия (*). Если они выполнены, то уравнение (1) имеет бесконечное множество решений. ((х) = (0(х) + (*(х), (*(х) – общее решение однородного уравнения, эквивалентного (1), (0(х) – частное решение (1).

Теорема:(об альтернативе)

Если однородное интегральное уравнение Фредгольма с вырожденным ядром имеет только тривиальное решение, то неоднородное уравнение, соответствующее ему, всегда имеет одно и только одно решение. Если однородное уравнение имеет нетривиальное решение, то неоднородное уравнение, в зависимости от правой части, имеет либо бесконечное множество решений, либо не имеет ни одного решения.

Интегральное уравнение с непрерывным ядром.
Если К(x,s) невырожденное ядро, то можно построить вырожденное ядро Н(x,s), близкое к К(x,s), при этом можно построить решение Z(x,s), которое будет близким к истинному решению, или построить последовательность ядер {H(x,s)}, которая будет сходится к К(x,s), и получить последовательность решений {Z(x,s)}, которая будет сходиться к истинному решению.

Решение интегральных уравнений методом последовательных приближений.
Пусть дано уравнение: ((x) = (*({a,b}K(x,s)((s)ds +f(x) (1). Ядро К(x,s) непрерывно в прямоугольнике Q = {x(a, s(b}, f(x)(C(a,b). Введём оператор: А( = ({a,b}K(x,s)((s)ds, тогда уравнение (1) можно записать в виде: ( = (А( + f => (I – (A)( = f (2). В теории линейных операторов есть теорема:

Теорема: Линейный ограниченный оператор А, отображающий банахово пространство в само себя, и ||A|| ( q <1 обладает свойством: (I+A) имеет обратный и ограниченный оператор.

Если |(|*||A||<1, то уравнение (1) имеет единственное решение, которое имеет вид: ( = (I–(A)-1f = f + (Af + (2A2f + … + (nAnf + …(3). – это ряд Неймана.

Пусть max{Q}|K(x,s)| = M, т.е. ядро ограничено, и это справедливо для уравнения: A( = ({a,b}K(x,s)((s)ds, при этом ((х)(С(a,b), тогда если ||(||<1, то ||A(|| = max{Q}|({a,b}K(x,s)((s)ds| ( max{Q}({a,b}|K(x,s)|*|((s)|ds ( M(b–a)max{Q}|((s)| ( M(b–a)||(|| ( M(b–a). Отсюда следует, что ||A|| = sup{||(||(1}||A(|| ( M(b–a). Это соотношение есть оценка нормы интегрального оператора Фредгольма сверху. Эта оценка достаточно грубая, но из неё следует, что условие |(|*||A||<1 или |(|<1/||A|| будет выполняться, если |(|<(M(b–a))-1 (*).

Будем полагать, что ( удовлетворяет этому условию, тогда выясним, что представляет из себя степень оператора А. А2f = A(Af) = ({a,b}(({a,b}K(x,s)*K(s,()ds)f(()d(. Обозначим: K2(x,() = ({a,b}K(x,s)*K(s,()ds – повторное ядро или вторая итерация ядра K(x,s). A2f = ({a,b}K2(x,()f(()d(. Можно сказать, что ((х), записанная в виде (3), есть f + (*({a,b}K1(x,s)f(s)ds + (2*({a,b}K2(x,s)f(s)ds +…+(n*({a,b}Kn(x,s)f(s)ds (4), где К1(x,s) = K(x,s). Ряд, стоящий в (4) справа при выполнении (*), сходится равномерно.

Рассмотрим ряд: K1(x,s) + (K2(x,s) +…+(n-1Kn(x,s) +…(5). Ряд (5) равномерно сходится, если выполняется (*), тогда |K2(x,s)| ( M2(b–a),…, |Kn(x,s)| ( Mn(b–a)n-1. Отсюда следует, что |(n-1Kn(x,s)| ( |(|n-1Mn(b–a)n-1 = Mqn-1, где q = |(|M(b–a)<1. Т.о. члены ряда (5) мажорируются сходящимся числовым рядом ({n=1,(}qn, где 0<q<1, следовательно, этот ряд равномерно сходится.

Обозначим R(x,s;() ряд (5), т.е. R(x,s;() = K1(x,s) + (K2(x,s) +…+(n-1Kn(x,s)+... (6). Эта функция есть непрерывная функция аргументов x, s и аналитическая функция от ( при выполнении условия (*). Умножим (5) на f(s), проинтегрируем почленно по s от a до b, и сравнивая выражение для ((х) (4), получим: ((х) = f(x) + (*({a,b}R(x,s;()f(s)ds (7). R(x,s;() называется резольвентой или разрешающее ядро ядра К(x,s). Формула (7) верна только для достаточно малых значений ( по абсолютной величине. Но если К(x,s) ортогонально самому себе, K2(x,s) ( 0 и все последующие итерации ядра тривиальны, то формула (7) справедлива ((. 

Вывод: Линейное интегральное уравнение Фредгольма имеет единственное решение, если его ядро непрерывно в прямоугольнике Q, f(x)(C(a,b), |(|<(M(b–a))-1, и тогда решение может быть представлено в виде (7).

Решение уравнений Фредгольма заменой интеграла суммой.
Проблемы:

1. Необходимо найти решение неоднородного уравнения Фредгольма при заданном ( и f.

2. Необходимо найти собственные значения и собственные функции ядра К(x,s).

y(x) – (({a,b}K(x,s)y(s)ds = f(x) (1). Решим это уравнение заменой интеграла на конечную сумму, для этого нужно использовать какую-либо квадратурную форму. ({a,b}F(x)dx = ({j=1,n}AjF(xj) + R(x), x((a,b). Полагаем R(x) равным нулю, т.к. остаточный член нас не интересует. Пусть А1,…, Аn не зависят от выбора функции F(х), тогда если в (1) положим х=хi, i=1,…,n, то получим: y(xi) – (({a,b}K(xi,s)y(xi)dx = f(xi) (2). Заменим в (2) интеграл на квадратуру, получим: y(xi) – (({j=1,n}AjK(xi,xj)y(xj) = f(xi) (3) (i. Yi – (({j=1,n}AjKijYj = fi, решив эту систему найдём Yi, и используя процесс интерполяции, можно найти приближенное решение (1) на всём отрезке. Y(x) = f(x) + (({j=1,n}AjK(x,xj)Yj (4) – процесс интерполяции. В узлах разбиения функция (4) принимает значения Y1,…,Yn. Веса Аj определяются видом квадратуры. Вторая возможность аппроксимации – использование сплайнов.

Лекция №13 
Интегральные уравнения Вольтерра.

Опр.: Линейным уравнением Вольтерра называется уравнение вида: ((x) = (*({a,x}K(x,s)((s)ds + f(x) (1), при этом, х([a,b]. Если  f(х) = 0, то получим однородное уравнение второго рода. ((x) = ({a,x}K(x,s)((s)ds (2). ({a,x}K(x,s)((s)ds = f(x) – интеграл первого рода. Можно рассматривать уравнение (1), как частный случай уравнения Фредгольма. Ядро K(x,s) в уравнении (1) доопределим следующим образом: s([a,b], причём, если s>x, то K(x,s) = 0. Тогда уравнение (1) можно рассматривать как уравнение Фредгольма с ядром H(x,s) = {K(x,s), s(x, 0, s>x. Тогда будем иметь интегральное уравнение Фредгольма 2го рода: ((x) = (({a,b}H(x,s)((s)ds + f(x). Все выводы, которые были сделаны для уравнения Фредгольма будут справедливы и для (1). Но здесь необходимо учесть спецификацию ядра K(x,s). K1(x,s) = K(x,s), K2(x,s) = ({a,x}K(x,()K((,s)d( (3), …, Kn(x,s) = ({a,x}K(x,()Kn-1((,s)d( (4). Будем полагать, что K(x,s) непрерывно в замкнутом треугольнике, ограниченным прямыми (={S=a, S=x, x=b (b>a)}. Рассмотрим формальный ряд: K(x,s) + (K2(x,s)+…+(n-1Kn(x,s) (5). Пусть М = max{(}|K(x,s)|. |K2(x.s)| ( ({s,x}|K(x,()|*|K((,s)|d( ( M2(x–s), …, |Kn(x,s)| ( ({s,x}|K(x,()|*|Kn-1((,s)|d( ( Mn(x–s)n-1/ (n–1)! (6). Из (6) следует, что ряд (5) сходится равномерно при любом значении параметра ( и сумма его есть непрерывная функция переменных x и s. Обозначим сумму этого ряда R(x,s;() = K(x,s) + (K2(x,s)+…+(n-1Kn(x,s) (7). Функция R(x,s;() есть целая функция параметра ( и называется резольвентой ядра K(x,s). Для решения исходной задачи нужно воспользоваться представлением: ((x) = f(x) + (({a,x}R(x,s;()f(s)ds (8). Соотношение (8)есть решение уравнения (1) при любой непрерывной функции f(x) и при любом значении параметра (. Резольвента ядра Вольтерра определена как и его ядро, т.е. область определения у них совпадает. Резольвента и итерирование ядра не зависят от нижнего предела интегрирования. Уравнение Вольтерра с непрерывным ядром и непрерывной правой частью имеет всегда единственной нетривиальное решение.

Док–во: Пусть есть два решения (1 и (2. Обозначим (0(х) = (1(х) – (2(х). По определению (0(х) удовлетворяет однородному уравнению ( = (А(. Т.к. однородное уравнение имеет только тривиальное решение и при этом единственное, значит, (0(х) ( 0. Пусть N = max{x}|(0(x)|. Если (0(х) есть решение однородного уравнения, т.е. (0(х) ( А(0(х). (1(х) = (А(0(х), (2(х) = (А(1(х). (1(x) и (2(x) будут тождественны с (0(х). Выполним оценку, аналогично оценке (6): |(n(x)| ( NMn(x–a)n/n!. При n->( (n->0 (x([a,b]. Т.к. по построению (n(x) ( (0(x) => (0(x) -> 0 => (1(x) ( (2(x). (
Оператор Вольтерра характерен тем, что значение функции А((х) в любой точке х однозначно определяется только предыдущим значением, т.е. s ( x. Решение (8) уравнения (1) в каждой точке х определяется величиной внешнего воздействия f(x), действующего только в моменты s ( x. Отсюда следует и характерная возможность продолжения решения, а именно: можно построить решение на отрезке а ( х ( а1, для х ( а1 можно представить уравнение (1) в следующем виде: ((х) = (({a1,x}K(x,s)((s)ds + [(({a,a1}K(x,s)((s)ds + f(x)].

Вывод: Уравнение Вольтерра, соответствующее уравнению Вольтерра 2го рода, при любом значении ( имеет только тривиальное решение. Следовательно, уравнение Вольтерра не имеет характеристических чисел.

Лекция №14 
Классические и обобщённые решения.
Все предыдущие постановки задач характеризуются тем, что решение достаточно гладкое и удовлетворяет уравнению в любой точке области задания уравнения, такие задачи называются классическими. Классическая постановка полагает непрерывность правой части уравнения, непрерывность коэффициентов, но в реальных задачах такого не бывает. Для решения таких задач был создан аппарат – обобщённые решения, т.е. решением такой задачи будет обобщённая функция. Впервые обобщённую функцию ввёл Дирок, а теория была создана и разработана Соболевым.

Пример: Необходимо определить плотность материальной точки с массой, равной 1. Пусть эта точка начало координат. Распределим эту массу по шару U(, тогда получим среднюю плотность f((x) = { 3/(4П(3), |x| <(, 0 ,|x| > (. Обозначим ((х) – плотность. В качестве ((х) примем поточечный предел средних плотностей f((x), при (->0. ((х) = lim{(->0}f((x) = { +(, x=0, 0, x(0 (1). От плотности ( естественно потребовать, чтобы интеграл от неё по любому объёму V давал массу вещества, заключённого в этом объёме. ({V}((x)dx = {1,0(V, 0, 0(V (2). Но в силу (1), левая часть (2) всегда будет равна нулю. Это противоречие доказывает, что поточечный предел f((x) не может быть взят в качестве ((х). Вычислим слабый предел f((x) при (->0. Для любой функции ((х) найдём предел числовой последовательности (f((x)((x)dx при (->0. Можно показать, что этим пределом будет являться функционал ((0), который сопоставляет каждой непрерывной функции ((х) число ((0), т.е. её значение в точке х=0. Lim{(->0}(f((x)((x)dx = ((0) – это есть определение плотности.

Применение интеграла Римана позволяет подчеркнуть связь между распределением (обобщённым решением) и обычными функциями. (((х)dx = 1. «({–(,+(}f(x)((x)dx»((0) (1). «({–(,+(}((x)((x)dx»((0),  вводим вместо f(x) функцию ((х), или более общий случай «({–(,+(}((x–а)((x)dx»((а). (((x) вводится следующим образом, так чтобы было возможно выполнение процедуры интегрирования по частям. (((х) = «({–(,+(}(((x–а)((x)dx» – (((а) (2). Если f(x) любая функция, например, кусочно-линейная, не обязательно дифференцируемая в обычном смысле, то её обобщённая производная вычисляется следующим образом: «({–(,+(}f((x)((x)dx» = –({–(,+(}f(x)(((x)dx (3). Соотношение (3) справедливо для любой функции ((х), непрерывно дифференцируемой для любого х из области определения, и она должна обращаться в нуль вне некоторого конечного интервала. ((х), (((х), f((x) определяются не значением аргумента (х, значением «интеграла, которорые записаны для некоторого класса функций. Каждое выражение (1) – (3) линейно зависит от ((х), можно сказать, что обобщённая функция есть линейный функционал на выбранных надлежащим образом классе пробных функций ((х). Различные классы пробных функций порождают различные классы обобщённых функций. Чтобы охватить как можно больше класс нужно выбирать ((х) максимально гладкими, причём они должны обращаться в нуль вне некоторого конечного интервала.

Опр.: Носителем функции ((х) называется множество тех точек х, для которых ((х) ( 0.

Метод взвешенных невязок.

Пусть дано ДУ: LU=0 (1), начальное условие: lU = 0, краевое условие: SU = 0. Введём понятие приближённого решения: Ua. LUa = R, lUa = Rl, SUa = Rs (2). Как строить приближённое решение: 1. Чтобы ДУ выполнялось точно (R=0) – это граничный метод, 2. Граничные условия выполнялись точно (Rs = 0) – это внутренний метод, 3. Никакие условия не выполняются (R(0, Rl(0, Rs(0) – это смешанный метод. Введём скалярное произведение (внутренне произведение): (f,g) = ({D}fgdx. Ua (x,t) = U0(x,t) + ({j=1,n}aj(t)(j(x) (3). (j(х) – некоторые известные функции, которые вводятся как пробные. Решение (3) будем называть пробным. Определению подлежат aj(t). Функция U0(x,t) выбирается таким образом, чтобы начальные и краевые условия выполнялись точно. Если уравнение (1) стационарное, то получаем СЛАУ относительно аj. Для того чтобы получить уравнения относительно аj внутренне произведение взвешенных невязок полагается равным нулю. (R,wk(x)) = 0, k=1,…,n (4). wk(x) – тестовые функции. Функции wk(x) должны быть независимыми функциями, что позволяет найти необходимое число условий. Если wk принадлежат полной системе функций, то при n->0 соотношение (4) говорит, что R ортогонально каждому элементу системы функций. Такое утверждение предполагает стремление невязки к нулю в среднем. Если такая сходимость имеет место и представление (3) обеспечивает выполнение граничных условий, то можно ожидать сходимость приближённого решения Ua к точному решению уравнения (1) в среднем. Lim{N->(}||U–Ua||. Такую сходимость можно сравнить с равномерной сходимостью, которая определяется условием: Lim{N->(}||Ua – U||( = 0. (Ua=max|Ua–U|). Форма уравнения (4) это слабая форма уравнения (1). (LU,w) = 0. (5)
(f,g) можно ввести дискретным образом: (f,g) = ({i=1,N}fi,gi. (6). Если ввести скалярное произведение в виде (6), то получится дискретный метод взвешенных невязок. Использование численного интегрирования при решении (4) есть дискретный метод взвешенных невязок.

Метод коллокаций.
U(x) = U0(x) + ({j=1,N}aj(j(x). Если в качестве wk задать (-функции Дирока, т.е. wk(x) = ((x–xk), то решение уравнения (4) сводится к тому, что R(xk)=0. Существует метод коллокаций в экстремальной точке, при котором невязки вычисляются в нулях некоторого полинома (полинома Чебышева). R(xik – (–1)iR(x0k)) = 0. Метод коллокаций может быть различным из-за выбора пробных функций.

Метод наименьших квадратов.
В качестве тестовых функций используются следующие выражения: wk = (R/(ak (*), где ак – неизвестные коэффициенты, которые мы определяем. Следовательно, выбор wk в виде (*) эквивалентно выбору ак, которые базируются на условии min (R,R).

Метод моментов.
В качестве wk берут хк, к=0,1,…,N.

Метод Галёркина.
В методе Галёркина wk выбирается из того же класса, что и пробная функция ((х), т.е. wk(x) = (k(x), k=1,…,N. В классическом методе wk и (k выбираются из первых n функций некоторой полной системы, это необходимое условие сходимости к решению при N->(.При применении классического метода Галёркина необходимо выполнение следующих условий: 1. wk = (k, 2. wk и (к должны быть линейно независимыми, 3. wk и (k должны быть первыми N функциями некоторой полной системы, 4. (к(х) должны удовлетворять краевым условиям в точности. Условие 1: определение метода, условие 2: необходимо для получения независимых уравнений для нахождения aj, условия 3 и 4: связаны с эффективностью метода.

Обобщённый метод Галёркина.
В качестве wk используют некоторую аналитическую функцию Рк(х). Она должна быть аналогичной функции (к(х) и может содержать некоторые дополнительные члены или множители, которые должны удовлетворять дополнительным требованиям к решению. ([(2U/(x2 + (2U/(y2] + ((U/(y + U1(U/(x = f(x,y). (V = (((,(U1) div(V=0.

Лекция №15 
Связь метода Галёркина и Релея-Ритца.
Существует утверждение: всегда имеется метод Галёркина, соответствующий некоторому вариационному методу, а именно, методу Релея-Ритца. Обратное неверно. Приближённое решение, найденное по методу Релея-Ритца, всегда приближается к точному либо верхним, либо нижним пределом. Это справедливо и для метода Галёркина. AU=f (1), А=Ат – положительно определённый. Решение (1) эквивалентно минимизации функционала F(U) = (AU,U) – 2(F,U) (2). Ищем решение по методу Релея-Ритца Ua(x) = ({j=1,n}aj(j(x) (3). (j должны быть элементами наинизшего порядка полной системы функций, и они должны быть линейно независимыми. Подставим (3) в (2), получим: F(U) = ({j,k=1,n}(A(j,(k)ajak – 2({j=1,n}((j,f)aj (4). (F(Uk)/(ak = 0, k=1,…,n (5). Из (4) в соответствии с (5) следует: (F(Ua)/(ak = 2({j=1,n}(A(j,(k)aj – 2((k,f) = 0 => ({j=1,n}(A(j,(k)aj = ((k,f) (6), k=1,…,n. Получили СЛАУ.

При решении задач, допускающих соответствующую вариационную форму, свойства сходимости для метода Релея-Ритца распространяются на метод Галёркина. Пусть дано (1), тогда решение эквивалентно минимизации функционала (2). Определим энергетическое скалярное произведение, связанное с оператором А: [U,V] = (AU,V) (7). Обозначим Ue точное решение (1). F(U) = [U,U] – 2[Ue,U] (8); F(U) = [U–Ue,U–Ue] – [Ue,Ue] (9); F(U) = ||U–Ue||2A – ||Ue||2A (10). ||U||2A конечна, если оператор А положителен и ограничен снизу, причём правая часть (1) должна иметь конечную норму. А положителен и ограничен снизу, если (AU,U) ( (2 ||U||22 , ( – const. Построим последовательность функций {Uk}. Эта последовательность будет минимизирующей, если lim{k->(}F(Uk) = d (11), где d – наибольший нижний предел F(U). Любая последовательность, удовлетворяющая (11), сходится по энергии к решению (1). Сходимость по энергии означает, что Uk сходится к Ue, если ||Uk – Ue||A -> (, при к->( (12). Метод Релея-Ритца позволяет получить последовательность функций Uk, сходящихся по энергии к Ue, при условии, что Ue есть решение с конечной энергией. Ua = ({j=1,n}aj(j(x), пробные функции (j должны удовлетворять некоторым условиям: 1) последовательность (1, …,(n должна быть полна по энергии, 2) она должна быть линейно независимой. Решение Релея-Ритца совпадает с решением Галёркина для уравнения (1). Для классической задачи, характеризующейся уравнением типа (1), свойства сходимости, соответствующие методу Релея-Ритца, соответствуют методу Галёркина.
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