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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
В настоящее время математическое моделирование играет фунда-

ментальную роль в науке и технике и является одним из интенсивно 
развивающихся перспективных научных направлений в области ин-
форматики. 

Проблема идентификации, связанная с построением математиче-
ских моделей динамических систем по экспериментальным данным, 
относится к одной из основных проблем теории и практики автомати-
ческого управления. Ее качественное решение способствует эффек-
тивному применению на практике современных математических мето-
дов и наукоемких технологий, например, при расчете и проектирова-
нии систем управления подвижными (в том числе авиационно-косми-
ческими) и технологическими объектами, построении прогнозирую-
щих моделей (например, в экономике и бизнес-процессах), конструи-
ровании следящих и измерительных систем. 

Настоящее издание открывает задуманную авторами серию учеб-
ных пособий, посвященных активной параметрической идентифика-
ции стохастических динамических систем, описываемых моделями в 
пространстве состояний. В ближайшей перспективе серия будет про-
должена материалами, содержащими изложение теоретических и при-
кладных вопросов планирования оптимального эксперимента для дис-
кретных и непрерывно-дискретных систем. 

Учебные пособия создаются на базе соответствующих разделов лек-
ций по дисциплинам «Математические методы планирования экспери-
мента» и «Методы активной идентификации динамических систем». 
Предлагаемые в них вопросы и упражнения призваны помочь обучаю-
щимся в успешном и более глубоком усвоении излагаемого материала. 
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

 
  – вектор неизвестных параметров размерности s 

  – область допустимых значений параметров 
*  – вектор истинных значений параметров 




 – оценка вектора параметров   

  – данные наблюдений 
( ; )    – критерий идентификации 

U – входной сигнал; 

 

 

1
0

0

( ), 0,1, ..., 1 ,
если время дискретное,

( ), [ , ] ,
если время непрерывное

N
k

N

U u t k N

U
u t t t t

   
  


 

iU  – i-й входной сигнал 

( )ku t , ( )u t  – r-мерный вектор управления (входа) в соответству-
ющий момент времени 

( )kx t , ( )x t  – n-мерный вектор состояния в соответствующий мо-
мент времени 

1( | )k kx t t


 – оценка 1( )kx t   по измерениям 1
kY (оценка одноша-

гового прогнозирования) 

1( | )k k
ijx t t
  – оценка одношагового прогнозирования состояния 

1( )kx t  , соответствующая паре ( , )i ijU Y  

1 1( | )k kx t t 


 – оценка 1( )kx t   по измерениям 1
1
kY   (оценка филь-

трации) 

1 1( | )ij
k kx t t 

  – оценка фильтрации состояния 1( )kx t  , соответству-

ющая паре ( , )i ijU Y  
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( )kw t , ( )w t  – p-мерный вектор шума системы в соответствующий 
момент времени 

1( )ky t   – m-мерный вектор измерения (выхода) в момент вре-
мени 1kt   

1 1( | )k ky t t 


 – оценка 1( )ky t   по измерениям 1
1
kY   при   


 

1, NY Y  – выходной сигнал  1 1( ), 0,1, ..., 1N
kY Y y t k N     

ijY  – j-я реализация выходного сигнала, соответствующая 
входному сигналу iU  

1( ; )NL Y  – функция правдоподобия 

1( )kv t   – m-мерный вектор шума измерения в момент време-
ни 1kt   

1( )kt   – m-мерный вектор обновления в момент времени 1kt   

[ ]E   – оператор математического ожидания 
TA  – матрица, транспонированная к матрице А 
1A  – матрица, обратная к невырожденной матрице А 

det A  – определитель матрицы А 
I – единичная матрица 

ki  – символ Кронекера 

( )t    – дельта-функция Дирака 
Ф( )  – функция Крампа (Лапласа) 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Идентификацией динамической системы называется определение 

структуры и параметров математической модели, обеспечивающих 
наилучшее совпадение выходных переменных модели и системы при 
одинаковых входных воздействиях. 

Различают задачи идентификации в узком и широком смыслах [1]. 
В соответствии с [2] можно выделить следующие этапы решения задач 
идентификации в широком смысле: 

 определение класса и характеристик входных воздействий; 
 выбор критерия близости модели к системе; 
 выбор и определение структуры модели на основе имеющейся 

априорной информации об исследуемом процессе и определенных эв-
ристических соображений; 

 определение параметров модели, оптимальных с точки зрения 
выбранного критерия идентификации. 

Последний этап характерен для задач идентификации в узком 
смысле и наиболее соответствует реальным условиям проектирования 
и широко используется в инженерной практике (например, при синтезе 
оптимальных систем, проектировании самонастраивающихся систем, 
синтезе регуляторов [3]). 

По способу проведения эксперимента существующие методы иден-
тификации можно разделить на пассивные и активные. При пассивной 
идентификации для построения математической модели используются 
реально действующие в системе сигналы и нормальный режим эксплуа-
тации не нарушается. Методы пассивной идентификации достаточно 
полно описаны, например в [4–7]. Активная идентификация, напротив, 
предполагает нарушение технологического режима и подачу на вход 
изучаемой системы специального тестирующего сигнала. Например, в 
конечно-частотном методе оценивания параметров линейных стацио-
нарных моделей непрерывных или дискретных систем тестирующий 
сигнал представляет собой сумму гармоник, число которых не превы-
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шает размерности пространства состояний [8–10]. Трудности, связанные 
с необходимостью нарушения технологического режима, должны оку-
паться повышением качества проводимых исследований. Эффект дости-
гается в результате сочетания традиционных приемов пассивной иден-
тификации с концепцией планирования эксперимента (см. например, 
[11–16]). 

В широком смысле процедура активной идентификации (рис. 1) 
предполагает выполнение следующих основных этапов. 

1. Подготовка данных наблюдений 
Входные и выходные данные регистрируются в процессе проведе-

ния целенаправленных идентификационных экспериментов. Этот этап 
тесно связан с планированием эксперимента, задача которого состоит в 
том, чтобы, учитывая возможные ограничения, подготовить макси-
мально информативные данные. 

2. Определение структуры математической модели 
Это – весьма важная и ответственная часть процедуры идентифика-

ции. Определение общей структуры модели и класса уравнений, кото-
рыми предполагается описывать наблюдаемый процесс, является зада-
чей структурной идентификации. Подчеркнем, что выбранная модель-
ная структура должна быть идентифицируемой, т. е. позволять по име-
ющимся экспериментальным данным однозначно находить оценки не-
известных параметров. Исследованию идентифицируемости детермини-
рованных линейных стационарных моделей в пространстве состояний 
посвящена монография [17]. 

Математические модели динамических систем можно классифици-
ровать по следующим признакам [2]: одномерность – многомерность, 
линейность – нелинейность, стационарность – нестационарность, не-
прерывность – дискретность, детерминированность – стохастичность, 
характер возмущений, форма описания и т. д. 

Описание динамической системы в пространстве состояний [1, 18, 
19] позволяет учесть имеющиеся физические представления о механиз-
мах работы системы. В отличие от моделей передаточных функций, ко-
торые используются при описании моделей линейных стационарных 
систем, методы пространства состояний позволяют создать компактную 
форму представления любых систем: линейных и нелинейных, стацио-
нарных и нестационарных, непрерывных и дискретных. Используемый 
при этом математический аппарат позволяет создавать мощные про-
граммные средства для анализа и синтеза динамических систем. 
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Рис. 1. Контур идентификации системы 

3. Оценивание параметров, входящих в модель 
Определение значений параметров по имеющимся эксперимен-

тальным данным – задача параметрической идентификации. При ре-
шении этой задачи выбираются критерий идентификации, зависящий 
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от вектора неизвестных параметров, и метод нелинейного программи-
рования для решения соответствующей оптимизационной задачи с 
ограничениями. 

4. Планирование эксперимента 
При построении моделей динамических систем могут использо-

ваться различные способы управления экспериментом. В простейшем 
случае управление экспериментом сводится к выбору оптимальных 
моментов измерений, в более сложном – к планированию оптимальных 
входных сигналов и начальных условий [20]. Возможны также вариан-
ты смешанных схем. 

Планирование эксперимента выполняется путем условной оптими-
зации определенного критерия оптимальности, в качестве которого 
используется выпуклый функционал от информационной (или диспер-
сионной) матрицы плана. 

5. Проверка адекватности модели 
В результате выполнения предыдущих этапов процедуры активной 

идентификации получается определенная модель из некоторого класса, 
которая в соответствии с выбранным критерием качества наилучшим 
образом воспроизводит экспериментальные данные. Далее необходимо 
проверить соответствие модели данным наблюдений, априорной ин-
формации и поставленной прикладной цели. Адекватность построен-
ной модели проверяется с помощью подачи на ее вход и вход самой си-
стемы тестирующих сигналов, которые не использовались для иденти-
фикации, и сравнения спрогнозированных по модели и реальных вы-
ходных данных (например, по сумме квадратов норм невязок). В случае 
необходимости осуществления оптимального выбора из нескольких 
конкурирующих модельных структур следует воспользоваться такими 
информационными критериями [21, 22], как критерий Акаике, критерий 
Такеучи, критерий Шварца (байесовский критерий). 

При предварительно выбранной модельной структуре необходи-
мость прохождения этапов 2 и 5 отпадает. Таким образом, процедура 
активной идентификации в узком смысле состоит из следующих шагов: 

а) вычисление оценок неизвестных параметров по измерительным 
данным, соответствующим некоторому плану эксперимента; 

б) синтез на основе полученных оценок оптимального плана 
эксперимента; 

в) пересчет оценок параметров по измерительным данным, соответ-
ствующим синтезированному плану. 
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ГЛАВА  1 

ОСНОВЫ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ  
ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 
Неизвестные параметры математической модели оцениваются по 

данным наблюдений  в соответствии с критерием идентификации . 
Сбор числовых данных происходит в процессе проведения идентифи-
кационных экспериментов, которые выполняются по некоторому пла-
ну  . 

Критерий идентификации формируется в соответствии с выбран-
ным методом статистического оценивания. Здесь имеет смысл прежде 
всего выделить метод наименьших квадратов [5, 6, 23–25], не требу-
ющий знания закона распределения измерительных данных; метод 
максимального правдоподобия [4–6, 23–27], использующий знание за-
кона распределения выборочных данных; метод максимума апосте-
риорной вероятности, или байесовский подход к оцениванию [4, 5, 23, 
24, 26, 27], предполагающий случайность оцениваемых параметров и 
знание законов распределения оцениваемых параметров и измеритель-
ных данных. 

Структурно-вероятностное описание рассматриваемых в учебном 
пособии моделей и детерминированная природа подлежащих оценива-
нию неизвестных параметров обусловили выбор в качестве метода ста-
тистического оценивания метод максимального правдоподобия. Из-
вестно, что при выполнении некоторых общих условий (условий регу-
лярности), накладываемых на функцию правдоподобия, оценки макси-
мального правдоподобия обладают такими важными для практики 
асимптотическими свойствами, как асимптотическая несмещенность, 
состоятельность, асимптотическая эффективность и асимптотическая 
нормальность [26, 27]. 
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Оценка  1 2 1( ), ( ), ..., ( ) ( )N
N N N Ny t y t y t Y    
  

 вектора парамет-

ров  , полученная по выборке 1
NY , называется асимптотически не-

смещенной, если 

 lim ( ) lim 0N N
N N

E b
 

       


. 

Здесь и далее [ ]E   – оператор математического ожидания; ( )Nb   – 
смещение оценки (оценки максимального правдоподобия не всегда 
являются несмещенными оценками). 

Оценка N


 вектора параметров   называется состоятельной, если 

N 


 по вероятности при N  , т. е. для любого 0   

 lim 0N
N

P


     


. 

Здесь и далее   обозначает векторную или матричную норму в зави-
симости от контекста. 

Если N


 – оценка вектора параметров   со смещением ( )Nb  , то 
справедливо следующее неравенство информации (неравенство Рао– 
Крамера–Фреше) для нижней границы ковариационной матрицы N


 

[26–29]: 

 
T

T 1( ) ( )
( )( ) N N

N N
b b

E I M I                         

 
. 

Здесь 1( )M    – дисперсионная матрица, являющаяся обратной к ин-
формационной матрице Фишера. Информационная матрица Фишера 
определяется равенствами [5, 23, 26–28] 

     2 1 11
T T

ln ; ln ;ln ;
( )

N NN L Y L YL Y
M E E

                    
, 

где 1( ; )NL Y  – функция правдоподобия (плотность совместного рас-

пределения измерений 1
NY , рассматриваемая как функция  . 
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Оценка N


 вектора параметров   называется асимптотически 
эффективной, если 

    T 1lim N N
N

E M 



          

 
. 

Таким образом, в асимптотике оценки максимального правдоподо-
бия обладают наименьшими ковариационными матрицами, совпадаю-

щими с  1M   . 

Оценка N


 вектора параметров   называется асимптотически 

нормальной с матрицей  , если распределение ( )NN  


 при 
N   стремится к нормальному распределению с нулевым матема-
тическим ожиданием и дисперсионной матрицей  . В случае оценок 
максимального правдоподобия 1( )M    . 

При заданном критерии идентификации задача нахождения оценок 
неизвестных параметров заключается в решении задачи нелинейного 
программирования с ограничениями: 

  arg min ( ; )


    


,  (1.1) 

где 

  1 2( ) 0, 1,2,...., ; ( ) 0, 1, 2, ....,s
i iR i d i d           . (1.2) 

Методы нелинейного программирования включают в себя боль-
шую группу численных методов, многие из которых ориентированы на 
решение оптимизационных задач соответствующего класса. Выбор 
того или иного метода обусловлен сложностью вычисления критерия 
идентификации, необходимой точностью решения, мощностью ком-
пьютера и т. д. 

Один из традиционных подходов к решению оптимизационной за-
дачи (1.1) заключается в сведении ее к задаче нелинейного программи-
рования без ограничений. Это можно сделать, например, с помощью 
метода штрафных функций, видоизменив целевую функцию с учетом 
исходных ограничений. Полученная задача решается тем или иным 
методом безусловной оптимизации. 
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В зависимости от порядка используемых производных методы без-
условной оптимизации подразделяются на методы нулевого, первого и 
второго порядка [30–35]. 

Другой общепринятый подход к решению оптимизационной задачи 
(1.1) предполагает либо непосредственный (в этом случае мы прихо-
дим к методам возможных направлений, из которых наиболее популя-
рен метод проекции градиента), либо опосредованный (через функ-
цию Лагранжа) учет ограничений (1.2). Метод проекции градиента 
представляет практический интерес лишь в тех случаях, когда проек-
тирование выполняется легко, что определяется простотой устройства 
допустимого множества   (например,   представляет собой шар, 
координатный параллелепипед, задается системой ограничений в виде 
линейных равенств и неравенств и т. д.). Методы второй группы, са-
мым передовым и эффективным из которых, по мнению многих со-
временных исследователей, является метод последовательного квад-
ратичного программирования (общепринятая аббревиатура – SQP, 
от английского Sequential quadratic programming), в последнее время 
развиваются наиболее интенсивно. Этот метод [36] реализован в рам-
ках пакета Optimization Toolbox [37] программной системы MATLAB. 

Метод последовательного квадратичного программирования поз-
воляет для гладких функций ( ; )   , 1{ ( ), 1, 2, ...., }i i d    и { ( ),i   

21, 2, ...., }i d  организовать решение оптимизационной задачи (1.1) с 
ограничениями (1.2) в соответствии со следующей схемой. 

Шаг 1. Задать 1 20 0 0( , , ) d dsR R R       и положить k = 0. 
Шаг 2. Вычислить 

  т т1
arg min ;

2k

k k
k

g G
g g g g



       
H ,  (1.3) 

где 

 

( )
( ) 0, 1, 2, ..., ;1

1

( )
( ) 0, 1, 2, ..., 2

1

k
k

k s
k

k

s i g i di j
j j

G g R
s i g i di j

j j

  
     

    
         

; (1.4) 
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[ ; ]
[ ; ]

i

  
   


, 1, 2, ...,i s ; 

2 ( , , ; )k k k

т

L
Hk

    



; 

1 2

1 1
( , , ; ) ( ; ) ( ) ( )

d d

i i i i
i i

L
 

                 . 

Если kg   , закончить процесс (здесь   – малое положительное 

число), в противном случае вычислить отвечающие найденному значе-

нию kg  множители Лагранжа k  и k . 
Шаг 3. Положить 

1k k kg    ; 1k k   ; 1k k   . 

Шаг 4. Увеличить k на единицу и перейти на шаг 2. 
На шаге 2 решается задача квадратичного программирования (1.3), 

(1.4), аппроксимирующая в окрестности точки k  исходную задачу 
(1.1), (1.2). Использование в целевой функции матрицы kH  (матрицы 
вторых производных для функции Лагранжа ( , , ; )L      задачи (1.1), 
(1.2)) позволяет учесть важную информацию о членах второго порядка 
в аппроксимации ограничений и приводит к высокой скорости сходи-
мости рассматриваемой процедуры в целом. В пакете Optimization 
Toolbox для решения задачи (1.3), (1.4) используется метод проекции 
градиента с аппроксимацией матрицы вторых производных kH  по 
формуле Бройдена–Флетчера–Голдфарба–Шенно. 

Применение метода последовательного квадратичного программи-
рования при численном нахождении оценок максимального правдопо-
добия предполагает разработку алгоритмов вычисления значений как 
соответствующего критерия идентификации, так и его градиента. 

Весьма полезны при численном нахождении оценок неизвестных 
параметров методы глобальной оптимизации [38, 39]. 
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ГЛАВА  2 

СТРУКТУРНО-ВЕРОЯТНОСТНОЕ ОПИСАНИЕ  
МОДЕЛЕЙ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
Описание моделей в пространстве состояний позволяет с единых 

методологических позиций рассматривать различные системы (нели-
нейные и линейные, нестационарные и стационарные), учитывая име-
ющиеся физические представления о механизмах работы системы, и 
создавать мощные программные средства для анализа и синтеза дина-
мических систем. 

2.1. МОДЕЛИ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 

Рассмотрим управляемую, наблюдаемую, идентифицируемую 
модель динамической системы вида 

  1( ) ( ), ( ), ( ) ( )k k k k k kx t f x t u t t t w t    ;  (2.1) 

  1 1 1 1( ) ( ), ( )k k k ky t h x t t v t     , 0, 1, ..., 1k N  ,  (2.2) 

где ( )kx t  – n-вектор состояния; ( )ku t  – детерминированный r-вектор 
управления (входа); ( )kw t  – p-вектор шума системы (возмущения); 

1( )ky t   – m-вектор измерения (выхода); 1( )kv t   – m-вектор шума 
(ошибки) измерения. 

Априорные предположения: 
 случайные векторы ( )kw t  и 1( )kv t   образуют стационарные 

белые гауссовские последовательности, для которых 

[ ( )] 0Е w tk  , T( ) ( )i kiЕ w t w t Qk
     ; 
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 1( ) 0kE v t   , T
1 1( ) ( )k i kiE v t v t R      ; 

T
1( ) ( ) 0k iE t w t    , , 0,1, , 1k i N   

(здесь и далее ki  – символ Кронекера); 
 начальное состояние 0( )x t  имеет нормальное распределение с 

параметрами 

0 0[ ( )] ( )E x t x t ,  T
0 0 0 0 0[ ( ) ( )][ ( ) ( )] ( )E x t x t x t x t P t    

и не коррелирует с ( )kw t  и 1( )kv t   при любых значениях k ; 
 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , 

включающий в себя элементы вектор-функций [ ( ), ( ), ]k k kf x t u t t , 

1 1[ ( ), ]k kh x t t  , матриц ( )kt , Q , R , 0( )P t  и вектора 0( )x t  в 
различных комбинациях. 

Частным случаем модели (2.1), (2.2) являются модели линейной 
нестационарной системы 

 1( ) [ ( ), ] ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kx t a u t t F t x t t w t     ;  (2.3) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k ky t A t H t x t v t       , 0,1, ..., 1k N    (2.4) 

и линейной стационарной системы 

 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kx t Fx t u t w t      ;  (2.5) 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t Hx t v t    , 0,1, ..., 1k N  .  (2.6) 

При оценивании параметров моделей нелинейных систем (2.1), 
(2.2) с указанными априорными предположениями будем применять 
временную [40, 41] и статистическую [42, 43] линеаризации, в 
результате сводя исходную задачу к соответствующей задаче для 
модели вида (2.3), (2.4) со специальным образом определенными 
векторами [ ( ), ]k ka u t t , 1( )kA t   и матрицами ( ),kF t  1( )kH t  . 

Линеаризация во временной области возможна в предположении, 
что вектор-функции [ ( ), ( ), ]k k kf x t u t t  и 1 1[ ( ), ]k kh x t t   непрерывны и 

дифференцируемы по ( )kx t , ( )ku t  и 1( )kx t   соответственно. 
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Зададим номинальную траекторию н 1{ ( ), 0,1, ..., 1}kx t k N    в 
соответствии с равенством 

 н 1 н н

н 0 0

( ) [ ( ), ( ), ], 0,1, , 1;
( ) ( ).

k k k kx t f x t u t t k N
x t x t

   



 

Разложив для каждого k  вектор-функции [ ( ), ( ), ]k k kf x t u t t  и 

1 1[ ( ), ]k kh x t t   в ряды Тейлора в окрестностях точек н н[ ( ), ( )]k kx t u t  и 

н 1( )kx t   соответственно и отбросив члены второго и более высоких 
порядков, запишем уравнения линеаризованной модели: 

н н
1 н н н

[ ( ), ( ), ]
( ) [ ( ), ( ), ] [ ( ) ( )]

( )
k k k

k k k k k k
k

f x t u t t
x t f x t u t t x t x t

x t


   


 

н н
н

[ ( ), ( ), ]
[ ( ) ( )] ( ) ( );

( )
k k k

k k k k
k

f x t u t t
u t u t t w t

u t


   


 

1 н 1( ) [ ( ), ]1k ky t h x t tk    

н 1 1
1 н 1 1

1

[ ( ), ]
[ ( ) ( )] ( )

( )
k k

k k k
k

h x t t
x t x t v t

x t
 

  



  


. 

В отличие от временной линеаризации статистическая линеариза-
ция применима к неоднозначным функциям и к существенным нели-
нейностям, имеющим характеристики с угловыми точками и разры-
вами. Статистическая линеаризация заключается в замене нелиней-
ной характеристики эквивалентной (в вероятностном смысле) лине-
аризованной функциональной зависимостью. В соответствии с [43] 
получим: 

0[ ( ), ( ), ] [ ( ), ( ), ( ), ]k k k k k k kf x t u t t f x t P t u t t 
 

 1[ ( ), ( ), ( ), ][ ( ) ( )]k k k k k kf x t P t u t t x t x t  ;  (2.7) 

1 1 0 1 1 1[ ( ), ] [ ( ), ( ), ]k k k k kh x t t h x t P t t       

 1 1 1 1 1 1[ ( ), ( ), ][ ( ) ( )]k k k k kh x t P t t x t x t      ,  (2.8) 
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где 

 0[ ( ), ( ), ( ), ] [ ( ), ( ), ]k k k k k kf x t P t u t t E f x t u t tk    

1
[ ( ), ( ), ]

(2 ) det[ ( )]
k k

k

f x t u t tkn P t


 


 

 T 11
exp [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )

2 k k k k k kx t x t P t x t x t dx t     
 

;  (2.9) 

[ ( ), ( ), ( ), ]0[ ( ), ( ), ( ), ]1 ( )
k k k k

k k k k
k

f x t P t u t t
f x t P t u t t

x t





; 

 0 1 1 1 1 1[ ( ), ( ), ] [ ( ), ]k k k k kh x t P t t E h x t t       

1
[ ( ), ]1 1

(2 ) det[ ( )]1

h x t tk kn P tk


   

 
 

T 1
1 1 1 1 1 1

1
exp [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )

2 k k k k k kx t x t P t x t x t dx t
     

     
 

;  (2.10) 

  0 1 1 1
1 1 1

1

[ ( ), ( ), ]
( ), ( ),1 ( )

k k k
k k k

k

h x t P t t
h x t P t t

x t
  

  






; 

( ) { ( )}k kx t E x t 

 0 1 1 1 1

0

[ ( ), ( ), ( ), ], если 1, 2, ..., 1,
( ), если 0;

k k k kf x t P t u t t k N
x t k

     
  

 T( ) [ ( ) ( )][ ( ) ( )]k k k k kP t E x t x t x t x t     

 1 1 1 1 1
T

1 1 1 1
T

0

( ), ( ), ( ), ( )1
( ), ( ), ( ), 1

( ) ( ), если  1, 2, ..., 1,
( ), если 0.

k k k k k

k k k

k k

f x t P t u t t P t

f x t P t u t tk
t Q t k N

P t k

    

  

 
     
    
 

 

Отметим, что вычисление интегралов в формулах (2.9), (2.10) мож-
но существенно упростить с помощью представленных в [42, 43] 
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выражений для коэффициентов статистической линеаризации типовых 
одномерных нелинейностей, встречающихся в системах автоматиче-
ского управления. Подставив выражения (2.7), (2.8) в уравнения (2.1), 
(2.2) соответственно, с учетом обозначений 

0[ ( ), ( ), ( ), ] [ ( ), ( ), ( ), ]k k k k k k k ka x t P t u t t f x t P t u t t 
 

1[ ( ), ( ), ( ), ] ( )k k k k kf x t P t u t t x t ; 

   ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),1k k k k k k k kF x t P t u t t f x t P t u t t ; 

1 1 1 0 1 1 1[ ( ), ( ), ] [ ( ), ( ), ]k k k k k kA x t P t t h x t P t t        

1 1 1 1 1[ ( ), ( ), ] ( )k k k kh x t P t t x t    ; 

1 1 1[ ( ), ( ), ]k k kH x t P t t    1 1 1[ ( ), ( ), ]1k kh x t P t tk    

приходим к модели линейной нестационарной системы (2.3), (2.4). 

2.2. МОДЕЛИ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 

Рассмотрим управляемую, наблюдаемую, идентифицируемую модель 
динамической системы вида: 

 0( ) [ ( ), ( ), ] Г( ) ( ), [ , ]N
d

x t f x t u t t t w t t t t
dt

   ;  (2.11) 

 1 1 1 1( ) [ ( ), ] ( ), 0,1, ..., 1,k k k ky t h x t t v t k N         (2.12) 

где ( )x t  – n-вектор состояния; ( )u t  – детерминированный r-вектор 
управления (входа); ( )w t  – p-вектор шума системы (возмущения); 

1( )ky t   – m-вектор измерения (выхода); 1( )kv t   – m-вектор шума 
(ошибки) измерения. 

Априорные предположения: 
 случайные векторы ( )w t  и 1( )kv t   являются стационарными 

белыми гауссовскими шумами, для которых 

[ ( )] 0Е w t  , T( ) ( ) ( )E w t w Q t       ; 

1[ ( )] 0kE v t   , T
1 1( ) ( )k i kiE v t v t R      ; 
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T
1( ) ( ) 0kE t w     , , 0,1, , 1k i N  , 0[ , ]Nt t  

(здесь и далее ( )t    – дельта-функция Дирака); 
 начальное состояние 0( )x t имеет нормальное распределение с 

параметрами 

0 0[ ( )] ( )E x t x t ,  T
0 0 0 0 0[ ( ) ( )][ ( ) ( )] ( )E x t x t x t x t P t    

и не коррелирует с ( )w t  и 1( )kv t   при любых значениях переменной k; 
 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , 

включающий в себя элементы вектор-функций [ ( ), ( ), ]f x t u t t , 

1 1[ ( ), ]k kh x t t  , матриц Г( )t , Q , R , 0( )P t  и вектора 0( )x t  в 
различных комбинациях. 

Частным случаем модели (2.11), (2.12) являются модели линейной 
нестационарной системы 

 0( ) [ ( ), ] ( ) ( ) Г( ) ( ), [ , ]N
d

x t a u t t F t x t t w t t t t
dt

    ;  (2.13) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k ky t A t H t x t v t        0,1, ..., 1k N   (2.14) 

и линейной стационарной системы 

 0( ) ( ) ( ) Г ( ), [ , ]N
d

x t Fx t u t w t t t t
dt

     ;  (2.15) 

 1 1 1( ) ( ) ( ),k k ky t Hx t v t     0,1, ..., 1k N  .  (2.16) 

Непрерывность и дифференцируемость вектор-функций [ ( ),f x t
( ), ]u t t  и 1 1[ ( ), ]k kh x t t   по ( )x t , ( )u t  и 1( )kx t   соответственно 

позволяет осуществить линеаризацию во временной области нелиней-
ной модели (2.11), (2.12). 

Зададим номинальную траекторию н 0{ ( ), [ , ]}Nx t t t t  при помощи 
равенства 

н н н 0

н 0 0

( ) [ ( ), ( ), ], [ , ];

( ) ( ).

N
d

x t f x t u t t t t t
dt
x t x t

  

 
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Разложив вектор-функции [ ( ), ( ), ]f x t u t t  и 1 1[ ( ), ]k kh x t t   в ряды 
Тейлора в окрестностях точек н н[ ( ), ( )]x t u t  и н 1( )kx t   соответственно и 
отбросив члены второго и более высоких порядков, запишем уравнения 
линеаризованной модели 

н н
н н н

[ ( ), ( ), ]
( ) [ ( ), ( ), ] [ ( ) ( )]

( )

f x t u t td
x t f x t u t t x t x t

dt x t


   


 

н н
н 0

[ ( ), ( ), ]
[ ( ) ( )] ( ) ( ), [ , ]

( ) N
f x t u t t

u t u t t w t t t t
u t


    


; 

1 н 1 1( ) [ ( ), ]k k ky t h x t t     

 н 1 1
1 н 1 1

1

[ ( ), ]
( ) ( ) ( )

( )
k k

k k k
k

h x t t
x t x t v t

x t
 

  



  


. 

Положив 

н н
н н н

[ ( ), ( ), ]
[ ( ), ] [ ( ), ( ), ] ( )

( )

f x t u t t
a u t t f x t u t t x t

x t


  


 

н н
н

[ ( ), ( ), ]
[ ( ) ( )]

( )

f x t u t t
u t u t

u t


 


; 

н н[ ( ), ( ), ]
( )

( )

f x t u t t
F t

x t





; 

н 1 1
1 н 1 1 н 1

1

[ ( ), ]
( ) [ ( ), ] ( )

( )
k k

k k k k
k

h x t t
A t h x t t x t

x t
 

   



 


; 

н 1 1
1

1

[ ( ), ]
( )

( )
k k

k
k

h x t t
H t

x t
 








, 

приходим к модели линейной нестационарной системы (2.13), (2.14). 
Выполним статистическую линеаризацию нелинейной модели 

(2.11), (2.12). В соответствии с [43] получим: 

   0( ), ( ), ( ), ( ), ( ),f x t u t t f x t P t u t t   

1[ ( ), ( ), ( ), ][ ( ) ( )]f x t P t u t t x t x t  ; 
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 1 0 1 1 1[ ( ), ] ( ), ( ),1k k k kh x t t h x t P t tk      

1 1 1 1 1 1[ ( ), ( ), ][ ( ) ( )]k k k k kh x t P t t x t x t      , 

где 

0[ ( ), ( ), ( ), ]f x t P t u t t 
1

[ ( ), ( ), ]
(2 ) det[ ( )]

f x t u t t
n P t







  

 T 11
exp [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )

2
x t x t P t x t x t dx t     

 
;  (2.17) 

 0
1

( ), ( ), ( ),
[ ( ), ( ), ( ), ]

( )

f x t P t u t t
f x t P t u t t

x t





; 

 0 1 1 1( ), ( ),k k kh x t P t t    1 1

1

1
[ ( ), ]

(2 ) det[ ( )]
k k

n
k

h x t t
P t



 





  

T 1
1 1 1 1 1 1

1
exp [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( )

2 k k k k k kx t x t P t x t x t dx t
     

     
 

;  (2.18) 

0 1 1 1
1 1 1 1

1

[ ( ), ( ), ]
[ ( ), ( ), ]

( )
k k k

k k k
k

h x t P t t
h x t P t t

x t
  

  






, 

причем ( )x t = [ ( )]E x t  и  T( ) [ ( ) ( )][ ( ) ( )]P t E x t x t x t x t    определяют-

ся из следующих дифференциальных уравнений: 

0 0

0

( ) [ ( ), ( ), ( ), ], [ , ],

( ) дано;

N
d

x t f x t P t u t t t t t
dt
x t

  

 

 

   T
1

T
0

0

( )
( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ),1

( ) ( ), [ , ],
( ) дано.

N

dP t
f x t P t u t t P t P t f x t P t u t t

dt
t Q t t t t

P t

   
    


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Подчеркнем, что при вычислении интегралов в формулах (2.17), 
(2.18) может оказаться полезным использование выражений из [42, 43] 
для коэффициентов статистической линеаризации типовых одномер-
ных нелинейностей. 

УПРАЖНЕНИЯ 

2.1. Покажите, что в случае временной линеаризации модели (2.1), 
(2.2) в выражениях (2.3), (2.4) 

н н
н н н

[ ( ), ( ), ]
[ ( ), ] [ ( ), ( ), ] ( )

( )
k k k

k k k k k k
k

f x t u t t
a u t t f x t u t t x t

x t


  


 

н н
н

[ ( ), ( ), ]
[ ( ) ( )];

( )
k k k

k k
k

f x t u t t
u t u t

u t


 


 

н[ ( ), ( ), ]
( )

( )
k н k k

k
k

f x t u t t
F t

x t





; 

н 1 1
1 н 1 1 н 1

1

[ ( ), ]
( ) [ ( ), ] ( )

( )
k k

k k k k
k

h x t t
A t h x t t x t

x t
 

   



 


; 

н 1 1
1

1

[ ( ), ]
( )

( )
k k

k
k

h x t t
H t

x t
 








. 

2.2. Покажите, что в случае статистической линеаризации модели 
(2.11), (2.12) в выражениях (2.13), (2.14) 

0[ ( ), ( ), ( ), ] [ ( ), ( ), ( ), ]a x t P t u t t f x t P t u t t  1[ ( ), ( ), ( ), ] ( )f x t P t u t t x t ; 

1[ ( ), ( ), ( ), ] [ ( ), ( ), ( ), ]F x t P t u t t f x t P t u t t ; 

 1 1 1 0 1 1 1[ ( ), ( ), ] ( ), ( ),k k k k k kA x t P t t h x t P t t        

1 1 1 1 1[ ( ), ( ), ] ( )k k k kh x t P t t x t    ; 

 1 1 1( ), ( ),k k kH x t P t t    1 1 1 1[ ( ), ( ), ]k k kh x t P t t   . 
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2.3. Рассмотрим следующую модель состояния нелинейной дис-
кретной системы 

2
1

1
( ) 1 ( )k kx t x t

 
    

 

 0.25[ ( ) ( )]

1 1

0.01 0.1
[ ( ) ( )]e ( )k ku t x t

k k ku t x t w t  
 

  (2.19) 

с неизвестными параметрами 1 , 2 . Покажите, что выполнение линеа-
ризации модели (2.19) во временной области относительно номинальной 
траектории 

  н н0.25[ ( ) ( )]2
н 1 н н н

1 1

н 0

0.01
( ) 1 ( ) ( ) ( ) ,

                                                                                     0,1, , 1;
( ) 0,

k ku t x t
k k k kx t x t u t x t e

k N
x t




  
        

 


  

приводит к линеаризованной модели вида (2.3), в которой 

  н н
1

0.01
[ ( ), ] 1 0.25( ( ) ( )) ( )k k k k ka u t t u t x t u t   


 

   н н2 0.25[ ( ) ( )]
н н0.25 ( ) ( ) k ku t x t

k ku t x t e   ; 

  н н0.25[ ( ) ( )]2
н н

1 1

0.01
( ) 1 1 0.25[ ( ) ( )] k ku t x t

k k kF t u t x t e 
    

 
. 

2.4. Рассмотрим следующую модель состояния стохастической 
дискретной системы, содержащей нелинейный элемент с характери-
стикой релейного типа и зоной нечувствительности, 

 1( ) ( ) 0.05 [ ( ), ( )] 0.05 ( )k k k k kx t x t x t u t w t      .  (2.20) 

Здесь 

25, если ( ) ( ) 0.75;
[ ( ), ( )] 0,  если 0.75 ( ) ( ) 0.75;

25, если ( ) ( ) 0.75

k k

k k k k

k k

u t x t
x t u t u t x t

u t x t

        
  

 

(  – неизвестный параметр).  



25 
 

Покажите, что статистическая линеаризация модели (2.20) приво-
дит к линеаризованной модели вида (2.3), в которой 

  0.75 ( ) ( )
( ), ( ), ( ), 1.25 Ф

( )
k k

k k k k
k

u t x t
a x t P t u t t

P t

   
      

 

0.75 ( ) ( ) 1.25
Ф

( ) 2 ( )
k k

k k

u t x t

P t P t

   
      

 

2 2(0.75 ( ) ( )) (0.75 ( ) ( ))
exp exp

2 ( ) 2 ( )
k k k k

k k

u t x t u t x t

P t P t

               
        

; 

1.25
( ) 1

2 ( )
k

k
F t

P t


  


 

2 2(0.75 ( ) ( )) (0.75 ( ) ( ))
exp exp

2 ( ) 2 ( )
k k k k

k k

u t x t u t x t

P t P t

               
        

. 

Здесь и далее 

2

2

0

1
Ф( )

2

t

e dt
 

 
 

 – функция Крампа (Лапласа); ( )kx t  

и ( )kP t  определяются по следующим рекуррентным соотношениям: 

 
 

1 1
1

1

1 1

1

0

0.75 ( ) ( )
1.25 Ф

0.75 ( ) ( )
( ) Ф ,  если 1, 2, ..., 1,

( )
 ( ),    если 0;

k k
k

k

k k
k

k

u t x t
x t

P t

u t x t
x t k N

P t
x t k

 




 



         
  

 
            

 

2 2

0

( ) ( ) 0.0025 ,     если 1, 2, ..., 1,   ( )
( ),                                       если 0.

k kk
F t P t Q k NP t
P t k
      
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2.5. Рассмотрим стохастические уравнения движения маятника с 
трением в пространстве состояний 

2
1

1
2 12 2

2 12 1

( )
( )

( ) sin( ( )) ( )( )
2

x t
x td

g M
x t m x t u tx tdt

mm

 
                  

 

 0( ) , [ , ]Nw t t t t  . (2.21) 

Здесь 1x  – угол между осью стержня и вертикальной прямой; 2x  – уг-
ловая скорость; g  – ускорение свободного падения; 1  – коэффициент 
вязкого трения; 2  – длина стержня; М – масса стержня; m – масса 

груза; 1 3

M
m m  . Числовые значения постоянных таковы: 9.81g  , 

0.1m  , 1M  . Покажите, что выполнение линеаризации модели со-
стояния (2.21) во временной области относительно номинальной тра-
ектории 

2н

1н 0
2н 1н н2

2 12 1

н 0

( )

( ) , [ , ];
( ) sin( ( )) ( )

2

30
( )

0

N

x t
d

g Mx t t t t
x t m x t u tdt

mm

x t

  
                
       

 

приводит к линеаризованной модели вида (2.13), в которой 

[ ( ), ]a u t t   

 1н 1н 1н
2 1 2 1

0

sin ( ) cos( ( )) ( ) ( )
2 2

g M g M
m x t m x t x t u t

m m

 
                   

; 

1
1н 2

2 1 2 1

0 1

( )
cos( ( ))

2

g MF t
m x t

m m

 
            

. 
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2.6. Покажите, что выполнение статистической линеаризации мо-
дели маятника с трением (2.21) приводит к линеаризованной модели 
вида (2.13), в которой 

 
11( )

2
1 1 1

2 1

0

[ ( ), ]
sin( ( )) cos( ( )) ( ) ( )

2

P ta u t t g M
m e x t x t x t u t

m



 
 

           

; 

11( )
12

1 2
2 1 2 1

0 1

( )
cos( ( ))

2

P tF t g M
m e x t

m m



 
 

            

. 

где 11( )P t  – соответствующий элемент матрицы Р (t). Здесь ( )x t  и 
( )P t  определяются по следующим дифференциальным уравнениям: 

11

2
( )

1 2
2 12

2 12 1

0

0

( )

( ) ,
( ) sin( ( )) ( )

2

[ , ];
30

( ) ,
0

P t

N

x t
d

x t g Mdt x t m e x t u t
mm

t t t

x t



  
  

                


  
   
  

T
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ];

0.05 0
( ) .

0 0.05

N
d

P t F t P t P t F t Q t t t
dt

P t

    
       
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ГЛАВА  3 

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛЕЙ 
ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 

Оценивать неизвестные параметры будем по данным наблюдений 
 , полученным в результате проведения идентификационных экспе-
риментов в соответствии с дискретным планом  . 

Предположим, что экспериментатор может произвести   незави-
симых запусков системы, причем сигнал 1U  он подает на вход систе-
мы 1k  раз, сигнал 2U  – 2k  раз и, наконец, сигнал qU  – qk  раз. В этом 

случае дискретный нормированный план эксперимента представляет 
собой совокупность точек 1U , 2U ,…, qU  и соответствующих им долей 

повторных запусков: 

 
1 2

1 2

, , ,
,

, , ,

q

q

U U U
kk k

 
    
    




 i UU  , i = 1, 2, …, q.  (3.1) 

Множество планирования U  определяется ограничениями на 
условия проведения эксперимента. 

Обозначим через ijY  j-ю реализацию выходного сигнала, соответ-

ствующую i-му входному сигналу iU  ( 1,2, , ij k  ): 

1

2

( )

( )
.

...

( )

ij

ij

ij

ij
N

y t

y t
Y

y t

 
 
 

  
 
 
 

 

В результате проведения по плану   идентификационных экспери-
ментов будут подготовлены данные наблюдений  



29 
 

{( , ), 1, 2, ..., , 1, 2, ..., }i ij iU Y i q j k    . 

Подчеркнем, что 
1

q

i
i

k


  . 

Априорные предположения, представленные во второй главе, поз-
воляют воспользоваться методом максимального правдоподобия для 
оценивания неизвестных параметров (полезные свойства соответству-
ющих оценок перечислены выше). В соответствии с указанным мето-
дом необходимо найти такие значения параметров 


, для которых 

 arg min [ ( ; )] arg min [ ln ( ; )]L
  

        


,  (3.2) 

где ln ( ; )L    – логарифмическая функция правдоподобия, которую 
необходимо составить. 

Поскольку запуски системы выполняются независимо, критерий 
максимального правдоподобия ( ; )    связан с логарифмическими 

функциями правдоподобия для одного запуска ln ( ; , )i ijL U Y  соотно-

шением 

 
1 1

( ; ) ln ( ; , )
ikq

i ij
i j

L U Y
 

       ,  (3.3) 

где ln ( ; , )i ijL U Y  выписывается для каждой модельной структуры по-

своему. 
Для численного решения задачи нелинейного программирования 

(3.2) можно воспользоваться методом последовательного квадратич-
ного программирования, что предполагает необходимость разработки 
алгоритмов вычисления значений критериев идентификации и их гра-
диентов. 

Для моделей дискретных систем точки спектра плана (3.1) имеют 
следующую структуру: 

T T TT
0 1 1( ) , ( ) , , ( ) , 1, 2, ,i i i

i NU u t u t u t i q
              

  . 
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3.1. КРИТЕРИЙ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ  
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ  

И АЛГОРИТМ ЕГО ВЫЧИСЛЕНИЯ 

Следуя [23, 44, 45], для математической модели (2.3), (2.4) запи-
шем: 

ln ( ; , ) ln 2
2i ij

Nm
L U Y      

 T1 1
1

1 1 1 1
0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ln det ( )

2 2

ijN N
ij

k k k k
k k

t В t t В t
 


   

 
     , 

что позволяет представить соотношение (3.3) в виде 

( ; ) ln 2
2

Nm
       

  1 1T 1
1 1 1 1

1 1 0 0

1
( ) ( ) ( ) ln det ( )

2 2

ikq N N
ij ij

k k k k
i j k k

t В t t В t
 


   

   


       ,  (3.4) 

где 1( )ij
kt   и 1( )kB t   вычисляются по приведенным ниже уравнениям 

дискретного фильтра Калмана [29, 43, 46, 47]: 

 1( | ) ( ) ( | ) ( ),ij ij i
k k k k k k kx t t F t x t t a u t t     

 
;  (3.5) 

 T T
1( | ) ( ) ( | ) ( ) ( ) ( );k k k k k k k kР t t F t Р t t F t t Q t       (3.6) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( | ) ( )ij ij ij
k k k k k kt y t H t x t t A t        ;  (3.7) 

 T
1 1 1 1( ) ( ) ( | ) ( ) ;k k k k kВ t Н t Р t t Н t R       (3.8) 

 T 1
1 1 1 1( ) ( | ) ( ) ( )k k k k kK t P t t Н t В t
    ;  (3.9) 

 1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( ) ( )ij ij ij
k k k k k kx t t x t t K t t        ;  (3.10) 

 1 1 1 1 1( | ) [ ( ) ( )] ( | )k k k k k kP t t I K t H t P t t        (3.11) 

с начальными условиями: 0 0 0 0 0 0( | ) ( ) , ( | ) ( )ijx t t x t P t t P t  . 
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Здесь и далее: 
 1( | )ij

k kx t t
  – оценка одношагового прогнозирования состояния 

1( )kx t  , соответствующая паре ( , )i ijU Y ; 

 1( | )k kP t t  – ковариационная матрица ошибок одношагового 
прогнозирования; 

 1 1( | )ij
k kx t t 

  – оценка фильтрации состояния 1( )kx t  , соответ-
ствующая паре ( , )i ijU Y ; 

 1 1( | )k kP t t   – ковариационная матрица ошибок фильтрации. 
Эквивалентная выражению (3.4) запись 


1

1
0

1
( ; ) ln 2 ln det ( )

2

N

k
k

Nm B t





       


  

  T 1
1 1 1

1 1
( ) ( ) ( )

ikq
ij ij

k k k
i j

t B t t
  

 

   


    (3.12) 

позволяет организовать алгоритм вычисления значения критерия 
максимального правдоподобия при некотором фиксированном   
следующим образом. 

Шаг 1. Определить Q , R , 0( )x t , 0( )P t . 
Шаг 2. Положить ( ; ) ln 2Nm      ; k = 0; 0( | ) ( )k kP t t P t . 
Шаг 3. Определить ( )kF t , ( )kt , 1( )kH t   и по формулам (3.6), (3.8), 

(3.9), (3.11) найти 1( | )k kP t t , 1( )kB t  , 1( )kK t  , 1 1( | )k kP t t  . Опреде-
лить 1( )kA t  . 

Шаг 4. Положить 0  , 1i  . 

Шаг 5. Определить ( ),i
k ka u t t   . 

Шаг 6. Положить j = 1. 
Шаг 7. Выбрать 0( | ) ( )ij

k kx t t x t , если k = 0. 

Шаг 8. Вычислить 1( | )ij
k kx t t

 , 1( )ij
kt  , 1 1( | )ij

k kx t t 
  при помо-

щи соотношений (3.5), (3.7), (3.10). 

Шаг 9. Положить  T 1
1 1 1( ) ( ) ( )ij ij

k k kt B t t
        . 
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Шаг 10. Увеличить j  на единицу. Если ij k , перейти на шаг 7. 

Шаг 11. Увеличить i  на единицу. Если i q , перейти на шаг 5. 

Шаг 12. Положить 1( ; ) ( ; ) ln det ( )kB t            . 
Шаг 13. Увеличить k  на единицу. Если 1k N  , перейти на шаг 3. 

Шаг 14. Положить 
1

( ; ) ( ; )
2

        и закончить процесс. 

3.2. КРИТЕРИЙ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ  
ДЛЯ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ 

В случае применения временной или статистической линеаризации 
к математической модели (2.1), (2.2) ковариационные матрицы обнов-
лений 1( )ij

kt   будут зависеть от номера входного сигнала i , в резуль-
тате чего выражение логарифмической функции правдоподобия для 
одного запуска приобретет вид 

ln ( ; , ) ln 2
2i ij

Nm
L U Y      

   
T1 11

1 1 1 1
0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ln det ( )

2 2

ijN N
i ij i

k k k k
k k

t B t t B t
 

   
 

      

и критерий максимального правдоподобия запишется следующим об-
разом: 

   1 T 1
1 1 1

1 1 0

1
( ; ) ln 2 ( ) ( ) ( )

2 2

ikq N
ij i ij

k k k
i j k

Nm
t B t t

 
  

  


           

 
1

1
1 0

1
ln det ( )

2

q N
i

i k
i k

k B t



 

   .  (3.13) 

Здесь 1( )ij
kt   и 1( )i

kB t   вычисляются по уравнениям [см. формулы 
(3.5)–(3.11)]: 

 1( | ) ( ) ( | ) ( ),ij i ij i
k k k k k k kx t t F t x t t a u t t     

 
;  (3.14) 
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  T T
1( | ) ( ) ( | ) ( ) ( ) ( );i i i i

k k k k k k k kP t t F t P t t F t t Q t       (3.15) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( | ) ( )ij ij i ij i
k k k k k kt y t H t x t t A t        ;  (3.16) 

  T1 1 1 1( ) ( ) ( | ) ( ) ;i i i i
k k k k kB t H t P t t H t R       (3.17) 

    T 1
1 1 1 1( ) ( | ) ( ) ( )i i i i

k k k k kK t P t t H t B t


    ;  (3.18) 

 1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( ) ( )ij ij i ij
k k k k k kx t t x t t K t t        ;  (3.19) 

 1 1 1 1 1( | ) [ ( ) ( )] ( | )i i i i
k k k k k kP t t I K t H t P t t        (3.20) 

с начальными условиями: 0 0 0 0 0 0( | ) ( ) , ( | ) ( )ij ix t t x t P t t P t  . 
Уточним, что при временной линеаризации 

н н( ), ( ),
( )

( )

i i
k k ki

k
k

f x t u t t
F t

x t

   


; 

 н н
н н н

( ), ,
( ), ( ), ( ), ( )

( )

i i
k k ki i i i

k k k k k k
k

f x t u t t
a u t t f x t u t t x t

x t

            
 

н н
н

( ), ( ),
( ) ( )

( )

i i
k k k i i

k k
k

f x t u t t
u t u t

u t

       
; 

н 1 1
1

1

( ),
( )

( )

i
k ki

k
k

h x t t
H t

x t
 




   


; 

н 1 1
1 н 1 1 н 1

1

( ),
( ) ( ), ( )

( )

i
k ki i i

k k k k
k

h x t t
A t h x t t x t

x t
 

   


       
, 

причем 

н 1 н н

н 0 0

( ) ( ), ( ), , 0,1, , 1;

( ) ( ).

i i i
k k k k

i
x t f x t u t t k N

x t x t


      



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При статистической линеаризации 

1( ) ( ), ( ), ( ),i i i i
k k k k kF t f x t P t u t t    ; 

0( ), ( ), ( ), ( ),i i i i
k k k k k ka u t t f x t P t u t t       

1 ( ), ( ), ( ), ( )i i i i
k k k k kf x t P t u t t x t    ; 

1( )i
kH t   1 1 1 1( ), ( ),i i

k k kh x t P t t     ; 

1 0 1 1 1( ) ( ), ( ),i i i
k k k kA t h x t P t t      

1 1 1 1 1( ), ( ), ( )i i i
k k k kh x t P t t x t       , 

где 

 i
kx t  0 1 1 1 1

0

( ), ( ), ( ), , если 1, 2, ..., 1,

( ), если 0;

i i i
k k k kf x t P t u t t k N

x t k
   

     


 

1 1 1 1 1
T

1 1 1 1 1 1
T

0

( ), ( ), ( ),

( ) ( ), ( ), ( ),( )
( ) ( ), если  1, 2, ..., 1,

( ), если 0.

i i i
k k k k

i i i ii k k k k kk

k k

f x t P t u t t

P t f x t P t u t tP t
t Q t k N

P t k

   

    

    
     
     
 

 

Для рациональной организации вычислений при программной реа-
лизации выражение (3.13) целесообразно записать в виде 

1

1
0 1

1
( ; ) ln 2 ln det ( )

2

qN
i

i k
k i

Nm k В t



 

         
   

    T 1
1 1 1

1
( ) ( ) ( )

ik
ij i ij

k k k
j

t B t t


  


   


 .  (3.21) 
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3.3. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ГРАДИЕНТА КРИТЕРИЯ  
МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ  

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Продифференцировав равенство (3.12) по   с учетом выражений 

 11 1
1

ln det ( ) ( )
( )k k

k
B t B t

Sp B t 


 

      
;  (3.22) 

 
1

1 11 1
1 1

( ) ( )
( ) ( )k k

k k
B t B t

B t B t


  
 

 

 
 

 
  (3.23) 

и симметричности матрицы 1( )kB t  , получим 

1
1 1

1
0

( )( ; )
( )

2

N
k

k
k

B t
Sp B t


 


 

           
  

T
11

1 1
1 1

( )
( ) ( )

i ijkq
ijk

k k
i j

t
B t t

 
 

       
   

  T 1 11
1 1 1 1

( )1
( ) ( ) ( ) ( )

2
ij ijk

k k k k
B t

t B t  B t t 
   



     
,  (3.24) 

что позволяет представить алгоритм вычисления градиента крите-
рия максимального правдоподобия при некотором фиксирован-
ном   следующим образом. 

Шаг 1. Определить Q , R , 0( )x t , 0( )Р t  и  

0 0( ) ( )
, , , , 1, 2, ...,

x t P tQ R
s

   

         
. 

Шаг 2. Положить 
( ; )

0, 1, 2, ..., s


       
, k = 0,  

0( | ) ( )k kР t t P t , 0( | ) ( )
, 1, 2, ...,k kP t t P t

s
 

       
. 
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Шаг 3. Определить ( )kF t , ( )kt , 1( )kH t  , по формулам (3.6), (3.8), 

(3.9), (3.11) найти 1( | )k kP t t , 1( )kВ t  , 1( )kK t  , 1 1( | )k kP t t  . 

Шаг 4. Определить 1( ) ( ) ( )
, , , 1, 2, ...,k k kF t t H t

s

  

        
 и по 

формулам, следующим из равенств (3.6), (3.8), (3.9), (3.11): 

T T1( | ) ( ) ( | )
( | ) ( ) ( ) ( )k k k k k

k k k k k
Р t t F t Р t t

Р t t F t F t F t

  

  
  

  
 

T
T( ) ( )

( ) ( | ) ( )k k
k k k k

F t t
F t Р t t Q t

 

 
   

 
 

T
T ( )

( ) ( ) ( ) k
k k k

tQ
t t t Q

 


   

 
; 

Т T1 1 1
1 1 1 1

( ) ( ) ( | )
( | ) ( ) ( ) ( )k k k k

k k k k k
В t Н t Р t t

Р t t Н t Н t Н t  
   

  

  
  

  
 

     T
1

1 1| k
k k k

Н t R
Н t Р t t 

 
 

 
 

 
; 

T
T1 1 1

1 1
( ) ( | ) ( )

( ) ( | )k k k k
k k k

K t P t t H t
H t P t t  

 
  

  
  

  
 

T 1 11
1 1 1 1

( )
( | ) ( ) ( ) ( )k

k k k k k
B t

P t t H t B t B t 
   




  

; 

1 1 1
1 1

( | ) ( | )
[ ( ) ( )]k k k k

k k
P t t P t t

I K t H t  
 

 

 
  

 
 

1 1
1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( | )k k

k k k k
K t H t

Н t K t P t t 
  

 

  
    
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вычислить  

1 1 1 1 1( | ) ( ) ( ) ( | )
, , , , 1, 2, ...,k k k k k kP t t B t K t P t t

s    

   

          
.  

Определить 1( )kA t   и 1( )
, 1, 2, ...,kA t

s



 
  

 
. 

Шаг 5. Положить  0, 1, 2, ..., s    , 1i  . 

Шаг 6. Определить ( ),i
k ka u t t    и 

( ),
, 1, 2, ...,

i
k ka u t t

s


       
  

. 

Шаг 7. Положить j = 1. 
Шаг 8. Выбрать  

0( | ) ( )ij
k kx t t x t , 0( | ) ( )

, 1, 2, ...,
ij

k kx t t x t
s

 

      
   


, если k = 0. 

Шаг 9. Вычислить 1( | )ij
k kx t t

 ,  1
ij

kt  , 1 1( | )ij
k kx t t 

  при помо-
щи соотношений (3.5), (3.7), (3.10). 

Шаг 10. По формулам, следующим из равенств (3.5), (3.7), (3.10), 

1 ( ),( | ) ( ) ( | )
( | ) ( )

iij ij
k kijk k k k k

k k k
a u t tx t t F t x t t

x t t F t

   

       
   

 
; 

1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( | ) ( )
( | ) ( )

ij ij
ijk k k k k

k k k
t H t x t t A t

x t t H t   
 

   

   
   

   


; 

1 1 1 1 1
1 1

( | ) ( | ) ( ) ( )
( ) ( )

ij ij ij
ijk k k k k k

k k
x t t x t t K t t

t K t    
 

   

   
   

   

 
, 

найти 1 1 1 1( | ) ( ) ( | )
, , , 1, 2, ...,

ij ij ij
k k k k kx t t t x t t

s   

  

      
    

 
. 
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Шаг 11. Положить 

T
11

1 1
( )

( ) ( )
ij

ijk
k k

t
B t t

   


 
        

 

 T 1 11
1 1 1 1

( )1
( ) ( ) ( ) ( ), 1, 2, ..., .

2
ij ijk

k k k k
B t

t B t  B t t s 
   




    


 

Шаг 12. Увеличить j  на единицу. Если ij k , перейти на шаг 8. 

Шаг 13. Увеличить i  на единицу. Если i q , перейти на шаг 6. 
Шаг 14. Положить 

1 1
1

( )( ; ) ( ; )
( ) ,

2
k

k
B t

Sp B t 
 

  

       
       

 1, 2, ..., s  . 

Шаг 15. Увеличить k  на единицу. Если 1k N  , перейти на 
шаг 3, иначе закончить процесс. 

3.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ГРАДИЕНТА КРИТЕРИЯ  
МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ  
ДЛЯ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ 

Продифференцировав равенство (3.21) по   с учетом выражений 

(3.22), (3.23) и симметричности матрицы 1( )i
kB t  , получим 

 1 1 1
1

0 1

( )( ; )
( )

2

iqN
ii k

k
k i

k В t
Sp В t

  


  

            
   

 
T

11
1 1

1

( )
( ) ( )

i ijk
i ijk

k k
j

t
В t t


 



       
  

     T 1 11
1 1 1 1

( )1
( ) ( ) ( ) ( )

2

i
ij i i ijk

k k k k
В t

t В t  В t t
 

   


    
 

.       (3.25) 
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Здесь 1( )ij
kt 






, 1( )i
kВ t 






 и связанные с ними составляющие 

находятся по формулам, следующим из равенств (3.14)–(3.20), причем: 

1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( | ) ( )
( | ) ( )

ij i ij i
ij ik k k k k

k k k
t Н t x t t A t

x t t Н t   
 

   

   
   

   


; 

  T1 1 1
1 1 1

( ) ( ) ( | )
( | ) ( )

i i i
i i ik k k k

k k k k
В t Н t Р t t

Р t t Н t Н t  
  

  

  
  

  

 
T

T
1

1 1 1
( )

( ) ( ) ( | )
i

i i k
k k k k

Н t R
Н t Н t Р t t 

  
 

  
      

. 

3.5. ПРИМЕР ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 

Рассмотрим следующую модель стохастической системы, содер-
жащей нелинейный элемент с характеристикой релейного типа и зоной 
нечувствительности: 

 1( ) ( ) 0.05 [ ( ), ( )] 0.05 ( )k k k k kx t x t x t u t w t      ,  (3.26) 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t x t v t    , 0, 1, ..., 1k N  .  (3.27) 

Здесь 

 
25, если ( ) ( ) 0.75;

[ ( ), ( )]     0,  если 0.75 ( ) ( ) 0.75;
  25, если ( ) ( ) 0.75,

k k

k k k k

k k

u t x t
x t u t u t x t

u t x t

        
  

  

  – неизвестный параметр, причем 0.5 2   . 
Будем считать, что выполнены все априорные предположения из 

раздела 2.1, причем 

[ ( ) ( )] 0.4k i ki kiE w t w t Q    ; 

1 1[ ( ) ( )] 0.4k i ki kiE v t v t R      ; 

0 0[ ( )] 0.5 ( )E x t x t  ,  2
0 0 0[ ( ) ( )] 0.05 ( )E x t x t P t   . 
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Выполнив статистическую линеаризацию модели состояний (3.26), 
получим линеаризованную модель вида (2.3), (2.4), в которой в соот-
ветствии с выражениями из раздела 2.1: 

  0.75 ( ) ( ) 0.75 ( ) ( )
( ), 1.25 Ф Ф

( ) ( )
k k k k

k k
k k

u t x t u t x t
a u t t

P t P t

              
     

 

2(0.75 ( ) ( ))1.25
exp

2 ( )2 ( )
k k

kk

u t x t

P tP t

    
   

    
 

2(0.75 ( ) ( ))
exp

2 ( )
k k

k

u t x t

P t

  
  

  
; 

2(0.75 ( ) ( ))1.25
( ) 1 exp

2 ( )2 ( )
k k

k
kk

u t x t
F t

P tP t

        
    

 

2(0.75 ( ) ( ))
exp

2 ( )
k k

k

u t x t

P t

  
  

  
; 

( ) 0.05kt   ; 1( ) 0kA t   ; 1( ) 1kH t    

( )kx t  и ( )kP t  определяются по рекуррентным соотношениям 

1 1
1

1

1 1

1

0

0.75 ( ) ( )
( ) 1.25 Ф

( )

0.75 ( ) ( )
( ) Ф ,  если 1, 2, ..., 1,

( )
 ( ),    если 0;

k k
k

k

k k
k

k

u t x t
x t

P t

u t x t
x t k N

P t
x t k

 




 



         
  

        
  

 
2 2

1 1

0

( ) ( ) ( ) ,  если 1, 2, ..., 1,   ( )
( ),   если 0.

k k kk
F t P t t Q k NP t
P t k

       
 

Таким образом, необходимо оценить параметр  , входящий в вы-
ражения для [ ( ), ]k ka u t t , ( )kF t  и ( )kt . 
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Для того чтобы ослабить зависимость результатов оценивания от 
выборочных данных, произведем пять идентификационных эксперимен-
тов с входным сигналом из таблицы для 1q   . Реализации выходных 
сигналов получим компьютерным моделированием при истинном зна-

чении параметра * 1   и 31N  . Для каждого эксперимента вычислим 
оценку максимального правдоподобия 


, произведем усреднение и 

найдем cp


. Результаты оценивания представим в таблице. 

Результаты оценивания параметра модели (3.26), (3.27) 

Идентификационный сигнал 
Номер 

эксперимента
Значения 
оценок 

1 0.972 
2 0.950 
3 1.641 
4 1.295 
5 1.194 

cp


 1.210 

УПРАЖНЕНИЯ 

3.1. Рассмотрим линейную стационарную модель с детерминиро-
ванным уравнением состояния 

 1( ) ( ) ( )k k kx t Fx t u t    ;  (3.28) 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t Hx t v t    , 0,1 ,..., 1k N  .  (3.29) 

Будем считать, что: 
 случайные векторы 1( )kv t   образуют стационарную белую 

гауссовскую последовательность, для которой 

1[ ( )] 0kE v t   , T
1 1( ) ( )k iE v t v t R ki      ; 

 начальное состояние 0( )x t  детерминировано; 
 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , 

включающий в себя элементы матриц , , ,F H R  в различных 
комбинациях. 
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Покажите, что для модели (3.28), (3.29) с учетом указанных апри-
орных предположений и одном возможном запуске системы критерий 
максимального правдоподобия имеет вид 

1
T 1

1 1 1
0

1
( ; ) ln 2 ( ) ( ) ( ) ln det

2 2 2

N

k k k
k

Nm N
t R t t R




  


         ,    (3.30) 

где 1 1 1( ) ( ) ( )k k kt y t Hx t     . 
3.2. Рассмотрим следующий частный случай модели из упражне-

ния 3.1: 

1 1 2( ) ( ) ( )k k kx t x t u t     ; 

1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t x t v t    , 0,1, ..., 1k N  . 

Покажите, что оценки максимального правдоподобия 1 2, 
 

 могут 
быть найдены аналитически, причем 

1 1 1 1
2

1 1
0 0 0 0

1 21 1 1
2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

N N N N

k k k k k k k
k k k k

N N N

k k k k
k k k

x t y t u t x t u t u t y t

x t u t x t u t

   
 

   

  

  

     
          

      
    

        
    

   

  


; 

1 1 1 1
2

1 1
0 0 0 0

2 21 1 1
2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

N N N N

k k k k k k k
k k k k

N N N

k k k k
k k k

u t y t x t x t u t x t y t

x t u t x t u t

   
 

   

  

  

     
          

      
    

        
    

   

  


. 

3.3. Покажите, что для динамической модели из упражнения 3.1 
критерий наименьших квадратов при одном возможном запуске систе-
мы записывается в виде 

 
1

T 1
1 1 1

0

1
( ; ) ( ) ( ) ( )

2

N

k k k
k

t R t t



  


      .  (3.31) 

3.4. Покажите, что если неизвестные параметры модели из упраж-
нения 3.1 не входят в ковариационную матрицу шума измерений R, 
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критерии максимального правдоподобия (3.30) и наименьших квадра-
тов (3.31) совпадают. 

3.5. Покажите, что для линейной стационарной модели (2.5), (2.6) с 
вероятностным описанием из раздела 2.1 критерий максимального 
правдоподобия при одном возможном запуске системы имеет вид 

1
T 1

1 1 1
0

1
( ; ) ln 2 ( ) ( ) ( )

2 2

N

k k k
k

Nm
t B t t




  


          

 
1

1
0

1
ln det ( )

2

N

k
k

B t





  ,  (3.32) 

где 1( )kt   и 1( )kB t   вычисляются при помощи следующих уравнений 
дискретного фильтра Калмана: 

1( | ) ( | ) ( )k k k k kx t t Fx t t u t    
; 

T T
1( | ) ( | )k k k kP t t FP t t F Q     ; 

1 1 1( ) ( ) ( | )k k k kt y t Hx t t     
; 

T
1 1( ) ( | ) ;k k kB t HP t t H R    

T 1
1 1 1( ) ( | ) ( )k k k kK t P t t H B t
   ; 

1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( ) ( )k k k k k kx t t x t t K t t       
; 

1 1 1 1( | ) [ ( ) ] ( | )k k k k kP t t I K t H P t t      

с начальными условиями: 0 0 0 0 0 0( | ) ( ) , ( | ) ( )x t t x t P t t P t 
. Сравните 

выражения (3.32) и (3.30). 

3.6. С учетом равенства T
1 1 1( ) ( ) ( )k k kB t Е t t        покажите, что 

для линейной стационарной модели (2.5), (2.6) с вероятностным опи-
санием из раздела 2.1 критерий наименьших квадратов при одном воз-
можном запуске системы определяется соотношением 

 
1

T 1
1 1 1

0

1
( ; ) ( ) ( ) ( )

2

N

k k k
k

t B t t



  


      ,  (3.33) 
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где 1( )kt   и 1( )kB t   вычисляются по уравнениям из упражнения 3.5. 
Сравните выражения (3.33) и (3.31). 

3.7. Покажите, что если неизвестные параметры модели (2.5), (2.6) 
с вероятностным описанием из раздела 2.1 входят только в матрицу   
и вектор начального состояния 0( )x t , критерии максимального прав-
доподобия (3.32) и наименьших квадратов (3.33) совпадают. 

3.8. Воспользовавшись выражением (3.21), предложите и програм-
мно реализуйте алгоритм вычисления критерия максимального прав-
доподобия для случая: 

а) временной линеаризации; 
б) статистической линеаризации. 
3.9. Разработайте и программно реализуйте алгоритм вычисления 

градиента критерия максимального правдоподобия (3.25) для случая: 
а) временной линеаризации; 
б) статистической линеаризации. 
3.10. Рассмотрим следующую нелинейную модель динамической 

системы: 

2
1

1
( ) 1 ( )k kx t x t

 
    

 

 0.25[ ( ) ( )]

1 1

0.01 0.1
[ ( ) ( )] ( );k ku t x t

k k ku t x t e w t  
 

 (3.34) 

  1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t x t v t    , 0, 1, ..., 1k N  ,  (3.35) 

где 1 , 2  – неизвестные параметры, причем 12 10   , 20.05 2   . 
Будем считать, что выполнены все априорные предположения из раз-
дела 2.1 и 

 ( ) ( ) 0.6k i ki kiE w t w t Q    ; 

1 1[ ( ) ( )] 0.3k i ki kiE v t v t R      ; 

0 0[ ( )] 0 ( )E x t x t  ,  2
0 0 0[ ( ) ( )] 0.01 ( )E x t x t P t   . 

Найдите оценки параметров 1


, 2


 модели (3.34), (3.35), руковод-
ствуясь примером из раздела 3.5, приняв 1q   , истинные значения 
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параметров *
1 4  , *

2 0.5   и 31N  . Используйте временную линеа-
ризацию. 

3.11. Рассмотрим следующую нелинейную модель динамической 
системы: 

  1( ) ( ) 0.05 ( ), ( ) 0.05 ( );k k k k kx t x t x t u t w t        (3.36) 

  1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t x t v t    , 0, 1, ..., 1k N  .  (3.37) 

Здесь 

 
25, если ( ) ( ) 0.75;

[ ( ), ( )]     0,  если 0.75 ( ) 0.75;
  25, если ( ) ( ) 0.75,

k k

k k k k

k k

u t x t
x t u t u t x t

u t x t

        
  

 

  – неизвестный параметр, причем 0.5 2   . 
Будем считать, что выполнены все априорные предположения из 

раздела 2.1 и 

[ ( ) ( )] 0.8k i ki kiE w t w t Q    ; 

1 1[ ( ) ( )] 0.2k i ki kiE v t v t R      ; 

0 0[ ( )] 0.25 ( )E x t x t  ,  2
0 0 0[ ( ) ( )] 0.1 ( )E x t x t P t   . 

Найдите оценки параметра 


 модели (3.36), (3.37), руководствуясь 
примером из раздела 3.5, приняв 1q   , истинное значение 

параметра * 1   и 31N  . Используйте статистическую линеариза-
цию. 
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ГЛАВА  4 

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛЕЙ 
НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 

Для моделей непрерывно-дискретных систем точки спектра плана 

(3.1) имеют следующую структуру: 0( ), [ , ], 1, 2, ,i
i NU u t t t t i q    . 

4.1. ОСОБЕННОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ КРИТЕРИЕВ  
МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ  
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ  
И ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ 

Для линейных нестационарных моделей непрерывно-дискретных 
систем критерий максимального правдоподобия определяется, как и в 

разделе 3.1, выражением (3.4), но 1( )ij
kt   и 1( )kB t   в этом случае вы-

числяются по следующим уравнениям непрерывно-дискретного филь-
тра Калмана [46, 48]: 

 1( | ) ( ) ( | ) [ ( ), ],ij ij i
k k k k

d
x t t F t x t t a u t t t t t

dt      ;  (4.1) 

T T
1( | ) ( ) ( | ) ( | ) ( ) ( ) ( ),k k k k k

d
P t t F t P t t P t t F t t Q t t t t

dt        ;    (4.2) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( | ) ( )ij ij ij
k k k k k kt y t H t x t t A t       

;  (4.3) 

 T
1 1 1 1( ) ( ) ( | ) ( )k k k k kB t H t P t t H t R     ;  (4.4) 

 T 1
1 1 1 1( ) ( | ) ( ) ( )k k k k kK t P t t H t B t
    ;  (4.5) 
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 1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( ) ( )ij ij ij
k k k k k kx t t x t t K t t       

;  (4.6) 

  1 1 1 1 1( | ) ( ) ( ) ( | )k k k k k kP t t I K t H t P t t        (4.7) 

с начальными условиями: 0 0 0 0 0 0( | ) ( ) , ( | ) ( )ijx t t x t P t t P t  . 
Данное обстоятельство позволяет говорить о том, что большинство 

шагов алгоритма вычисления значения критерия максимального 
правдоподобия для линейных нестационарных моделей при некото-
ром фиксированном   совпадут с соответствующими шагами алгорит-
ма, представленного в разделе 3.1. Уточним, какие именно шаги требу-
ют корректировки, не повторяя шагов, оставшихся без изменений. 

Шаг 2. Определить  0( ), ( ), [ , ]NF t t t t t  . Положить  

( ; ) ln 2Nm      , k = 0; 0( | ) ( )k kP t t P t . 

Шаг 3. Определить 1( )kH t   и по формулам (4.2), (4.4), (4.5), (4.7) 
найти 1( | )k kP t t , 1( )kB t  , 1( )kK t  , 1 1( | )k kP t t  . Определить 1( )kA t  . 

Шаг 5. Определить [ ( ), ]ia u t t . 

Шаг 8. Вычислить 1( | )ij
k kx t t

 , 1( )ij
kt  , 1 1( | )ij

k kx t t 
  при помо-

щи соотношений (4.1), (4.3), (4.6). 
В случае применения временной или статистической линеариза-

ции к математической модели (2.11), (2.12) критерий максимального 
правдоподобия по-прежнему записывается в виде (3.13), с той разни-
цей, что 1( )ij

kt   и 1( )i
kB t   вычисляются теперь по следующим урав-

нениям (см. формулы (4.1)–(4.7)): 

 1( | ) ( ) ( | ) [ ( ), ],ij i ij i
k k k k

d
x t t F t x t t a u t t t t t

dt      ;  (4.8) 

T( | ) ( ) ( | ) ( | )( ( ))i i i i i
k k k

d
P t t F t P t t P t t F t

dt
    

 T
1( ) ( ), k kt Q t t t t     ;  (4.9) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( | ) ( )ij ij i ij i
k k k k k kt y t H t x t t A t       

;  (4.10) 



48 
 

  T1 1 1 1( ) ( ) ( | ) ( )i i i i
k k k k kB t H t P t t H t R     ;  (4.11) 

     T 1
1 1 1 1( ) | ( ) ( )i i i i

k k k k kK t P t t H t B t


    ;  (4.12) 

 1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( ) ( )ij ij i ij
k k k k k kx t t x t t K t t       

;  (4.13) 

 1 1 1 1 1( | ) ( ) ( ) ( | )i i i i
k k k k k kP t t I K t H t P t t          (4.14) 

с начальными условиями: 0 0 0 0 0 0( | ) ( ) , ( | ) ( )ij ix t t x t P t t P t  . 
Уточним, что при временной линеаризации 

н н( ), ( ),
( )

( )

i i
i f x t u t t

F t
x t

   


; 

н н
н н н

( ), ( ),
[ ( ), ] ( ), ( ), ( )

( )

i i
i i i if x t u t t

a u t t f x t u t t x t
x t

        
 

н н
н

( ), ( ),
( ) ( )

( )

i i
i if x t u t t

u t u t
u t

       
;  

н 1 1
1

1

( ),
( )

( )

i
k ki

k
k

h x t t
H t

x t
 




   


; 

н 1 1
1 н 1 1 н 1

1

( ),
( ) ( ), ( )

( )

i
k ki i i

k k k k
k

h x t t
A t h x t t x t

x t
 

   


       
, 

причем 

н н н 0

н 0 0

( ) ( ), ( ), , [ , ];

( ) ( ).

i i i
N

i

d
x t f x t u t t t t t

dt
x t x t

     
 

 

При статистической линеаризации 

1( ) ( ), ( ), ( ),i i i iF t f x t P t u t t    ; 
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0[ ( ), ] [ ( ), ( ), ( ), ]i i i ia u t t f x t P t u t t  1[ ( ), ( ), ( ), ] ( )i i i if x t P t u t t x t ; 

1 1 1( ), ( ),i i
k k kH x t P t t      1 1 1 1( ), ( ),i i

k k kh x t P t t     ; 

1 0 1 1 1( ) ( ), ( ),i i i
k k k kA t h x t P t t        

1 1 1 1 1( ), ( ), ( )i i i
k k k kh x t P t t x t       , 

где 

0 0

0

( ) ( ), ( ), ( ), , [ , ],

( ) дано;

i i i i
N

d
x t f x t P t u t t t t t

dt
x t

     
 

 

T
1 1

T
0

0

( )
( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ),

                                                          ( ) ( ), [ , ],
( ) дано.

i
i i i i i i i i

N

dP t
f x t P t u t t P t P t f x t P t u t t

dt
t Q t t t t

P t


         


   


 

4.2. ОСОБЕННОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ ГРАДИЕНТОВ 
 КРИТЕРИЕВ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ  

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ  
И ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ 

Для линейных нестационарных моделей градиент критерия макси-
мального правдоподобия определяется, как и в разделе 3.3, выражени-
ем (3.24). Это позволяет заметить, что в алгоритме вычисления гра-
диента критерия максимального правдоподобия при некотором 
фиксированном   большинство шагов совпадает с соответствующими 
шагами алгоритма из раздела 3.3. Уточним, какие именно шаги требу-
ют корректировки, не повторяя шагов, оставшихся без изменений. 

Шаг 2. Определить 0{ ( ), ( ), [ , ]}NF t t t t t  , 

0
( ) ( )

, , [ , ], 1, 2, ...,N
F t t

t t t s
 

       
. 
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Положить 
( ; )

0, 1, 2, ..., s


       
, k = 0, 0( | ) ( )k kP t t P t ,  

0( | ) ( )
, 1, 2, ...,k kP t t P t

s
 

  
     

. 

Шаг 3. Определить 1( )kH t  , по формулам (4.2), (4.4), (4.5), (4.7) 
найти 1( | )k kP t t , 1( )kB t  , 1( )kK t  , 1 1( | )k kP t t  . 

Шаг 4. Определить 1( )
, 1, 2, ...,kH t

s



    
 и по формулам, сле-

дующим из равенств (4.2), (4.4), (4.5), (4.7): 

T( | ) ( | ) ( | )( )
( | ) ( ) ( )k k k

k
P t t P t t P t td F t

P t t F t F t
dt    

            
 

T
T( ) ( )

( | ) ( )k
F t t

P t t Q t
 

 
   

 
 

T
T ( )

( ) ( ) ( ) ,
Q t

t t t Q
 

 
   

 
     1k kt t t   ; 

T T1 1 1
1 1 1 1

( ) ( ) ( | )
( | ) ( ) ( ) ( )k k k k

k k k k k
B t H t P t t

P t t H t H t H t  
   

  

  
  

  
 

T
1

1 1
( )

( ) ( | ) k
k k k

H t R
H t P t t 

 
 

 
 

 
; 

T
T1 1 1

1 1
( ) ( | ) ( )

( ) ( | )k k k k
k k k

K t P t t H t
H t P t t  

 
  

  
  

  
 

  T 1 11
1 1 1 1

( )
| ( ) ( ) ( )k

k k k k k
B t

P t t H t B t B t 
   



   
; 

1 1 1
1 1

( | ) ( | )
[ ( ) ( )]k k k k

k k
P t t P t t

I K t H t  
 

 

 
  

 
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1 1
1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( | )k k

k k k k
K t H t

H t K t P t t 
  

 

      
, 

вычислить  

1 1 1 1 1( | ) ( ) ( ) ( | )
, , , , 1, 2, ...,k k k k k kP t t B t K t P t t

s    

   

          
. 

Определить 1( )kA t   и 1( )
, 1, 2, ...,kA t

s



    
. 

Шаг 6. Определить  1[ ( ), ], [ , ]i
k ka u t t t t t   и  

1
[ ( ), ]

, [ , ], 1, 2, ...,
i

k k
a u t t

t t t s


  
   

  
. 

Шаг 9. Вычислить 1( | )ij
k kx t t

 , 1( )ij
kt  , 1 1( | )ij

k kx t t 
  при помо-

щи соотношений (4.1), (4.3), (4.6). 
Шаг 10. По формулам, следующим из равенств (4.1), (4.3), (4.6): 

( | ) ( )
( | )

ij
ijk

k
x t td F t

x t t
dt  

  
     

 
 

( | ) [ ( ), ]
( ) ,

ij i
kx t t a u t t

F t
 

 
 

 


      1k kt t t   ; 

1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( | ) ( )
( | ) ( )

ij ij
ijk k k k k

k k k
t H t x t t A t

x t t H t   
 

   

   
   

   


; 

1 1 1 1 1
1 1

( | ) ( | ) ( ) ( )
( ) ( )

ij ij ij
ijk k k k k k

k k
x t t x t t K t t

t K t    
 

   

   
   

   

 
, 

найти 1 1 1 1( | ) ( ) ( | )
, , , 1, 2, ...,

ij ij ij
k k k k kx t t t x t t

s   

  

    
  

    

 
. 
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В случае применения временной или статистической линеариза-
ции к математической модели (2.11), (2.12) градиент критерия макси-
мального правдоподобия записывается в виде (3.25). При этом произ-

водные 1( )ij
kt 






 и 1( )i
kB t 






 определяются, как и в разделе 3.4, с той 

разницей, что связанные с ними составляющие вычисляются по фор-
мулам, следующим из равенств (4.8)–(4.14). 

4.3. ПРИМЕР ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 

Рассмотрим следующую модель системы с нелинейным элементом 
релейного типа с зоной нечувствительности: 

 1 2 0( ) ( ( )) ( ) ( ), [ , ] ;N
d

x t x t u t w t t t t
dt

         (4.15) 

 1 1 1( ) ( ) ( ), 0,1, ..., 1,k k ky t x t v t k N        (4.16) 

где 

3.5, если ( ) 1;
( ( )) 0, если 1 ( ) 1;

3.5, если ( ) 1;

x t
x t x t

x t

      


 

1 2,   – неизвестные параметры, причем 12 0.1     , 20.01 2   . 

Будем считать, что выполнены все априорные предположения, вы-
сказанные в разделе 2.2, причем 

[ ( ) ( )] 0.008 ( ) ( )E w t w t Q t         , 

1 1[ ( ) ( )] 0.01k i ki kiE v t v t R      , 

0 0[ ( )] 2 ( )E x t x t   ,  2
0 0 0[ ( ) ] 0.1 ( )E x t x P t   . 

Для данной модели функция [ ( ), ( ), ]f x t u t t  содержит существен-
ную нелинейность ( ( ))x t , поэтому применима только статистическая 
линеаризация. Получим линеаризованную модель вида (2.13), (2.14), в 
которой 
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1
1 ( ) 1 ( )

[ ( ), ] 3.5
( ) ( )

x t x t
a u t t

P t P t

                  
 

2 2
1 1 ( ) 1 1 ( )

2 2( ) ( )

1 2
( ) ( )

3.5 ( )
2 ( )

x t x t

P t P tx t e x t e
u t

P t

    
       

   
   


; 

2 2
1 1 ( ) 1 1 ( )

2 2( ) ( )
1 13.5 3.5

( )
2 ( )

x t x t

P t P te e
F t

P t

    
       

     



; 

( ) 1t  ; 1( ) 0kA t   ; 1( ) 1kH t   . 

( )x t  и ( )P t  определяются по следующим дифференциальным уравне-
ниям: 

1 2 0

0

1 ( ) 1 ( )
( ) 3.5 ( ), [ , ] ;

( ) ( )
( ) 2,

N
d x t x t

x t u t t t t
dt P t P t
x t

                            

 

1 0

0

( ) 2 ( ) ( ) , [ , ] ;

( ) 0.1,

N
d

P t f t P t Q t t t
dt
P t

   

 

 

где 

2 2
1 1 ( ) 1 1 ( )

2 2( ) ( )
1 1

1
3.5 3.5

( )
2 ( )

x t x t

P t P te e
f t

P t

    
       

     



. 

Таким образом, подлежащие оцениванию параметры 1 2,   входят 
в [ ( ), ]a u t t  и ( )F t . 

Для того чтобы ослабить зависимость результатов оценивания от 
выборочных данных, произведем пять идентификационных экспери-
ментов с входным сигналом из таблицы для 1q   . Реализации  
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выходных сигналов получим компьютерным моделированием при ис-
тинных значениях параметров *

1 1    и *
2 0.1  , полагая, что измере-

ния проводятся через 1 с, 0 0 ct  , 50 cNt  , 50N  . Для каждого 

эксперимента вычислим оценки максимального правдоподобия 1 2, 
 

, 

усредним полученные оценки и найдем 1cp 2cp, 
 

. Результаты оцени-

вания представим в таблице. 

Результаты оценивания неизвестных параметров модели (4.15), (4.16) 

Идентификационный сигнал 
Номер 
экспери-
мента 

Значения оценок  
параметров 

1


 2


 

 

1 –1.292 0.078 
2 –1.368 0.087 
3 –1.467 0.073 
4 –0.538 0.103 
5 –1.159 0.079 

cp


 –1.165 0.084 

ВОПРОСЫ И УПРАЖНЕНИЯ 

4.1. Рассмотрим линейную стационарную модель с детерминиро-
ванным уравнением состояния 

 0( ) ( ) ( ), [ , ];N
d

x t Fx t u t t t t
dt

      (4.17) 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t Hx t v t    , 0,1, ..., 1k N  .  (4.18) 

Будем считать, что: 
 случайные векторы 1( )kv t   образуют стационарную белую 

гауссовскую последовательность, для которой 

1[ ( )] 0kE v t   , T
1 1( ) ( )k i kiE v t v t R      ; 

 начальное состояние 0( )x t  детерминировано; 
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 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , 
включающий в себя элементы матриц , , ,F H R  в различных 
комбинациях. 

Выпишите для модели (4.17), (4.18) с учетом указанных априорных 
предположениях и одном возможном запуске системы критерий мак-
симального правдоподобия. 

4.2. Для динамической модели из упражнения 4.1 составьте крите-
рий наименьших квадратов при одном возможном запуске системы. 

4.3. При каком характере вхождения неизвестных параметров в ма-
тематическую модель из упражнения 4.1 критерии максимального 
правдоподобия и наименьших квадратов совпадают? 

4.4. Покажите, что для линейной стационарной модели (2.15), 
(2.16) с вероятностным описанием из раздела 2.2 критерий максималь-
ного правдоподобия при одном возможном запуске системы имеет вид 
[44, 49, 50] 

1 1
T 1

1 1 1 1
0 0

1 1
( ; ) ln 2 ( ) ( ) ( ) ln det ( )

2 2 2

N N

k k k k
k k

Nm
t B t t B t

 


   
 

          , 

где 1( )kt   и 1( )kB t   вычисляются при помощи следующих уравнений 
непрерывно-дискретного фильтра Калмана: 

1( | ) ( | ) ( ),k k k k
d

x t t Fx t t u t t t t
dt       ; 

T T
1( | ) ( | ) ( | ) ,k k k k k

d
P t t FP t t P t t F Q t t t

dt        ; 

1 1 1( ) ( ) ( | )k k k kt y t Hx t t     
; 

T
1 1( ) ( | ) ;k k kB t HP t t H R    

T 1
1 1 1( ) ( | ) ( )k k k kK t P t t H B t
   ; 

1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( ) ( )k k k k k kx t t x t t K t t       
; 

1 1 1 1( | ) [ ( ) ] ( | )k k k k kP t t I K t H P t t      

с начальными условиями: 0 0 0 0 0 0( | ) ( ) , ( | ) ( )x t t x t P t t P t 
. Сравните 

результат с ответом упражнения 4.1. 
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4.5. Для динамической модели (2.15), (2.16) с вероятностным опи-
санием из раздела 2.2 выпишите критерий наименьших квадратов при 
одном возможном запуске системы. Сравните ответы упражнений 4.2 
и 4.5. 

4.6. При каком характере вхождения неизвестных параметров в ма-
тематическую модель (2.15), (2.16) с вероятностным описанием из раз-
дела 2.2 критерии максимального правдоподобия и наименьших квад-
ратов совпадают? 

4.7. Воспользовавшись представлением (3.21), предложите и про-
граммно реализуйте алгоритм вычисления значения критерия макси-
мального правдоподобия для случая: 

а) временной линеаризации; 
б) статистической линеаризации. 
4.8. Разработайте и программно реализуйте алгоритм вычисления 

градиента критерия максимального правдоподобия (3.25) для случая: 
а) временной линеаризации; 
б) статистической линеаризации. 
4.9. Рассмотрим модель маятника с трением из упражнения 2.5 гла-

вы 2: 

2
1

1
2 12 2

2 12 1

( )
( )

( ) sin( ( )) ( )( )
2

x t
x td

g M
x t m x t u tx tdt

mm

 
                  

 

 0( ), [ , ];Nw t t t t   (4.19) 

  1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t x t v t    , 0,1,..., 1k N  ,  (4.20) 

1 2,   – неизвестные параметры, причем 10.1 3    и 20.1 5   . 
Будем считать, что выполнены все априорные предположения, вы-

сказанные в разделе 2.2, причем 
T[ ( ) ( )] ( ) ( )E w t w I t Q t         , 

T
1 1

0.8 0
( ) ( )

0 0.8k i ki kiE v t v t R 
         
 

, 

   0 0
30

0
E x t x t

 
     

 
,  
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 T
0 0 0 0 0

0.05 0
[ ( ) ( )][ ( ) ( )] ( )

0 0.05
E x t x t x t x t P t

 
    

 
. 

Найдите оценки параметров 1


, 2


 модели (4.19), (4.20), руковод-
ствуясь примером из раздела 4.3, приняв 1q   . Расчет выполните 

при истинных значениях параметров *
1 0.4   и *

2 1  , в предположе-
нии, что измерения проводятся через 0,5 с, 0 0 ct  , 15 cNt   и 30.N   
Используйте: 

а) временную линеаризацию; 
б) статистическую линеаризацию. 
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