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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ 

  – вектор неизвестных параметров размерности s 
  – данные наблюдений 
 – непрерывный нормированный план эксперимента  
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i = 1, 2,…, q 
*  – оптимальный по некоторому критерию непрерыв-

ный нормированный план эксперимента 
M() – информационная матрица плана 

 ( )X M   – критерий оптимальности 

( )M   – информационная матрица Фишера одноточечного 
плана  

U – входной сигнал 

 1
0 ( ), 0, 1, ..., 1N

kU U u t k N     

iU  – i-й входной сигнал 

( )ku t  – r-мерный вектор управления (входа) в соответству-
ющий момент времени 

( )kx t  – n-мерный вектор состояния в соответствующий мо-
мент времени 

 1 |k kx t t


 
 

– оценка 1( )kx t   по измерениям 1
kY (оценка одноша-

гового прогнозирования) 

 1 |ij
k kx t t


 – оценка одношагового прогнозирования состояния 

1( )kx t  , соответствующая  паре ( , )i ijU Y  
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 1 1|k kx t t 


 
 

– оценка 1( )kx t   по измерениям 1
1
kY  (оценка филь-

трации) 

 1 1|ij
k kx t t 


 – оценка фильтрации состояния 1( )kx t  , соответству-

ющая  паре ( , )i ijU Y  

( )kw t  – p-мерный вектор шума системы в соответствующий 
момент времени 

1( )ky t   – m-мерный вектор измерения (выхода) в момент вре-
мени 1kt  ; 

1, NY Y  – выходной сигнал 

 1 1( ), 0, 1, ..., 1N
kY Y y t k N     

ijY  –  j-я реализация выходного сигнала, соответствующая 
входному сигналу iU  

 1; NL Y  – функция правдоподобия 

1( )kv t   – m-мерный вектор шума измерения в момент времени 

1kt   

1( )kt   – m-мерный вектор обновления в момент времени 1kt   
( , ),     – параметры  обобщенной теоремы эквивалентности  

  – дискретный нормированный план эксперимента 
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 i   , i = 1, 2, …, q 

U  – область допустимых входных сигналов 

( , )g    – градиент скалярной функции g  по аргументу  : 
Т

1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) , , ...,

n

g g g
g

         
        

 

[ ]E   – оператор математического ожидания 

nR  – вещественное линейное пространство, состоящее из 
n-мерных векторов-столбцов

m nR   – множество вещественных матриц, содержащих m 
строк и n столбцов 
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  – векторная норма 

Т 2

1

n

i
i

a


  , если  Т
1 2( , , ..., )na      

TA  – матрица, транспонированная к матрице А 
1A  – матрица, обратная к невырожденной матрице А 

sp A  – след матрицы А 
det A  – определитель матрицы А 

I – единичная матрица 

ki  – символ Кронекера 

ИМФ – информационная матрица Фишера 
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ГЛАВА  1  
ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ И МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ 
ОСНОВЫ ПЛАНИРОВАНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
При построении моделей динамических систем теория планирова-

ния эксперимента позволяет различными способами воздействовать на 
повышение точности оценивания неизвестных параметров. 

1.1. ИСХОДНЫЕ ПОНЯТИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕОРИИ 
ОПТИМАЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

Изложим некоторые основополагающие понятия и результаты тео-
рии планирования эксперимента. 

Под дискретным (точным) нормированным планом эксперимента   
будем понимать совокупность точек 1 , 2 ,…, q , называемых спек-

тром плана, и соответствующих им долей повторных запусков (весов): 

 

1 2

1 2

, , ,

,
, , ,

q

qkk k

   
     
 
    




 i   , i = 1, 2, …, q. (1.1) 

Множество планирования   определяется ограничениями на 
условия проведения эксперимента. 

Под непрерывным нормированным планом эксперимента   усло-
вимся понимать совокупность величин 
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В отличие от дискретного нормированного плана в непрерывном 
нормированном плане снимается требование рациональности весов ip .  

В общем случае непрерывный нормированный план   соответ-
ствует вероятностной мере ( )d  , заданной на области   и удовле-
творяющей условиям  неотрицательности и нормировки: 

( ) 1,d



     ( ) 0d   ,   . 

При этом нормированная информационная матрица ( )М   плана 
определяется соотношением 

 ( ) ( ) ( )М М d



     .  (1.3) 

Для плана (1.2) интеграл в (1.3) переходит в сумму, т. е. 

 
1

( ) ( ),
q

i i
i

М p М


    (1.4) 

где ( )iM   – информационные матрицы Фишера (ИМФ) точек спектра 
плана, вычисляемые для каждого значения i  в соответствии с равен-
ствами 

    
     2

1 1 1
T T

ln ; ln ; ln ;
( , )

N N NL Y L Y L Y
М Е Е

        
       

       
, (1.5) 

где  1; NL Y  – функция правдоподобия плотность совместного распре-

деления измерений  1 1( ), 0, 1, ..., 1N
kY y t k N   , рассматриваемая 

как функция параметра  .  
Поскольку для рассматриваемых моделей информационные матри-

цы точек плана и сам оптимальный план зависят от неизвестных пара-
метров, в дальнейшем будем иметь в виду исключительно локально-
оптимальное планирование. 

Теорема 1.1 [1–4]. Нормированные информационные матрицы об-
ладают следующими свойствами. 
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1. Для любого непрерывного нормированного плана   информаци-
онная матрица ( )M   – вещественная, симметричная, неотрицательно-
определенная матрица порядка s s  (s – количество неизвестных па-
раметров). 

2. Множество матриц ( )M  , соответствующее всем возможным 
нормированным планам (1.2), выпукло. Если множество планирования 

  замкнуто, то и множество информационных матриц замкнуто.   
3. Для любого непрерывного нормированного плана   всегда  

найдется дискретный план  , спектр которого содержит не более 

чем 
( 1)

1
2

s s
q


   точек и нормированная информационная матрица 

( )M   которого совпадает с информационной матрицей ( )M    
плана  . 

Доказательство 

1. Вытекает непосредственно из (1.3) и (1.5). 
2. Пусть 1  и 2  – два произвольных плана, заданных на множе-

стве  , а 1( )d   и 2 ( )d   – соответствующие им вероятностные 
меры. Следуя [5], условимся под линейной комбинацией планов 

1 2(1 )a a       ( 0 1a  ) 

понимать нормированный план с вероятностной мерой  

1 2( ) (1 ) ( )a d a d      . 

Проверим, что матрица 

1 2( ) (1 ) ( )aM a M     

– это информационная матрица плана  , заданного на  , т. е. при-
надлежит рассматриваемому множеству. Действительно, в силу (1.3) 

1

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )(1 ) ( ) ( ) ( )

M M d M a d

M a d а M d
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 2 1 2(1 ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )a M d aM a M



          .  (1.6) 

Из (1.6) и определения выпуклого множества1 следует, что множество 
информационных матриц, соответствующих непрерывным  нормиро-
ванным  планам, заданным на  , выпукло. 

Замкнутость множества информационных матриц следует из ра-
венства (1.3), замкнутости   и непрерывности ( )M  . 

3. Симметричная матрица ( )M   полностью определяется 
( 1)

2

s s 
 

элементами. Поэтому каждой информационной матрице можно поста-

вить в соответствие вектор размерности 
( 1)

2

s s 
. Из определения ин-

формационной матрицы следует, что множество векторов, определя-
ющих ( )M  , является выпуклой оболочкой множества2, состоящего из 
векторов, соответствующих информационным матрицам ( )M   одно-
точечных планов. Отсюда и из теоремы Каратеодори [5, 6] вытекает 
справедливость третьего пункта теоремы.  

Теорема доказана. 
Последнее свойство важно с практической точки зрения. Оно поз-

воляет заменить непрерывный нормированный план, обладающий те-
ми или иными экстремальными показателями информационной матри-
цы, столь же эффективным дискретным планом. 

Выбранный определенным образом план эксперимента позволяет 
повысить точность оценивания неизвестных параметров. Будем судить 
о качестве плана   по значению некоторого функционала от информа-
ционной матрицы ( )M   или соответствующей ей дисперсионной мат-
рицы ( )D  . Перечислим наиболее важные критерии, отражающие точ-
ность оценивания неизвестных параметров [5–10]. 

                                                 
1 Множество V  называется выпуклым, если любая точка 1 2(1 )v av a v   , 

где 1v V , 2v V  и 0 1a  , принадлежит этому множеству. 

2 Множество *V  точек *

1

k

i i
i

v a v


  , где 
1

1
k

i
i

a


 , 0,i ia v V  , называ-

ется выпуклой оболочкой множества V . 
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План *  называется А-оптимальным, если его дисперсионная мат-
рица имеет наименьший след, т. е. 

 * 1arg min sp ( ) arg min sp ( )M D
 



 
     . (1.7) 

А-оптимальный план позволяет найти оценки неизвестных параметров 
с минимальной средней дисперсией. При этом эллипсоид рассеивания 
имеет минимальную сумму квадратов длин осей  и наименьшую длину 
диагоналей параллелепипеда, описанного около этого эллипсоида. 

План *  называется D-оптимальным, если 

 * arg max det ( ) arg min ln det ( )M M
 

        

 arg min det ( )D


  . (1.8) 

Для D-оптимального плана объем эллипсоида рассеивания оценок па-
раметров наименьший. 

План *  называется Е-оптимальным, если он минимизирует (мак-
симизирует) максимальное (минимальное) собственное значение дис-
персионной  (информационной) матрицы, т. е. 

   * arg min max ( ) arg max min ( )i i
ii

D M
  

       , 

где i  – собственное значение матрицы ( )D   или ( )M  . Е-оптималь-
ный план минимизирует длину максимальной оси эллипсоида рассеи-
вания оценок параметров. 

При построении А- и D-оптимальных планов чрезвычайно полез-
ной оказывается следующая обобщенная теорема эквивалентности.  

Теорема 1.2 [1–4]. Следующие утверждения: 

1) план   минимизирует  ( )X M  ; 

2) план   минимизирует max ( , )

   ;  
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3) max ( , )





       

эквивалентны между собой. Информационные матрицы планов, удо-
влетворяющих условиям 1–3, совпадают. Любая линейная комбинация 
планов, удовлетворяющих 1–3, также удовлетворяет 1–3. 

Значения параметров теоремы эквивалентности  ( )X M  , ( , )   , 

  представлены в таблице. 

Соответствие значений параметров обобщенной теоремы  
эквивалентности критериям оптимальности 

Критерий 
Параметры 

 ( )X M   [ , ]      

А-оптимальности 1sp ( )M    2sp ( ) ( )M M     1 *sp ( )M    

D-оптимальности 
 

ln det ( )M   
1sp ( ) ( )M M     s 

 

Доказательство 

Начнем с критерия А-оптимальности. 

1. Покажем, что из утверждения 1 следуют 2 и 3. Пусть план *  

минимизирует 1sp ( )M   . Рассмотрим план, соответствующий линей-

ной комбинации плана *  и некоторого произвольного плана  : 

 *(1 )а а      ,  0 1а  .  (1.9) 

В силу выпуклости множества информационных матриц, соответству-
ющих непрерывным нормированным планам, можно записать, что 

*( ) (1 ) ( ) ( )M а M аM      . 

Поскольку план *  минимизирует 1sp ( )M   , всякое отклонение от 
*  приведет к увеличению 1sp ( )M   , т. е. 
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1 1

0 0

sp ( ) sp ( )

а а

M M
а а

 

 

 
   

 
 

 

1 1

0

( )
= sp ( ) ( )

а

M
M M

а
 



  
     

   

 1 * * 1 *sp ( ) ( ) ( ) ( )M M M M         

 1 * 2 *= sp ( ) sp ( ) ( ) 0M M M      . 

Полагая, что спектр плана   состоит из одной точки  , можно 
получить 

 1 * 2 *sp ( ) sp ( ) ( )M M M     . 

С другой стороны, для любого плана   

 1 2 2sp ( ) sp ( ) ( ) sp ( ) ( ) ( )M M M M M d



  



            
  

  

    2 2sp ( ) ( ) ( ) max sp ( ) ( )M M d M M




 



        . (1.10) 

Поскольку неравенство справедливо и для * ,  

   1 * 2sp ( ) max sp ( ) ( )M M M


 


    . 

Таким образом, второй и третий пункты теоремы выполняются. 

2. Покажем, что из утверждения 2 следует 1 и 3. Пусть  план *  

минимизирует max ( , )

   . В силу неравенства (1.10) это сразу же 

доказывает третье утверждение теоремы. 
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Для вывода первого утверждения предположим противное. Пусть 

план *  минимизирует max ( , )


    и не является А-оптимальным. 

Выпуклость функционала 1sp ( )M    на множестве информационных 
матриц обеспечивает существование  , для которого 

    1 *

0

sp (1 )

а

M а а
а






    


 

 1 * 2 *sp ( ) sp ( ) ( ) 0M M M         .   (1.11) 

Поскольку любой план   можно представить в виде суперпозиции 
конечного числа одноточечных планов, будем считать, что   состоит 
из k точек. Тогда 

1 * 2 *sp ( ) sp ( ) ( )M M M         

1 * 2 *

1

p ( ) sp ( ) ( )
k

i i
i

s M p M M 



       . 

Так как план *  минимизирует 1sp ( )M   , для него выполняется 
неравенство (1.11) и  

1 * 2 *

1

sp ( ) sp ( ) ( )
k

i i
i

M p M M 



        

1 * 1 *

1

p ( ) sp ( ) 0
k

i
i

s M M p 


     , 

т. е. 

 1 * 2 *sp ( ) sp ( ) ( ) 0.M M M         (1.12)  

Неравенства (1.11) и (1.12) противоречат друг другу. Значит, 
предположение оказалось неверным и план, минимизирующий 
max ( , )


   , будет А-оптимальным. 
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3. Покажем, что все планы, удовлетворяющие условиям 1 – 3, и их 
линейные комбинации имеют одинаковые  информационные матрицы. 
Пусть планы 1  и 2  с информационными матрицами 1( )M   и  

2( )M   соответственно являются А-оптимальными и 1 2( ) ( )M M   . 
Рассмотрим линейную комбинацию планов 1  и 2 : 

 2 1(1 )а a      . (1.13) 

Плану (1.13) соответствует информационная матрица  

2 1( ) (1 ) ( ) ( )M а M аM      . 

Воспользовавшись свойством строгой выпуклости функционала 
1sp ( )M   , получим 

 2 1sp ( ) (1 )sp ( ) sp ( )M а M а M      .  (1.14) 

Поскольку планы 1  и 2  являются А-оптимальными, 

 1 1 1
2 1sp ( ) sp ( ) sp ( )M M M       .   (1.15)  

Неравенства (1.14) и (1.15) не противоречат друг другу, если 

1 2( ) ( ) ( )M M M     . 

Перейдем к критерию D-оптимальности. 
1. Снова покажем, что из условия 1 следуют 2 и 3. Для этого рас-

смотрим план  , соответствующий линейной комбинации (1.9). Так 

как *  максимизирует det ( )M  , то *  максимизирует ln det ( )M   и 

всякое отклонение от *  приведет к уменьшению ln det ( )M  , т. е. 

1

0 0

( )
ln det ( ) sp ( )

а а

M
M M

а а


 

   
      

   

 1 *

0
sp ( ) ( ) ( )

a
M M M


       

  

  1 *= sp ( ) ( ) 0M M s     .  (1.16) 
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Если спектр плана   состоит из одной точки  , то из (1.16) 
получим 

  1 * *sp ( ) ( ) ( , )M M s        .  (1.17) 

Кроме того, для любого плана   справедливо 

 1 1sp ( ) ( ) sp ( ) ( ) ( )s M M M M d



 



          

  1max sp ( ) ( ) max ( , )M M
 



 
       .  (1.18) 

Так как неравенство справедливо и для * , то 

 *max ( , ) s

    . (1.19) 

Из (1.17)–(1.19) следует, что второй и третий пункты теоремы выпол-
няются. 

2. Теперь покажем, что из условия 2 следуют 1 и 3. Пусть план *  

минимизирует max ( , )

   . В силу неравенства (1.18) это сразу же 

доказывает третий пункт теоремы.  
Для вывода первого условия предположим противное, т. е. что 

план *  не D-оптимален. Отсюда следует, что ln det ( )M   строго во-
гнут на множестве невырожденных матриц, последнее равносильно 
существованию плана  , для которого 

* 1 *

0

ln det((1 ) ( ) ( )) sp ( ) ( ) 0

а

а M аM M M s
а





           
. 

Воспользовавшись свойством 3 нормированной информационной мат-
рицы, представим план   в виде суперпозиций конечного числа точек. 
Тогда 
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1 * 1 *

1

sp ( ) ( ) sp ( ) ( )
k

i i
i

M M s p M M s 



               

*

1

( , ) .
k

i i
i

p s


      

Для плана *  выполняется 

*

1 1

( , ) 0
k k

i i i
i i

p s s p s
 

        , 

т. е. 

1 *sp ( ) ( ) 0M M s      . 

Получаем противоречие. Следовательно, наше предположение оказа-
лось неверным и план является D-оптимальным.  

3. Аналогично доказательству для А-оптимальных планов, рас-
смотрим D-оптимальные планы 1 , 2  и план  , являющийся линей-
ной комбинацией этих планов, с соответствующими им информацион-
ными матрицами 1( )M  , 2( )M   и ( )M  . 

Воспользовавшись свойством строгой вогнутости функционала 
ln det ( )M  , имеем 

2 1ln det ( ) (1 ) ln det ( ) ln det ( )M а M а M      .  

Так как планы 1  и 2  являются D-оптимальными, то 

1 2det ( ) det ( ) det ( )M M M     . 

Следовательно, 

1 2( ) ( ) ( )M M M     . 

Теорема доказана. 
Укажем два следствия, удобных для проверки планов на А- и  

D-оптимальность. 
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Следствие 1 

В точках спектра А-оптимального плана *  функция *( , )    до-

стигает своего максимального значения 1 *sp ( )M   . 

Доказательство 

Предположим, что это не так и  

( , )    < 1 *sp ( )M   , 

где   – одна из точек спектра плана  , тогда в силу условия 3 теоремы 

   * * * *( , ) ( ) max ( , ) ( )d d


 
 

              

* 1 *max ( , ) sp ( )M





      . 

С другой стороны, 

 * * 2 * *( , ) ( ) sp ( ) ( ) ( )d M M d

 



 

             

 2 * * 2 * * 1 *sp ( ) ( ) ( ) sp ( ) ( ) sp ( )M M d M M M



  



 
          
 
 

 . 

Получаем противоречие. Следствие доказано. 
Следствие 2 

В точках D-оптимального плана *  функция *( , )    достигает 
своего максимального значения s. 

Доказательство 

Предположим, что это не так и  
*( , ) s    , 

тогда в силу условия 3 теоремы эквивалентности  

* * * * *( , ) ( ) max ( , ) ( ) max ( , )d d s
 

 
  

                 . 
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С другой стороны, 

* * 1 * *( , ) ( ) sp[ ( ) ( )] ( )d M M d

 



 

             

1 * *=sp[ ( ) ( )]M M s    . 

Получаем противоречие. Следствие доказано. 
Теорема 1.2 дает еще одну статистическую интерпретацию D-оп-

тимальному планированию экспериментов, утверждая эквивалент-
ность D- и G-оптимальных планов.  

Критерий G-оптимальности относится к группе критериев, направ-
ленных на повышение точности прогнозируемых по модели выходных 
данных [5–10]. 

План *  называется G-оптимальным (минимаксным), если он удо-
влетворяет условию 

1 * 1max sp ( ) ( ) min max sp ( ) ( )M M M M
 

 

 
           . 

G-оптимальный план обеспечивает не слишком высокую обобщенную 
дисперсию ошибки прогнозирования из-за минимизации максималь-
ной по   дисперсии. 

1.2. ПРЯМАЯ ГРАДИЕНТНАЯ ПРОЦЕДУРА СИНТЕЗА  
НЕПРЕРЫВНЫХ ОПТИМАЛЬНЫХ ПЛАНОВ 

Прямой подход предполагает непосредственное решение оптими-
зационной задачи  

  * arg min ( )X M


    (1.20) 

различными численными методами оптимизации [11–17], характеризу-
ется многоэкстремальностью, большой размерностью пространства 
варьируемых переменных и высокой скоростью сходимости на 
начальных этапах. При этом для критериев А- и D-оптимальности по-
лучается задача выпуклого программирования, варианты решения ко-
торой представлены, например, в [3, 7, 18].  
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Остановимся на следующем варианте прямой градиентной про-
цедуры [4, 19–21] на базе метода последовательного квадратичного 
программирования – в настоящий момент одного из самых передовых 
и эффективных методов [15, 17]. 

Шаг 1. Зададим начальный невырожденный план 

0 0 0
1 2

0 0
0

0 0 0
1 2

, , ..., ,
1

, , , 1, 2, ...,
, , ...,

q

i i

q

p i q
q

p p p
 

   
      
 
 

, 

в котором 
( 1)

1
2

s s
q


  , s – количество неизвестных параметров. 

Вычислим информационные матрицы  0
iM   одноточечных планов 

для 1, 2, ...,i q  и по формуле (1.4) информационную матрицу всего 

плана 0 . Положим 0k  . 

Шаг 2. Считая веса 1 2, , ... ,k k k
qp p p  фиксированными, для задачи 

 
1 , ...,

( ) min
k k

q
kX M

 
  , , 1, 2, ...,k

i i q   ,  

выполним одну итерацию метода последовательного квадратичного 
программирования. Составим план 

1 1 1
1 2

1 2

, , ...,

, , ...,

k k k
q

k
k k k

qp p p

     
    
 
 

, 

где 1k
i
  – точки, найденные на шаге 2, и вычислим  1 ,k

iM   

1, 2, ..., .i q  

                                                 
 Соответствие значений параметров  ( )X M  , ( , )   ,   прямой проце-

дуры критериям А- и D-оптимальности такое же, как в таблице. 
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Шаг 3. Зафиксируем точки спектра полученного плана и для задачи 

 
1 2, , ...,

min
k k k

q
k

p p p
X M    , 

1

1
q

k
i

i

p


 , 0k
ip  , 1,2,..., ,i q  

выполним одну итерацию метода последовательного квадратичного 
программирования. Составим план 

1 1 1
1 2

1
1 1 1

1 2

, , ...,

, , ...,

k k k
q

k
k k k

qp p p

  


  

   
    
 
 

. 

Шаг 4. Если для малого положительного числа   выполняется не-
равенство 

 2 21 1

1

q
k k k k
i i i i

i

p p 



 
       

 
 , 

перейдем на шаг 5, в противном случае для 1k k   повторим  
шаги 2 и 3.  

Шаг 5. Проверим необходимое условие оптимальности плана  

 1
1,k

i k


       , 1, 2, ...,i q . 

Если требуемое условие оптимальности выполняется (см. след-
ствия из теоремы 1.2), закончим процесс. В противном случае повто-
рим все сначала, скорректировав начальный план 0 . 

Приведенный алгоритм требует вычисления градиентов 

    
,

( )
( )А

i j

X M
X M

 
  


,   1, 2, ..., , 1, 2, ..., ,i q j n    (1.21) 

и 

    ( )
( )P

i

X M
X M

p

 
  


,    1,2,...,i q .  (1.22) 

Начнем с критерия А-оптимальности (1.7). Для него с учетом формулы 
(1.4) имеем: 
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, ,

( ) ( )
sp

i j i j

X M D    
  

   
=

,

( )
sp ( ) ( )

i j

M
D D
  

    
  

 2

,

( )
sp ( ) i

i
i j

M
p D

  
  

  
;  (1.23) 

 ( ) ( ) ( )
sp sp ( ) ( )

i i i

X M D M
D D

p p p

        
             

 

 2sp ( ) ( )iD M      . (1.24)  

Перейдем теперь к критерию D-оптимальности (1.8). В этом случае  

   
, , ,

( ) ln det ( ) ( )
sp ( )

  i j i j i j

X M M M
D
       

     
    

 

 
, ,

( ) ( )
sp ( ) sp ( )i i

i i
i j i j

M M
D p p D
      

        
       

;  (1.25) 

 
   ( ) ( )

sp ( ) sp ( ) ( )i
i i

X M M
D D M

p p

    
         

. (1.26) 

Таким образом [см. соотношения (1.23)–(1.26)], применение 
прямой градиентной процедуры синтеза непрерывных А- или  
D-оптимальных планов предполагает вычисление ИМФ и их 
производных по компонентам точек спектра плана эксперимен-
та (1.2).  

1.3. ДВОЙСТВЕННАЯ ГРАДИЕНТНАЯ  
ПРОЦЕДУРА СИНТЕЗА  

НЕПРЕРЫВНЫХ ОПТИМАЛЬНЫХ ПЛАНОВ 

Другой подход (его называют двойственным) к решению оптими-
зационной задачи (1.20) основан на обобщенной теореме эквивалент-
ности из раздела 1.1. В этом случае рассматриваемая задача уже не  
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будет задачей выпуклого программирования, но размерность про-
странства варьируемых параметров и в целом скорость сходимости 
меньше, чем при прямом подходе. Возможные варианты двойственных 
процедур представлены, например, в [3, 5, 6, 18]. Остановимся на сле-
дующей двойственной градиентной процедуре построения непре-
рывных оптимальных планов из [4, 20–23]. 

Шаг 1. Зададим начальный невырожденный план 0  и по форму-
ле (1.4) вычислим нормированную матрицу 0( )M   плана. Положим 

0k  . 
Шаг 2. Найдем локальный максимум  

arg max ( , )k
k


      

методом последовательного квадратичного программирования. Если 

окажется, что  , ,k
k        закончим процесс. Если 

 , ,k
k      перейдем к шагу 3. В противном случае будем искать 

новый локальный максимум. 
Шаг 3. Вычислим k  по формуле 

 1
0 1

arg mink kX M 



     . 

Здесь   

1 (1 ) ( ),k
k k

         

где ( )k   – одноточечный план, размещенный в точке k . 
Шаг 4. Составим план 

1 (1 ) ( ),k
k k k k          

произведем его «очистку» в соответствии с рекомендациями из [5], 
положим 1k k   и перейдем на шаг 2. 

                                                 
 Соответствие значений параметров  ( )X M  , ( , )   ,   двойственной 

процедуры критериям А- и D-оптимальности такое же, как в таблице. 
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Приведенный алгоритм  требует вычисления градиента        

   ( , )
, , 1, 2, ...,

j
j n

  
     


. (1.27) 

Для критерия А-оптимальности (1.7) получаем 

 
2

2sp ( ) ( )( , ) ( )
sp ( )

j j j

M M M
D

             
    

.   (1.28) 

В случае критерия D-оптимальности  (1.8) имеем 

 
1sp ( ) ( )( , ) ( )

sp ( )
j j j

M M M
D

             
    

.  (1.29) 

Соотношения (1.28) и (1.29) показывают, что, как и в случае пря-
мой градиентной процедуры, для применения двойственной градиент-
ной процедуры синтеза непрерывных А- или D-оптимальных планов 
необходимо разработать алгоритмы вычисления ИМФ и ее производ-
ной по компонентам точек спектра плана эксперимента. 

Как прямая, так и двойственная процедура обладает своими  
преимуществами и недостатками. По-видимому, наиболее удачен под-
ход, когда на первых этапах для улучшения начального приближения 
применяется прямая процедура, а затем при помощи двойственной 
процедуры строится A- или D-оптимальный план.   

1.4. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНЫХ  
ОПТИМАЛЬНЫХ ПЛАНОВ 

Предположим, что мы при помощи прямой, двойственной или 
комбинированной прямой – двойственной процедуры синтезировали 
непрерывный план  

* * *
1 2

* * * *

* * * 1
1 2

, , ...,
, 1, 0,

, , ...,

qq

i i i
i

q

p p
p p p




   
       
 
 

 , 1, 2, ...,i q . 

Его практическое использование затруднено тем обстоятельством, 

что веса *
ip  представляют собой произвольные вещественные числа, 
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заключенные в интервале от нуля до единицы, и в случае заданного 

числа   возможных запусков системы величины * *
i ik p   могут не 

быть целыми числами. Проведение эксперимента требует округления 

величин *
ik  до целых чисел. Очевидно, что полученный в результате 

такого округления план будет отличаться от оптимального непрерыв-
ного плана, причем приближение будет тем лучше, чем больше число 
возможных запусков. 

Приведем следующий алгоритм «округления» непрерывного плана 
до точного (см. (1.1)) из [6]. 

Шаг 1. Вычислим числа i  и i  по формулам 

*( )i iq p      ;    *
i ip     ,    1, 2, ...,i q  

(здесь z    – ближайшее к z целое число, большее z; z    – целая часть 
числа z). 

Шаг 2. Вычислим   и  , воспользовавшись выражениями 

1

q

i
i

      ;     
1

q

i
i

      . 

При этом если     , то i i    для 1, 2, ...,i q  и 1    . В  про-
тивном случае i i   , 1    . 

Шаг 3. Величины *
i ip    ( 1, 2, ..., )i q  расположим в порядке 

убывания их значений. Положим j = 1. 

Шаг 4. Если *
j jp    стоит на одном из первых 1  мест в указан-

ном упорядоченном наборе, то положим 1js  , в противном случае 

0js  . 

Шаг 5. Если j q , увеличим j  на единицу и перейдем на шаг 4.  
В противном случае сформируем приближенный дискретный план 

     

1 21 2

1 1 2 2 1 2

, , ...,, , ...,

, , ..., , , ...,

qq

q q qs ks s k k

    


  

                         
          

. 
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ВОПРОСЫ И УПРАЖНЕНИЯ 

1.1. Рассмотрим следующую линейную по параметрам математиче-
скую модель: 

T
1 1 1( ) ( ) ( ), 0, 1, .., 1.k k ky t u t v t k N        

Будем считать, что случайные величины 1( )kv t   образуют стационар-

ную белую гауссовскую последовательность, для которой  

    2
1 1 1( ) 0, ( ) ( )k i k ikE v t E v t v t       

(здесь и далее ik  – символ Кронекера). 

Покажите, что в этом случае элементы ИМФ не зависят от пара-
метров  , причем  

1

1 12
0

1
( ) ( ), , 1, 2, ...,

N

ij i k j k
k

M u t u t i j s


 


 

 .  

1.2. Покажите, что для нелинейной безынерционной модели  

 1 1 1( ) ( ); ( ), 0, 1, ..., 1,k k ky t f u t v t k N        

в предположении, что шумы измерений 1( )kv t   образуют стационар-

ную белую гауссовскую последовательность с нулевым средним и ко-
вариационной матрицей R , элементы ИМФ вычисляются по следую-
щей формуле: 

   T1
1 11

0

( ); ( );
( )

N
k k

ij
i jk

f u t f u t
M R


 



   
 

  . 

1.3. Используя теорему 1.2, покажите, что для модели из упражне-
ния 1.1. при 1s   и 11 ( ) 2ku t    А- и D-оптимальные планы экспе-
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римента совпадают и сосредоточены в одной точке *
1( )u t   

* *
2( ) ... ( ) 2Nu t u t    . 

1.4. На основе прямой градиентной процедуры разработайте про-
граммы синтеза А- и D-оптимальных планов. Используйте результат 
упражнения 1.3 для тестирования программного обеспечения.   

1.5. На основе двойственной градиентной процедуры разработайте 
программы построения А- и D-оптимальных планов. Используйте ре-
зультат упражнения 1.3 для тестирования программного обеспечения.   
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ГЛАВА  2 
СТРУКТУРНО-ВЕРОЯТНОСТНОЕ ОПИСАНИЕ  

МОДЕЛЕЙ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 
 
Рассмотрим управляемую, наблюдаемую, идентифицируемую мо-

дель динамической системы вида 

  1( ) ( ), ( ), ( ) ( )k k k k k kx t f x t u t t t w t    ; (2.1)   

  1 1 1 1( ) ( ), ( )k k k ky t h x t t v t     ,   0, 1, ..., 1k N  , (2.2) 

где ( )kx t  – n-вектор состояния; ( )ku t  – детерминированный r-вектор 
управления (входа); ( )kw t  – p-вектор шума системы (возмущения); 

1( )ky t   – m-вектор измерения (выхода); 1( )kv t   – m-вектор шума 
(ошибки) измерения. 

Априорные предположения: 
 случайные векторы ( )kw t  и 1( )kv t   образуют стационарные бе-

лые гауссовские последовательности, для которых  

 ( ) 0kE w t  , T( ) ( )i k ikE w t w t Q     , 

 1( ) 0kE v t   , T
1 1( ) ( )i k ikE v t v t R      , 

T
1( ) ( ) 0i kE v t w t    , , 0, 1, , 1k i N  ; 

 начальное состояние 0( )x t  имеет нормальное распределение с 
параметрами  

 0 0( ) ( )E x t x t ,       T
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )E x t x t x t x t P t    

и не коррелирует с ( )kw t  и 1( )kv t   при любых значениях k ; 
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 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , вклю-
чающий в себя элементы вектор-функций  ( ), ( ),k k kf x t u t t , 

 1 1( ),k kh x t t  , матриц ( )kt , Q , R , 0( )P t  и вектора 0( )x t  в различ-
ных комбинациях. 

Частным случаем модели (2.1), (2.2) являются модели линейной не-
стационарной системы  

  1( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kx t a u t t F t x t t w t     ; (2.3) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k ky t A t H t x t v t       , 0, 1, ..., 1k N  ,  (2.4) 

и линейной стационарной системы  

 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kx t Fx t u t w t      ;  (2.5) 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t Hx t v t    ,  0, 1, ..., 1k N  . (2.6) 

При планировании эксперимента для моделей нелинейных систем  
(2.1), (2.2) с указанными априорными предположениями будем приме-
нять временную [24, 25] и статистическую [26, 27] линеаризацию, в 
результате сводя исходную задачу к соответствующей задаче для мо-
дели вида (2.3), (2.4) со специальным образом определенными векто-
рами  ( ),k ka u t t , 1( )kA t   и матрицами ( ),kF t  1( )kH t  . 

Линеаризация во временной области возможна в предположении, 
что вектор-функции  ( ), ( ),k k kf x t u t t  и  1 1( ),k kh x t t   непрерывны и 

дифференцируемы по ( )kx t , ( )ku t  и 1( )kx t   соответственно.  

Зададим номинальную траекторию  н 1( ), 0, 1, ..., 1kx t k N    в 
соответствии с равенством 

 
 н 1 н н

н 0 0

( ) ( ), ( ), , 0, 1, , 1;

( ) ( ).

k k k kx t f x t u t t k N

x t x t

   

 


 (2.7) 

Разложив для каждого k  вектор-функции  ( ), ( ),k k kf x t u t t  и 

 1 1( ),k kh x t t   в ряды Тейлора в окрестностях точек  н н( ), ( )k kx t u t  и 

н 1( )kx t   соответственно и отбросив члены второго и более высоких 
порядков, запишем уравнения линеаризованной модели: 



 29

    

  

н н
1 н н н

н н
н

( ), ( ),
( ) ( ), ( ), ( ) ( )

( )

( ), ( ),
( ) ( ) ( ) ( );

( )

k k k
k k k k k k

k

k k k
k k k k

k

f x t u t t
x t f x t u t t x t x t

x t

f x t u t t
u t u t t w t

u t




   



   



 

 1 н 1 1( ) ( ),k k ky t h x t t     

  н 1 1
1 н 1 1

1

( ),
( ) ( ) ( )

( )
k k

k k k
k

h x t t
x t x t v t

x t
 

  



  


. 

Положив  

     н н
н н н

( ), ( ),
( ), ( ), ( ), ( )

( )
k k k

k k k k k k
k

f x t u t t
a u t t f x t u t t x t

x t


  


 

 
  н н

н
( ), ( ),

( ) ( ) ;
( )

k k k
k k

k

f x t u t t
u t u t

u t


 


 (2.8) 

 
 н н( ), ( ),

( )
( )

k k k
k

k

f x t u t t
F t

x t





; (2.9) 

    н 1 1
1 н 1 1 н 1

1

( ),
( ) ( ), ( )

( )
k k

k k k k
k

h x t t
A t h x t t x t

x t
 

   



 


; (2.10)

  

 
 н 1 1

1
1

( ),
( )

( )
k k

k
k

h x t t
H t

x t
 








, (2.11) 

приходим к модели линейной нестационарной системы (2.3), (2.4). 
В отличие от временной линеаризации статистическая линеариза-

ция применима к неоднозначным функциям и к существенным нели-
нейностям, имеющим характеристики с угловыми точками и разрыва-
ми. Статистическая линеаризация заключается в замене нелинейной 
характеристики эквивалентной (в вероятностном смысле) линеаризо-
ванной функциональной зависимостью. В соответствии с [27] получим: 
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   0( ), ( ), ( ), ( ), ( ),k k k k k k kf x t u t t f x t P t u t t    

   1 ( ), ( ), ( ), ( ) ( )k k k k k kf x t P t u t t x t x t  ; (2.12) 

   1 1 0 1 1 1( ), ( ), ( ),k k k k kh x t t h x t P t t       

   1 1 1 1 1 1( ), ( ), ( ) ( )k k k k kh x t P t t x t x t      , (2.13)  

где 

    0 ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),k k k k k k kf x t P t u t t E f x t u t t      

 
 1

( ), ( ),
(2 ) det ( )

k k k

k
n

f x t u t t
P t





 


  

    T 11
exp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 k k k k k kx t x t P t x t x t dx t     
 

;  (2.14) 

   0
1

( ), ( ), ( ),
( ), ( ), ( ),

( )
k k k k

k k k k
k

f x t P t u t t
f x t P t u t t

x t





; 

    0 1 1 1 1 1( ), ( ), ( ),k k k k kh x t P t t E h x t t        

 
 

 1 1

1

1
( ),

(2 ) det ( )
k k

k
n

h x t t
P t



 


 


  

   T
1 1

1
exp ( ) ( )

2 k kx t x t      

  1
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kP t x t x t dx t
     ;  (2.15) 

   0 1 1 1
1 1 1 1

1

( ), ( ),
( ), ( ),

( )
k k k

k k k
k

h x t P t t
h x t P t t

x t
  

  






; 
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 ( ) ( )k kx t E x t 

 
 0 1 1 1 1

0

( ), ( ), ( ), , если 1, 2, ..., 1,

( ), если 0;

k k k kf x t P t u t t k N

x t k

      
 

 (2.16) 

   T( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kP t E x t x t x t x t     

 

   

 

1 1 1 1 1 1

T
1 1 1 1 1

T

0

( ), ( ), ( ),

( ), ( ), ( ),

( ) ( ), если  1, 2, ..., 1,

( ), если 0.

k k k k k

k k k k

k k

f x t P t u t t P t

f x t P t u t t

t Q t k N

P t k

    

   

 


 

 
   




 (2.17) 

Отметим, что вычисление интегралов в формулах (2.14), (2.15) 
можно существенно упростить с помощью представленных в [26, 27] 
выражений для коэффициентов статистической линеаризации типовых 
одномерных нелинейностей, встречающихся в системах автоматиче-
ского управления. 

Подставив выражения (2.12), (2.13) в уравнения (2.1), (2.2) соответ-
ственно, с учетом обозначений 

   0( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),k k k k k k k ka x t P t u t t f x t P t u t t   

  1 ( ), ( ), ( ), ( )k k k k kf x t P t u t t x t ; (2.18)  

    1( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),k k k k k k k kF x t P t u t t f x t P t u t t ; (2.19) 

   1 1 1 0 1 1 1( ), ( ), ( ), ( ),k k k k k kA x t P t t h x t P t t        

 1 1 1 1 1( ), ( ), ( )k k k kh x t P t t x t    ;  

 1 1 1( ), ( ),k k kH x t P t t     1 1 1 1( ), ( ),k k kh x t P t t    

приходим к модели линейной нестационарной системы (2.3), (2.4). 
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ГЛАВА  3 
ПЛАНИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ  

ВХОДНЫХ СИГНАЛОВ 
 
При построении моделей динамических систем можно использо-

вать различные способы управления экспериментом. В простейшем 
случае управление экспериментом сводится к выбору оптимальных 
моментов измерений, в более сложном – к планированию оптимальных 
входных сигналов и начальных условий [9]. Возможны также вариан-
ты смешанных схем.  

Планирование входных сигналов – по-видимому, наиболее эффек-
тивный способ управления экспериментом, используемый при постро-
ении моделей стохастических динамических систем. Отметим, что 
свобода в выборе входных характеристик существенно зависит от при-
ложений. В экономических и экологических системах у эксперимента-
тора нет возможности воздействовать на систему с целью проведения 
идентификационных экспериментов, в то время как в лабораторных 
условиях и на стадиях разработки нового оборудования выбор вход-
ных величин имеет лишь амплитудные и мощностные ограничения.  

Остановимся на теоретических и прикладных аспектах синтеза де-
терминированных входных сигналов, рассмотрение которых позволит 
наполнить конкретным содержанием приведенные в разделах 1.2 и 1.3 
прямую и двойственную градиентные процедуры построения непре-
рывных оптимальных планов. 

Следуя [9], будем считать, что непрерывный нормированный план 
(1.2) в данном случае может быть задан в виде  

 

1 2

11 2

, , ,
, 0, 1,

, , ,

, 1, 2, ..., .

qq

i i
iq

i U

U U U
p p

p p p

U i q



      
  

 




  (3.1) 



 33

При этом каждая точка спектра плана представляет собой последова-
тельность импульсов, «развернутую во времени». Применительно к 
моделям, структурно-вероятностное описание которых представлено в 
главе 2, это означает, что   

0

1

1

  ( )

  ( )

   

( )

i

i

i

i
N

u t

u t
U

u t 

 
 
 
 
 
 
 
 


. 

Замкнутое ограниченное множество U  представляет собой  об-
ласть допустимых входных сигналов. На практике чаще всего исполь-
зуются два типа ограничений: на амплитуду и на мощность. В первом 
случае область допустимых входных сигналов определяется соотно-
шением  

 R ( ) , 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,Nr
U j j k jU a u t b k N j r         

и представляет собой координатный параллелепипед. Во втором случае  

1
2

0 1

( )
N r

Nr
U j k

k j

U R u t C


 

      
  

   

и является шаром. 

3.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНФОРМАЦИОННОЙ  
МАТРИЦЫ ПЛАНА 

Нормированная информационная матрица плана  (3.1) определяет-
ся соотношением 

 
1

( ) ( ; )
q

i i
i

M p M U


   . (3.2) 

В выражении (3.2) ИМФ одноточечных планов ( ; )iM U 
 
зависят от 

подлежащих оцениванию параметров. 
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3.1.1. ВЫВОД ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА  
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Приведем вывод выражения ИМФ для гауссовских линейных не-
стационарных  дискретных систем, которое обобщает все ранее полу-
ченные результаты.  

Теорема 3.1 [28]. Для математической модели  (2.3), (2.4) с апри-
орными предположениями из главы 2 и неизвестными параметрами  , 
входящими в матрицы ( )kF t , ( )kt , 1( )kH t  , Q , R , 0( )P t  и векторы 

 ( ),k ka u t t , 1( )kA t  , 0( )x t  в различных комбинациях, элементы ИМФ 
определяются выражением 

   
1

T1
1 1

0

( )
( ) sp | |

N
k

ij k k k k
ik

H t
M E x t t x t t




 


         
  

 

T
11

1
( )

( )k
k

j

H t
B t




 
 

 

   T
1 T 11

1 1 1
|( )

sp | ( ) ( )k kk
k k k k

i j

x t tH t
E x t t H t B t 

  

     
     




 

 
T

11 1
1 1

( ) ( )
sp | ( )k k

k k k
i j

H t A t
E x t t B t 

 
  

       


 

   
T

1 T 11
1 1 1

| ( )
sp ( ) | ( )k k k

k k k k
i j

x t t H t
H t E x t t B t 

  
   

       




 

   T
1 1 T 1

1 1 1
| |

sp ( ) ( ) ( )k k k k
k k k

i j

x t t x t t
H t E H t B t  

  

   
   

     

 
 

  T
1 1 1

1 1
| ( )

sp ( ) ( )k k k
k k

i j

x t t A t
H t E B t  
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T

T 11 1
1 1

( ) ( )
sp | ( )k k

k k k
i j

A t H t
E x t t B t 

 
         


 

 T
1 T1 1

1 1
|( )

sp ( ) ( )k kk
k k

i j

x t tA t
E H t B t 

 

     
     


 

T
11 1

1
( ) ( )

sp ( )k k
k

i j

A t A t
B t 


  

  
   

 

   1 11 1
1 1

( ) ( )1
sp ( ) ( )

2
k k

k k
i j

B t B t
B t B t  

 
        

,  , 1, 2, ...,i j s ,     (3.3) 

в котором матрицы 1( )kB t  , 1( )k

i

B t 


 находятся при помощи уравне-

ний дискретного фильтра Калмана. 

Доказательство. 
Введем в рассмотрение обновляющую последовательность 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) |k k k k kt y t H t x t t      
 

 1( ),kA t  0, 1, ..., 1k N  . (3.4)  

В соотношении (3.4)  1 |k kx t t


 определяется по следующим уравне-
ниям дискретного фильтра Калмана [27, 29–33]: 

      1 | ( ) | ( ),k k k k k k kx t t F t x t t a u t t   
;  (3.5) 

     T T
1 | ( ) | ( ) ( ) ( )k k k k k k k kP t t F t P t t F t t Q t     ; (3.6) 

   T
1 1 1 1( ) ( ) | ( )k k k k kB t H t P t t H t R     ; (3.7) 

   T 1
1 1 1 1( ) | ( ) ( )k k k k kK t P t t H t B t
    ;  (3.8) 

    1 1 1 1 1| | ( ) ( )k k k k k kx t t x t t K t t       
; (3.9) 
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      1 1 1 1 1| ( ) ( ) |k k k k k kP t t I K t H t P t t       (3.10) 

для 0, 1 ..., 1k N  , с начальными условиями  0 0 0| ( )x t t x t
, 

 0 0 0| ( )P t t P t .  
Запишем логарифмическую функцию правдоподобия:  

 1ln ; ln 2
2

N Nm
L Y      

 
1

T 1
1 1 1 1

0

1
( ) ( ) ( ) ln det ( )

2

N

k k k k
k

t B t t B t



   



      . (3.11) 

Элементы ИМФ связаны с логарифмической функцией правдоподобия 
(3.11) соотношением [34–38]: 

 
 2

1ln ;
( )

N

ij
Y i j

L Y
M E

  
   

   
,  , 1, 2, ...,i j s , (3.12) 

в котором усреднение берется по выборочному пространству. 
Поскольку 

1
1 11 1

1 1
( ) ( )

( ) ( )k k
k k

j j

B t B t
B t B t


  

 
 

 
 

, 

  T1
1 1 T 11

1 1 1 1
0

ln ; ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

2

N N
k

k k k k
i ik

L Y t
B t t t B t


 

   


        
  

1 11 1
1 1 1

( ) ( )1
( ) ( ) sp ( )

2
k k

k k k
i i

B t B t
 t t B t  

  
           

, 

с учетом симметричности матриц 11
1 1

( )
( ), , ( )k

k k
i

B t
B t B t

 



, 

1 1
1

( )
( ) k

k
i

B t
B t 





1
1( )kB t
 и равенства T Tsp( )a b ab , где , na b R , 

имеем: 
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2
1 1

1
( )1

sp ( ) ,     , 1, 2, ...,
2

k
k

i j

B t
B t i j s 


    

   
.  

Подставим последнее равенство в (3.12). Воспользовавшись тем, 
что 

sp( ) sp( ), где ,n m m nAB BA A R B R    , 

и 

T
1 1 1( ) ( ) ( )k k kE t t B t       , 
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получим 

21
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    1 11 1
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k k
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B t B t
B t B t  

 
     

   
, , 1,2,...,i j s .     (3.13) 

Таким образом, необходимо вычислить следующие математиче-
ские ожидания:  

T1
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i
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E t
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T

1 1( ) ( )k k
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t t
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;   
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Поскольку  
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;   (3.14) 
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, (3.15) 

из (3.14), (3.15) следует: 
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i i

x t t A t
H t E t E t 

  
            


;  (3.16) 

   
T

T1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )
| |k k k

k k k k
i j i

t t H t
E E x t t x t t  

 
             

 
 

   TT
1 T1 1

1 1
|( ) ( )

| ( )k kk k
k k k

j i j

x t tH t H t
E x t t H t 

 
  
   

    




 

 
T

1 1
1

( ) ( )
|k k

k k
i j

H t A t
E x t t 


 

    


 

   
T

1 T 1
1 1

| ( )
( ) |k k k

k k k
i j

x t t H t
H t E x t t 

 
  

    




 

   T
1 1 T

1 1
| |

( ) ( )  k k k k
k k

i j

x t t x t t
H t E H t 

 
  
  

   

 
 

  T
1 1

1
| ( )

( ) k k k
k

i j

x t t A t
H t E  
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T

T1 1 1
1

( ) ( ) ( )
|k k k

k k
i j i

A t H t A t
E x t t  


        


 

 
 T T

1 T 1 1
1

| ( ) ( )
( )k k k k

k
j i j

x t t A t A t
E H t  


   
  

    


;  (3.17) 

 
2 2

T T1 1
1 1 1

( ) ( )
( ) | ( )k k

k k k k
i j i j

t H t
E t E x t t t 

  
                 


  

 1 T1
1

|( )
( )k kk

k
i j

x t tH t
E t


 

   
   


 

 1 T1
1

|( )
( )k kk

k
j i

x t tH t
E t


 

     


 

    
 2 2

1 T T1
1 1 1

| ( )
( ) ( ) ( )k k k

k k k
i j i j

x t t A t
H t E t E t 

  
              


.      (3.18) 

Для доказательства теоремы нам необходимо вычислить сле-
дующие математические ожидания: 

  T
1 11)  | ( )k k kE x t t t   


;  

 1 T
1

|
2)  ( )k k

k
i

x t t
E t


 

  


; 

 2
1 T

1
|

3)  ( )k k
k

i j

x t t
E t


 
 

   


. 

Для вычисления первого математического ожидания воспользуем-
ся формулой 
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1

1 1 0 0 1 1
1

| ( , ) ( ) ( , ) ( )
k

k k k kx t t t t x t t t a t


    


    
 

 1
1

( , ) ( ) ( )
k

kt t K t t   


   ,    (3.19) 

которая выводится по индукции из уравнений (3.5), (3.9) фильтра Кал-
мана, где 

1
1

( ) ( ) ( ), если 1, 2, ..., ;
( , )

, если 1.

k k
k

F t F t F t k
t t

I k

 
 

   
  


 

Положив в выражении (3.19)  

1

1 1 0 0 1 1
1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
k

k k kd t t t x t t t a t


    


    ; 

1 1( , ) ( , ) ( )k kD t t t t K t      ,  

получим 

    1 1 1
1

| ( ) ( , ) ( )
k

k k k kx t t d t D t t t    


  
, 1, 2, ..., 1k N  .     (3.20) 

Принимая во внимание, что 

  1( ) 0kE t   ;   (3.21) 

 T
1 1 1( ) ( ) ( )i k k ikE t t B t        , (3.22) 

будем иметь: 

  T T
1 1 1 1| ( ) ( ) ( )k k k k kE x t t t d t E t            


 

 T
1 1

1

( , ) ( ) ( ) О
k

k kD t t E t t   


      .  (3.23) 



 42

Для вычисления второго математического ожидания продифференци-
руем  1 |k kx t t


 из (3.20) по i : 

 1 1| ( )k k k

i i

x t t d t  
 

 


 

 1
1

1

( , ) ( )
( ) ( , )

k
k

k
i i

D t t t
t D t t  
  



  
     
 . (3.24)  

В силу того, что  

 T
1

( )
( ) Оk

i

t
E t


 

   
,    1, 2, ..., k  ,  (3.25) 

с учетом соотношений (3.21), (3.22) получим 

 1 T T1
1 1

| ( )
( ) ( )k k k

k k
i i

x t t d t
E t E t 

 
            


 

T1
1

1

( , )
( ) ( )

k
k

k
i

D t t
E t t 

 


       
  

 T
1 1

( )
( , ) ( ) Оk k

i

t
D t t E t

  
       

. (3.26) 

Для вычисления третьего математического ожидания продиффе-

ренцируем 
 1 |k k

i

x t t



 из (3.24) по j : 

 2 2
1 1| ( )k k k

i j i j

x t t d t  
 

   


 

2
1 1

1

( , ) ( , ) ( )
( )

k
k k

i j i j

D t t D t t t
t    
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2

1
1

( , ) ( ) ( )
( , )k

k
j i i j

D t t t t
D t t   

 
   

  
    

.  (3.27) 

Поскольку 

 
2

T
1

( )
( ) Оk

i j

t
E t


  

  
   

,   1, 2, ..., k  ,   (3.28) 

с учетом соотношений (3.21), (3.22), (3.25), (3.28) и (3.27) получим 

 2 2
1 T T1

1 1
| ( )

( ) ( )k k k
k k

i j i j

x t t d t
E t E t 

 
              


 

2
T1

1
1

( , )
( ) ( )

k
k

k
i j

D t t
E t t 

 


        
  

T1 1
1

( , ) ( ) ( , )
( )k k

k
i j j

D t t t D t t
E t    


   

    
    

 

 
2

T T
1 1 1

( ) ( )
( ) ( , ) ( ) Оk k k

i i j

t t
E t D t t E t 

   
                 

. (3.29) 

Подставив соотношения (3.21), (3.23), (3.26), (3.29) в равенства 
(3.16) и  (3.18), приходим к тому, что 

 T1
1

( )
( ) Оk

k
i

t
E t


 

   
;  (3.30) 

 
2

T1
1

( )
( ) Оk

k
i j

t
E t


  

  
   

.  (3.31) 

Соотношения (3.17), (3.30), (3.31) позволяют записать формулу 
(3.13) в виде (3.3). Таким образом, теорема доказана. 
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Следствие. Для математической модели стационарной системы  
(2.5), (2.6) с неизвестными параметрами  , входящими в матрицы F , 
 ,  , H , Q , R , 0( )P t  и вектор 0( )x t  в различных комбинациях, 
формула (3.3) принимает вид 

   
T1

T 1
1 1 1

0

( ) sp | | ( )
N

ij k k k k k
i jk

H H
M E x t t x t t B t




  


              
  

 

   T
1 T 1

1 1
|

sp | ( )k k
k k k

i j

x t tH
E x t t H B t 

 

     
     




 

   
T

1 T 1
1 1

|
sp | ( )k k

k k k
i j

x t t H
HE x t t B t 

 
   

       




 

   T
1 1 T 1

1
| |

sp ( )k k k k
k

i j

x t t x t t
HE H B t  



   
   

     

 
 

 1 11 1
1 1

( ) ( )1
sp ( ) ( )

2
k k

k k
i j

B t B t
B t B t  

 
        

, (3.32) 

что совпадает с  результатом из [4, 39]. 
Непосредственно соотношение (3.3) непригодно для программной 

реализации, поскольку оно содержит нераскрытые математические 
ожидания. Перейдем к вычислению этих математических ожиданий. 

Введем в рассмотрение расширенный вектор состояния 

 

 
 

 

1

1

1
1

1

|
|

|

|

k k

k k

A k k

k k

s

x t t
x t t

x t t

x t t
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размером ( 1)n s   и матрицы [O, ..., O, , O, ..., O], 0, 1, ..., ,i

i

C I i s   

размером ( 1)n n s  . С учетом этих обозначений 

   T
1 1| |k k k kE x t t x t t    

 
 

    T T
0 1 1 0| |A k k A k kC E x t t x t t C    

 
; (3.33) 

   T
1

1
|

| k k
k k

j

x t t
E x t t 


 
  

  




 

 

   T T
0 1 1| |A k k A k k jC E x t t x t t C    

 
; (3.34)  

     
   1 T

1
|

|k k
k k

i

x t t
E x t t


 

  




 

    T T
1 1 0| |i A k k A k kC E x t t x t t C    

 
; (3.35) 

   T
1 1| |k k k k

i j

x t t x t t
E    
  

   

 
 

    T T
1 1| |i A k k A k k jC E x t t x t t C    

 
; (3.36) 

    1 0 1| |k k A k kE x t t C E x t t       
 

; (3.37) 

 
   1

1
|

|k k
i A k k

i

x t t
E C E x t t


 

     




. (3.38)  

Соотношения (3.33)–(3.38) позволяют записать выражение (3.3) в 
виде 
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1

T1
0 1 1

0

( )
( ) sp | |

N
k

ij A k k A k k
ik

H t
M C E x t t x t t




 


         
  

 

T
T 11
0 1

( )
( )k

k
j

H t
C B t




 
 

 

   T T T 11
0 1 1 1 1

( )
sp | | ( ) ( )k

A k k A k k j k k
i

H t
C E x t t x t t C H t B t

   
       

 
 

 
T

11 1
0 1 1

( ) ( )
sp | ( )k k

A k k k
i j

H t A t
C E x t t B t 

 
  

       


 

   
T

T T 11
1 1 1 0 1

( )
sp ( ) | | ( )k

k i A k k A k k k
j

H t
H t C E x t t x t t C B t

   
        

 
 

   T T T 1
1 1 1 1 1sp ( ) | | ( ) ( )k i A k k A k k j k kH t C E x t t x t t C H t B t
    

      
 

 

 
T

1 1
1 1 1

( )
sp ( ) | ( )k

k i A k k k
j

A t
H t C E x t t B t 

  
 

       


 

 
T

T T 11 1
1 0 1

( ) ( )
sp | ( )k k

A k k k
i j

A t H t
E x t t C B t 

 
         


 

 T T T1 1
1 1 1

( )
sp | ( ) ( )k

A k k j k k
i

A t
E x t t C H t B t 

  
       


 

T
11 1

1
( ) ( )

sp ( )k k
k

i j

A t A t
B t 


  

  
   

 

   1 11 1
1 1

( ) ( )1
sp ( ) ( )

2
k k

k k
i j

B t B t
B t B t  

 
        

,  , 1, 2, ...,i j s .  (3.39) 
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Обозначим  

  1 1( ) |A k A k kx t E x t t    


; (3.40) 

 1 1 1( ) | ( )A k A k k A kt E x t t x t       


 

   T
1 1| ( )A k k A kx t t x t    


. (3.41) 

Тогда  

   T
1 1| |A k k A k kE x t t x t t    

 
 

 T
1 1 1( ) ( ) ( )A k A k A kt x t x t     . (3.42) 

Получим рекуррентные соотношения для 1( )A kx t   и 1( )A kt  . По-
ложим 

 ( ) ( ) ( )k k kK t F t K t . (3.43) 

Воспользовавшись равенствами (3.5) и (3.9), выразим для 
1, 2, ..., 1k N  ,  1 |k kx t t


 через  1|k kx t t 


. Получим  

    1 1| ( ) | ( ) ( ) ( )k k k k k k k kx t t F t x t t a t K t t       .  (3.44)  

Дифференцируя (3.44) по i , с учетом формулы (3.14) приходим к то-
му, что 

   1
1

i

| ( ) ( )
 ( ) |k k k k

k k k
i i

x t t F t H t
K t x t t


   

      


  

 1| ( )
( ) ( ) ( ) k k k

k k k
i i

x t t a t
F t K t H t         


  

 
( ) ( )

( ) ( )k k
k k

i i

K t A t
t K t

 
  

 

  ,   1, 2, ...,i s . (3.45) 
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Пусть 

( )A kF t   

1 1

( ) О О
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) О

( ) ( )
( ) О ( ) ( ) ( )

k

k k
k k k k

k k
k k k k

s s

F t
F t H t

K t F t K t H t

F t H t
K t F t K t H t

 
  

    
 
  

    


  

   
 

; (3.46) 

 1 1

( )
( ) ( )

( )
( )

. . . . . . . . . . . .
( ) ( )

( )

k

k k
k

A k

k k
k

s s

a t
a t A t

K t
a t

a t A t
K t

 
  

   
 
  

   





; (3.47) 

 1

( )
( )

( )

( )

k

k

A k

k

s

K t
K t

K t

K t

 
  

   
  

  







. (3.48) 

С учетом этих обозначений равенства (3.44) и (3.45) можно объединить 
следующей компактной формулой: 

   1 1| ( ) | ( )A k k A k A k k A kx t t F t x t t a t    
 

 ( ) ( ), 1, 2, ..., 1A k kK t t k N    .     (3.49) 

При 0k   из соотношения (3.5) имеем 

 1 0 0 0 0| ( ) ( ) ( )x t t F t x t a t 
. 
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Поэтому 

 1 0 0 0 0
0 0

| ( ) ( ) ( )
( ) ( )

i i i i

x t t F t x t a t
x t F t

   
  

   


,   1, 2, ...,i s , 

и, следовательно, 

  

0 0 0

0 0 0
0 0

1 1 1
1 0

0 0 0
0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
|

. . . . . . . . . . . . . . . . .
( ) ( ) ( )

( ) ( )

A

s s s

F t x t a t
F t x t a t

x t F t
x t t

F t x t a t
x t F t

 
   

     
 
   

     


. (3.50) 

Вычисляя математические ожидания от (3.49) и (3.50), получаем:  

1( )A kx t     

 

0 0 0

0 0 0
0 0

1 1 1

0 0 0
0 0

( ) ( ) ( ), если 1, 2, ..., 1;

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
, если 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
( ) ( ) ( )

( ) ( )

A k A k A k

s s s

F t x t a t k N

F t x t a t
F t x t a t

x t F t
k

F t x t a t
x t F t

  

  
            
 
          

   (3.51) 

Из равенства (3.51) сразу же вытекает, что 

 1( ) ОA t  .  (3.52) 

При 1, 2, ..., 1k N  , в силу соотношений (3.41), (3.49), (3.51) имеем 

  

T
1

T T
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) | ( ) ( ) ( )

A k A k A k A k

A k A k k A k k A k

t F t t F t

F t E x t t x t t K t
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  T T
1( ) ( ) | ( ) ( )A k k A k k A k A kK t E t x t t x t F t     


 

 T( ) ( ) ( )A k k A kK t B t K t .    (3.53) 

Принимая во внимание выражения (3.21), (3.23) и (3.26), находим 

  T
1| ( ) ( )A k k A k kE x t t x t t    


 

  T T
1| ( ) ( ) ( )A k k k A k kE x t t t x t E t         


   

 
 

 

T
1

1 T

1

1 T

| ( )
|

( )
О

. . . . . . . . .
|

( )

k k k

k k
k

k k
k

s

x t t t
x t t

t
E

x t t
t







 
     
 
   





. 

Таким образом, второе и третье слагаемые в формуле (3.53) равны 
нулю. С учетом равенства (3.52) получаем следующее рекуррентное 
соотношение:   

       

T

T
1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), если 1, 2, ..., 1;

О ,               если 0.

A k A k A k

A k A k k A k

F t t F t

t K t B t K t k N

k



  



    

 


 (3.54) 

3.1.2. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ  
ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА  

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Приведенные в предыдущем разделе аналитические выкладки поз-
воляют разработать алгоритм вычисления ИМФ для математической 
модели (2.3), (2.4) с априорными предположениями из главы 2 при не-
котором фиксированном значении вектора оцениваемых параметров 
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в уравнениях состояния, наблюдения, в начальных условиях и в кова-
риационных матрицах шумов системы и измерений. Представим воз-
можный вариант такого алгоритма, следуя с незначительными измене-
ниями [28]. 

Шаг 1.  Определить  

( )
( ), , 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,k

k
i

t
t k N i s

 
     

, Q , R , 0( )x t , 0( )P t , 

0 0( ) ( )
, , , , 1, 2, ...,

i i i i

x t P tQ R
i s

   
 

    
. 

Шаг 2.  Положить ( ) ОM   , 0k  ,   0| ( )k kP t t P t ,   

  0| ( )
, 1, 2, ...,k k

i i

P t t P t
i s

     
   

. 

Шаг 3.  Определить ( )ka t , 
( )

, 1, 2, ...,k

i

a t
i s

 
 

 
, ( )kF t  и 

( )
,k

i

F t
 

 1, 2, ...,i s


 


.  

Шаг 4.  Если 0k  , вычислить 1( )A kx t   и 1( )A kt   по формулам 

(3.51) и (3.54) соответственно, после чего перейти на шаг 8 . 

Шаг 5.  Найти ( )kK t  при помощи (3.43) и 
( )

, 1, 2, ...,k

i

K t
i s

 
 

 


 

по формуле 

( ) ( ) ( )
( ) ( )k k k

k k
i i i

K t F t K t
K t F t

  
 

  


. 

Шаг 6.  Сформировать матрицы ( )A kF t , ( )A kK t  и  вектор ( )A ka t , 
воспользовавшись равенствами (3.46)–(3.48). 

Шаг 7.  Вычислить 1( )A kx t   и 1( )A kt   по формулам (3.51) и 
(3.54) соответственно. 



 52

Шаг 8.  Определить 1( )
, 1, 2, ...,k

i

A t
i s 
  

, 1( )kH t   и 1( )
,k

i

H t 
 

 

1, 2, ...,i s


 


. 

Шаг 9.  Найти  1|k kP t t  по формуле (3.6) и 
 1|

,k k

i

P t t



 

1,2,...,i s
 


 по формуле  

     1 T T| |( )
| ( ) ( ) ( )k k k kk

k k k k k
i i i

P t t P t tF t
P t t F t F t F t 

  
  

 

 
T

T

T
T

( ) ( )
( ) | ( )

( )
( ) ( ) ( ) .

k k
k k k k

i i

k
k k k

i i

F t t
F t P t t Q t

tQ
t t t Q

 
   

 


   

 

 

Вычислить 1( )kB t   при помощи равенства (3.7) и 1( )
,k

i

B t 
 

 

1, 2, ...,i s


 

по формуле 

 

 

T1 1
+1 1

1 T
1 1

i

( ) ( )
| ( )

|
( ) ( )

k k
k k k

i i

k k
k k

B t H t
P t t H t

P t t
H t H t

 



 

 
 

 


 



 

 
T

1
1 1

i

( )
( ) | k

k k k
i

H t R
H t P t t 

 
 

 
 

. 
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Определить 1 ( )kK t   по формуле (3.8) и  1( )
, 1, 2, ...,k

i

K t
i s 
 

 
 по 

формуле 

   
T

1 T1 1
1 1

|( ) ( )
( ) |k kk k

k k k
i i i

P t tK t H t
H t P t t 

 
 

  
  

 

  T 1 11
1 1 1 1

( )
| ( ) ( ) ( )k

k k k k k
i

B t
P t t H t B t B t 

   


  
.  

Найти  1 1|k kP t t   по формуле (3.10) и 
 1 1|

,k k

i

P t t 



 

1, 2, ...,i s
 


 по формуле  

     1 1 1
1 1

| |
( ) ( )k k k k

k k
i i

P t t P t t
I K t H t  

 
 

  
 

 

 1 1
1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) |k k

k k k k
i i

K t H t
H t K t P t t 

  
  

    
. 

Шаг 10.  Используя выражения (3.39) с учетом (3.40), (3.42), полу-
чить приращение ( )M  , отвечающее текущему значению k . 

Шаг 11.  Положить ( ) ( ) ( )M M M      . 
Шаг 12.  Увеличить k  на единицу. Если 1k N  , перейти на  

шаг 3.  В противном случае закончить процесс. 

3.1.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ,  

ПОЛУЧЕННЫХ В РЕЗУЛЬТАТЕ ВРЕМЕННОЙ ЛИНЕАРИЗАЦИИ 

В случае применения линеаризации во временной области (подроб-
но см. главу 2) к математической модели (2.1), (2.2) алгоритм вычис-
ления ИМФ из п. 3.1.2 претерпевает незначительные изменения. Уточ-
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ним, какие именно шаги требуют корректировки, и представим их в 
новой редакции, не повторяя шаги, оставшиеся без изменений. 

Шаг 2. Положить ( ) ОM   , 0k  , н 0( ) ( )kx t x t ,   

н 0( ) ( )
, 1, 2, ...,k

i i

x t x t
i s

  
  

  
,   0| ( )k kP t t P t ,   

  0| ( )
, 1, 2, ...,k k

i i

P t t P t
i s

     
   

. 

Шаг 3. Определить н ( ), ( )k ku t u t  и при помощи равенства (2.8) 

найти  ( ),k ka u t t  и 
 ( ),

, 1, 2, ...,k k

i

a u t t
i s

   
  

 по формуле 

   

   

  

н н

2
н н н н н

н

2
н н

н

( ), ( ), ( ),

( ), ( ), ( ), ( ), ( )
( )

( ) ( )

( ), ( ),
( ) ( ) .

( )

k k k k k

k k k k k k k
k

k k

k k k
k k

k

a u t t f x t u t t

i i

f x t u t t f x t u t t x t
x t

x t x ti i

f x t u t t
u t u t

u ti

 
 

 

  
  

   


 

 

 

Используя выражение (2.9), получить ( )kF t  и 
( )

,k

i

F t



 

1, 2, ...,i s


 


. 

Шаг 8. Найти н 1( )kx t   и н 1( )
, 1, 2, ...,k

i

x t
i s 
  

 по формуле (2.7). 

При помощи равенств (2.10), (2.11) определить 1( )
, 1, 2, ...,k

i

A t
i s 
  

, 

1( )kH t   и 1( )
, 1, 2, ...,k

i

H t
i s 
 

 
. 
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3.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ  
ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА  
ПО КОМПОНЕНТАМ ВХОДНОГО СИГНАЛА 

Построение оптимальных планов будем осуществлять при помощи 
прямой и двойственной градиентных процедур, что предполагает вы-
числение следующих градиентов (см. формулы  (1.21), (1.22) и (1.27)): 

   ( )
( ) , 1, 2, ..., ,

( )

0, 1, ..., 1, 1, 2, ..., ;

X M
X M qU

u t

N r

 

 
    



    

 

   ( )
( ) , 1, 2, ..., ;

X M
X M qP p

 
    


 

( , )
( , ) , 0, 1, ..., 1, 1, 2, ..., .

( )U
U

U N r
u t 

 
        


 

Соотношения (1.23)–(1.26) и (1.28), (1.29) показывают, что для это-
го необходимо получить выражения  для производных от ИМФ по 
компонентам входного сигнала и разработать соответствующие вы-
числительные алгоритмы. 

3.2.1. НАХОЖДЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ  
ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА ПО КОМПОНЕНТАМ 

ВХОДНОГО СИГНАЛА ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ  
НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Будем считать, что в модели состояния управляемой линейной не-
стационарной системы (2.3), (2.4)   

 ( ) ( ) ( ) ( )k k k ka t b t t u t   , (3.55) 

неизвестные параметры   входят в матрицы ( )kF t , ( )kt , ( )kt , 

1( )kH t  , Q , R , 0( )P t  и векторы ( )kb t , 1( )kA t  , 0( )x t  и выполнены 
априорные предположения из главы 2. 
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Для вычисления производных  

( ; )( ; )

( ) ( )
ijM UM U

u t u t   

  


 
,  , 1, 2, ..., ,i j s  

0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,N r     , 

представим ИМФ в виде суммы двух слагаемых, одно из которых за-
висит от входного сигнала, а другое – нет: 

 ( ; ) ( ; ) ( )M U W U V     .    (3.56) 

Чтобы получить такое разложение, подставим равенства (3.40), (3.42) в 
формулу (3.39). В результате получим следующие выражения для эле-
ментов матриц ( ; )W U   и  ( )V  : 

1
T1

0 1 1
0

T
T 11
0 1

T T T 11
0 1 1 1 1

( )
( ; ) sp ( ) ( )

( )
( )

( )
sp ( ) ( ) ( ) ( )

N
k

ij A k A k
ik

k
k

j

k
A k A k j k k

i

H t
W U C x t x t

H t
C B t

H t
C x t x t C H t B t




 






   

      


 

 

 
   



 

T
11 1

0 1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )k k
A k k

i j

H t A t
C x t B t 

 
  

  
   

 

T
T T 11

1 1 1 0 1
( )

sp ( ) ( ) ( ) ( )k
k i A k A k k

j

H t
H t C x t x t C B t

   
 

  
  

 

T T T 1
1 1 1 1 1sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k i A k A k j k kH t C x t x t C H t B t
         

T
1 1

1 1 1
( )

sp ( ) ( ) ( )k
k i A k k

j

A t
H t C x t B t 
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T
T T 11 1

1 0 1
( ) ( )

sp ( ) ( )k k
A k k

i j

A t H t
x t C B t 

 
  

  
   

 

 T T T1 1
1 1 1

( )
sp ( ) ( ) ( ) ;k

A k j k k
i

A t
x t C H t B t 

  
       

  (3.57) 

T1
T 11 1

0 1 0 1
0

T T 11
0 1 1 1

( ) ( )
( ) sp ( ) ( )

( )
+ sp ( ) ( ) ( )

N
k k

ij A k k
i jk

k
A k j k k

i

H t H t
V C t C B t

H t
C t C H t B t


 

 



  

       
    

 
   


 

T
T 11

1 1 0 1

T T 1
1 1 1 1

( )
sp ( ) ( ) ( )

sp ( ) ( ) ( ) ( )

k
k i A k k

j

k i A k j k k

H t
H t C t C B t

H t C t C H t B t


  


   

 
   

  

    

 

  
T

11 1
1

( ) ( )
sp ( )k k

k
i j

A t A t
B t 


  

  
   

 

1 11 1
1 1

( ) ( )1
  sp ( ) ( ) , , 1, 2, ..., .

2
k k

k k
i j

B t B t
B t B t i j s  

 
     

   
  

Из соотношений (3.56), (3.57) следует, что  

( ; ) ( ; )

( ) ( )
ij ijM U W U

u t u t   

   
 

 
 

1
T1 1

0 1
0

( ) ( )
sp ( )

( )

N
k A k

A k
ik

H t x t
C x t

u t
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T T
T 11 1

1 0 1
( ) ( )

( ) ( )
( )

A k k
A k k

j

x t H t
x t C B t

u t
 

 
 

 
    

 

T1 1
0 1

( ) ( )
sp ( )

( )
k A k

A k
i

H t x t
C x t

u t
 


 

  
    

 

T
T T 11

1 1 1
( )

( ) ( ) ( )
( )

A k
A k j k k

x t
x t C H t B t

u t


  
 


   

 

T
11 1 1

0 1
( ) ( ) ( )

sp ( )
( )

k A k k
k

i j

H t x t A t
C B t

u t
  


 

   
  

    
 

T1
1 1

( )
sp ( ) ( )

( )
A k

k i A k
x t

H t C x t
u t


 

 

  
    

 

T T
T 11 1

1 0 1
( ) ( )

( ) ( )
( )

A k k
A k k

j

x t H t
x t C B t

u t
 

 
 

 
    

 

T1
1 1

( )
sp ( ) ( )

( )
A k

k i A k
x t

H t C x t
u t


 

 

  
    

 

T
T T1 1

1 1 1
( )

( ) ( ) ( )
( )

A k
A k j k k

x t
x t C H t B t

u t
 

  
 


   

 

T
1 1 1

1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )
( )

A k k
k i k

j

x t A t
H t C B t

u t
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T T
T 11 1 1
0 1

( ) ( ) ( )
sp ( )

( )
k A k k

k
i j

A t x t H t
C B t

u t
  


 

   
  

    
 

 
T

T T1 1 1
1 1

( ) ( )
sp ( ) ( ) .

( )
k A k

j k k
i

A t x t
C H t B t

u t
  

 
 

      
     

  (3.58) 

Производные 1( )

( )
A kx t

u t


 




 найдем при помощи равенства (3.51): 

   

0

1 2
0

1

2
0

( ) ( )
( ) , если 1, 2, ..., 1;

( ) ( )

( )

( )
( )

( )( )
, если 0.( )

. . . . . . . . .

( )

( )

A k A k
A k

A k

s

x t a t
F t k N

u t u t

a t

u t
x t

a tu t
ku t

a t

u t

   

 


 
 

 

      
  
           
 
  
    

   (3.59) 

Перейдем к определению производных 
( )

, 1, 2, ..., 1
( )

A ka t
k N

u t 

      
. 

Для этого, воспользовавшись формулами (3.47) и (3.55), представим 
выражение для ( )A ka t  в виде суммы двух слагаемых, одно из которых 
не зависит, а другое – зависит от ( )ku t : 

1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
( ) ( ) ( )

( ) ( )

k k k

k k k
k k

A k

k k k
k k

s s s

b t t u t
b t t A t

u t K t
a t

b t t A t
u t K t

  
   

      
 
   

     





 

 ( ) ( ) ( )A k A k kb t t u t   ,  (3.60) 
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где 

 1 1

( )
( ) ( )

( )
( )

. . . . . . . . . . . .
( ) ( )

( )

k

k k
k

A k

k k
k

s s

b t
b t A t

K t
b t

b t A t
K t

 
  

   
 
  

   





;  (3.61) 

 1

( )
( )

( )
. . . .

( )

k

k

A k

k

s

t
t

t

t

 
 
   
 
 

  

.  (3.62)  

Из соотношения (3.60) и (3.61) следует, что  

 

0
...
0

( ) 1( ) ( )
( ) 0

( ) ( ) ...
0

                О        

A kA k k
A k

ta t u t
t

u t u t   

  
  
  
                 
   



 

 

1

2

( 1),

( )

( )
, если ,

( )

              О , если .

A

A

An s

k

k

k

t

t
k

t

k





 

  
         
  

  (3.63) 

Подставляя равенство (3.55) в формулу (3.59) при k = 0, с учетом 
выражения (3.62) получаем 
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0
0

0
1

1

0 0

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
. . . . . . . . .

( ) ( )

( )

A k

s

u t
t

u t
u t

x t
u t

u t

t u t

u t

 


 

 

 

   
     

 
 
  
   

0

0

01

0

( )
( )

( )
. . . . ( )

( )

s

t
t

u t

u t
t

 

 
 
    
  
 

  

 

 

1

2

( 1),

0

0
0

0

0
( )...

0 ( )
( ) , если ,1

0
( )...

0
              О , если .

                О       

A

A

An s

A

t

t
t k

t

k





 

  
    
                              



  (3.64) 

3.2.2. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОИЗВОДНЫХ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА  
ПО КОМПОНЕНТАМ ВХОДНОГО СИГНАЛА  

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Приведенные в предыдущем разделе аналитические выкладки позво-
ляют разработать алгоритм вычисления производных ИМФ по компонен-

там входного сигнала 
( ; )

, 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,
( )

M U
N r

u t

           
 при 

некотором фиксированном значении вектора неизвестных парамет-
ров   в уравнениях состояния, наблюдения, в начальных условиях и 
ковариационных матрицах шумов системы и измерений. Представим 
возможный вариант такого алгоритма, следуя с незначительными из-
менениями [20]: 

Шаг 1. Определить  ( ), 0, 1, ..., 1kt k N   , Q , R , ( )0P t , 0( )x t , 

0( )
, 1, 2, ...,

i

x t
i s

 
 

 
. 
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Шаг 2. Положить 
( ; )

О, 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,
( )

M U
N r

u t 

           
, 

0k  ,   0| ( )k kP t t P t . 

Шаг 3. Определить ( )kb t , ( ),kt  ( ),kF t  
( ) ( ) ( )

, , ,k k k

i i i

b t t F t  
   

 

1, 2, ...,i s
 


. Сформировать матрицу ( )A kt  в соответствии с равен-

ством (3.62). При помощи выражения (3.55) вычислить ( )ka t  и 

( )
, 1, 2, ...,k

i

a t
i s

 
 

 
. 

Шаг 4. Если 0k  , вычислить [см. (3.51)] 

0 0 0

0 0 0
0 0

1 1 1
1

0 0 0
0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) ( )
( ) ( )

A k

s s s

F t x t a t
F t x t a t

x t F t

x t

F t x t a t
x t F t



 
   

     
 
   

  
   

 

и перейти к шагу 8. 
Шаг 5. Найти ( )kK t  по формуле [см. (3.43)] 

( ) ( ) ( )k k kK t F t K t . 

Шаг 6. Сформировать матрицу ( )kF tA  и вектор-столбец ( )A ka t  в 

соответствии с равенствами [см. (3.46), (3.47)]: 

1 1

( ) О О
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) О

( ) ( )
( ) О ( ) ( ) ( )

( )

k

k k
k k k k

k k
k k k k

A k

s s

F t
F t H t

K t F t K t H t

F t H t
K t F t K t H t

F t

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



  

   
 

; 
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1 1

( )
( ) ( )

( )
( )

. . . . . . . . . . . .
( ) ( )

( )

k

k k
k

A k

k k
k

s s

a t
a t A t

K t
a t

a t A t
K t

 
  

   
 
  

   





. 

Шаг 7. Вычислить 1( )A kx t   по формуле [см. (3.51)] 

1( ) ( ) ( ) ( )A k A k A k A kx t F t x t a t   . 

Шаг 8. Определить 1( )kH t  , 1 1( ) ( )
, , 1, 2, ...,k k

i i

A t H t
i s   
   

. 

Шаг 9. Найти  1|k kP t t , 1( )kB t  , 1 ( )kK t  ,  1 1|k kP t t  , исполь-
зуя соотношения [см. (3.6), (3.7), (3.8),(3.10)]: 

    T T
1 | ( ) | ( ) ( ) ( )k k k k k k k kP t t F t P t t F t t Q t     ; 

  T
1 1 1 1( ) ( ) | ( )k k k k kB t H t P t t H t R     ; 

  T 1
1 1 1 1( ) | ( ) ( )k k k k kK t P t t H t B t
    ; 

     1 1 1 1 1| ( ) ( ) |k k k k k kP t t I K t H t P t t      . 

Шаг 10. Положить 0  . 

Шаг 11. Если 0k  , вычислить 1( )
, 1, 2, ...,

( )
А kх t

r
u t



 

      
 при по-

мощи равенства (3.64) и перейти на шаг 14. 

Шаг 12. Сформировать 1( )
, 1, 2, ...,

( )
A ka t

r
u t



 

      
, применяя вы-

ражение (3.63). 

Шаг 13. Вычислить 1( )
, 1, 2, ...,

( )
А kх t

r
u t



 

      
 по формуле (3.59). 
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Шаг 14. Используя выражение (3.58), получить приращения 

( ; )
, 1, 2, ...,

( )

M U
r

u t 

        
, отвечающие текущим значениям   и k .  

Шаг 15. Положить 
( ; ) ( ; ) ( ; )

( ) ( ) ( )

M U M U M U

u t u t u t     

     
  

  
, 1,   

2, ..., r . 

Шаг 16. Увеличить   на единицу. Если 1N   , перейти на  

шаг 11. 
Шаг 17. Увеличить k на единицу. Если 1k N  , перейти на шаг 3. 

В противном случае закончить процесс. 

3.2.3. НАХОЖДЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ  
ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА ПО КОМПОНЕНТАМ 

ВХОДНОГО СИГНАЛА ДЛЯ МОДЕЛЕЙ, ПОЛУЧЕННЫХ  
В РЕЗУЛЬТАТЕ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ЛИНЕАРИЗАЦИИ 

В случае применения статистической линеаризации к уравнениям 
(2.1), (2.2) в получившейся линеаризованной модели  вида (2.3), (2.4) 

 ( ), ( ), ( ),k k k kа x t P t u t t ,  ( ), ( ), ( ),k k k kF x t P t u t t ,  1 1( ), ( ),k kA x t P t   

1kt   и  1 1 1( ), ( ),k k kH x t P t t    зависят от  0 1( ), ( ), ..., ( )ku t u t u t .  

В результате матрицы  1 |k kP t t , 1( )kB t  , 1( )kK t  ,  1 1|k kP t t  , 

( )kK t , ( )A kF t , ( )A kK t  и 1( )A kt   также зависят от указанных пере-

менных, разложение (3.56) становится невозможным и существенно 
усложняется вычисление производных ИМФ по компонентам входно-
го сигнала.  

Остановимся на варианте с нелинейной моделью (2.1) для вектора 
состояния и линейной моделью (2.2) для вектора измерения. Это 
устранит зависимость 1( )kA t   и 1( )kH t   от входного сигнала и в неко-

торой степени упростит вычисление производных от ИМФ по его ком-
понентам. 

Подставив равенства (3.40), (3.42) в формулу (3.39), получим сле-
дующее выражение для элементов ИМФ: 
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1
T1

0 1 1
0

( )
( ; ) sp ( ) ( )

N
k

ij A k A k
ik

H t
M U C x t x t




 


       
   

T
T 11

1 0 1
( )

( ) ( )k
A k k

j

H t
t C B t
 


 

 
 

T T T 11
0 1 1 1 1 1

( )
sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

A k A k A k j k k
i

H t
C x t x t t C H t B t

    
         

 

T
11 1

0 1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )k k
A k k

i j

H t A t
C x t B t 

 
  

  
   

T
T T 11

1 1 1 1 0 1
( )

sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k
k i A k A k A k k

j

H t
H t C x t x t t C B t

    
          

 

T T T 1
1 1 1 1 1 1sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k i A k A k A k j k kH t C x t x t t C H t B t
     

        
 

T
1 1

1 1 1
( )

sp ( ) ( ) ( )k
k i A k k

j

A t
H t C x t B t 

  
 

  
  

 

T
T T 11 1

1 0 1
( ) ( )

sp ( ) ( )k k
A k k

i j

A t H t
x t C B t 

 
  

  
   

 

T T T1 1
1 1 1

( )
sp ( ) ( ) ( )k

A k j k k
i

A t
x t C H t B t 

  
 

   
 

T
11 1

1
( ) ( )

sp ( )k k
k

i j

A t A t
B t 


  

  
   

 

  1 11 1
1 1

( ) ( )1
sp ( ) ( )

2
k k

k k
i j

B t B t
B t B t  

 
     

   
,  , 1, 2, ...,i j s .     (3.65) 
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Из соотношения (3.65) следует, что  

1
T1 1

0 1
0

( ; ) ( ) ( )
sp ( )

( ) ( )

N
ij k A k

A k
ik

M U H t x t
C x t

u t u t


 


   

           


T T
T 11 1 1

1 0 1
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

A k A k k
A k k

j

x t t H t
x t C B t

u t u t
  

 
   

   
       

 

 T1
0 1 1 1

( )
sp ( ) ( ) ( )k

A k A k A k
i

H t
C x t x t t

  
    

 

T 1
T T1 1 1 1
0 0 1

( ) ( ) ( ) ( )
sp ( )

( ) ( )
k k k A k

A k
j i

H t B t H t x t
C C x t

u t u t


   


   

    
         

 

T
T T 11 1

1 1 1
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

A k A k
A k j k k

x t t
x t C H t B t

u t u t
 

  
   

 
     

 

 
1

T T T1 1
0 1 1 1 1

( ) ( )
sp ( ) ( ) ( ) ( )

( )
k k

A k A k A k j k
i

H t B t
C x t x t t C H t

u t


 

   
 

  
   

  
 

T
11 1 1

0 1
( ) ( ) ( )

sp ( )
( )

k A k k
k

i j

H t x t A t
C B t

u t
  


 

       
 

T 1
1 1 1

0 1
( ) ( ) ( )

sp ( )
( )

k k k
A k

i j

H t A t B t
C x t

u t


  


 

   
 

   
 

T
T1 1

1 1 1
( ) ( )

sp ( )C ( ) ( )
( ) ( )

A k A k
k i A k A k

x t x t
H t x t x t

u t u t
 

  
   

   
     

 

T
T 11 1
0 1

( ) ( )
( )

( )
A k k

k
j

t H t
C B t

u t
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T 1

T T 1 1
1 1 1 1 0

( ) ( )
sp ( ) ( ) ( ) ( )

( )
k k

k i A k A k A k
j

H t B t
H t C x t x t t C

u t


 

   
 

  
   

  
 

T
T1 1

1 1 1
( ) ( )

sp ( ) ( ) ( )
( ) ( )

A k A k
k i A k A k

x t x t
H t C x t x t

u t u t
 

  
   

   
     

 

T T 11
1 1

( )
( ) ( )

( )
A k

j k k
t

C H t B t
u t


 

 


   

 

 
1

T T T 1
1 1 1 1 1

( )
sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
k

k i A k A k A k j k
B t

H t C x t x t t C H t
u t




    
 

 
   

 
 

T
11 1

1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )
( )

A k k
k i k

j

x t A t
H t C B t

u t
 

 
 

  
 

  
 

T 1
1 1

1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )
( )

k k
k i A k

j

A t B t
H t C x t

u t


 

 
 

  
 

  
 

T T
T 11 1 1
0 1

( ) ( ) ( )
sp ( )

( )
k A k k

k
i j

A t x t H t
C B t

u t
  


 

   
 

   
 

T 1
T T1 1 1

1 0
( ) ( ) ( )

sp ( )
( )

k k k
A k

i j

A t H t B t
x t C

u t


  


 

   
 

   
 

T
T T 11 1

1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )
( )

k A k
j k k

i

A t x t
C H t B t

u t
 

 
 

     
 

1
T T T1 1

1 1
( ) ( )

sp ( ) ( )
( )

k k
A k j k

i

A t B t
x t C H t

u t
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T 1
1 1 1( ) ( ) ( )

sp
( )

k k k

i j

A t A t B t

u t


  

 

   
 

   
 

2
1 11 1

1 1
( ) ( )1

sp ( ) ( )
2 ( )

k k
k k

i j

B t B t
B t B t

u t
  

 
 

  
 
   

 

1
11 1 1

1
( ) ( ) ( )1

sp ( )
2 ( )

k k k
k

i j

B t B t B t
B t

u t


  


 

   
 

   
 

2
1 11 1

1 1
( ) ( )1

sp ( ) ( )
2 ( )

k k
k k

i j

B t B t
B t B t

u t
  

 
 

  
 

   
 

 
1

11 1 1
1

( ) ( ) ( )1
sp ( )

2 ( )
k k k

k
i j

B t B t B t
B t

u t


  


 

         
.  (3.66) 

Производные 1( )

( )
A kx t

u t


 




 найдем дифференцированием равенст- 

ва (3.51). В результате получим: 

0 0
0

2 2
0 0 0 0

01
1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) , если 1, 2, ..., 1;

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
. . . . . . . . . . . . .

A k A k A k
A k A k

A k

F t x t a t
x t F t k N

u t u t u t

F t a t
x t

u t u t

F t F t x t a t
x tx t u t u t u t

u t

     

   


     

 

  
   

  

 


 

   
       



2 2
0 0 0 0

0

, если 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

О , если .

s s s

k

F t F t x t a t
x t

u t u t u t

k

     




     
   
 
 
              

 

 

(3.67) 
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Для нахождения матрицы частных производных 
( )

( )
A kF t

u t 




 восполь-

зуемся формулой (3.46): 

 

2

1 1

2

s s

( )
Ο ... Ο

( )

( ) ( ) ( ) ( )
... Ο( )

( ) ( ) ( )
( )

... ... ... ...

( ) ( ) ( ) ( )
Ο ...

( ) ( ) ( )

k

k k k A k
A k

k k k A k

F t

u t

F t K t H t t
F t

u t u t u t
u t

F t K t H t t

u t u t u t

 

     
 

     

 
  
    

          
     
      





, (3.68) 

где  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
A k k k

k
t F t K t

H t
u t u t u t     

  
 

  


. 

Перейдем к определению производных 
( )

, 1, 2, ..., 1
( )

A ka t
k N

u t 

      
. 

Из выражения (3.47) следует, что 

 

2

1 1

2

( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( )( )

( ) ( )

k

k k k
A k

k k

s s

a t

u t

a t K t A t
a t

u t u t
u t

a t A tK k

u t u t

 

   
 

   

 
  
   

         
   
     





. (3.69) 

Производные 1( )

( )
A kt

u t


 




 найдем дифференцированием соотноше-

ния (3.54). Получим:  
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T T

T
T

1 T
T

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

если 1, 2, ...,

A k A k
A k A k A k A k

A k A k
A k A k k A k

A k
k A k

A k A k A k k

F t t
t F t F t F t

u t u t

F t K t
F t t B t K t

u t u t
t

B t K tu t K t K t K t B t
u t u t

k N

   

   


 
   

 
  

 

 
   

 


    
 

 1;

О, если 0;

О, если .

k

k













 


 

 (3.70) 

Для вычисления производных 
( )

( )
A kK t

u t 




 воспользуемся равенством 

(3.48):  

 

1

2
1

1
1

2
1

( )

( )

( )
( )

( )
( )

...

( )

( )

k

k
A k

k

s

K t

u t

K t
K t

u t
u t

K t

u t



 




 
 



 

 
  
 

       
  
   







. (3.71) 

3.2.4. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОИЗВОДНЫХ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФИШЕРА  
ПО КОМПОНЕНТАМ ВХОДНОГО СИГНАЛА  

ДЛЯ МОДЕЛЕЙ, ПОЛУЧЕННЫХ В РЕЗУЛЬТАТЕ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ ЛИНЕАРИЗАЦИИ 

Приведенные в предыдущем пункте аналитические выкладки позво-
ляют разработать алгоритм вычисления производных ИМФ по компонен-

там входного сигнала 
( ; )

, 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,
( )

M U
N r

u t 

          
 при 
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некотором фиксированном значении вектора неизвестных парамет-
ров   в уравнениях состояния, наблюдения, в начальных условиях и в 
ковариационных матрицах шумов системы и измерений. Представим 
возможный вариант такого алгоритма, следуя с незначительными из-
менениями [40]: 

Шаг 1. Определить 
( )

( ), , 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,k
k

i

t
t k N i s

 
    

 
, 

Q , R , 0( )P t , 0( )x t , 0 0( ) ( )
, , , , 1, 2, ...,

i i i i

P t x tQ R
i s

   
     

. 

Шаг 2. Положить 
( ; )

О, 0, 1, ..., 1, 1, 2, ...,
( )

M U
N r

u t 

           
, 

0k  ,   0| ( )k kP t t P t . 

Шаг 3. Вычислить ( )ka t , 
( )

, 1, 2, ...,k

i

a t
i s

 
 

 
 и ( )kF t , 

( )
,k

i

F t



 

1, 2, ...,i s


 


 с использованием равенств (2.18) и (2.19) соответст-

венно. 
Шаг 4. Если 0k  , то определить 1( )A kx t   и 1( )A kt   по форму-

лам [см. (3.51), (3.54)] 

0 0 0

0 0 0
0 0

1 1 1
1

0 0 0
0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
( ) ( ) ( )

( ) ( )

A k

s s s

F t x t a t
F t x t a t

x t F t
x t

F t x t a t
x t F t



 
   

     
 
   

     

; 

1( ) ОA kt    

и перейти на шаг 8. 

Шаг 5. Найти ( )kK t  и 
( )

, 1, 2, ...,k

i

K t
i s

 
 

 


 при помощи выраже-

ний [см. (3.43)]:  
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( ) ( ) ( )k k kK t F t K t ; 

( ) ( ) ( )
( ) ( )k k k

k k
i i i

K t F t K t
K t F t

  
 

  


. 

Шаг 6. Сформировать матрицы ( )A kF t , ( )A kK t  и вектор-столбец 
( )A ka t  в соответствии с равенствами (3.46), (3.48) и (3.47): 

( ) О О
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) О

( ) ( )
( ) О ( ) ( ) ( )

1 1( )

k

k k
k k k k

k k
k k k k

A k

F t
F t H t

K t F t K t H t

F t H t
K t F t K t H t

F t

s s

 
 

 


 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



  

   
 

; 

1

( )
( )

( )

( )

k

k

A k

k

s

K t
K t

K t

K t

 
  

   
  

  







; 

1 1

( )
( ) ( )

( )
( )

. . . . . . . . . . . .
( ) ( )

( )

k

k k
k

A k

k k
k

s s

a t
a t A t

K t
a t

a t A t
K t

 
  

   
 
  

   





. 

Шаг 7. Вычислить 1( )A kx t   и 1( )A kt   по формулам [см. (3.51), 
(3.54)]: 

1( ) ( ) ( ) ( )A k A k A k A kx t F t x t a t   ; 

T T
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A k A k A k A k A k k A kt F t t F t K t B t K t    . 
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Шаг 8. Определить 1( )kH t  , 1 1( ) ( )
, , 1, 2, ...,k k

i i

H t A t
i s   
 

  
. 

Шаг 9. Найти  1 |k kP t t , 1( )kB t  , 1( )kK t  ,  1 1|k kP t t  , исполь-
зуя соотношения (3.6), (3.7), (3.8), (3.10): 

    T T
1 | ( ) | ( ) ( ) ( )k k k k k k k kP t t F t P t t F t t Q t     ; 

  T
1 1 1 1( ) ( ) | ( )k k k k kB t H t P t t H t R     ; 

  T 1
1 1 1 1( ) | ( ) ( )k k k k kK t P t t H t B t
    ; 

     1 1 1 1 1| ( ) ( ) |k k k k k kP t t I K t H t P t t      . 

Шаг 10. Вычислить 
  1

1 1 1 1| ( ) ( ) ( )
, , , ,k k k k k

i i i i

P t t B t B t K t
      

    
 

 1 1|
, 1, 2, ...,k k

i

P t t
i s    

 
 по формулам (см. шаг 9): 

     1 T T| |( )
| ( ) ( ) ( )k k k kk

k k k k k
i i i

P t t P t tF t
P t t F t F t F t 

  
  

 

 
T

T( ) ( )
( ) | ( )k k

k k k k
i i

F t t
F t P t t Q t

 
   

 
 

T
T ( )

( ) ( ) ( ) k
k k k

i i

tQ
t t t Q


   

 
; 

  T1 1
1 1

( ) ( )
| ( )k k

k k k
i i

B t H t
P t t H t 

 
 

 
 

 

 1 T
1 1

|
( ) ( )k k

k k
i

P t t
H t H t
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T

1
1 1

( )
( ) | k

k k k
i i

H t R
H t P t t 

 
 

 
 

; 

1
1 11 1

1 1
( ) ( )

( ) ( )k k
k k

i i

B t B t
B t B t


  

 
 

 
 

; 

 1 T 11
1 1

|( )
( ) ( )k kk

k k
i i

P t tK t
H t B t 

 


 
 

  

   
T 1

1 T1 1
1 1 1 1

( ) ( )
| ( ) | ( )k k

k k k k k k
i i

H t B t
P t t B t P t t H t


 

   
 

 
 

; 

   1 1 1 1
1 1 1

| ( ) ( )
( ) ( ) |k k k k

k k k k
i i i

P t t K t H t
H t K t P t t   

  
   

       
 

   1
1 1

|
( ) ( ) k k

k k
i

P t t
I K t H t 

 


 


. 

Шаг 11. Положить 0  . 

Шаг 12. Найти 
( )

, 1, 2, ...,
( )
ka t

r
u t 

      
, 

( )
, 1, 2, ...,

( )
kF t

r
u t 

      
, 

2 ( )
, 1, 2, ..., , 1, 2, ..,

( )
k

i

a t
r i s

u t 

        
, 

2 ( )
, 1, 2, ..., ,

( )
k

i

F t
r

u t 

   
 

 

1, 2, ...,i s
 


 при помощи равенств (2.18), (2.19). 

Шаг 13. Если 0k  , определить 1( )
, 1, 2, ...,

( )
A kx t

r
u t



 

      
, 

1( )
, 1, 2, ...,

( )
A kt r
u t



 

      
 по формулам (3.67) и (3.70) и перейти на 

шаг 17. 
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Шаг 14. Определить 
( )

, 1, 2, ...,
( )

kK t
r

u t 

      


 с помощью соотно-

шения [см. (3.43)] 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
k k k

k k
K t F t K t

K t F t
u t u t u t     

  
 

  


. 

Шаг 15. Найти 
( )

, 1, 2, ...,
( )

A kF t
r

u t 

      
 и 

( )
, 1,

( )
A ka t

u t 

  


 

2, ..., r




, в соответствии с выражениями (3.68) и (3.69). 

Шаг 16. Определить 1( )
, 1, 2, ...,

( )
A kx t

r
u t



 

      
, 1( )

,
( )

A kt

u t


 





 

1, 2, ..., r
  


 и 1( )
, 1, 2, ...,

( )
A kK t

r
u t



 

      
, используя равенства 

(3.67), (3.70) и (3.71).  

Шаг 17. Вычислить 
 1 |

, 1, 2, ...,
( )

k kP t t
r

u t


 

      
, 1( )

,
( )
kB t

u t


 





 

1, 2, ..., r
  


, 
1

1( )
, 1, 2, ...,

( )
kB t

r
u t




 

      
, 1( )

, 1, 2, ...,
( )
kK t

r
u t



 

      
, 

 1 1|
, 1, 2, ...,

( )
k kP t t

r
u t
 

 

      
 по формулам (см. шаг 9): 

   1 T| ( )
| ( )

( ) ( )
k k k

k k k
P t t F t

P t t F t
u t u t


   

 
 

 
 

   
T

T| ( )
+ ( ) ( ) ( ) |

( ) ( )
k k k

k k k k k
P t t F t

F t F t F t P t t
u t u t   

 


 
; 
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 1 T1
1 1

|( )
( ) ( )

( ) ( )
k kk

k k
P t tB t

H t H t
u t u t


 

   




 
; 

1
1 11 1

1 1
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
k k

k k
B t B t

B t B t
u t u t


  

 
   

 
 

 
; 

 1 T 11
1 1

|( )
( ) ( )

( ) ( )
k kk

k k
P t tK t

H t B t
u t u t

 
 

   


 

 
 

 
1

T 1
1 1

( )
+ | ( )

( )
k

k k k
B t

P t t H t
u t




 
 




; 

   1 1 1
1 1

| ( )
( ) |

( ) ( )
k k k

k k k
P t t K t

H t P t t
u t u t
  

 
   

 
  

 
 

   1
1 1

|
( ) ( )

( )
k k

k k
P t t

I K t H t
u t


 
 


 


. 

Шаг 18. Вычислить 
 2

1 |
, 1, 2, ..., , 1, 2, ..., ,

( )
k k

i

P t t
r i s

u t


 

     
   

 

2
1( )

, 1, 2, ..., , 1, 2, ..., ,
( )

k

i

B t
r i s

u t


 

        
 

2
1( )

, 1, 2, ..., ,
( )

k

i

K t
r

u t


 

   
 

 

1, 2, ...,i s
 


, 
 2

1 1|
, 1, 2, ..., , 1, 2, ...,

( )
k k

i

P t t
r i s

u t
 

 

     
   

 при по-

мощи следующих соотношений (см. шаг 10): 

     2 2
1 T T| |( ) ( )

| ( ) ( )
( ) ( ) ( )
k k k kk k

k k k k
i i i

P t t P t tF t F t
P t t F t F t

u t u t u t


     

  
  

     
 

   T
T|( ) ( ) ( )

| ( )
( ) ( )

k kk k k
k k k

i i

P t tF t F t F t
P t t F t

u t u t   
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   2 T
T| | ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

k k k k k
k k k

i i

P t t P t t F t
F t F t F t

u t u t   

  
  

   
 

   T T|( ) ( ) ( )
| ( )

( ) ( )
k kk k k

k k k
i i

P t tF t F t F t
P t t F t

u t u t   

  
  
   

 

 
2 T ( )

( ) |
( )

k
k k k

i

F t
F t P t t

u t 




 
; 

 2
1 T1 1

1
|( ) ( )

( )
( ) ( )

k kk k
k

i i

P t tB t H t
H t

u t u t
 


   

 
 

   
 

   2 T
1 1T 1

1 1 1
| | ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
k k k k k

k k k
i i

P t t P t t H t
H t H t H t

u t u t
  

  
   

  
 

   
; 

2 1 1
11 1 1

1
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

k k k
k

i i

B t B t B t
B t

u t u t

 
  


   

  
  

   
 

2 1
1 1 11 1 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

k k k
k k k

i i

B t B t B t
B t B t B t

u t u t
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1 2 1

1 T T1 1
1 1 1

| ( ) ( )
( ) | ( )

( ) ( )
k k k k

k k k k
i i

P t t B t B t
H t P t t H t

u t u t

 
  

  
   

  
 

   
; 

   
2 2

1 1 1 1 1
1 1

| ( ) ( ) ( )
( ) |

( ) ( ) ( )
k k k k k

k k k
i i i

P t t K t K t H t
H t P t t

u t u t u t
    

 
     

    
    

       
 

 11 1
1 1

|( ) ( )
( ) ( )

( )
k kk k

k k
i i

P t tK t H t
H t K t

u t
 

 
 

  
      

 

       2
1 11

1 1 1
| |( )

( ) ( )
( ) ( )

k k k kk
k k k

i i

P t t P t tK t
H t I K t H t

u t u t
 

  
   

 
  
   

. 

Шаг 19. Получить приращение 
( ; )

, 1, 2, ...,
( )

M U
r

u t 

        
, отве-

чающее текущему значению  , в соответствии с равенством (3.66). 

Шаг 20. Положить 
( ; ) ( ; ) ( ; )

( ) ( ) ( )

M U M U M U

u t u t u t     

     
 

  
, 1,2, ...,r  . 

Шаг 21. Положить 1    . Если 1N   , то перейти на шаг 13. 
Шаг 22. Положить 1k k  . Если 1k N  , то пересчитать ( )kx t  

и ( )kP t  по формулам (2.16), (2.17) и перейти на шаг 3, иначе закончить 
процесс. 

ВОПРОСЫ И УПРАЖНЕНИЯ 

3.1. Рассмотрим линейную стационарную модель с детерминиро-
ванным уравнением состояния 

 1( ) ( ) ( )k k kx t Fx t u t    ; (3.72) 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t Hx t v t    ,   0, 1, ..., 1k N  .  (3.73) 

Будем считать, что 
 случайные векторы 1( )kv t   образуют стационарную белую гаус-

совскую последовательность, для которой  
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 1( ) 0kE v t   , T
1 1( ) ( )i k ikE v t v t R      ; 

 начальное состояние 0( )x t  детерминировано; 
 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , вклю-

чающий в себя элементы матриц F  и  .  
Покажите, что для модели (3.72), (3.73) с учетом указанных апри-

орных предположений выражение для элементов ИМФ имеет вид: 

T1
T 11 1

0

( ) ( )
( ) ,  , 1, 2, ..., .

N
k k

ij
i jk

x t x t
M H R H i j s


 



 
  

   

3.2. Рассмотрим нелинейную математическую модель с детермини-
рованным уравнением состояния 

  1( ) ( ), ( ),k k k kx t f x t u t t  ;  (3.74)   

  1 1 1 1( ) ( ), ( )k k k ky t h x t t v t     ,   0, 1, ..., 1k N  . (3.75) 

Будем считать, что: 
 случайные векторы 1( )kv t   образуют стационарную белую гаус-

совскую последовательность, для которой  

 1( ) 0kE v t   , T
1 1( ) ( )i k ikE v t v t R      ; 

 начальное состояние 0( )x t  детерминировано; 
 неизвестные постоянные параметры сведены в вектор  , вклю-

чающий в себя элементы вектор-функций  ( ), ( ),k k kf x t u t t .  

Покажите, что для модели (3.74), (3.75) с учетом указанных апри-
орных предположений выражение для элементов ИМФ принимает вид 

   T1 1 1 1 1

0

( ), ( ),1( ) ,  , 1, 2, ..., .
N k k k k

ij
k i j

h x t t h x t t
M R i j s

    



   
 

 

3.3. Покажите, что если в модели (3.74), (3.75) неизвестные пара-
метры дополнительно входят в матрицу R, то элементы ИМФ вычис-
ляются с помощью следующего соотношения: 
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T1
1 1 1 11

0

( ), ( ),
( )

N
k k k k

ij
i jk

h x t t h x t t
M R


   



         
   

1 1sp , , 1, 2, ..., .
2 i j

N R R
R R i j s   

     
 

3.4. Используя материалы п. 3.1.1, покажите, что для модели (2.5), 
(2.6) с соответствующим вероятностным описанием при вхождении 
неизвестных параметров в матрицы F ,  ,  , H , Q , R , 0( )P t  и век-
тор 0( )x t , выражение (3.32) для элементов ИМФ можно представить в 
следующем удобном для программной реализации виде:  

 
T1

T T 1
0 1 1 1 0 1

0

( ) sp ( ) ( ) ( ) ( )
N

ij A k A k A k k
i jk

H H
M C x t x t t C B t




   


       
    

  

 T T T 1
0 1 1 1 1sp ( ) ( ) ( ) ( )A k A k A k j k

i

H
C x t x t t C H B t

   
 

     
 

 
T

T T 1
1 1 1 0 1sp ( ) ( ) ( ) ( )i A k A k A k k

j

H
HC x t x t t C B t

   
 

    
  

 

 T T T 1
1 1 1 1sp ( ) ( ) ( ) ( )i A k A k A k j kHC x t x t t C H B t
   

      
   

   

1 11 1
1 1

( ) ( )1
sp ( ) ( ) , , 1, 2, ...,

2
k k

k k
i j

B t B t
B t B t i j s  

 
     

   
.  (3.76) 

3.5. Как будет выглядеть соотношение (3.76), в случае когда неиз-
вестные параметры   входят только в матрицы F  и  ?  

3.6. Используя выражение (3.76), предложите и программно реали-
зуйте алгоритм вычисления ИМФ для линейной стационарной модели. 

3.7. Рассмотрим следующую одномерную линейную стационарную 
модель: 

1 1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k kx t x t u t w t      ; 
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1 1 1( ) ( ) ( )k k ky t x t v t    ,   0, 1k  . 

Будем считать, что выполнены все априорные предположения из вто-
рой главы, причем 

 ( ) ( ) 0.1i k ik ikE w t w t Q    ; 

 1 1( ) ( ) 0.3i k ik ikE v t v t R      ; 

 0 0( ) 0 ( )E x t x t  , 2
0 0( ) 0.1 ( )E x t P t     . 

Непосредственными расчетами покажите, что для данной  

модели при  T
0 1( ), ( ) [2, 2]U u t u t   и 1 2[ , ] [1, 1]      ИМФ 

8.35 12.31( )
12.31 27.70

M     
 

. 

Используйте данное упражнение для отладки программы, разрабо-
танной при выполнении упражнения 3.6. 

3.8. Покажите, что выражение для вычисления производных ИМФ 
по компонентам входного сигнала для линейной стационарной модели 
из упражнения 3.4 выглядит следующим образом: 

1
T1

0 1
0

( ; ) ( )
sp ( )

( ) ( )

N
ij A k

A k
ik

M U x tH
C x t

u t u t





   

          
  

T T
T 11

1 0 1
( )

( ) ( )
( )

A k
A k k

j

x t H
x t C B t

u t


 
 

 
    

 

T
T T T 11 1

0 1 1 1
( ) ( )

sp ( ) ( ) ( )
( ) ( )

A k A k
A k A k j k

i

x t x tH
C x t x t C H B t

u t u t
 

  
   

              
 

T T
T T 11 1

1 1 0 1
( ) ( )

sp ( ) ( ) ( )
( ) ( )

A k A k
i A k A k k

j

x t x t H
HC x t x t C B t

u t u t
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T
T T T1 1 1

1 1 1
( ) ( )

sp ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

A k A k
i A k A k j k

x t x t
HC x t x t C H B t

u t u t
  

  
   

              
 

 0, 1, ..., 1, 1, 2, ..., .N r      (3.77)

 3.9. Используя выражение (3.77), предложите и программно реали-
зуйте алгоритм вычисления производных ИМФ по компонентам вход-
ного сигнала для линейной стационарной модели.  

3.10. Непосредственными расчетами покажите, что для модели из 

упражнения 3.7 при    T
0 1( ), ( ) 2, 2U u t u t   и 1 2[ , ] [1, 1]    

 
производные ИМФ таковы: 

0

( ; ) 7.70 8.47
8.47 15.38( )

M U

u t

       
;   

1

( ; ) 0 3.85
3.85 12.31( )

M U

u t

       
. 

Используйте данное упражнение для отладки программы, разрабо-
танной при выполнении упражнения 3.9. 

3.11. Непосредственными вычислениями убедитесь в том, что для 
модели из упражнения 3.7 градиент критерия D-оптимальности (1.29) 
равен 

0

1

( , )
1.67( )

( , )
( , ) 0.10

( )

U

U

u t
U

U

u t

  
                 

. 

3.12. Для модели из упражнения 3.7 при 0.3R  , 0( ) 0.1P t  ,  

1 2[ , ] [1,1]    
 
и  2 1 ( ) 2, 0,1U kU R u t k       постройте  

D-оптимальные планы экспериментов, полагая последовательно 
0, 0.1, 1, 10, 100Q  . Результат сопоставьте с [41]. Влияет ли интенсив-

ность шумов системы на результат планирования? Если да, то как это 
можно объяснить?  

3.13. Покажите, что для линейной стационарной модели (2.5), (2.6) 
с соответствующими априорными предположениями ИМФ с элемен-
тами (3.76) не зависит от входного сигнала в случае вхождения неиз-
вестных параметров в элементы матриц Q , R  и 0( )P t . 
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