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Глава 1.

Неопределенный интеграл

§ 1.1. Определение неопределенного
интеграла

Нахождение производной, или дифференциала, заданной функции —
одна из основных задач дифференциального исчисления. Первой основной
задачей интегрального исчисления является обратная к дифференцирова-
нию задача — отыскание функции по заданной ее производной. К этой
задаче приводят многие проблемы механики, физики и других наук (на-
пример, задача об определении закона движения материальной точки по
заданной ее скорости, а также задача об определении закона движения и
скорости материальной точки по заданному ускорению).

Займемся поставленной задачей о нахождениифункции по ее производ-
ной.

Определение 1.1.1. Функция F(x) называется первообразной функцией
для функции f (x) на интервале (a,b), если в любой точке x из интервала
(a,b) функция F(x) имеет производную F ′(x), равную f (x), т. е. во всех
точках x ∈ (a,b) выполняется равенство F ′(x) = f (x).

Иногда говорят, чтоF(x) есть первообразнаяфункции f (x)на интервале
(a,b).

ПРИМЕР 1.1.1. Функция F(x) = sinx является первообразной функции
f (x) = cosx на всей числовой прямой (−∞,∞), так как в любой точке
x ∈ (−∞,∞) выполняется (sinx)′ = cosx.
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ПРИМЕР 1.1.2. Функция F(x) = arcsinx является первообраз-

ной для функции f (x) =
1√

1− x2
на интервале (−1,1), ибо в

каждой точке x ∈ (−1,1) справедливо равенство (arcsinx)′ =

=
1√

1− x2
.

Если функция F(x) является первообразной для функции f (x) на ин-
тервале (a,b), то и функция Φ(x) = F(x)+C будет первообразной для f (x)
на этом же интервале для любой постоянной C. Это следует из того, что
производная постоянной равна нулю. Таким образом, у функции f (x) пер-
вообразных бесконечно много. Но оказывается, что все они имеют вид
F(x)+C, где F(x) — некоторая конкретная первообразная.

Теорема 1.1.1. Пусть F1(x) и F2(x) — любые две первообразные функции
f (x) на интервале (a,b). Тогда всюду на этом интервале F2(x) = F1(x)+C,
гдеC — некоторая постоянная.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим G(x) = F2(x) − F1(x). Тогда G′(x) = F ′
2(x) −

F ′
1(x) = f (x)− f (x) = 0 для всех точек x ∈ (a,b). Зафиксируем произвольную

точку x0 ∈ (a,b) и пусть x0 < x < b. Тогда, по теореме Лагранжа,

G(x)−G(x0) = G′(c) · (x− x0),

где x0 < c < x. Но G′(c) = 0 по нашему предположению. Поэтому для всех
x ∈ (x0,b) G(x) = G(x0). Рассматривая функцию G(x) на отрезке [x,x0], где
a < x < x0, и снова применяя теорему Лагранжа, получаем, что G(x) = G(x0)
для всех x ∈ (a,x0). Полагая G(x0) = C, получаем G(x) = F2(x)−F1(x) = C

для всех x ∈ (a,b). Что и требовалось доказать.
Такимобразом, еслимынайдем одну какую-нибудь первообразнуюF(x)

для функции f (x) на интервале (a,b), то любая первообразная G(x) функ-
ции f (x) на этом интервале имеет вид G(x) = F(x)+C, где C — некоторая
постоянная.

Определение 1.1.2. Множество всех первообразныхфункции f (x)на ин-
тервале (a,b) называется неопределенным интегралом отфункции f (x) (на
этом интервале) и обозначается символом∫

f (x)dx.

Знак
∫

называется знаком интеграла, f (x)—подынтегральной функци-

ей, f (x)dx — подынтегральным выражением, x — переменной интегриро-
вания.
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Таким образом, как следует из определения,∫
f (x)dx = {F(x)+C, C ∈ R} .

Но обычно записывают просто∫
f (x)dx = F(x)+C, (1.1.1)

если F ′(x) = f (x).
Нахождениепервообразнойдля заданнойфункции, или, что тоже, отыс-

кание неопределенного интеграла по данной подынтегральной функции,
называется интегрированием этой функции.

Часто говорят «вычислить интеграл», или «взять интеграл». Интегриро-
вание представляет собой операцию, обратную дифференцированию. Для
того чтобы проверить правильность интегрирования, достаточно продиф-
ференцировать полученный результат и получить при этом подынтеграль-
ную функцию.

Мы сейчас не останавливаемся на вопросе, для каких функций суще-
ствует первообразная (а значит, и неопределенный интеграл). Отметим без
доказательстваследующийфакт.Еслифункция f (x)непрерывнанаинтерва-
ле (a,b), то на этом интервале существует первообразная F(x) для функции
f (x).

§ 1.2. Свойства неопределенного интеграла

Из определения неопределенного интеграла непосредственно вытекают
следующие его свойства.

(∫
f (x)dx

)′
= f (x) или d

∫
f (x)dx = f (x)dx. (1.2.1)

∫
F ′(x)dx = F(x)+C или

∫
dF(x) = F(x)+C. (1.2.2)

Действительно,
(∫

f (x)dx

)′
= (F(x)+C)′ = f (x),

d

∫
f (x)dx =

(∫
f (x)dx

)′
dx = f (x)dx.

Далее, из dF(x) = F ′(x)dx следует
∫

F ′(x)dx =
∫

dF(x) =

= F(x)+C.
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Следующиедва свойстваназываютсялинейнымисвойствамиинтеграла.∫
[ f (x)±g(x)] dx =

∫
f (x)dx±

∫
g(x)dx. (1.2.3)

∫
C f (x)dx = C

∫
f (x)dx, гдеC — постоянная. (1.2.4)

Докажем (1.2.3). Пусть F(x) — первообразная функции
f (x), G(x) — первообразная функции g(x). Тогда функции
F(x) ± G(x) — первообразные функций f (x) ± g(x). Следо-

вательно,
∫

f (x)dx ±
∫

g(x)dx = [F(x)+C1] ± [G(x)+C2] =

= [F(x)±G(x)] + [C1 ±C2] =
∫

[ f (x)±g(x)] dx + C, где C =

= C1 ±C2 — произвольная постоянная.
Отметим, что это свойство справедливо для любого конечного числа

слагаемых. Если
F1(x),F2(x), . . . ,Fn(x)

— первообразные для
f1(x), f2(x), . . . , fn(x)

и A1,A2, . . . ,An — произвольные постоянные, то справедливо равенство∫
[A1 f1(x)+A2 f2(x)+ . . .+An fn(x)] dx =

= A1

∫
f1(x)dx+A2

∫
f2(x)dx+ . . .+An

∫
fn(x)dx.

§ 1.3. Таблица основных интегралов

Из определения неопределенного интеграла следует, что если F ′(x) =

f (x), то
∫

f (x)dx = F(x)+C. Исходя из этого и используя таблицу простей-

ших производных, можно составить следующую таблицу неопределенных
интегралов, справедливость формул в которой легко проверяется диффе-
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ренцированием: ∫
xa dx =

xa+1

a+1
+C (a 6= −1); (1.3.1)

∫
dx

x
dx = ln |x|+C; (1.3.2)

∫
ax dx =

ax

lna
+C; (1.3.3)

∫
ekx dx =

ekx

k
+C; (1.3.4)

∫
sinaxdx = −cosax

a
+C; (1.3.5)

∫
cosaxdx =

sinax

a
+C; (1.3.6)

∫
dx

cos2 ax
=

1

a
tgax+C; (1.3.7)

∫
dx

sin2 ax
= −1

a
ctgax+C; (1.3.8)

∫
dx

x2 +a2
=

1

a
arctg

x

a
+C; (1.3.9)

∫
dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+C; (1.3.10)

∫
dx

x2 −a2
=

1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

x−a

x+a

∣

∣

∣

∣

+C; (1.3.11)

∫
dx√

x2 +a
= ln

∣

∣

∣x+
√

x2 +a

∣

∣

∣+C. (1.3.12)

Проверим, например, формулу (1.3.2). Если x > 0, то |x| = x

и (ln |x|)′ = (lnx)′ =
1

x
. Если x < 0, то |x| = −x и (ln |x|)′ =

= (ln(−x))′ =
1

−x
· (−1) =

1

x
. Следовательно, на (−∞,0) и на

(0,∞) (ln |x|)′ =
1

x
и формула (1.3.2) справедлива на (−∞,0)∪

∪(0,−∞).
Интегралы (1.3.1)–(1.3.12) мы далее будем называть табличными.
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§ 1.4. Основные методы интегрирования

1.4.1. Непосредственное интегрирование

Непосредственным интегрированием называют вычисление неопреде-
ленных интегралов с помощью непосредственного использования таблич-
ных интегралов и линейных свойств неопределенного интеграла.

ПРИМЕР 1.4.1.∫
(sin2x− cos3x) dx =

=

∫
sin2xdx−

∫
cos3xdx =

= −1

2
cos2x− 1

3
sin3x+C.

ПРИМЕР 1.4.2.
∫

x3 − x+1√
x

dx =

=
∫ 
x

5

2 − x

1

2 + x
−

1

2



 dx =

=
2

7
x

7

2 − 2

3
x

3

2 +2x

1

2 +C.

1.4.2. Метод подстановки (замена переменной в неопределенном инте-

грале)

Часто не удается указать непосредственную F(x), так, что∫
f (x)dx = F(x)+C.

Но после введения новой переменной во многих случаях получается либо
сразу табличный интеграл, либо интеграл, легко сводящийся к табличному.
Такой метод вычисления интеграла называется методом подстановки, или
методом замены переменной.

Он основан на следующей теореме.

Теорема 1.4.1 (о замене переменной в неопределенном интеграле).

Пусть функция x = ϕ(t) определена и дифференцируема на некотором ин-
тервале (α,β) и пустьX —множество значений этойфункции—интервал,
полуинтервал или отрезок. И пусть на X определена функция f (x). Тогда,
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если на множестве X функция f (x) имеет первообразную, то на интервале
(α,β) справедлива формула замены переменной в неопределенном интеграле∫

f (x)dx

∣

∣

∣

∣

x=ϕ(t)

=
∫

f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F(x) — первообразная для функции f (x) на
множестве X . Рассмотрим на интервале (α,β) функцию

G(t) = F(ϕ(t)).

Тогда, по правилу дифференцирования сложной функции,

G′(t) = F ′[ϕ(t)] ·ϕ′(t) = f (ϕ(t)) ·ϕ′(t).

Значит, G(t) является первообразной для функции g(t) =

= f (ϕ(t)) · ϕ′(t). Следовательно,
∫

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C. Но

F (ϕ(t))+C = [F(x)+C]

∣

∣

∣

∣

x=ϕ(t)

=

∫
f (x)dx

∣

∣

∣

∣

x=ϕ(t)

. Теорема доказана.

ПРИМЕР 1.4.3.

∫
xdx√
1+ x2

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2 +1 = t

2xdx = dt

xdx =
dt

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∫

dt

2
√

t
=

=
√

t +C =
√

x2 +1+C.

В приведенных выкладках вертикальными черточками отделены вспо-
могательные записи. Это позволяет не прерывать цепочку рассуждений.
Далее мы будем систематически пользоваться такой формой записи при
проведении вычислений или оценок.
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ПРИМЕР 1.4.4.

∫
√

4− x2 dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = 2sin t

dx = 2cos t dt

t = arcsin
x

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
∫
√

4−4sin2 t ·2cos t dt = 4

∫
√

1− sin2 t · cos t dt =

= 4

∫
cos2 t dt = 2

∫
(1+ cos2t)dt = 2

(

t +
1

2
sin2t

)

+C =

= 2t + sin2t +C = 2arcsin
x

2
+ sin2arcsin

x

2
+C =

= 2arcsin
x

2
+2 · x

2

√

1− x2

4
+C =

= 2arcsin
x

2
+

x

2

√

4− x2 +C.

Здесь мы воспользовались тем, что

sin2arcsin
x

2
= 2sinarcsin

x

2
cosarcsin

x

2
= 2

x

2

√

1− x2

4
.

ПРИМЕР 1.4.5.

∫
xe−x2

dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2 = t

2xdx = dt

xdx =
1

2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∫

e−t · 1

2
dt =

= −1

2
e−t +C = −1

2
e−x2

+C.

ПРИМЕР 1.4.6.∫
esinx cosxdx =

∣

∣

∣

∣

sinx = t

cosxdx = dt

∣

∣

∣

∣

=
∫

et dt =

= et +C = esinx +C.

ПРИМЕР 1.4.7.
∫

x

(x2 +a2)m dx =

∣

∣

∣

∣

∣

x2 +a2 = t

xdx =
1

2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∫
dt

tm
=

=
1

2

1

(1−m)tm−1
+C =

1

2(1−m)(x2 +a2)m−1
+C.
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1.4.3. Метод интегрирования по частям

Метод основан на формуле дифференцирования произведения двух
функций.

Теорема 1.4.2 (интегрирование по частям в неопределенном интегра-

ле). Пусть функции u(x) и v(x) определены и дифференцируемы на неко-
тором интервале (a,b) и пусть функция u′(x)v(x) имеет первообразную на
интервале (a,b). Тогда на интервале (a,b) функция u(x)v′(x) также имеет
первообразную и справедлива формула∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫

u′(x)v(x)dx,

или, поскольку u′(x)dx = du, v′(x)dx = dv,∫
udv = uv−

∫
vdu.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из равенства

[u(x)v(x)]′ = u′(x)v(x)+u(x)v′(x)

следует, что
u(x)v′(x) = [u(x)v(x)]′−u′(x)v(x).

Первообразной для функции [u(x)v(x)]′ является функция u(x)v(x). Функ-
ция u′(x)v(x) имеет первообразную на (a,b) по предположению. Следова-
тельно функция u(x)v′(x) имеет первообразную на интервале (a,b). Инте-
грируя последнее равенство, получаем формулу. Теорема доказана.

ПРИМЕР 1.4.8.
∫

lnxdx =

∣

∣

∣

∣

∣

u = lnx , du =
dx

x
dx = dv , v = x

∣

∣

∣

∣

∣

=

= x lnx−
∫

x · dx

x
= x lnx− x+C.

В некоторых, наиболее простых случаях, можно не вводить явно функ-
ции u(x) и v(x).

ПРИМЕР 1.4.9.∫
xcosxdx =

∫
xd sinx = x · sinx−

∫
sinxdx =

= xsinx+ cosx+C.

Иногда приходится использовать формулу интегрирования по частям
два раза и более.
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ПРИМЕР 1.4.10.∫
x2ex dx =

∣

∣

∣

∣

x2 = u, du = 2xdx

ex dx = dv, v = ex

∣

∣

∣

∣

=

= x2ex −2

∫
xex dx =

∣

∣

∣

∣

u = x, du = dx

ex dx = dv, v = ex

∣

∣

∣

∣

=

= x2ex −2xex +2

∫
ex dx = x2ex −2xex +2ex +C.

Формула интегрирования по частям используется при вычислении ин-
тегралов вида∫

eaxxm dx,

∫
xm sinbxdx,

∫
xm cosbxdx,∫

xm arctgbxdx,
∫

xm arcsinbxdx,
∫

xm lnxdx.

Рассмотрим еще в качестве примера вычисление интеграла

J =

∫
eax sinbxdx.

Приеговычислениимыприходимнектабличномуинтегралу, а куравнению
1-го порядка, где неизвестным будет интеграл J. Имеем

J =
∫

eax sinbxdx =

∣

∣

∣

∣

∣

u = eax, du = aeax dx

sinbxdx = dv, v = −cosbx

b

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −cosbx

b
eax +

a

b

∫
eex cosbxdx.

Получившийся интеграл снова вычислим по частям

I =
∫

eax cosbxdx =

∣

∣

∣

∣

∣

u = eax, du = aeax dx

cosbxdx = dv, v =
sinbx

b

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
sinbx

b
eax − a

b

∫
eax sinbxdx.

Таким образом, получаем

I =

[

sinbx

b
eax − a

b

∫
eax sinbxdx

]

.

Отсюда вытекает равенство

J =
a

b2
sinbx · eax − cosbx

b
eax − a2

b2
J.

Выражая из этого равенства J, получаем

J =
∫

eax sinbxdx =
asinbx−bcosbx

a2 +b2
eax +C.
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Аналогично получаем формулу∫
eax cosbxdx =

acosbx+bsinbx

a2 +b2
eax +C.

С помощью этого приема можно вычислить также интегралы∫
sin(lnx)dx и

∫
cos(lnx)dx.

§ 1.5. Интегрирование рациональных
функций

Рациональной функцией называется отношение двух многочленов, т.е.

функция вида f (x) =
P(x)

Q(x)
, где P(x) и Q(x) — многочлены. В частном слу-

чае, когда Q(x) тождественно равен постоянной, рациональная функция
f (x) становится многочленом. В этом случае ее иногда называют целой ра-

циональнойфункцией. ЕслиQ(x) отличен от постоянной, то функцию
P(x)

Q(x)
называют дробно-рациональной функцией. Иногда рациональную функ-
цию называют рациональной дробью.

Рациональная функция называется правильной, если степень числителя
строго меньше степени знаменателя.

Неправильную рациональнуюфункцию всегда можно свести к правиль-
ной, разделив числитель на знаменатель «столбиком» и выделив из дроби
целую часть — многочлен.

ПРИМЕР 1.5.1. Рассмотрим рациональную функцию

f (x) =
x4 +1

x2 + x+1
.

Поделим числитель на знаменатель «столбиком» :

x4 +1 x2 + x+1

x4 + x3 + x2 x2 − x

− x3 − x2 +1

− x3 − x2 − x

x+1

Таким образом, целая часть от деления равна x2 − x, остаток — много-
член x+1, и мы можем записать

x4 +1

x2 + x+1
= x2 − x+

x+1

x2 + x+1
.
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Далее нам понадобятся некоторые сведения из алгебры, которые мы
приведем без доказательств.

Теорема 1.5.1 (о разложениимногочлена на простейшие действитель-

ные множители). Любой многочлен Q(x) степени n может быть представ-
лен в виде произведения

Q(x) = A0(x−a1)
m1 · · ·(x−ak)

mk(x2 + p1x+q1)
l1 · · ·(x2 + prx+qr)

lr ,

где a1, . . . ,ak — действительные корни Q(x), а квадратные трехчлены x2 +
p jx+q j, j = 1,2, . . . ,r, не имеют действительных корней, и m1 +m2 + . . .+
mk +2l1 +2l2 + . . .+2lr = n. Числа mi называются кратностями корней ai.

Теорема 1.5.2 (о разложении правильной рациональной функции на

простейшие дроби). Пусть
P(x)

Q(x)
— правильная рациональная функция и

Q(x) = A0(x−a1)
m1 · · ·(x−ak)

mk(x2 + p1x+q1)
l1 · · ·(x2 + prx+qr)

lr .

Тогда рациональная функция единственным образом представима в виде

P(x)

Q(x)
=

A1

(x−a1)m1
+

A2

(x−a1)m1−1
+ . . .+

Am1

x−a1
+ . . .+

+
B1

(x−ak)mk
+

B2

(x−ak)mk−1
+ . . .+

Bmk

x−ak

+

+
C1x+D1

(x2 + p1x+q1)l1
+

C2x+D2

(x2 + p1x+q1)l1−1
+ . . .+

+
Cl1x+Dl1

x2 + p1x+q1
+ . . .+

M1x+N1

(x2 + prx+qr)lr
+

+
M2x+N2

(x2 + prx+qr)lr−1
+ . . .+

Mlr x+Nlr

x2 + prx+qr

,

где A1, . . . , Am1
, B1, . . . , Bmk

, C1, D1, . . . , Cl1 , Dl1 , M1, N1, . . . , Mlr , NlR —
некоторые действительные постоянные.

Дроби вида

I.
A

x−a
, III.

Cx+D

x2 + px+q
,

II.
A

(x−a)m
, IV.

Cx+D

(x2 + px+q)m
,

где m > 1, называются простейшими, или элементарными дробями.
Представление правильной рациональной функции в виде суммы про-

стейших имеет место для всех x, не являющихся корнями знаменателя Q(x).
Чтобы определить постоянные A1,A2, . . . ,Mlr ,Nlr , умножим обе части ра-
венства на многочлен Q(x). Тогда в левой части равенства будет многочлен
P(x), а в правой—многочлен с неизвестными коэффициентами, и оба мно-
гочлена равны при всех значениях x.
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Теорема 1.5.3. Если два многочлена равны тождественно, то их коэф-
фициенты при одинаковых степенях равны.

Теорему мы примем без доказательства. Из этой теоремы следует, что,
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x у многочлена P(x)
и многочлена, который получается в правой части, мы получаем систему
линейных уравнений для нахождения неизвестных коэффициентов. Такой
метод отыскания коэффициентов называется методом неопределенных ко-
эффициентов.

ПРИМЕР 1.5.2. Рассмотрим рациональную функцию

f (x) =
x−1

(x−2)(x+1)2
.

Здесь P(x) = x−1, Q(x) = (x−2)(x+1)2. Согласно теореме имеем

x−1

(x−2)(x+1)2
=

A

x−2
+

B

(x+1)2
+

C

x+1
.

Отсюда, умножая равенство на Q(x) (или приводя сумму дробей справа к
общему знаменателю и приравнивая числители), получаем

x−1 = A(x+1)2 +B(x−2)+C(x−2)(x+1),

или
x−1 = (A+C)x2 +(2A+B−C)x+(A−2B−2C).

Мы получаем систему уравнений

x2 : 0 = A+C;

x : 1 = 2A+B−C;

1 : −1 = A−2B−2C.

Решая ее, находим, A = 1/9, B = 2/3,C = −1/9. Таким образом,

x−1

(x−2)(x+1)2
=

1

9
· 1

x−2
+

2

3
· 1

(x+1)2
− 1

9
· 1

x+1
.

Если знаменатель Q(x) имеет различные действительные однократные
корни, то удобнее использовать метод, который мы назовем методом под-
становки. Проиллюстрируем метод на примере.

ПРИМЕР 1.5.3. Найти разложение рациональной функции

x+1

(x−2)(x+3)(x−1)

на простейшие дроби. Согласно теореме, имеем

x+1

(x−2)(x+3)(x−1)
=

A

x−2
+

B

x+3
+

C

x−1
.
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Домножим обе части равенства на (x − 2)(x + 3)(x − 1) и, не раскрывая
скобок, получаем

x+1 = A(x+3)(x−1)+B(x−2)(x−1)+C(x−2)(x+3).

Это равенство верно для всех x, включая и x = −3, x = 1,
x = 2 — корни знаменателя. Полагая последовательно в этом ра-
венстве x = −3, x = 1, x = 2, получим, если x = −3, −2 =
= −20B и B = 1/10 = 0,1; при x = 1 получим 2 = −4C, C =
= −1/2 = −0,5. Наконец, полагая x = 2, получим 3 = 5A, A =
= 3/5 = 0,6. Итак,

x+1

(x−2)(x+3)(x−1)
=

0,6

x−2
+

0,1

x+3
− 0,5

x−1
.

Из всего вышесказанного следует, что интегрирование рациональной
функции сводится к интегрированию простейших дробей. При этом две
дроби I и II типов дают нам табличные интегралы. Точнее, имеем

I.
∫

A

x−a
dx = A ln |x−a|+C

II.
∫

A

(x−a)m
dx = A

∫
(x−a)−m dx =

=
A

(1−m)(x−a)m−1
+C при m 6= 1.

Вместо дроби III рассмотрим несколько более общую дробь, а именно
Cx+D

ax2 +bx+ c
. Сначала рассмотриминтеграл

∫
dx

ax2 +bx+ c
. Выделяя полный

квадрат в трехчлене, получаем

ax2 +bx+ c = a

[

(

x+
b

2a

)2

− b2 −4ac

4a2

]

.

Сделаем замену переменной x+
b

2a
= t, dx = dt и обозначим

b2 −4ac

4a2
=±k2

в зависимости от знака b2 −4ac. Тогда∫
dx

ax2 +bx+ c
=

1

a

∫
dt

t2 ∓ k2
.

Если b2 −4ac > 0, то имеем
b2 −4ac

4a2
= k2 и

∫
dx

ax2 +bx+ c
=

1

a

∫
dt

t2 − k2
=

1

2ak
ln

∣

∣

∣

∣

t − k

t + k

∣

∣

∣

∣

+C =

=
1

2ak
ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+
b

2a
− k

x+
b

2a
+ k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+C, k =

√
b2 −4ac

2|a| .
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Если b2 −4ac < 0, то
b2 −4ac

4a2
= −k2 и

∫
dx

ax2 +bx+ c
=

1

a

∫
dt

t2 + k2
=

1

ak
arctg

t

k
+C =

=
1

ak
arctg

x+
b

2a
k

+C, k =

√
b2 −4ac

2|a| .

Рассмотрим теперь интеграл∫
Cx+D

ax2 +bx+ c
dx.

Если сделать замену ax2 + bx + c = t, то (2ax + b)dx = dt. Подберем по-
стоянные M и N так, чтобы для всех x выполнялось равенство Cx + D =
M(2ax + b)+ N. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x,

получаем M =
1

2a
C, N = D− b

2a
C. Тогда, очевидно,

∫
Cx+D

ax2 +bx+ c
dx = M

∫
2ax+b

ax2 +bx+ c
dx+N

∫
dx

ax2 +bx+ c
=

= M

∫
dt

t
+

N

a

∫
dx

(

x+
b

2a

)2

− b2 −4ac

4a2

, t = ax2 +bx+ c.

Первый интеграл в получившейся правой части — табличный, а второй мы
рассмотрели выше.

ПРИМЕР 1.5.4. Вычислить ∫
x+1

2− x− x2
dx.

Если положить t = 2− x− x2, то dt = (−1−2x)dx. Пусть x +1 = M(−2x−
1)+N. Тогда M = −1/2, N = 1/2 и
∫

x+1

2− x− x2
dx = −1

2

∫
(−2x−1)dx

2− x− x2
− 1

2

∫
dx

x2 + x−2
=

=

∣

∣

∣

∣

2− x− x2 = t

(−2x−1)dx = dt

∣

∣

∣

∣

= −1

2

∫
dt

t
− 1

2

∫
dx

(

x+
1

2

)2

− 9

4

=

= −1

2
ln |t|− 1

2 ·2 · 3

2

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+
1

2
− 3

2

x+
1

2
+

3

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+C = −1

2
ln |2− x− x2|−

− 1

6
ln

∣

∣

∣

∣

2x−2

2x+4

∣

∣

∣

∣

+C =
1

6
ln

∣

∣

∣

∣

x+2

x−1

∣

∣

∣

∣

− 1

2
ln |2− x− x2|+C.
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Рассмотрим теперь оставшуюся дробь
∫

Cx+D

(x2 + px+q)m
dx,

где m > 1, p2 − 4q < 0, то есть, квадратный трехчлен не
имеет действительных корней. В этом случае x2 + px + q =

=
(

x+
p

2

)2

− p2 −4q

4
= t2 + k2, где мы положили t = x +

p

2
,

− p2 −4q

4
= k2 > 0. Мы получаем

∫
Cx+D

(x2 + px+q)m
dx =

∫ Ct +D− p

2
C

(t2 + k2)m dt =

= C

∫
t dt

(t2 + k2)m +(D− p

2
C)
∫

dt

(t2 + k2)m .

Вычислим первый из интегралов в правой части. Сделаем замену перемен-
ной t2 + k2 = z, 2t dt = dz. Тогда∫

t dt

(t2 + k2)m =
1

2

∫
dz

zm
=

1

2

1

(1−m)zm−1
+C =

=
1

2

1

(1−m)(t2 + k2)m−1
+C.

Вычислим второй интеграл. Точнее, мы получим для него рекуррентную
формулу, сводящую вычисление интеграла

Im =
∫

dt

(t2 + k2)m

к вычислению Im−1. Сделаем некоторые преобразования в интеграле Im

Im =
∫

dt

(t2 + k2)m =
1

k2

∫
k2 + t2 − t2

(t2 + k2)m dt =

=
1

k2
Im−1 −

1

k2

∫
t · t dt

(t2 + k2)m .

Второй интеграл вычислим по частям∫
t · t dt

(t2 + k2)m =

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = t, du = dt
t dt

(t2 + k2)m = dv, v =
∫

t dt

(t2 + k2)m =

=
1

2

∫
d(t2 + k2)

(t2 + k2)m =
1

2(1−m)(t2 + k2)m−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
t

2(1−m)(t2 + k2)m−1
− 1

2(1−m)

∫
dt

(t2 + k2)m−1
.
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Поэтому

Im =
1

k2
Im−1 +

t

2(m−1)(t2 + k2)m−1
k2

+
1

2(m−1)k2
Im−1.

И мы получаем рекуррентную формулу

Im =
2m−1

2k2(m−1)
Im−1 +

t

2k2(m−1)(t2 + k2)m−1
, k = 2,3,4, . . .

I1 =
∫

dt

t2 + k2
=

1

k
arctg

t

k
+C. С помощью рекуррентной формулы можно

вычислить Im для любого заданного m > 1, сводя его по формуле сначала к
Im−1, затем к Im−2 и доходя в конце концов до I1.

Подведем итог. Для того чтобы проинтегрировать рациональную функ-

цию
P(x)

Q(x)
нужно проделать следующие шаги:

1. Если степень числителя не меньше степени знаменателя, то выделить
целую часть, т.е. представить дробь в виде

P(x)

Q(x)
= L(x)+

R(x)

Q(x)
,

где L(x) и R(x) —многочлены и степень R строго меньше степени Q.

2. Правильную дробь
R

Q
представить в виде суммы простейших дробей

с неопределенными коэффициентами и найти эти коэффициенты.
3. Проинтегрировать сумму простейших дробей в разложении дроби

R(x)

Q(x)
и многочлен L(x).

ПРИМЕР 1.5.5. Вычислить ∫
x4 +1

x3 +27
dx.

Выделяем целую часть у подынтегральной рациональной функции.

x4 +1 x3 +27

x4 +27x x

−27x+1

Следовательно,
x4 +1

x3 +27
= x+

1−27x

x3 +27
.

Далее, поскольку x3 +27 = (x+3)(x2 −3x+9), то

1−27x

x3 +27
=

A

x+3
+

Bx+C

x2 −3x+9
.
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Умножая на x3 + 27 обе части равенства, после приведения подобных полу-
чаем

1−27x = (A+B)x2 +(3B+C−3A)x+(9A+3C).
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем систему
уравнений относительно A, B,C







A+B = 0;

−3A+3B+C = −27;

9A+3C = 1.

Находим коэффициенты: A =
82

27
, B = −82

27
,C = −79

9
= −237

27
. Итак,

∫
x4 +1

x27+27
dx =

∫
xdx+

82

27

∫
dx

x+3
− 1

27

∫
82x+237

x2 −3x+9
dx =

=
x2

2
+

82

27
ln |x+3|− 1

27

∫
82x+237

x2 −3x+9
dx.

Вычислим последний интеграл. Сделаем замену переменной x2−
−3x + 9 = t, 2x− 3 = dt. Во втором интеграле выделим полный квадрат

в квадратном трехчлене, x2 −3x+9 =

(

x− 3

2

)2

+
27

4
. Тогда

∫
82x+237

x2 −3x+9
dx = 41

∫
dt

t
+360

∫ d

(

x− 3

2

)

(

x− 3

2

)2

+
27

4

=

= 41ln |t|+360
2√
27

arctg
x−3/2√

27/2
+C =

= 41ln |x2 −3x+9|+ 240√
3

arctg
2x−3

3
√

3
+C.

Окончательно получим∫
x4 +1

x3 +27
dx =

x2

2
+

82

27
ln |x+3|−

− 41

27
ln(x2 −3x+9)− 80

3
√

3
arctg

2x−3

3
√

3
+C.

§ 1.6. Интегрирование простейших
иррациональностей

а) Интеграл вида
∫

dx√
ax2 +bx+ c

приводится к
∫

dt√
t2 ± k2

или
∫

dt√
k2 − t2

в зависимости от знака a.
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Если a > 0, то, записав ax2 +bx+c = a

[

(

x+
b

2a

)2

− b2 −4ac

4a2

]

и сделав

замену x+
b

2a
= t, dx = dt,

b2 −4ac

4a2
=±k2 —взависимости от знака b2−4ac,

получим интеграл
1√
a

∫
dt√

t2 ± k2
=

1√
a

ln(t +
√

t2 ± k2)+C.

Если a < 0, то ax2 + bx + c = −a

(

− c

a
− b

a
x− x2

)

=

−a

[

b2 −4ac

4a2
−
(

x+
b

2a

)2
]

. Здесь должно быть b2 − 4ac > 0, иначе

ax2 +bx + c < 0 при всех x, а трехчлен у нас стоит под квадратным корнем.

Тогда, после замены
b2 −4ac

4a2
= k2, x+

b

2a
= t, dx = dt, мы получим интеграл

∫
dx√

ax2 +bx+ c
=

1√
−a

∫
dt√

k2 − t2
=

1√
−a

arcsin
t

k
+C,

где k =

√
b2 −4ac

2|a| .

б) Интегралы вида
∫

Cx+D√
ax2 +bx+ c

dx вычисляются тем же приемом, что

и интегралы
∫

Cx+D

ax2 +bx+ c
dx.

Вычислив коэффициенты M и N из равенства Cx + D =
= M(2ax+b)+N, получим∫

Cx+D

ax2 +bx+ c
dx = M

∫
(2ax+b)dx√
ax2 +bx+ c

+N

∫
dx√

ax2 +bx+ c
.

Первый интеграл в правой части после замены переменной ax2+

+bx+ c = t приводится к виду
∫ dt√

t
. Второй интеграл рассмотрен выше.

ПРИМЕР 1.6.1. Вычислим интеграл∫
xdx√

x2 + x+1
.

Если сделать замену переменной x2 + x + 1 = t, то тогда (2x+
+1)dx = dt. Поэтому ищем числа M и N из равенства x =
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= (2x+1)M +N. Тогда M =
1

2
, N = −1

2
. Запишем наш интеграл в виде

∫
xdx√

x2 + x+1
=

1

2

∫
(2x+1)dx√

x2 + x+1
− 1

2

∫
dx

√

(

x+
1

2

)2

+
3

4

.

После заменыпеременных—впервоминтегралеx2 +x+1 = t, (2x+1)dx = dt,

во втором — x+
1

2
= s, dx = ds, получаем,

∫
xdx√

x2 + x+1
=

1

2

∫
dt√

t
− 1

2

∫
ds

√

s2 +3/4
=

=
√

t − 1

2
ln(s+

√

s2 +3/4)+C =

=
√

x2 + x+1− 1

2
ln

(

x+
1

2
+
√

x2 + x+1

)

+C.

ПРИМЕР 1.6.2. Вычислить интеграл∫
(x−1)dx√
3−2x− x2

.

Найдем M и N из равенства x − 1 = M(−2x − 2) + N. Имеем M =

=−1

2
,N =−2. Выделяя полный квадрат 3−2x−x2 = 4−(x+1)2, вычисляем

наш интеграл.
∫

(x−1)dx√
3−2x− x2

= −1

2

∫
d(3−2x− x2)√

3−2x− x2
−2

∫
d(x+1)

√

4− (x+1)2
=

= −
√

3−2x− x2 −2arcsin
x+1

2
+C.

в) Интеграл вида
∫

R

(

x, m

√

ax+b

cx+d

)

dx, где a, b, c, d — некоторые числа

(

a

c
6= b

d

)

, m — натуральное число, R — рациональная функция от x и от

m

√

ax+b

cx+d
.

Функция R(u,v) двух переменных называется рациональной, ес-

ли она имеет вид R(u,v) =
P(u,v)

Q(u,v)
, где P(u,v) и Q(u,v) — по каж-

дой переменной по отдельности — многочлены. Например, R(u,v) =
4u2 −uv+2v2 + v−u+1

u3 +4uv2 −7
—рациональнаяфункция двух переменных. Здесь
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P(u,v) = 4u2−uv+2v2 +v−u+1, Q(u,v) = u3 +4uv2−7. Докажем, что под-
становкой

t = m

√

ax+b

cx+d
вычисление нашего интеграла сводится к вычислению интеграла от рацио-

нальной функции одной переменной t. Действительно,
ax+b

cx+d
= tm, откуда

x =
b−dtm

ctm −a
, dx =

mtm−1(ad −bc)

(ctm −a)2
dt, и, следовательно,

∫
R

(

x, m

√

ax+b

cx+d

)

dx =

=
∫

R

(

b−dtm

ctm −a
, t

)

mtm−1(ad −bc)

(ctm −1)2
dt =

∫
R1(t)dt,

где R1 — рациональная функция от t.

ПРИМЕР 1.6.3. Вычислить интеграл∫ √
x+1

dx

x
.

Делаем замену переменной x+1 = t2. Тогда dx = 2t dt и мы получаем

∫ √
x+1

dx

x
=
∫

t · 2t dt

t2 −1
= 2

∫
t2 dt

t2 −1
= 2

∫
dt +2

∫
dt

t2 −1
=

= 2t + ln

∣

∣

∣

∣

t −1

t +1

∣

∣

∣

∣

+C = 2
√

x+1+ ln

√
x+1−1√
x+1+1

+C.

ПРИМЕР 1.6.4. Вычислить интеграл∫
1−

√
x+1

1+ 3
√

x+1
dx.

Сделаем замену 6
√

x+1 = t. Тогда x = t6 −1, dx = 6t5 dt,∫
1−

√
x+1

1+ 3
√

x+1
dx =

∫
1− t3

1+ t2
6t5 dt = 6

∫
t5 − t8

1+ t2
dt.

Выделим целую часть у подынтегральной рациональной функции

t5 − t8

1+ t2
= −t6 + t4 + t3 − t2 − t +1+

t −1

t2 +1
.
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Поэтому

∫
1−

√
x+1

1+ 3
√

x+1
dx =

∫
(

−t6 + t4 + t3 − t2 − t +1
)

dt+

+
∫

t dt

t2 +1
−
∫

dt

t2 +1
= − t7

7
+

t5

5
+

t4

4
− t3

3
− t2

2
+ t+

+
1

2
ln(t2 +1)− arctg t +C = −1

7
(x+1)7/6 +

1

5
(x+1)5/6+

+
1

4
(x+1)2/3 − 1

3
(x+1)1/2 − 1

2
(x+1)1/3 + 6

√
x+1+

+
1

2
ln
[

(x+1)−1/3 +1
]

− arctg
6
√

x+1+C.

г) Интеграл вида
∫

R
(

x,
√

ax2 +bx+ c
)

dx, где a, b, c — некоторые числа,

a 6= 0, R — рациональная функция двух переменных.
Если квадратный трехчлен ax2 + bx + c не имеет корней, то знак трех-

члена совпадает со знаком a. Значит, a > 0, так как трехчлен находится
под квадратным корнем. В этом случае можно сделать подстановку Эйлера
(первая подстановка Эйлера)

t =
√

ax2 +bx+ c+ x
√

a.

Возводя в квадрат обе части равенства
√

ax2 +bx+ c = t − x
√

a,
мы получаем ax2 + bx + c = t2 − 2xt

√
a + xa2. Откуда следу-

ет x =
t2 − c

2t
√

a+b
, dx = 2

t2
√

a+bt + c
√

a

(2t
√

a+b)2
dt,

√
ax2 +bx+ c =

=
t2
√

a+bt + c
√

a

2t
√

a+b
мы получаем интеграл от рациональной функции:

∫
R
(

x,
√

ax2 +bx+ c
)

dx =

=
∫

R

(

t2 − c

2t
√

a+b
,
t2
√

a+bt + c
√

a

2t
√

a+b

)

2
t2
√

a+bt + c
√

a

(2t
√

a+b)2
dt.

Если квадратичный трехчлен имеет действительные корни x1 и x2 (x1 6=
x2), то можно сделать подстановку (вторая подстановка Эйлера)

t =

√
ax2 +bx+ c

x− x1
.

Самостоятельно проверьте , что в этом случае мы получаем интеграл от
рациональной функции одной переменной.
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ПРИМЕР 1.6.5. Вычислить интеграл∫
dx

x+
√

x2 +1
.

Делаем подстановку t =
√

x2 +1 + x. Тогда t2 + 2tx + x2 = x2 + 1, x =
t2 −1

2t
,

dx =
t2 +1

2t2
dt,

∫
dx

x+
√

x2 +1
=
∫

(t2 +1)dt

t ·2t2
=

1

2

∫
t2 +1

t3
dt =

=
1

2

∫
dt

t
+

1

2

∫
t−3 dt =

1

2
ln |t|− 1

4t2
+C =

=
1

2
ln |x+

√

x2 +1|− 1

4(x+
√

x2 +1)2
+C.

§ 1.7. Интеграл вида

∫
R(sinx,cosx)dx,

где R —рациональная функция
двух переменных

Данныйинтеграл сводится к интегралу от рациональнойфункцииодной

переменной подстановкой t = tg
x

2
.

Даннуюподстановкуназывают универсальной.Поскольку sinx =
2t

1+ t2
,

cosx =
1− t2

1+ t2
, x = 2arctg tg t, dx =

2dt

1+ t2
, то

∫
R(sinx,cosx)dx =

∫
R

(

2t

1+ t2
,

1− t2

1+ t2

)

2dt

1+ t2
=

∫
R1(t)dt,

где R1(t) — рациональная функция одной переменной.

ПРИМЕР 1.7.1. Вычислить интеграл∫
dx

a+bsinx
.
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Делаем подстановку t = tg
x

2
. Тогда

∫
dx

a+bsinx
=
∫

2dt

(1+ t2)

(

a+
2b

1+ t2

) = 2

∫
dt

a+at2 +2bt
=

=
2

a

∫
dt

t2 +2t
b

a
+

b2

a2
+

(

1− b2

a2

) =
2

a

∫
dt

(

t +
b

a

)2

+
a2 −b2

a2

.

Положим, например, a = 5, b = 3.
∫

dx

5+3sinx
= 2

∫
dt

5t2 +6t +5
=

2

5

∫
dt

t2 +
6

5
t +1

=

=
2

5

∫
dt

(

t +
2

5

)2

+1− 9

25

=
2

5

∫
dt

(

t +
2

5

)2

+
16

25

=

=
2

5
· 5

4
arctg

t +3/5

4/5
+C =

1

2
arctg

5t +3

4
+C =

=
1

2
arctg

5tg
x

2
+3

4
+C.

Универсальная подстановка всегда сведет вычисление интеграла∫
R(sinx,cosx)dx

к вычислению интеграла от рациональной функции одной переменной, но
вычисления при этом могут получиться очень громоздкими. Поэтому в
зависимости от конкретного вида интеграла следует искать оптимальные
подстановки. Например, для интегралов вида∫

R(sin2 x,cos2 x)dx,
∫

R(sin2 x)dx,
∫

R(cos2 x)dx

подстановка t = tgx часто бывает лучше, чем универсальная. Следует также
помнить о формулах

sin2 x =
1− cos2x

2
, cos2 x =

1+ cos2x

2
,

понижающих степень тригонометрических функций.
В случае интеграла ∫

sinn xcosm xdx,

где хотя бы одно из чисел m или n нечетное, удобнее сделать подстановку
t = sinx, если m нечетное, либо t = cosx, если n нечетное.
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ПРИМЕР 1.7.2. Вычислить интеграл∫
sin3 xcos2 xdx.

Перепишем интеграл следующим образом:∫
sin3 xcos2 xdx = −

∫
(1− cos2 x)cos2 xd cosx,

учитывая, что sin2 x = 1− cos2 x и sinxdx = −d cosx.
Тогда, сделав замену переменной cosx = t, получим∫

sin3 xcos2 xdx = −
∫

(1− t2)t2 dt =

∫
(t4 − t2)dt =

=
t5

5
− t3

3
+C =

cos5 x

5
− cos3 x

3
+C.

В заключение отметим, что рассмотренные методы и приемы интегри-
рования не исчерпывают всех классов интегрируемыхфункций.Но из изло-
женного выше видно, что техника интегрирования сложнее по сравнению с
дифференцированием. И если дифференцирование скорее техническая за-
дача, то интегрирование в некотором роде искусство, требующее навыков
и изобретательности.

Отметим еще одно отличие интегрирования от дифференцирования по
своим свойствам. Дифференцирование не выводит элементарные функции
из своего класса, т.е., производная элементарной функции есть снова эле-
ментарная функция. Напомним здесь определение элементарной функции.
Функции f (x) = C —постоянная, f (x) = xa — степенная, f (x) = ax —пока-
зательная, f (x) = loga(x) — логарифмическая, sinx, cosx, tgx, ctgx и обрат-
ные тригонометрические arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx называются основ-
ными элементарными функциями. Все функции, получаемые с помощью
конечного числа арифметических действий над основными элементарны-
ми функциями, а также суперпозицией (функция от функции, называемая
иногда сложной функцией) этих функций, составляют класс элементарных
функций.

В отличие от дифференцирования интегрирование элементарной функ-
цииможет привести к неэлементарной. Доказано, например, что следующие
интегралы не являются элементарными функциями:∫

e−x2

dx,

∫
dx

lnx
,

∫
cosx

x
dx,

∫
sinx

x
dx.

В случае если f (x) есть элементарная функция, а
∫

f (x)dx — не эле-

ментарная, говорят, что интеграл
∫

f (x)dx «не берется» и называют этот
интеграл «неберущимся».



Глава 2.

Определенный интеграл

Определенный интеграл является очень важным инструментом при ре-
шении многих задач как в математике, так и в механике и физике. Чтобы
проиллюстрировать способ рассуждения, приводящий к понятию опреде-
ленного интеграла, рассмотрим некоторую физическую задачу.

Пусть дан линейныйнеоднородный стержень, лежащийна числовой оси
Ox в пределах отрезка [a,b]. Пусть плотность распределения массы вдоль
стержня есть некоторая функция от x: ρ(x). Изменением плотности вдоль
поперечного сечения мы пренебрегаем. В этом случае говорят о линейной
плотности, но мы далее будем говорить просто о плотности. Вычислим
массу стержня. Разобьем стержень (мысленно) произвольным образом на
n частей точками a = x0 < x1 < .. . < xn = b. Выберем на отрезке стержня
[xi−1,xi] произвольно точку ξi. Если размеры частей [xi−1,xi] малы, то, в
силу непрерывности ρ(x), можно считать, что плотность на отрезке [xi−1,xi]
постоянна и равна ρ(ξi). Тогда масса части стержня от xi−1 до xi равна
приближенно ρ(ξi)∆xi, где ∆xi = xi −xi−1. Складывая массы всех частей, мы

получаем, что масса стержняm приближенно равна сумме
n

∑
i=1

ρ(ξi)∆xi. Ясно,

что точность в приближенном равенстве

m ≈
n

∑
i=1

ρ(ξi)∆xi

будет тем больше, чем меньше разбиение стержня на части, т.е. чем мень-
ше величина λ = max

16i6n
∆xi. Точное значение массы стержня мы получим в

пределе, когда наибольший частичный отрезок стремится к нулю

m = lim
λ→0

n

∑
i=1

ρ(ξi)∆xi.
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Данный предел называется определенным интегралом от функции ρ(x)
по отрезку [a,b]. Далее, рассматривая приложения определенных интегра-
лов, мы увидим, как схожие рассуждения приводят к определенным инте-
гралам в самых разных по содержанию конкретных задачах математики и
физики.

Переходим к точным формулировкам.

Определение 2.0.1. Разбиением R отрезка [a,b] называет-
ся любая система его точек x0, x1, . . . , xn такая, что a = x0 <
< x1 < .. . < xn = b. Каждый из отрезков [xi−1,xi] называ-
ется частичным отрезком разбиения, его длина обозначает-
ся ∆xi, ∆xi = xi − xi−1. Величина λR = max{∆x1,∆x2, . . . ,∆xn} =
= max

16i6n
∆xi называется мелкостью разбиения.

Пусть на отрезке [a,b] определена функция y = f (x). Рассмотрим про-
извольное разбиение a = x0 < x1 < .. . < xn = b отрезка [a,b] и выберем
произвольно точку ξi в частичном отрезке [xi−1,xi], i = 1,2, . . . ,n. Составим
сумму

SR =
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi.

Определение 2.0.2. Сумма SR называется интегральной суммой для
функции f (x) на отрезке [a,b].

Определение 2.0.3. Предел (если он существует), к которому стремит-
ся интегральная сумма SR , когда λR → 0, называется определенным инте-
гралом от функции f на отрезке [a,b] и обозначается следующим образом:

lim
λR →0

SR = lim
λR →0

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi =

b∫

a

f (x)dx.

Понятие предела интегральных сумм в этом определении нуждается в
уточнении.

Определение 2.0.4. Число I называется пределом интегральных сумм
SR принеограниченномизмельченииразбиений отрезка [a,b], если для любого
числа ε > 0 можно указать такое число δ > 0, что неравенство

∣

∣SR − I
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∣

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi − I

∣

∣

∣

∣

∣

< ε

будет выполняться для любого разбиения R отрезка [a,b], у которого λR =
max

i
∆xi < δ при любом выборе точек ξi.
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Если для функции f (x) существует определенный интеграл на отрезке
[a,b], то говорят, чтофункция интегрируема на отрезке [a,b] (или по отрезку
[a,b]).

Числа a и b называют соответственно нижним и верхним пределами
интеграла. Выражение f (x)dx называется подынтегральным выражением,
f (x) — подынтегральной функцией, x — переменной интегрирования. От-
метим, что в отличие от неопределенного интеграла в определенном пере-
менная интегрирования «немая». Это означает, что

b∫

a

f (x)dx =

b∫

a

f (t)dt =

b∫

a

f (s)ds и т.д.

Это следует из того, что определенный интеграл есть определенное число (а
не функция, как неопределенный интеграл), зависящее только от функции
f (x) и от отрезка [a,b]. Здесь уместна аналогия между интегралом (перемен-
ная интегрирования) и суммой (индекс суммирования)

n

∑
i=1

ai =
n

∑
k=1

ak =
n

∑
j=1

a j = a1 +a2 + . . .+an.

Определенный интеграл существует не для всякой функции, опреде-
ленной на отрезке [a,b]. Он не существует, например, для неограниченной
функции.

Теорема 2.0.1 (необходимое условиеинтегрируемостифункции). Если
функция f (x) интегрируема на отрезке [a,b], то она ограничена на нем,
т.е. существует постоянная M такая, что для всех x ∈ [a,b] выполняется
| f (x)| 6 M.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим произвольное разбиение отрезка

[a,b] : a = x0 < x1 < .. . < xn = b.

Допустим, функция f (x) не ограничена на отрезке [a,b]. Тогда она будет не
ограниченананекоторомчастичномотрезке [xi−1,xi]. Выберемпроизвольно
ξ j ∈ [x j−1,x j], j 6= i, и составим сумму

S′n = f (ξ1)∆x1 + . . .+ f (ξi−1)∆xi−1 + f (ξi+1)∆xi+1 + . . .+ f (ξn)∆xn.

Зададим произвольное число M > 0 и выберем ξi ∈ [xi−1,xi] таким образом,
чтобы выполнялось неравенство

| f (ξi)| >
|S′n|+M

∆xi

.
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Это всегда можно сделать в силу неограниченности функции на отрезке

[xi−1,xi]. Но тогда, если Sn =
n

∑
j=1

f (ξ j)∆x j , то

|Sn| = | f (ξ1)∆x1 + . . .+ f (ξi)∆xi + . . .+ f (ξn)∆xn| >
> | f (ξi)|∆xi −

∣

∣ f (ξ1)∆x1 + . . .+ f (ξi−1)∆xi−1+

+ f (ξi+1)∆xi+1 + f (ξn)∆xn

∣

∣> |S′n|+M−|S′n| = M.

Мы показали, что за счет выбора точек ξi при любом разбиении отрезка
[a,b] интегральную сумму Sn всегда можно сделать больше любого наперед
заданного числа. Это означает, что не существует конечного предела инте-
гральных сумм, а значит, и функция f (x) не интегрируема на отрезке [a,b].
Это противоречит условию теоремы, следовательно, функция f (x) обязана
быть ограниченной. Теорема доказана.

Таким образом, интегрируемые функции ограниченны. Но этого недо-
статочно для интегрируемости. В качестве примера рассмотрим функцию
Дирихле на отрезке [0,1]:

f (x) =

{

1, если x — рациональное число,
0, если x — иррациональное число.

Очевидно, что функция f (x) ограничена. Рассмотрим произвольное разби-
ение отрезка [0,1]: 0 = x0 < x1 < .. . < xn = 1. Если мы выберем все точки
ξ′i ∈ [xi−1,xi] рациональными, то получим

S′n =
n

∑
i=1

f (ξ′i)∆xi =
n

∑
i=1

∆xi = 1.

Если же мы выберем все точки ξ′′i иррациональными, то получим

S′′n =
n

∑
i=1

f (ξ′′i )∆xi = 0.

Очевидно, что не существует одного предела при λ =
= max

16i6n
∆xi → 0 интегральных сумм, не зависящего от выбора точек

ξi. Следовательно, функция Дирихле не интегрируема на отрезке [0,1].
Вболееподробныхкурсахприводятсянеобходимыеидостаточныеусло-

вия интегрируемости функций (см., например, [5], [6], [15]). На основании
этихусловийдоказываетсяинтегрируемостьфункцийизнекоторыхклассов
функций.Мыне будем приводить здесь все эти рассуждения и ограничимся
указанием классов интегрируемых функций, вполне достаточных для боль-
шинства приложений определенных интегралов.

Теорема 2.0.2. Если функция f (x) непрерывна на отрезке [a,b], то она
интегрируема на нем.
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Определение 2.0.5. Функция f (x) называется кусочно-непрерывной на
отрезке [a,b], если существуеттакое разбиение отрезка a = x0 < x1 < .. . <
xn = b, что на каждом частичном интервале [xi−1,xi] функция f (x) будет
непрерывна, а в точках xi, i = 1,2, . . . ,n− 1, у функции могут быть точки
разрыва только первого рода («скачки»).

Теорема 2.0.3. Еслифункция y = f (x) ограниченна и кусочно непрерывна
на отрезке [a,b], то она интегрируема на [a,b].

§ 2.1. Основные свойства определенных
интегралов

1.

b∫

a

dx = b−a.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как f (x) ≡ 1, то для любого разбиения a = x0 < x1 <
.. . < xn = b мы имеем

Sn =
n

∑
i=1

1 ·∆xi = x1 − x0 + x2 − x+1+ . . .+ xn − xn−1 = xn − x0 = b−a.

2. Линейные свойства определенного интеграла.
Если f (x) и g(x) интегрируемы на отрезке [a,b] и C — произвольная

постоянная, то функцииC · f (x) и f (x)+g(x) интегрируемы на [a,b] и спра-
ведливы равенства

b∫

a

C f (x)dx = C

b∫

a

f (x)dx,

b∫

a

[ f (x)+g(x)] dx =

b∫

a

f (x)dx+

b∫

a

g(x)dx.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим произвольное разбиениеR отрезка [a,b]: a =
x0 < x1 < .. . < xn = b. Выберем произвольно точки ξi ∈ [xi−1,xi] и составим
интегральные суммы. Имеем

n

∑
i=1

[C f (ξi)]∆xi = C
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi,

n

∑
i=1

[ f (ξi)+g(ξi)]∆xi =
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi +
n

∑
i=1

g(ξi)∆xi.

Равенства следуют из свойств сумм. Поскольку при неограниченном из-
мельчении разбиения отрезка (т.е. при λR → 0) пределы правых частей в
равенствах существуют по условию, то существуют пределы интегральных
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сумм слева. Но это означает, с одной стороны, интегрируемость функций
C f (x) и f (x)+g(x), а с другой — выполнение требуемых равенств.

Следствие 2.1.1. Если функции f1(x), f2(x), . . . , fm(x) интегрируемы на
отрезке [a,b] и C1,C2, . . . ,Cm — произвольные постоянные, то функция

m

∑
j=1

C j f j(x) интегрируема на отрезке [a,b] и выполняется равенство

b∫

a

m

∑
j=1

C j f j(x)dx =
m

∑
j=1

C j

b∫

a

f j(x)dx.

Перед тем как сформулировать следующие свойства интеграла, сделаем
некоторые замечания.

Нами было введено понятие определенного интеграла

b∫

a

f (x)dx при a <

b — согласно принятым обозначениям. Положим по определению
a∫

a

f (x)dx = 0,

а для функции f (x) интегрируемой на [a,b]

a∫

b

f (x)dx = −
b∫

a

f (x)dx , (a < b).

В качестве «оправдания» этих определений заметим: в первом случае, при
a = b, можно считать, что все отрезки «разбиения отрезка [a,a]» — точки,

их длины ∆xi = 0, а значит, и все интегральные суммы
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi равны

нулю. Следовательно, и интеграл тоже равен нулю. Во втором случае, при
a > b, разбиение имеет вид a = x0 > x1 > .. . > xn = b. Следовательно, все

разности ∆xi = xi − xi−1 будут отрицательными. Для интеграла

a∫

b

f (x)dx те

же точки дают разбиение отрезка [b,a]: b = x′0 < x′1 < .. . < x′n = a, где x′0 = xn,
x′1 = xn−1, . . . , x′n = x0. Выберем ξi ∈ [xi,xi−1] (тогда ξn− j+1 ∈ [x′j−1,x

′
j]) и

составим интегральную сумму

Sn =
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi = f (ξ1)∆x1 + . . .+ f (ξn)∆xn
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для интеграла

b∫

a

f (x)dx и интегральную сумму для интеграла

a∫

b

f (x)dx

S′n =
n

∑
j=1

f (ξn− j+1)∆x′j = f (ξn)∆x′1 + . . .+ f (ξ1)∆x′n.

Учитывая, что ∆x′1 = −∆xn = xn−1 − xn, . . . , ∆x′n = −∆x1 =
= x0 − x1, получаем Sn = −S′n. Отсюда следует, что при λR → 0 мы
получим

a∫

b

f (x)dx = −
b∫

a

f (x)dx.

Следует, однако, помнить, что приведенные рассуждения не являются до-
казательством. Это всего лишь интуитивные соображения, помогающие
«согласиться» с нашими определениями.

Следующее свойство интеграла мы приводим без обоснования, отсылая
читателя к более полным курсам математического анализа (см. [6]).

3. Еслифункция f (x)интегрируема на отрезке [a,b], то она интегрируема
на любом отрезке [α,β] ⊂ [a,b].

4. Аддитивность определенного интеграла.
Если функция f (x) интегрируема на отрезке [a,b] и a < c < b, то

b∫

a

f (x)dx =

c∫

a

f (x)dx+

b∫

c

f (x)dx.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как предел интегральных сумм по определению не
зависит от способа разбиения отрезка [a,b], то будем рассматривать такие
разбиения, в которых точка c является точкой разбиения. Пусть, для опре-
деленности, c = xk. Тогда интегральную сумму Sn можно разбить на две
суммы

Sn =
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi =
k

∑
i=1

f (ξi)∆xi +
n

∑
i=k+1

f (ξi)∆xi.

Справа стоит сумма интегральных сумм для функции f (x) по отрезкам [a,c]
и [c,b] соответственно. Пусть λR —мелкость разбиения отрезка [a,b]. Тогда
при λR → 0 мелкости разбиений отрезков [a,c] и [c,b] также стремятся к
нулю. Предел интегральных сумм в правой части равенства существует по
свойству 3. В пределе при λR → 0 мы получаем равенство

b∫

a

f (x)dx =

c∫

a

f (x)dx+

b∫

c

f (x)dx.

Что и требовалось доказать.
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Следствие 2.1.2. Пусть A — наименьшее из трех чисел a,b,c, а B —
наибольшее из этих чисел, и пусть функция f (x) интегрируема на отрезке
[A,B]. Тогда при любом расположении чисел a,b,c справедливо равенство

b∫

a

f (x)dx =

c∫

a

f (x)dx+

b∫

c

f (x)dx.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Всего возможно 6 различных соотношений между числа-
ми a, b и c. Мы рассмотрим только случай c < b < a, оставляя остальные
для самостоятельного рассмотрения.

По доказанному имеем
a∫

c

f (x)dx =

b∫

c

f (x)dx+

a∫

b

f (x)dx.

Меняя пределы интегрирования местами, получаем

−
c∫

a

f (x)dx =

b∫

c

f (x)dx−
b∫

a

f (x)dx.

Отсюда легко следует требуемое равенство.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1.1. Справедливо следующее утверждение (см., например,
[6]). Еслифункция f (x) интегрируема на отрезках [a,c] и [c,b] (a < c < b), то
она интегрируема и на отрезке [a,b]. Равенство, фигурирующее в свойстве
4, естественно, выполняется.

Следующие свойства связаны с оценками определенных интегралов.
5. Если функция f (x) интегрируема и неотрицательна на отрезке [a,b],

a < b, то
b∫

a

f (x)dx > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любого разбиения R отрезка [a,b]: a =
= x0 < x1 < .. . < xn = b и для любого выбора точек ξi ∈
∈ [xi−1,xi] интегральная сумма

Sn =
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi

неотрицательна. Но тогда, переходя к пределу при λR → 0, получаем
b∫

a

f (x)dx = lim
λR →0

Sn > 0.

Что и требовалось доказать.

39



Следствие 2.1.3. Если f (x)иg(x)интегрируемынаотрезке [a,b]и f (x) 6

g(x) для всех x ∈ [a,b], то
b∫

a

f (x)dx 6

b∫

a

g(x)dx.

Действительно, из g(x)− f (x) > 0, из свойств 5 и 2 следует

0 6

b∫

a

[g(x)− f (x)]dx =

b∫

a

g(x)dx−
b∫

a

f (x)dx,

откуда и следует требуемое утверждение.

Следствие 2.1.4. Если функция f (x) интегрируема на отрезке [a,b] (a <
b), то

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b∫

a

f (x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

b∫

a

| f (x)|dx.

Очевидно, что −| f (x)| 6 f (x) 6 | f (x)| для всех x из [a,b]. Тогда из след-
ствия 2.1.3 вытекает

−
b∫

a

| f (x)|dx 6

b∫

a

f (x)dx 6

b∫

a

| f (x)|dx

и, следовательно,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b∫

a

f (x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

b∫

a

| f (x)|dx.

Следствие 2.1.5. Если функция f (x) интегрируема на [a,b] и | f (x)| 6 M

для всех x ∈ [a,b] (a < b), то
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b∫

a

f (x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 M(b−a).

Действительно, из следствий 2.1.3 и 2.1.4 и условия вытекает
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b∫

a

f (x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

b∫

a

| f (x)|dx 6

b∫

a

M dx = M

b∫

a

dx = M(b−a).

Следствие 2.1.6. Если функция f (x) интегрируема на [a,b], a < b, и m 6

f (x) 6 M при x ∈ [a,b], то

m(b−a) 6

b∫

a

f (x)dx 6 M(b−a).
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Доказательство следует из неравенств m 6 f (x) 6 M, следствия 2.1.3 и
свойств 1 и 2 интеграла.

Теорема 2.1.1 (теорема о среднем). Если функция f (x) непре-
рывна на отрезке [a,b], то найдется такая точка x0 ∈
∈ (a,b), что

b∫

a

f (x)dx = f (x0) · (b−a).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть m = min
a6x6b

f (x), M = max
a6x6b

f (x). Тогда m 6 f (x) 6 M

для всех x ∈ [a,b]. По следствию 2.1.6 свойства 5 интеграла имеем

m(b−a) 6

b∫

a

f (x)dx 6 M(b−a).

Положим

µ =
1

b−a

b∫

a

f (x)dx,

тогда m 6 µ 6 M. По теореме о промежуточном значении непрерывной
функции существует такая точка x0 ∈ [a,b], что f (x0) = µ. Отсюда и вытекает
утверждение теоремы.

§ 2.2. Интеграл с переменным верхним
пределом

Пусть функция y = f (x) интегрируема на отрезке [a,b]. Для каждого
x ∈ [a,b] функция интегрируема на отрезке [a,x] (свойство 3), и мы можем
рассмотреть функцию

Φ(x) =

x∫

a

f (t)dt,

определенную на отрезке [a,b]. Переменную интегрирования мы обозначи-
ли через t, чтобы не путать с переменной в верхнем пределе интеграла.

ФункцияΦ(x) называется интегралом с переменным верхним пределом.
Рассмотрим некоторые свойства функции Φ(x).

Теорема 2.2.1. Функция Φ(x) =

x∫

a

f (t)dt непрерывна на отрезке [a,b].
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим разность при x ∈ [a,b]

Φ(x+∆x)−Φ(x) =

x+∆x∫

a

f (t)dt −
x∫

a

f (t)dt.

Используя аддитивное свойство интеграла, получаем

Φ(x+∆x)−Φ(x) =

x+∆x∫

a

f (t)dt +

a∫

x

f (t)dt =

x+∆x∫

x

f (t)dt.

Так как функция f (x) по условию интегрируема, то она ограничена,
| f (x)| 6 M , x ∈ [a,b].

Рассмотрим случаи ∆x < 0 и ∆x > 0. Пусть ∆x < 0. Тогда

|Φ(x+∆x)−Φ(x)| =
∣

∣

∣

∣

x+∆x∫

x

f (t)dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

−
x∫

x+∆x

f (t)dt

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

x∫

x+∆x

f (t)dt

∣

∣

∣

∣

6

x∫

x+∆x

| f (t)|dt 6 M(−∆x) = M|∆x|.

Если ∆x > 0, то мы имеем

|Φ(x+∆x)−Φ(x)| =
∣

∣

∣

∣

x+∆x∫

x

f (t)dt

∣

∣

∣

∣

6

6

x+∆x∫

x

| f (t)|dt 6 M · (−∆x) 6 M∆x = M|∆x|.

Таким образом, в любом случае
|Φ(x+∆x)−Φ(x)| 6 M|∆x|.

Отсюда следует, что lim
∆x→0

Φ(x+∆x) = Φ(x), т.е. непрерывностьфункцииΦ(x)

в точке x ∈ [a,b].
Отметим, что непрерывность функции f (t) не предполагалась. Функция

f (t) может быть разрывной, но если она интегрируема, то функция Φ(x) =
x∫

a

f (t)dt будет непрерывной.

Теорема 2.2.2 (дифференцирование интеграла по верхнему пределу).

Если функция f (x) интегрируема по отрезку [a,b] и непрерывна в точке
x ∈ [a,b], то функция

Φ(x) =

x∫

a

f (t)dt
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дифференцируема в этой точке и выполняется

Φ′(x) =

( x∫

a

f (t)dt

)′
= f (x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ∆x 6= 0 такое приращение, что x+
+∆x ∈ (a,b). Тогда, используя аддитивное свойство интеграла, получаем

Φ(x+∆x) =

x+∆x∫

a

f (t)dt =

x∫

a

f (t)dt +

x+∆x∫

x

f (t)dt =

= Φ(x)+

x+∆x∫

x

f (t)dt.

Из этого равенства следует

Φ(x+∆x)−Φ(x)

∆x
=

1

∆x

∆x∫

x

f (t)dt.

По теореме о среднем существует такая точка ξ между x и x+∆x, что выпол-
няется

x+∆x∫

x

f (t)dt = f (ξ)∆x.

Ясно, что при ∆x → 0 будет выполняться ξ → x. Мы получаем, таким обра-
зом,

Φ(x+∆x)−Φ(x)

∆x
=

1

∆x
f (ξ)∆x = f (ξ).

Переходя в этом равенстве к пределу при ∆x → 0, получаем

Φ′(x) = lim
∆x→0

Φ(x+∆x)−Φ(x)

∆x
= lim

∆x→0
f (ξ) = f (x).

Что и требовалось доказать.

Следствие 2.2.1. Если функция f (x) непрерывна на отрезке [a,b], то для
всех x ∈ (a,b) выполняется

Φ′(x) =

( x∫

a

f (t)dt

)′
= f (x).

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.1. Пусть, как и выше, функция f (x) непрерывна на от-
резке [a,b]. Тогда можно рассмотреть функцию

Ψ(x) =

b∫

x

f (t)dt , —
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интеграл с переменным нижним пределом. Опираясь на свойства интеграла
и доказанную теорему, можно показать, что

Ψ′(x) =





b∫

x

f (t)dt





′

= − f (x).

Действительно,

Ψ′(x) =



−
x∫

b

f (t)dt





′

= − f (x).

Из доказанной теоремы (см. следствие 2.2.1) следует, что непрерывная
на отрезке [a,b] функция всегда имеет на интервале (a,b) первообразную,

а именно функция Φ(x) =

x∫

a

f (t)dt будет первообразной для f (x) на (a,b).

Отсюда вытекает, что еслиF(x)—некоторая другая первообразная для f (x)
на (a,b), то

F(x) =

x∫

a

f (t)dt +C,

гдеC — некоторая постоянная.

§ 2.3. Формула Ньютона—Лейбница

Нахождение определенных интегралов вычислением пределов инте-
гральных сумм — процедура крайне неэффективная. Если бы не было
других, более удобных способов вычисления интегралов, то применение
интегрального исчисления было бы сильно ограниченно. Но, оказывается,
есть тесная связь определенных интегралов с неопределенными, что поз-
воляет вычислять определенные интегралы, опираясь на развитую технику
вычисления неопределенных интегралов.

Теорема 2.3.1 (формула Ньютона—Лейбница). Пусть функция f (x)
непрерывна на отрезке [a,b] и F(x) — некоторая первообразная f (x) на
(a,b). Тогда справедлива формула Ньютона—Лейбница

b∫

a

f (x)dx = F(b)−F(a).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как доказано выше, функция Φ(x) =

=

x∫

a

f (t)dt также является первообразной функции f (x) на (a,b). Но

тогда

F(x) =

x∫

a

f (t)dt +C,

гдеC — некоторая постоянная. Полагая x = a, получаем

F(a) =

a∫

a

f (t)dt +C = C.

Следовательно, для x ∈ [a,b] имеем

F(x)−F(a) =

x∫

a

f (t)dt.

Устремляя здесь x к b, получаем формулу Ньютона—Лейбница. Теорема
доказана.

Разность F(b)−F(a) принято условно записывать так: F(x)

∣

∣

∣

∣

b

a

. Поэтому

формула Ньютона—Лейбница принимает вид
b∫

a

f (x)dx = F(x)

∣

∣

∣

∣

b

a

.

Заметим, чтовформулеНьютона—Лейбницаможновзятьлюбуюперво-
образную. С помощью этой формулы вычисление определенного интеграла
сводится к нахождению первообразной.

ПРИМЕР 2.3.1. Вычислить интеграл

1∫

0

x3 − x√
x

dx.

Вычисляем

1∫

0

x3 − x√
x

dx =

1∫

0

(

x5/2 − x1/2
)

dx =

=

(

2

7
x7/2 − 2

3
x3/2

)∣

∣

∣

∣

1

0

=
2

7
− 2

3
= − 8

21
.
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ПРИМЕР 2.3.2. Вычислить интеграл

1∫

0

dx

x2 +1
.

Имеем
1∫

0

dx

x2 +1
= arctgx

∣

∣

∣

∣

1

0

= arctg1 =
π

4
.

Теорема 2.3.2 (замена переменной в неопределенном интеграле).

Пусть функция x = ϕ(t) определена на отрезке [α,β], имеет производную
ϕ′(t), непрерывную на [α,β], и пусть множеством значений функции x = ϕ(t)
является отрезок [a,b]. Если функция y = f (x) непрерывна на отрезке [a,b],
то справедлива формула замены переменной в определенном интеграле

ϕ(β)∫

ϕ(α)

f (x)dx =

β∫

α

f (ϕ(t)) ·ϕ′(t)dt.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F(x) — какая-нибудь первообразная функции
f (x) на (a,b). По формуле Ньютона—Лейбница

b∫

a

f (x)dx = F(b)−F(a).

Рассмотрим на отрезке [α,β] функцию Φ(t) = F(ϕ(t)). По правилу диффе-
ренцирования сложной функции

Φ′(t) = F ′(ϕ(t)) ·ϕ′(t) = f (ϕ(t)) ·ϕ′(t).

Таким образом, функция Φ(t) является первообразной функции

f (ϕ(t))ϕ′(t).

Формула Ньютона—Лейбница в этом случае нам дает

β∫

α

f (ϕ(t)) ·ϕ′(t)dt = Φ(β)−Φ(α) =

= F(ϕ(β))−F(ϕ(α)) =

ϕ(β)∫

ϕ(α)

f (x)dx.

Что и требовалось доказать.
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Если функция x = ϕ(t) монотонно растет, то ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, и тогда
мы получаем

b∫

a

f (x)dx =

β∫

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Если функция x = ϕ(t) монотонно убывает, то ϕ(α) = b, ϕ(β) = a, и мы
имеем

b∫

a

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt =

a∫

b

f (x)dx = −
b∫

a

f (x)dx.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.3.1. В отличие от неопределенного интеграла в определен-
ном после замены переменной не нужно возвращаться к старой перемен-
ной, так как после замены переменной мы получаем снова определенный
интеграл, который является некоторым числом, равным первоначальному
интегралу.

ПРИМЕР 2.3.3. Вычислить интеграл

1∫

0

√

1− x2 dx.

Сделаем замену переменной x = sin t. Тогда при x = 0 мы имеем t = 0, а

при x = 1 t =
π

2
. Учитывая, что dx = cos t dt, получаем

1∫

0

√

1− x2 dx =

π/2∫

0

√

1− sin2 t cos t dt =

π/2∫

0

cos2 dt =

=
1

2

π/2∫

0

(1+ cos2t)dt =
1

2

(

t +
sin2t

2

)∣

∣

∣

∣

π/2

0

=
π

4
.

Часто замену переменной в определенном интеграле производят не по
формуле x = ϕ(t), а по формуле t = ψ(x), выражающей новую переменную
через данную. Новые пределы интегрирования определяются по формулам
α = ψ(a), β = ψ(b).

ПРИМЕР 2.3.4. Вычислить интеграл

I =

π/2∫

0

dx

2cosx+ sinx
.
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Сделаем замену переменной tg
x

2
= t. Тогда при x = 0 t = 0 и при x =

π

2

t = 1. Учитывая, что x = 2arctg t и dx =
2dt

1+ t2
, получаем

I =

1∫

0

2dt

(1+ t2)

(

2
1− t2

1+ t2
+

2t

1+ t2

) =

1∫

0

dt

1+ t − t2
=

= −
1∫

0

dt

(

t − 1

2

)2

−
(√

5

2

)2
=

1√
5

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t − 1

2
+

√
5

2

t − 1

2
−

√
5

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

=

=
1√
5

ln

∣

∣

∣

∣

∣

2t −1+
√

5

2t −1−
√

5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1√
5

ln

∣

∣

∣

∣

∣

1+
√

5

1−
√

5

∣

∣

∣

∣

∣

−

− 1√
5

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
5−1√
5+1

∣

∣

∣

∣

∣

=
1√
5

ln
3+

√
5

3−
√

5
=

1√
5

ln(14+6
√

5).

Теорема 2.3.3 (интегрирование по частям в определенном интеграле).

Если функции u(x), v(x) и их производные непрерывны на отрезке [a,b], то
справедлива формула интегрирования по частям в определенном интеграле

b∫

a

u(x)v′(x)dx = [u(x)v(x)]

∣

∣

∣

∣

b

a

−
b∫

a

v(x)u′(x)dx,

где
[

u(x)v(x)
]

∣

∣

∣

∣

b

a

= u(b)v(b)−u(a)v(a).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция u(x)v(x) является первообразной для функ-
ции [uv]′ = u′v+uv′.ПоэтомупоформулеНьютона—Лейбницаипосвойству
линейности интеграла,

[u(x)v(x)]

∣

∣

∣

∣

b

a

=

b∫

a

[

u′(x)v(x)+u(x)v′(x)
]

dx =

=

b∫

a

u′(x)v(x)dx+

b∫

a

u(x)v′(x)dx.

Отсюда, очевидно, следует утверждение теоремы.
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Поскольку u′(x)dx = du, v′(x)dx = dv, то формулу интегрирования по
частям можно записать в следующем виде, более удобном для запоминания,

b∫

a

udv = (uv)

∣

∣

∣

∣

b

a

−
b∫

a

vdu.

ПРИМЕР 2.3.5. Вычислить интегралы

1)

1∫

0

arctgxdx, 2)

π

2∫

0

xcosxdx.

Вычисляем:

1)

1∫

0

arctgxdx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = arctgx, du =
dx

a+ x2

dx = dv, v = x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= xarctgx

∣

∣

∣

∣

1

0

−
1∫

0

xdx

1+ x2
= arctg1− 1

2

1∫

0

d(x2 +1)

x2 +1
=

=
π

4
− 1

2
ln(x2 +1)

∣

∣

∣

∣

1

0

=
π

4
− 1

2
ln2.

2)

π

2∫

0

xcosxdx =

∣

∣

∣

∣

u = x, du = dx

cosxdx = dv, v = sinx

∣

∣

∣

∣

=

= xsinx

∣

∣

∣

∣

π

2

0

−

π

2∫

0

sinxdx =
π

2
+ cosx

∣

∣

∣

∣

π

2

0

=
π

2
−1 =

π−2

2
.

§ 2.4. Геометрические и физические
приложения определенного интеграла

2.4.1. Вычисление площади плоских фигур

Мы не будем приводить здесь строгие определения площади плоской
фигуры, объема тела, площади поверхности, отсылая к более полным кур-
самматематического анализа (см., например, [6]).Формулыдля вычисления
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площадей и объемов, которые мы ниже получим в рамках наших допуще-
ний, вполне могут быть обоснованы строгими формальными рассуждени-
ями.

A. Пусть y = f (x)—непрерывная положительная на [a,b] функция. Рас-
смотрим на плоскости xOy фигуру G, ограниченную снизу осью Ox, сверху
графикомфункции y = f (x) и двумя прямыми, параллельными осиOy: x = a

и x = b, т.е.G = {(x,y) : a 6 x 6 b,0 6 y 6 f (x)}. Такуюфигурубудемназывать
криволинейной трапецией (рис. 2.1).

O

x

y

a = x0 xn = bx1 xixi+1 ξi

f (ξi)y = f (x)

Рис. 2.1

Рассмотрим произвольное разбиение R отрезка [a,b]: a = x0 <
< x1 < .. . < xn = b. Проведем через точки xi прямые, параллельные оси
Oy. Они разрежут криволинейную трапецию на n полосок. Выберем про-
извольно по точке ξi в каждом частичном отрезке [xi−1,xi]. Площадь каж-
дой полоски приближенно равна площади прямоугольника с основанием
∆xi = xi − xi−1 и высотой hi = f (ξi). Действительно, если все полоски узкие,
то функция f (x) не успевает сильно измениться на промежутке [xi−1,xi] и
приближенно равна f (ξi), т. е. мы считаем функцию почти постоянной на
отрезке [xi−1,xi]. Площадь прямоугольника равна f (ξi)∆xi и приближенно
равна площади криволинейной трапеции с основанием [xi−1,xi] на оси Ox.
Площадь всей криволинейной трапеции приближенно равна сумме площа-
дей прямоугольников

S ≈
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi,

причем, как это видноизнашихрассуждений, точность вприближенномра-
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венстве будет тем больше, чемменьшемелкость разбиения λR = max
16i6n

∆xi. В

пределе при λR → 0мыполучаем точное значение площади криволинейной
трапеции

S = lim
λR →0

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi =

b∫

a

f (x)dx.

Формула

S =

b∫

a

f (x)dx

выражает геометрический смыслопределенногоинтеграла—площадьмеж-
ду осью абсцисс и графиком положительной функции y = f (x).

Б. Теперь рассмотрим фигуру G, заключенную между двумя графиками
функций, точнее

G = {(x,y) : a 6 x 6 b, ϕ(x) 6 y 6 ψ(x)},
где функции ϕ(x) и ψ(x) мы предполагаем непрерывными на отрезке [a,b]
(рис. 2.2). Вычислим площадь фигуры G (рис. 2.2, а). ПустьC —такое число,

OO
xx

yy

aa bb
G

G′

y = ϕ(x)

y = ψ(x)

y = ϕ(x)+C

y = ψ(x)+C

а б

Рис. 2.2

чтоϕ(x)+C > 0привсех x∈ [a,b]. ТогдафигураG′ = {(x,y) : a 6 x 6 b, ϕ(x)+
C 6 y 6 ψ(x)+C} получена из фигуры G параллельным сдвигом вдоль оси
Oy (рис. 2.2, б). Следовательно, площади фигур G и G′ равны. Пусть S —
площадь фигуры G (значит, и площадь G′), очевидно,

S =

b∫

a

[ψ(x)+C]dx−
b∫

a

[ϕ(x)+C]dx =

b∫

a

[ψ(x)−ϕ(x)]dx.
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ПРИМЕР 2.4.1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями x2 −
3x+4, y = x+1 (рис. 2.3).

O

x

y

G

1

1

2

2

3

3

4

4

Рис. 2.3

Находим точки пересечения линий. Из x2 − 3x + 4 = x + 1 следует, что
x1 = 1, x2 = 3. По формуле вычисляем площадь

S =

3∫

1

[

(x+1)− (x2 −3x+4)
]2

dx =

=

3∫

1

(4x− x2 −3)dx = (2x2 − x3

3
−3x)

∣

∣

∣

∣

3

1

=
4

3
.

В. Пусть теперь G — криволинейная трапеция, но кривая задана не
уравнением y = f (x), а параметрически: x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β, и пусть
ϕ(α) = a,ϕ(β) = b и x = ϕ(t)—монотонная функция на [α,β]. Допустим, мы
решили уравнение x = ϕ(t) относительно t и результат t = t(x) подставим в
y = ψ(t).Мыполучимуравнение y = ψ(t(x)) = f (x) криволинейной стороны
трапеции. Мы считаем, что f (x) > 0 на [a,b]. Тогда площадь G находится по
известной формуле

S =

b∫

a

f (x)dx.

Сделаем в интеграле замену переменной

x = ϕ(t), dx = ϕ′(t)dt, f (ϕ(t)) = ψ(t).
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Тогда

S =

b∫

a

f (x)dx =

β∫

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt =

β∫

α

ψ(t)ϕ′(t)dt.

ПРИМЕР 2.4.2. Найти площадь одной арки циклоиды

x = a(t − sin t), y = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π, (рис. 2.4).

O

x

y

πa 2πa

2a

Рис. 2.4

Используя полученную формулу, находим площадь

S =

2π∫

0

a(1− cos t) ·a(1− cos t)dt =

= a2

2π∫

0

(

1−2cos t +
1+ cos2t

2

)

dt =

= a2

(

3

2
t −2sin t +

1

4
sin2t

)∣

∣

∣

∣

2π

0

= 3πa2.

При вычислении мы используем формулу cos2 t =
1+ cos2t

2

г) В этом пункте мы вычислим площадь криволинейного сектора, т. е. фи-
гуры, ограниченной кривой, заданной в полярных координатах уравнением
r = r(ϕ), α 6 ϕ 6 β и лучами ϕ = α и ϕ = β (рис. 2.5). Покажем, что площадь
криволинейного сектора вычисляется по формуле

S =
1

2

β∫

α

r2(ϕ)dϕ.
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O

x

y

α

β

ξi

∆ϕi

Рис. 2.5

Рассмотрим произвольное разбиение отрезка [α,β]: α = ϕ0 <
< ϕ1 < .. . < ϕn = β. Выберем на каждом частичном отрезке [ϕi−1,ϕi] про-
извольную точку ξi, и построим круговой сектор радиуса r(ξi) и с углом
∆ϕi = ϕi −ϕi−1, i = 1,2, . . . ,n. Таким образом, криволинейный сектор, соот-
ветствующий изменению ϕ от ϕi−1 до ϕi, мы заменяем на круговой сектор в
этих же пределах изменения угла.

Площадь кругового сектора равна
1

2
r2(ξi)∆ϕi. Значит, площадь всего

криволинейного сектора приближенно равна

S ≈
n

∑
i=1

1

2
r2(ξi)∆ϕi,

и точность тем больше, чем мельче разбиение. В пределе, при λR =
max

16i6n
∆ϕi → 0, получаем точное значение площади

S = lim
λR →0

1

2

n

∑
i=1

r2(ξi)∆ϕi =
1

2

β∫

α

r2(ϕ)dϕ.

ПРИМЕР 2.4.3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой
r = a(1+ cosϕ).

В силу того что cos(−ϕ) = cos(ϕ), фигура будет симметричной отно-
сительно полярной оси, или, при нашем выборе полярной системы коорди-
нат — оси Ox (рис. 2.6). Следовательно, достаточно вычислить площадь
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O x

y

a

2a

Рис. 2.6

верхней части фигуры (при y > 0) и затем результат удвоить. Вычисляем,

S = 2 · 1

2

π∫

0

a2(1+ cosϕ)2 dϕ =

= a2

π∫

0

(

1+2cosϕ+
1+ cos2ϕ

2

)

dϕ =

= a2

(

3

2
ϕ+2sinϕ+

1

4
sin2ϕ

)∣

∣

∣

∣

π

0

=
3

2
πa2.

2.4.2. Вычисление длины кривой

Пусть кривая γ ⊂ xOy задана уравнением y = f (x), a 6 x 6 b, где f (x) —
непрерывнаянаотрезке [a,b]функция.ОбозначимчерезAиBконцыкривой
γ, т. е.A = (a, f (a)),B = (b, f (b)). Разобьем кривую γ на n частей точкамиA =
M0, M1, . . . , Mn = B. Соединив точки последовательно, получим ломаную.
Эта ломаная называется вписанной в кривую γ (рис. 2.7).

Через li = |Mi−1Mi| обозначим длину звена ломаной с концами Mi−1 и
Mi. Положим λ = max

16i6n
li.

Определение 2.4.1. Число L называется пределом длин вписанных лома-

ных P =
n

∑
i=1

li при λ → 0, если для любого числа ε > 0 найдется δ > 0, что для

любой ломанной такой, что λ < δ, будет выполняться

|L−P| < ε.
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O
x

y

a = x0 x1 x2 xi xn−1 b = xn

A = M0

M1 M2

Mi

Mn−1 B = Mn

Рис. 2.7

Определение 2.4.2. Если существует предел lim
λ→0

P = L длин вписанных

ломаных, то этот предел называется длиной кривой γ.

Докажем, что еслифункция y = f (x)имеет непрерывнуюна отрезке [a,b]
производную f ′(x), то длина кривой γ: y = f (x), a 6 x 6 b, вычисляется по
формуле

L =

b∫

a

√

1+[ f ′(x)]2 dx =

b∫

a

√

1+ y′2 dx.

Пусть точки M0, M1, . . . , Mn разбивают кривую γ на n ча-
стей. Если xi — проекция точки Mi на ось Ox, то Mi имеет ко-
ординаты (xi, f (xi)), i = 0,1, . . . ,n. Точки a = x0 < x1 < .. . < xn =
= b разбивают отрезок [a,b] на части. Соединим точки M0, M1, . . . , Mn по-
следовательно и сосчитаем длину вписанной ломаной. Длина звена Mi−1Mi

равна

li = |Mi−1Mi| =
√

(xi − xi+1)2 +[ f (xi)− f (xi−1)]2.

По теореме Лагранжа

f (xi)− f (xi−1) = f ′(ξi)∆xi,

где ∆xi = xi − xi−1 и xi−1 < ξi < xi. Тогда

li =
√

1+[ f ′(ξi)]2∆xi,

и если через Pn обозначить длину вписанной ломаной, то

Pn =
n

∑
i=1

li =
n

∑
i=1

√

1+[ f ′(ξi)]2∆xi.
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Мы видим, что длина вписанной ломаной является интегральной сум-
мой для функции g(x) =

√

1+[ f ′(x)]2 на отрезке [a,b]. Поэтому, переходя к
пределу при λ = max

16i6n
∆xi → 0, получаем

L = lim
λ→0

n

∑
i=1

√

1+[ f ′(ξi)]2∆xi =

b∫

a

√

1+[ f ′(x)]2 dx.

ПРИМЕР 2.4.4. Вычислить длину дуги кривой y = x3/2 от x =
= 0 до x = 5 (рис. 2.8).

Согласно формуле имеем

L =

5∫

0

√

1+

[

3

2
x1/2

]2

dx =
1

2

5∫

0

√
4+9xdx =

=
1

18

5∫

0

√
9x+4d(9x+4) =

1

18
· 2

3
(9x+4)

∣

∣

∣

∣

5

0

=

=
1

27
(73 −23) =

335

27
.

O
x

y

5

Рис. 2.8

Рассмотрим теперь длину дуги кривой
γ: y = f (x), a 6 x 6 b, от точки A(a, f (a)) —
начала кривой γ, до переменной точки
X(x, f (x)). Тогда, как мы показали, длина
этой дуги

s(x) =

x∫

a

√

1+[ f ′(t)]2 dt.

Переменную интегрирования мы обозна-
чили другой буквой, чтобы не путать с пе-
ременным верхним пределом. Дифферен-
цируя s(x) по теореме о дифференцирова-
нии интеграла по верхнему пределу, получаем

s′(x) =
√

1+[ f ′(x)]2,

или

ds =
√

1+[ f ′(x)]2 dx =
√

1+ y′2 dx.

Учитывая, что y′ dx = dy, мы можем дифференциал длины дуги записать в
виде

ds =
√

dx2 +dy2,

57



где dx2 = (dx)2, dy2 = (dy)2. Отсюда вытекает, что L =

b∫

a

ds.

Если бы мы рассматривали кривую γ: x = µ(y), c 6 y 6 d, где µ(y) имеет
непрерывную на [c,d] производную µ′(y), то получили бы такую формулу
для нахождения длины γ:

L =

d∫

c

√

1+[µ′(y)]2 dy =

d∫

c

√

1+[x′(y)]2 dy.

Если A(µ(c),c) — начало γ, а Y (µ(y),y) — переменная точка на γ, то длина
дуги ĂY есть величина

s(y) =

y∫

c

√

1+[x′(t)]2 dt.

Откуда находим, как и выше,

ds =
√

1+ x′2 dy =
√

dx2 +dy2.

Следовательно, и в этом случае можно записать

L =

d∫

c

ds.

Рассмотрим теперь кривую γ, заданную параметрически: x =
= ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β. Мы будем предполагать, что функции ϕ и ψ
дифференцируемы и производные ϕ′(t) и ψ′(t) непрерывны на [α,β].

Допустим сначала, что кривая γ допускает представление в виде графика
функции y = f (x), a 6 x 6 b. Из дифференциального исчисления известно,
что f (x) имеет непрерывную производную

y′x = f ′(x) =
ψ′(t)
ϕ′(t)

.

Предположим, что при возрастании t от α до β функция x =
= ϕ(t) монотонно растет от a до b. Тогда ϕ′(t) > 0 на [α,β].

Как мы уже знаем, длина кривой γ равна

L =

b∫

a

√

1+(y′x)2 dx. (2.4.1)

Сделаем в интеграле замену переменной x = ϕ(t), dx = ϕ′(t), y′x = ψ′(t)/ϕ′(t).
Тогда

L =

β∫

α

√

1+

[

ψ′

ϕ′

]2

ϕ′(t)dt =

β∫

α

√

ϕ′2 +ψ′2 dt. (2.4.2)
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Пусть теперь функция x = ϕ(t) убывает на отрезке [α,β]. Тогда ϕ(α) = b,
ϕ(β) = a, ϕ′(t) 6 0 на [α,β].

Снова сделаем замену переменных в интеграле (2.4.1).

L =

b∫

a

√

1+(y′(x))2 dx =

α∫

β

√

1+

[

ψ′

ϕ′

]2

ϕ′(t)dt =

=

α∫

β

√

(ϕ′())2 +(ψ′(t))2 · ϕ′(t)
|ϕ′(t)| dt = −

α∫

β

√

ϕ′2 +ψ′2 dt =

=

β∫

α

√

ϕ′2 +ψ′2 dt

и снова приходим к формуле (2.4.2). Поскольку ϕ′(t) 6 0, то
ϕ′(t)
|ϕ′(t)| =

ϕ′(t)
−ϕ′(t)

= −1.

Меняяролями xи yиповторяявышеприведенныерассуждения, неслож-
нопоказать, чтоесликривая γ:x = ϕ(t),y = ψ(t),α 6 t 6 βявляется графиком
функции x = g(y), c 6 y 6 d, то ее длина снова будет выражена интегралом
(2.4.2)

L =

β∫

α

√

ϕ′2 +ψ′2 dt.

Графиком функции y = f (x) можно задать только такую кривую, кото-
рую прямая, параллельная осиOy, пересекает только в одной точке. Замкну-
тую кривую, например окружность или эллипс, нельзя задать как график
некоторой функции y = f (x) или x = g(y). Но часто такую линию можно

задать параметрически. Например, эллипс
x2

a2
+

y2

b2
= 1 задается с помощью

следующих параметрических уравнений x = acos t, y = bsin t, 0 6 t 6 2π.
Несложно теперь показать, что по формуле

L =

β∫

α

√

(ϕ′(t))2 +(ψ′(t))2 dt

можно вычислить длину кривой γ: x = ϕ(t), y = ψ(t),α 6 t 6 βи в том случае,
когда кривая γ не является графикомфункции y = f (x) или x = g(y). Правда,
мы предполагаем, что кривую γ можно разбить на конечное число частей
точкамиM0,M1, . . . ,Mk так, что каждая часть—дугаMi−1Mi, i = 1,2, . . . ,k—
является графиком некоторой функции y = f (x), либо функции x = g(y).
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Мы считаем, что каждой точке Mi соответствует свое значе-
ние параметра t: Mi = (ϕ(ti),ψ(ti)), и что α = t0 < t1 < t2 < .. . <
< tk = β. Тогда, если li — длина дуги Mi−1Mi, то

li =

ti∫

ti−1

√

(ϕ′(t))2 +(ψ′(t))2 dt , i = 1,2, . . . ,k.

Тогда длина всей кривой L есть сумма li имыполучаем, в силу аддитивности
определенного интеграла

L =
k

∑
i=1

li =
k

∑
i=1

ti∫

ti−1

√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt =

=

tk∫

t0

√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt =

β∫

α

√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt.

Найдем дифференциал длины дуги в случае параметрическо-
го задания кривой. Пусть A(ϕ(α),ψ(α)) — начало кривой γ: x =
= ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β, а X = (ϕ(t),ψ(t))—переменная точка на кривой.
Тогда длина дуги кривой AX равна

S(t) =

t∫

α

√

ϕ′(τ)2 +ψ′(τ)2 dτ , α 6 t 6 β.

Отсюда, применяя теорему о дифференцировании интеграла по верхнему
пределу, находим

ds = S′(t)dt =
√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt.

Так как из x = ϕ(t), y = ψ(t) следует dx = ϕ′(t)dt, y = ψ′(t)dt, то отсюда
получаем

ds =
√

(ϕ′(t)dt)2 +(ψ′(t)dt)2 =
√

dx2 +dy2.

Мы видим, что выражение для дифференциала длины дуги ds =
√

dx2 +dy2 не меняется в зависимости от способа задания кривой. Исполь-
зуя сокращенную запись, видим, что опять можем записать длину кривой в
виде

L =

β∫

α

ds.

ПРИМЕР 2.4.5. Найти длину одной арки циклоиды x = a(t−
−sin t), y = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π.
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Вычислим вначале дифференциал длины дуги ds. Имеем

ds =

√

a2(1− cos t)2 +a2 sin2 t dt = a
√

2−2cos t dt =

= 2a

√

sin2 t

2
dt = 2a

∣

∣

∣sin
t

2

∣

∣

∣ dt.

Так как 0 6 t 6 2π, то 0 6
t

2
6 π и, значит, sin

t

2
> 0. Тогда ds = 2asin(t/2)dt

и мы получаем

L =

2π∫

0

ds = 2a

2π∫

0

sin
t

2
dt = −4acos

t

2

∣

∣

∣

∣

2π

0

= 8a.

Частным случаем параметрического задания кривой является задание
кривой в полярных координатах: γ: r = r(ϕ), α 6 ϕ 6 β. Тогда x = r(ϕ)cosϕ,
y = r(ϕ)sinϕ. Найдем dx2 +dy2. Имеем

dx = (r′ cosϕ− r sinϕ)dϕ ,

dy = (r′ sinϕ+ r cosϕ)dϕ,

dx2 +dy2 = (r′2 cos2 ϕ−2rr′ sinϕcosϕ+ r2 sin2 ϕ)dϕ2+

+(r′2 sin2 ϕ+2rr′ sinϕcosϕ+ r2 cos2 ϕ)dϕ2 =

= (r′2 + r2)dϕ2.

Таким образом, ds =
√

r2 + r′2 dϕ и, следовательно, длина кривой равна

L =

β∫

α

√

r2 + r′2 dϕ.

ПРИМЕР 2.4.6. Вычислить длину кардиоиды r = 1+ cosϕ.
Поскольку кривая симметрична относительно оси Ox (см.

рис. 2.5), можно найти длину только верхней части кардиои-
ды (y > 0), а затем удвоить результат. Найдем вначале ds =
=
√

r2 + r′2 dϕ. Имеем

r2 + r′2 = (1+ cosϕ)2 + sin2 ϕ = 2+2cosϕ = 4cos2 ϕ

2
.

Следовательно, ds = 2

∣

∣

∣
cos

ϕ

2

∣

∣

∣
dϕ.

L = 2

π∫

0

∣

∣

∣cos
ϕ

2

∣

∣

∣ dϕ = 2

π∫

0

cos
ϕ

2
dϕ = 4sin

ϕ

2

∣

∣

∣

∣

π

0

= 4.

При проведении вычислений мы учли, что cos(ϕ/2) > 0 при 0 6

6 ϕ 6 π.
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В заключение этого пункта приведем формулы для вычисления длины
кривой и дифференциала длины дуги в зависимости от способа задания
кривой.

а) γ: y = f (x), a 6 x 6 b. Тогда

ds =
√

1+ f ′(x)2 dx, L =

b∫

a

√

1+ f ′(x)2 dx.

б) γ: x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β. Тогда

ds =
√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt, L =

β∫

α

√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt.

в) γ: r = r(ϕ), α 6 ϕ 6 β. Тогда

ds =
√

r(ϕ)2 + r′(ϕ)2 dϕ, L =

β∫

α

√

r(ϕ)2 + r′(ϕ)2 dϕ.

2.4.3. Вычисление объема тела вращения

Пусть функция y = f (x) непрерывна и неотрицательна на отрезке [a,b].
Рассмотрим фигуру

G = {(x,y) : a 6 x 6 b,0 6 y 6 f (x)},
которую мы называем криволинейной трапецией.

O
x

y

a = x0 x1 xi−1 xi b = xn

y = f (x)
f (xi−1)

f (xi)

Рис. 2.9
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Будем вращать фигуру G вокруг оси Ox, получим трехмерное тело
(рис. 2.9). Покажем, что объем полученного тела вычисляется по форму-
ле

V = π

b∫

a

f 2(x)dx.

Разобьем отрезок [a,b] произвольным образом на n частей a = x0 < x1 <
.. . < xn = b. На каждом частичном отрезке [xi−1,xi] построим прямоуголь-
ник, длина основания которого равна ∆xi = xi−xi−1, а высота равна f (xi−1).
При вращении прямоугольника вокруг оси Ox мы получаем цилиндр, объ-
ем которого равен π f 2(xi−1)∆xi. Объем, полученный при вращении криво-
линейной трапеции G вокруг оси Ox приближенно равен сумме объемов
цилиндров,

V ≈ π
n

∑
i=1

f 2(xi−1)∆xi.

Равенство будет тем точнее, чем мельче разбиение отрезка [a,b]. При λ =
max

16i6n
∆xi → 0 мы получим в пределе точное равенство. Таким образом,

V = lim
λ→0

π
n

∑
i=1

f 2(xi−1)∆xi = π

b∫

a

f 2(x)dx.

Если вокруг оси Oy вращается фигура
D = {(x,y) : c 6 y 6 d,0 6 x 6 g(y)},

то объем полученного тела вращения равен

V = π

d∫

c

g2(y)dy. (*)

Приведем без вывода еще одну полезную формулу для вычисления объ-
емов. Снова рассмотрим фигуру G (рис. 2.10):

G = {(x,y) : a 6 x 6 b,0 6 y 6 f (x)}.
Будем вращать криволинейную трапецию G вокруг оси Oy. Тогда объем
тела, которое заштрихует G, вычисляется по формуле

V = 2π

b∫

a

x f (x)dx = 2π

b∫

a

xydx.

ПРИМЕР 2.4.7. Вычислить объем, получаемый при вращении вокруг оси
Ox криволинейной трапеции G = {(x,y) : 1 6 x 6 2,0 6 y 6 x2}.

Вычисляем объем

V = π

2∫

1

y2 dx = π

2∫

1

x4 dx = π
x5

4

∣

∣

∣

∣

2

1

=
31

5
π.

63



G

x

y

a b

Рис. 2.10

ПРИМЕР 2.4.8. Вычислить объем, получаемый при вращении вокруг оси
Oy фигуры, ограниченной линиями x = 0, y = 1, y = 4, y = x2.

Согласно формуле (*), имеем

V = π

4∫

1

x2 dy = π

4∫

1

(
√

y)2
dy = π

4∫

1

ydy = π
y2

2

∣

∣

∣

∣

4

1

=
15

2
π.

ПРИМЕР 2.4.9. Пусть фигура G из примера 2.4.7 вращается вокруг оси
Oy. Найти объем полученного тела вращения.

Находим

V = 2π

2∫

1

xydx = 2π

2∫

1

x · x2 dx = π
x4

2

∣

∣

∣

∣

2

1

=
15

2
π.

2.4.4. Площадь поверхности вращения

Пусть функция y = f (x) непрерывна, неотрицательна на отрезке [a,b] и
имеетпроизводную f ′(x), которая такженепрерывнана [a,b]. Тогдаплощадь
поверхности, получаемой вращением графика функции y = f (x) вокруг оси
Ox, можно вычислить по формуле

S = 2π

b∫

a

f (x)
√

1+[ f ′(x)]2 dx

или

S = 2π

b∫

a

y
√

1+ y′2 dx.
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Мы не приводим здесь вывода формулы, отсылая читателя к учебникам
[5] или [6].

Отметим, что поскольку
√

1+ y′2 dx = ds — дифференциал длины дуги
кривой, то формулу для вычисления площади можно записать в виде

S = 2π

b∫

a

|y|ds.

Приведем формулы для вычисления площади поверхности вращения
дляслучаев, когдакриваязаданапараметрическиивполярныхкоординатах.

Если кривая задана параметрически γ: x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β, то

S = 2π

β∫

α

|ψ(t)|
√

ϕ′(t)2 +ψ′(t)2 dt.

Если кривая задана в полярных координатах γ: r = r(ϕ), α 6

6 ϕ 6 β, то

S = 2π

β∫

α

r(ϕ)|sinϕ|
√

r(ϕ)2 + r′(ϕ)2 dϕ.

ПРИМЕР 2.4.10. Вычислить площадь поверхности, образованной враще-
нием вокруг оси Ox дуги параболы y2 = 8x от x = 2 до x = 7.

Поскольку парабола симметрична относительно оси Ox, достаточно
рассмотреть только верхнюю ее часть y = 2

√
2
√

x. Вычислим площадь со-
гласно формуле

S = 2π

7∫

2

2
√

2
√

x ·
√

1+
2

x
dx = 4π

√
2

7∫

2

√
x+2dx =

=
8π

√
2

3
(x+2)3/2

∣

∣

∣

∣

7

2

=
152π

√
2

3
.

2.4.5. Работа переменной силы

Пусть под действием силы F(x) материальная точка M движется по
прямой Ox. Мы считаем, что направление силы совпадает с направлением
движения. Найдем работу, которую производит сила F при перемещении
точки M из положения x = a в положение x = b. Мы считаем, что сила F(x)
является непрерывной функцией от x.

Рассмотрим произвольное разбиение R отрезка [a,b] a =
= x0 < x1 < · · · < xn = b и положим ∆xi = xi − xi−1, λR = max

16i6n
∆xi.
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Выберем произвольно точку ξi ∈ [xi−1,xi] для каждого i = 1,2, . . . ,n.
Предположим, что сила на частичном отрезке [xi−1,xi] приближенно равна
F(ξi). Так можно считать, поскольку F(x) — непрерывная функция и на
малом перемещении изменяется мало.

Тогда работа по перемещению точки M из xi−1 в xi приближенно равна
F(ξi)∆xi, а вся работа A по перемещению точки M из точки x = a в точку
x = b приближенно равна

A ≈ An =
n

∑
i=1

F(ξi)∆xi.

Сумма An тем ближе будет к точному значению работы A, чем мельче будет
разбиение отрезка [a,b]. Следовательно, в пределе при λR → 0 мы получаем

A = lim
λR →0

n

∑
i=1

F(ξi)∆xi =

b∫

a

F(x)dx.

ПРИМЕР 2.4.11. Найти работу, необходимую длятого, чтобы выкачать
воду из прямого кругового цилиндра, радиус основания которого равен 3 м, а
высота равна 5 м (рис. 2.11).

O
x

y

xi−1

∆xi

Рис. 2.11

Выберем систему координат, как на рисунке. Работа, необходимая для
того, чтобы поднять тело, равна произведению веса тела на высоту подъ-
ема. Разобьем отрезок [0,5] на n частей 0 = x0 < x1 < .. . < xn = 5. Выберем
в каждой части [xi−1,xi] точку ξi. Воду в части цилиндра, соответствую-
щей [xi−1,xi], нужно поднять прближенно на высоту 5−ξi. Так как удельный
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вес воды равен единице, то вес равен объему, т. е. π32∆xi = 9π∆xi. Тогда
Ai = (5−ξi)9π∆xi = 9π(5−ξi)∆xi и

A ≈ 9π
n

∑
i=1

(5−ξi)∆xi.

В пределе, при λ = max
16i6n

∆xi → 0, получаем

A = 9π lim
λ→0

n

∑
i=1

(5−ξi)∆xi = 9π

5∫

0

(5− x)dx =

= 9π

(

5x− x2

2

)∣

∣

∣

∣

5

0

=
225

2
π = 112,5π.

§ 2.5. Несобственные интегралы

Приопределенииопределенногоинтегралапредполагалось, чтопределы
интегрирования конечны.Необходимым условием существования интегра-
ла была ограниченность функции. Определенный интеграл от ограничен-
ной функции по конечному отрезку называется собственным. Но многие
важные задачи в математике и физике привели к необходимости расши-
рить понятие интеграла на неограниченные промежутки интегрирования
и неограниченные функции. Эти расширения определенного интеграла на-
зываются несобственными интегралами.

2.5.1. Несобственные интегралы с бесконечными

пределами интегрирования

Определение 2.5.1. Пусть функция y = f (x) определена на промежут-
ке [a,∞) и интегрируема по любому отрезку [a,R] при R > a. Тогда, если
существует конечный предел

lim
R→+∞

R∫

a

f (x)dx,

то он называется несобственным интегралом от функции f (x) по проме-

жутку [a,∞) и обозначается

∞∫

a

f (x)dx.

Таким образом, по определению
∞∫

a

f (x)dx = lim
R→+∞

R∫

a

f (x)dx.
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Если предел существует, то говорят, что несобственный интеграл схо-
дится. Если предела не существует или он бесконечен, то несобственный
интеграл называется расходящимся.

Рассмотрим некоторые примеры. Функция y =
1

x2
определена на [1,∞).

Имеем
R∫

1

dx

x2
= −1

x

∣

∣

∣

∣

R

1

= 1− 1

R
.

Очевидно, lim
R→+∞

R∫

1

dx

x2
= 1, следовательно, интеграл

∞∫

1

dx

x2
сходится и равен

1. Геометрически этоозначает, чтоплощадьфигуры, ограниченнойлиниями

y = 0, x = 1, y =
1

x2
, конечна и равна 1.

Если на том же промежутке [1,∞) рассмотреть функцию y =

=
1

x
, то для нее

R∫

1

dx

x
= lnR → ∞ , при R → +∞,

и, следовательно, интеграл

∞∫

1

dx

x
расходится.Причина здесь та, чтофункция

y =
1

x
недостаточно быстро стремится к нулю при x → ∞.

Рассмотрим еще интеграл

∞∫

0

sinxdx. Имеем для R > 0

R∫

0

sinxdx = −cosx

∣

∣

∣

∣

R

0

= 1− cosR.

В данном случае интеграл по любому отрезку [0,R] ограничен, тем не менее

интеграл

∞∫

0

sinxdx расходится, так как не существует предела lim
R→+∞

(1 −

cosR).
Аналогично интегралу по [a,∞) вводится интеграл по полуинтервалу

(−∞,b]:
b∫

−∞

f (x)dx = lim
A→−∞

b∫

A

f (x)dx.
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Если функция y = f (x) определена на всей числовой оси (−∞,∞) и ин-
тегрируема на любом промежутке [a,b] ⊂ (−∞,∞), то под интегралом

∞∫

−∞

f (x)dx

понимается сумма
∞∫

−∞

f (x)dx =

c∫

−∞

f (x)dx+

∞∫

c

f (x)dx,

где c — любое число. При этом интеграл

∞∫

−∞

f (x)dx считается сходящимся,

только если сходятся оба интеграла

c∫

−∞

f (x)dx и

∞∫

c

f (x)dx.

Часто в определении вместо произвольного c берут конкретное число 0,
т. е. полагают по определению

∞∫

−∞

f (x)dx =

0∫

−∞

f (x)dx+

∞∫

0

f (x)dx.

Можно доказать, что оба определения интеграла по (−∞,∞) равносильны.

ПРИМЕР 2.5.1. Рассмотрим интеграл
∞∫

−∞

ex dx.

По определению
∞∫

−∞

ex dx =

0∫

−∞

ex dx+

∞∫

0

ex dx.

Первый интеграл в сумме справа сходится, так как

lim
A→−∞

0∫

A

ex dx = lim
A→−∞

(

1− eA
)

= 1.

Но второй интеграл расходится, так как

lim
R→+∞

R∫

0

ex dx = lim
R→+∞

(eR −1) = ∞.

Значит, интеграл

∞∫

−∞

ex dx расходится.
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Если F(x) —первообразная функции f (x) на (a,∞), то принято записы-
вать

∞∫

a

f (x)dx = F(x)

∣

∣

∣

∣

∞

a

,

понимая это следующим образом

F(x)

∣

∣

∣

∣

∞

a

= lim
x→∞

F(x)−F(a).

Аналогично, если F(x) — первообразная f (x) на (−∞,b), то
b∫

−∞

f (x)dx = F(x)

∣

∣

∣

∣

b

−∞

= F(b)− lim
x→−∞

F(x).

В случае всей числовой оси (−∞,∞) поступают следующим образом
∞∫

−∞

f (x)dx = F(x)

∣

∣

∣

∣

∞

−∞

= lim
x→∞

F(x)− lim
x→−∞

F(x).

Здесь для сходимости интеграла необходимо, чтобы оба предела существо-
вали и были конечными.

ПРИМЕР 2.5.2. Рассмотрим интеграл
∞∫

−∞

dx

1+ x2
.

Имеем
∞∫

−∞

dx

1+ x2
= arctgx

∣

∣

∣

∣

∞

−∞

= lim
x→∞

arctgx−

− lim
x→−∞

arctgx =
π

2
−
(

−π

2

)

= π.

Часто бывает так, что несобственный интеграл либо неберущийся, либо
его технически сложно вычислить и при этом важно знать не точное его зна-
чение, а только то, сходится он или нет. Поэтому важно уметь определять,
сходится интеграл или нет, не вычисляя его. Мы рассмотрим здесь один из
признаков сходимости интеграла. Рассмотрения будут вестись для интегра-

ла

∞∫

a

f (x)dx. Для интеграла

b∫

−∞

f (x)dx все рассмотрения повторяются либо
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дословно, либо с очевидными изменениями. Интеграл

∞∫

−∞

f (x)dx сводится к

интегралам

∞∫

a

f (x)dx и

b∫

−∞

f (x)dx.

Отметим вначале следующий простой факт. Если функция f (x) неот-

рицательна на [a,∞), то функция F(R) =

R∫

a

f (x)dx не убывает на [a,∞).

Действительно, если R1 < R2, то по аддитивному свойству интеграла

F(R2) =

R2∫

a

f (x)dx =

R1∫

a

f (x)dx+

R2∫

R1

f (x)dx >

R1∫

a

f (x)dx = F(R1),

так как
R2∫
R1

f (x)dx > 0. Напомним, что монотонно возрастающая на [a,∞)

функцияF(R)имеет конечныйпредел lim
R→+∞

F(R) тогда и только тогда, когда

она ограничена сверху. Из этого вытекает

Теорема 2.5.1. Если функция f (x) неотрицательна на [a,∞) и интегри-
руема на любом отрезке вида [a,R], где R > a, то несобственный интеграл

∞∫

a

f (x)dx сходится тогда и только тогда, когда функция F(R) =

R∫

a

f (x)dx

ограничена сверху, т. е. существуеттакая постоянная M > 0, что для всех
R > a F(R) 6 M.

Опираясь на эту теорему, докажем следующий признак сходимости
несобственных интегралов.

Теорема2.5.2 (признаксравнениянесобственныхинтегралов). Пусть
функции f (x) и g(x) определены на [a,∞) и интегрируемы по любому отрез-
ку вида [a,R], где R > a. Тогда если 0 6 f (x) 6 g(x) при всех x ∈ [a,∞), то
выполняется:

1) Если интеграл

∞∫

a

g(x)dx сходится, то сходится и интеграл

∞∫

a

f (x)dx.

2) Если интеграл

∞∫

a

f (x)dx расходится, то расходится и интеграл

∞∫

a

g(x)dx.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим две неубывающие функции F(R) =
R∫

a

f (x)dx и G(R) =

R∫

a

g(x)dx. Из условий теоремы и свойств определенного

интеграла следует, что F(R) 6 G(R) всюду на [a,∞).

Если интеграл

∞∫

a

g(x)dx сходится, то по теореме 2.5.1 функция G(R)

ограничена.НотогдаограниченаифункцияF(R), следовательно,потеореме

2.5.1 сходится и интеграл

∞∫

a

f (x)dx.

Если интеграл

∞∫

a

f (x)dx расходится, то по теореме 2.5.1 функция F(R)

не ограничена, следовательно, не ограничена и функция G(R). Поэтому по

той же теореме 2.5.1 интеграл

∞∫

a

g(x)dx расходится.

Теорема доказана.
Признак сравнения становится полезным и хорошо работает, если есть

достаточно большой набор интегралов, про которые доподлинно известно,
сходятся ониилирасходятся. Такие интегралы, удобные для сравнения, дает
следующая

Теорема 2.5.3. Пусть a > 0 — некоторое число. Интеграл
∞∫

a

dx

xα

сходится тогда и только тогда, когда α > 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если α < 1, то для любого R > a имеем
R∫

a

dx

xα
=

1

1−α

1

xα−1

∣

∣

∣

∣

R

a

=
1

1−α

(

R1−α −a1−α
)

,

откуда следует

lim
R→∞

R∫

a

dx

xα
= ∞.

Если α = 1, то

R∫

a

dx

x
= lnR− lna → ∞ при R → ∞.
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Пусть теперь α > 1. Тогда

R∫

a

dx

xα
=

1

(α−1)xα−1

∣

∣

∣

∣

R

a

=
1

(α−1)aα−1
− 1

(α−1)Rα−1
<

<
1

(α−1)aα−1
< ∞ ∀R.

Теорема доказана.

ПРИМЕР 2.5.3. Исследовать на сходимость интеграл
∞∫

1

x2 dx

x4 +1
.

Оценим подынтегральную функцию f (x) =
x2

x4 +1
. Имеем

x2

x4 +1
6

x2

x4
6

1

x2
.

Таким образом, f (x) 6 g(x), где g(x) =
1

x2
и, следовательно, по признаку срав-

нения наш интеграл сходится, так как по теореме 2.5.3 сходится интеграл
∞∫

1

g(x)dx =

∞∫

1

dx

x2
.

Иногда удобнее пользоваться так называемым предельным признаком
сравнения. Вместо того чтобы доказывать неравенство f (x) 6 g(x), в этом
признаке ищем предел, что иногда бывает легче сделать. Мы приводим при-
знак без доказательства (см., например, [6]).

Теорема 2.5.4 (предельный признак сравнения несобственных инте-

гралов). Пусть функции f (x) и g(x) неотрицательны на [a,∞) и интегри-
руемы на любом отрезке [a,R], где R > a. Тогда, если существует предел

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= λ,

причем, 0 < λ < ∞, то интегралы

in f ty∫

a

f (x)dx и

∞∫

a

g(x)dx

сходятся или расходятся одновременно.
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ПРИМЕР 2.5.4. Исследовать на сходимость интеграл
∞∫

1

x2 +1

x4 − x+2
dx.

Наша подынтегральная функция f (x) =
x2 +1

x4 − x+2
при больших x ведет

себя как g(x) =
1

x2
, так как на поведение числителя при x → ∞ постоянное

слагаемое влияния не оказывает, а в знаменателе основную роль играет x4.
Находим предел

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim

x→∞

(x2 +1)x2

x4 − x+2
= lim

x→∞

1+1/x2

1−1/x3 +2/x4
= 1.

По теореме 2.5.4 отсюда заключаем, что наш интеграл сходится, так как
интеграл

∞∫

1

dx

x2

сходится по теореме 2.5.3.

В несобственных интегралах функция не всегда неотрицательна. Выде-
лим следующий очень важный класс несобственных интегралов.

Определение 2.5.2. Несобственный интеграл

∞∫

a

f (x)dx называется аб-

солютно сходящимся, если сходится интеграл
∞∫

a

| f (x)|dx.

Теорема 2.5.5. Если несобственный интеграл

∞∫

a

f (x)dx сходится абсо-

лютно, то он сходится.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим неотрицательные функции

ϕ(x) =
f (x)+ | f (x)|

2
и ψ(x) =

| f (x)|− f (x)

2
.

Очевидно, что 0 6 ϕ(x) 6 | f (x)| и 0 6 ψ(x) 6 | f (x)|. Из абсолютной схо-
димости интеграла и из признака сравнения (теорема 2.5.2) следует, что
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интегралы

∞∫

a

ϕ(x)dx и

∞∫

a

ψ(x)dx сходятся. Так как f (x) = ϕ(x)−ψ(x), то

сходится и интеграл
∞∫

a

f (x)dx =

∞∫

a

ϕ(x)dx−
∞∫

a

ψ(x)dx.

Теорема доказана.

ПРИМЕР 2.5.5. Исследовать на сходимость
∞∫

1

sinx

x2 +1
dx.

Признак сравнения здесь неприменим, так как функция f (x) =
sinx

x2 +1
не

будет всюду неотрицательна. Но, очевидно,

| f (x)| =
∣

∣

∣

∣

sinx

x2 +1

∣

∣

∣

∣

6
1

x2 +1
6

1

x2
.

Следовательно, по признаку сравнения наш интеграл сходится абсолютно,
значит, по теореме 2.5.5, сходится.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.5.1. Для сходящихся несобственных интегралов справед-
ливы те же свойства, что и для собственных интегралов: линейные свой-
ства, аддитивное свойство. Справедливытеоремы о замене переменной и об
интегрировании по частям. Доказательства можно найти в более полных
курсах математического анализа (см., например, [5] или [6]).

2.5.2. Несобственные интегралы от неограниченных функций

Определение 2.5.3. Точка x0 называется особой точкой функции y =
f (x), если в любой окрестности этой точки функция не ограничена.

Конкретизируем понятие особой точки. Если функция y =
= f (x) определена на полуинтервале [a,b), то точка b будет особой, если
функция не ограничена на любом интервале вида (b− ε,b), где ε > 0 такое,
что b− ε > a. Если функция определена на (a,b], то точка a будет особой,
если f (x) не ограничена на любом интервале вида (a,a + ε), где ε > 0 и
a+ε < b. Наконец, точка c ∈ (a,b) будет особой для функции f (x), если f (x)
определена на (a,c)∪ (c,b) и для любого ε такого, что a < c− ε < c+ ε < b,
функция f (x) не ограничена на (c− ε,c)∪ (c,c+ ε).

Напомним, что неограниченность функции f (x), например на (b− ε,b),
означает, что для любого числаM > 0 найдется такая точка x ∈ (b−ε,b), что
будет выполняться | f (x)| > M.
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Определение 2.5.4. Пусть функция f (x) определена на полуинтервале
[a,b), где b — особая точка функции f (x) и пусть функция интегрируема в
собственном смысле на любом отрезке вида [a,b− ε], где ε > 0 и b− ε > a.
Тогда, если существует конечный предел

lim
ε→+0

b−ε∫

a

f (x)dx,

то он называется несобственным интегралом от функции f (x) на [a,b) и

обозначается

b∫

a

f (x)dx.

Таким образом, по определению
b∫

a

f (x)dx = lim
ε→+0

b−ε∫

a

f (x)dx.

Если предел существует и конечен, то интеграл называют сходящимся.
Предел из определения иногда записывают в следующем виде

lim
η→b−0

η∫

a

f (x)dx.

Аналогично определяется несобственный интеграл

b∫

a

f (x)dx в том слу-

чае, когда особой точкой для функции f (x) является x = a:
b∫

a

f (x)dx = lim
ε→+0

b∫

a+ε

f (x)dx.

Если особой точкой функции f (x) является точка c ∈ (a,b), то по опре-
делению полагают

b∫

a

f (x)dx =

c∫

a

f (x)dx+

b∫

c

f (x)dx,

причем интеграл

b∫

a

f (x)dx считается сходящимся, если сходятся оба инте-

грала

c∫

a

f (x)dx и

b∫

c

f (x)dx.
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Как и для сходящихся несобственных интегралов по неограниченному
промежутку, для сходящихся несобственных интегралов от неограничен-
ных функций справедливы свойства линейности, аддитивности, теоремы о
замене переменной и об интегрировании по частям.

Если F(x) является первообразной функции f (x) на (a,b) и если особая
точка функции — это x = b, то

b∫

a

f (x)dx = F(x)

∣

∣

∣

∣

b

a

= lim
x→b−0

F(x)−F(a).

ПРИМЕР 2.5.6. Вычислить несобственный интеграл

1∫

0

lnxdx.

Особая точка функции: x = 0. Вычисляем интеграл по частям:

1∫

0

lnxdx =

∣

∣

∣

∣

∣

u = lnx, du =
dx

x
dv = dx, v = x

∣

∣

∣

∣

∣

= x lnx

∣

∣

∣

∣

1

0

−
1∫

0

dx =

= 1 · ln1− lim
x→+0

(x lnx)−1 = −1,

так как lim
x→+0

(x lnx) = 0 (неопределенность вида 0 ·∞).

Для исследования сходимости несобственных интегралов от неограни-
ченных функций на сходимость используется, как и для интегралов по
неограниченному промежутку, признак сравнения. Мы приведем его без
доказательства, так как его можно получить, повторив доказательство при-
знака сравнениядляинтегралов с бесконечнымипределами.Сформулируем
теорему для полуинтервала [a,b). Случай, когда особая точка x = a, рассмат-
ривается аналогично.

Теорема 2.5.6 (признак сравнения для несобственных интегралов

от неограниченных функций). Пусть точка x = b является особой для
функций f (x)и g(x), пустьфункции f (x)и g(x)интегрируемыв собственном
смысле по любому отрезку вида [a,b− ε], где ε > 0 и b− ε > a и выполняется
0 6 f (x) 6 g(x) при a 6 x 6 b. Тогда

1) если интеграл

b∫

a

g(x)dx сходится, то сходится и интеграл

b∫

a

f (x)dx,
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2) если интеграл

b∫

a

f (x)dx расходится, то расходится и интеграл

b∫

a

g(x)dx.

Как ранее уже отмечалось, признак сравнения очень полезен, если есть
набор интегралов для сравнения, про сходимость которых уже известно.

Теорема 2.5.7. Пусть b > 0 — некоторое число. Интеграл
b∫

0

dx

xα

сходится тогда и только тогда, когда α < 1.

Рассуждения приводятся те же, что и при доказательстве теоремы 2.5.3.

ПРИМЕР 2.5.7. 1) Исследовать на сходимость интеграл
b∫

a

dx

(x−a)α
.

Сделаем замену переменной x−a = t, dx = dt, x = a → t = 0, x = b → t =
b−a. Тогда

b∫

a

dx

(x−a)α
=

b−a∫

0

dt

tα
.

Таким образом, отсюда и из теоремы 2.5.7 вытекает, что наш интеграл
сходится только при α < 1.

Аналогично рассматривается интеграл

b∫

a

dx

(b− x)α
.

2) Исследовать на сходимость интеграл
2∫

0

dx
3
√

1− x
.

Поскольку для функции f (x) =
1

3
√

1− x
особой точкой является x = 1, то

необходимо представить наш интеграл в виде суммы
2∫

0

dx
3
√

1− x
=

1∫

0

dx
3
√

1− x
+

2∫

1

dx
3
√

1− x
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и исследовать на сходимость каждый из интегралов в сумме справа. Но,
переписав эти интегралы в виде

1∫

0

dx

(1− x)1/3
и

2∫

1

dx

(1− x)1/3
,

а также использовав выводы предыдущего примера, заключаем, что оба ин-
теграла сходятся, значит, сходится и наш интеграл.

3) Исследовать на сходимость интегралы

3∫

1

2x dx

(x−3)4
и

3∫

1

2x dx
4
√

3− x
.

Для первого интеграла сравним функцию f (x) =
2x

(x−3)4
с функцией

g(x) =
1

(x−3)4
. Имеем, очевидно, при 1 6 x 6 3, f (x) > g(x). Так какинтеграл

3∫

1

g(x)dx =

3∫

1

dx

(x−3)4
расходится, то по признаку сравнения расходится и

наш интеграл.

Для исследования второго интеграла сравним функцию f (x) =
2x

4
√

3− x
с

функцией
8

4
√

3− x
= g(x). Очевидно, что при 1 6 x 6 3, 0 6 f (x) 6 g(x). По-

скольку интеграл

3∫

1

g(x)dx =

3∫

1

8dx
4
√

3− x
сходится, то по признаку сравнения

заключаем, что наш интеграл сходится.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.5.2. Несобственный интеграл от неограниченной функ-
ции по виду ничем не отличим от собственного интеграла. Тем не менее
несобственный интеграл требует внимательного обращения. Если с несоб-
ственным интегралом обращаться как с собственным, то это может при-
вести к ошибкам.

Рассмотрим, например, интеграл I =

1∫

−1

dx

x2
. Если мы используем здесь

формулу Ньютона—Лейбница, то получим
1∫

−1

dx

x2
= −1

x

∣

∣

∣

∣

1

−1

= −2.
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Уже здесь видно противоречие. Интеграл от неотрицательной функции по-
лучился отрицательным. Данный интеграл на самом деле не имеет смысла,
так как он расходится. Действительно, по определению имеем

1∫

−1

dx

x2
=

0∫

−1

dx

x2
+

1∫

0

dx

x2
,

и оба интеграла справа расходятся. Применять к интегралу

1∫

−1

dx

x2
формулу

Ньютона—Лейбница было нельзя.
Для несобственных интегралов от неограниченных функций, так же как

и для интегралов с бесконечными пределами, вводится понятие абсолют-
но сходящегося интеграла. Точно так же показывается, что если интеграл
сходится абсолютно, то он сходится. Это утверждение помогает иногда ис-
следовать на сходимость интегралы от функций непостоянного знака.

ПРИМЕР 2.5.8. Исследовать на сходимость интеграл
π∫

0

sin3x√
x

dx.

Поскольку | f (x)| =
∣

∣

∣

∣

sin3x

x

∣

∣

∣

∣

6
1√
x

= g(x), и интеграл

π∫

0

g(x)dx =

π∫

0

dx√
x

сходится (по теореме 2.5.7), то сходится и наш интеграл.

§ 2.6. Приближенные методы интегрирования

Если функция y = f (x) непрерывна на отрезке [a,b], то, как мы знаем,

интеграл
b∫
a

f (x)dx существует и является некоторымчислом.Но вот на пути

нахождения этого числа могут встретиться значительные трудности. Во-
первых, интеграл

∫
f (x)dx может оказаться неберущимся и мы не сможем

найти первообразную F(x), чтобы воспользоваться формулой Ньютона—
Лейбница

b∫

a

f (x)dx = F(b)−F(a).

Во-вторых, даже если интеграл берущийся, вычисления могут оказаться
очень громоздкими.
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На самом деле, в приложениях требуется найти число I =

b∫

a

f (x)dx не

абсолютно точно, а с некоторой заданной точностью. В этом случае прибега-
ют к приближенному вычислениюинтегралов.Мырассмотрим два простых
приближенныхметода вычислений—метод трапецийиметодпарабол. Вто-
рой метод называют еще методом Симпсона.

2.6.1. Метод трапеций

Для простоты рассмотрений ограничимся случаем непрерывной неот-
рицательной функции f (x), определенной на отрезке [a,b].

O
x

y

a = x0 x1 x2 xi−1 xi b = xn

M0

M1

M2

Mi−1 Mi

Mn

Рис. 2.12

Разобьем отрезок [a,b] на n равных частей точками a = x0 <

< x1 < .. . < xn = b, xi − xi−1 =
b−a

n
, i = 1,2, . . . ,n. Проведем через точ-

ки xi прямые, параллельные оси Oy, и последовательно соединим точки
M0(x0, f (x0)), M1(x1, f (x1)), . . . , Mn(xn, f (xn)). Мы получили n трапеций
(рис. 2.12). Площадь i-й трапеции равна

f (xi−1)+ f (xi)

2
∆xi,

где ∆xi = xi − xi−1 =
b−a

n
. Положим f (xi) = yi. Площадь между графиком

функции и осью Ox, с одной стороны, равна интегралу

b∫

a

f (x)dx, а с другой
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стороны, приближенно равна сумме площадей трапеций

b∫

a

f (x)dx ≈ y0 + y1

2
∆x1 +

y1 + y2

2
∆x2 + . . .+

yn−1 + yn

2
∆xn =

=
b−a

2n
(y0 + yn +2(y1 + y2 + . . .+ yn−1)) .

Таким образом, мы получили формулу
b∫

a

f (x)dx =
b−a

2n

(

y0 + yn +2
n−1

∑
j=1

y j

)

,

которая называется формулой трапеций. Формула тем точнее, чем больше
n. Можно показать (см., например, [6]), что если существует непрерывная
на [a,b] вторая производная f ′′(x), то абсолютная величина погрешности
формулы трапеций не больше, чем

(b−a)3

12n2
M,

где M = max
a6x6b

| f ′′(x)|. Зная величины a, b и M, мы можем подобрать n так,

чтобы вычислить интеграл с любой заданной наперед точностью.

2.6.2. Метод парабол (метод Симпсона)

Этот метод несколько точнее, чем метод трапеций. В отличие от метода
трапеций, где мы приближали график функции ломаной, в этом методе
части графика заменяются параболами.

Отметим прежде всего, что через три точки P1(x1,y1), P2(x2,y2) и
P3(x3,y3) с различными абсциссами можно провести единственную кривую
вида y = Ax2 +Bx+C. Действительно, подстановка координат точек P1, P2 и
P3 в уравнение линии дает нам систему линейных уравнений относительно
неизвестных A, B иC:







Ax2
1 +Bx1 +C = y1;

Ax2
2 +Bx2 +C = y2;

Ax2
3 +Bx3 +C = y3.

Определитель системы отличен от нуля,

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2
1 x1 1

x2
2 x2 1

x2
3 x3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x2 − x3) 6= 0.

Следовательно, по теореме Крамера система имеет единственное решение
A, B,C. Если точки P1, P2, P3 лежат на одной прямой, то A = 0 и мы получаем
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O
x

y

y

h h

M1

M2

M3

уравнение прямой y = Bx+C. Если точки не лежат на одной прямой, то мы
получаем параболу.

Теперь вычислим площадь под графиком параболы y = Ax2+
+Bx +C, проходящей через точки M1(−h,y1), M2(0,y2), M3(h,y3) в пре-
делах −h 6 x 6 h (рис. 2.13). Из того, что точки лежат на параболе, следуют
три равенства







y1 = Ah2 −Bh+C

y2 = C

y3 = Ah2 +Bh+C

(2.6.1)

Вычисляем площадь

S =

h∫

−h

(Ax2 +Bx+C)dx = (A
x3

3
+B

x2

2
+Cx)

∣

∣

∣

∣

h

−h

=
h

3
(2Ah2 +6C).

Из системы равенств (2.6.1), складывая 1 и 3 равенства, получаем

y1 + y3 = 2Ah2 +2C , y2 = C.

Поэтому

S =
h

3
(y1 +4y2 + y3).

Если парабола проходит через три точки P1(x1,y1), P2(x2,y2) и P3(x3,y3),
причем x2−x1 = x3−x2 = h, то площадьподпараболой (илипрямой) напро-

межутке x1 6 x 6 x3 равна S =
h

3
(y1 +4y2 +y3). Это следует из того, что при
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параллельном переносе вдоль оси Ox фигуры {(x,y) : x1 6 x 6 x3,0 6 y 6

6 Ax2 + Bx + C} так, что точка x2 переходит в точку x = 0, пло-
щадь и ординаты точек не меняются, а для случая −h 6 x 6

6 h площадь уже вычислена.
Рассмотрим криволинейную трапецию, ограниченную линиями

x = a, x = b, y = 0 и кривой y = f (x) ( f (x) > 0). Разобьем
отрезок [a,b] на четное число равных частей a = x0 < x1 <
< x2 < .. . < x2k < x2k+1 < .. . < x2n−1 < x2n = b. Проведем через все точки xi

прямые, параллельные осиOyи обозначимчерезMi точки пересечения этих
прямых с графикомфункции y = f (x). Через каждую тройку точекM0M1M2,
M2M3M4, . . . , M2n−2M2n−1M2n, проведем линию вида y = Ax2 +Bx+C и вы-
числим площадь под графиком этой линии (рис. 2.14).

На отрезке [x2k,x2k+2] имеем (h =
b−a

2n
)

S =

x2k+2∫

x2k

f (x)dx ≈
x2k+2∫

x2k

(Ax2 +Bx+C)dx =

=
b−a

6n
(y2k +4y2k+1 + y2k+2),

где yi = f (xi), i = 0,1,2, . . . ,2n и k = 0,1, . . . ,n−1. Складывая получившиеся
выражения, получим приближенное значение интеграла

b∫

a

f (x)dx =
n−1

∑
k=0

x2k+2∫

x2k

f (x)dx ≈ b−a

6n

n−1

∑
k=0

(y2k +4y2k+1 + y2k+2) =

=
b−a

6n
[y0 + y2n +2(y2 + y4 + . . .+ y2(n−1))+

+4(y1 + y3 + . . .+ y2n−1)].

Формула
b∫

a

f (x)dx ≈ b−a

6n

[

y0 + y2n +2
n−1

∑
k=1

y2k +4
n−1

∑
k=0

y2k+1

]

называется формулой парабол, или формулой Симпсона. Можно доказать
(см., например, [6]), что ошибка при замене интеграла суммой не превосхо-
дит величины

M
(b−a)5

2880n4
= M

(b−a)5

180(2n)4
,

где M = max
a6x6b

∣

∣

∣

∣

d4 f

dx4
(x)

∣

∣

∣

∣

.
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O
x

y

a = x0 x2k
x2k+1

x2k+2 b = x2n

M0

M2k

M2k+1

M2k+2

M2n

Рис. 2.14

Ясно, что с увеличением числа точек деления отрезка [a,b] на части рас-
тет точность вычисления, но при этомвозрастает объем вычислений. Темне
менее рассмотренныеметоды содержат четко сформулированный алгоритм
для проведения вычислений. Кроме того, особенностью изложенных выше
методов является стереотипность тех вычислительных операций, которые
приходится проводить на каждом отдельном шаге. Эти две особенности
обеспечивают широкое применение изложенных методов для вычисления
интегралов с использованием компьютеров.

ПРИМЕР 2.6.1. Вычислить
1∫

0

e−x2

dx

с точностью до 0,0001 по формуле Симпсона.
Учитываятребуемуюточность, числоточек деления отрезка [0,1] най-

дем из неравенства
M

180(2n)4
< 0,0001,

где M = max
06x61

∣

∣

∣

∣

∣

d4e−x2

dx4
(x)

∣

∣

∣

∣

∣

. Вычислим производную

f (4)(x) = 4(4x4 −12x2 +3)e−x2

.

Исследуя f (4)(x) с помощью производных, можно показать, что во всяком

случае
∣

∣

∣ f (4)(x)
∣

∣

∣ 6 20 при 0 6 x 6 1, хотя более аккуратное исследование
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показывает, что max
06x61

∣

∣

∣
f (4)(x)

∣

∣

∣
= 12. Мы возьмем M = 20. Тогда n будем ис-

катьизнеравенства
1

9(2n)4
< 10−4, откудаn4 >

625

9
илиn2 >

25

3
. Последнее

неравенство выполняется для всех n > 3.
Возьмем для расчета n = 5. Делим отрезок [0,1] на 10 равных частей

точками x0 = 0, x1 = 0,1, . . . , x9 = 0,9, x10 = 1 и вычисляем соответствую-

щие значения e−x2
i , i = 0,1, . . . ,10. При этом, чтобы обеспечить требуемую

условием точность ε = 0,0001, вычисления надо проводить с пятью знака-
ми после запятой, округляя окончательный результат до четырех знаков.
Вычисления оформим таблицей

i xi yi = f (xi) = e−x2
i

0 0 1,00000

1 0,1 0,99005

2 0,2 0,96079

3 0,3 0,91393

4 0,4 0,85214

5 0,5 0,77680

6 0,6 0,69768

7 0,7 0,61263

8 0,8 0,52729

9 0,9 0,44486

10 1,0 0,36788

Далее вычисляем

y0 + y10 = 1,36788 ;

4(y1 + y3 + y5 + y7 + y9) = 4 ·3,74027 = 14,96108 ;

2(y2 + y4 + y6 + y8) = 2 ·3,03790 = 6,07580 .

Подставляя полученные значения в формулу Симпсона, получаем

1∫

0

e−x2

dx ≈ 1

30
(1,36788+6,07580+14,96108) =

= 0,74682 ≈ 0,7468.

переменных



Глава 3.

Дифференциальное

исчисление

функций нескольких

переменных

§ 3.1. Вспомогательный раздел.
Вектор-функция скалярного аргумента

3.1.1. Первые понятия

В этом разделе мы рассмотрим функции, значениями которых являются
векторы на плоскости или в пространстве. При этом будем предполагать,
что имеется декартова система координат: координаты на плоскости будем
обозначать x и y, в пространстве — x, y, z.

В пространстве векторов на плоскости xOy зафиксируем канонический
базис i, j, в пространстве — базис i, j, k. Напомним, что векторы i, j, k

имеют единичную длину, причем вектор i направлен одинаково с осью Ox,
вектор j — с осью Oy и вектор k — с осью Oz. Любой вектор на плоскости
можноединственнымобразомпредставитьввидеa = axi+ayj, или, в другой
записи, a = {ax,ay}. Для векторов в пространстве соответственно имеем
представления a = axi+ayj+azk = {ax,ay,az}.

Пусть [α,β] — некоторый отрезок. Если каждому значению t ∈ [α,β]
сопоставлен определенный вектор r(t), то говорят, что r(t) — векторная
функция скалярного аргумента t, или, короче, вектор-функция.
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Далее, если не сказано что-то иное, будут рассматриваться свободные
векторы. Напомним, что свободные векторы полностью определяются мо-
дулем (длиной) и направлением.

Если начало вектора r(t) совместить с началом координат, то его конец
при изменении параметра t от α до β будет описывать некоторую линию.
ЛинияΓ, описываемая концом r(t), называется годографом вектор-функции
r(t). Начало координат называется при этом полюсом годографа.

Если у вектора r(t) при изменении параметра t меняется только модуль,
то годографом будет луч, исходящий из полюса, или некоторая часть этого
луча. Если модуль вектора r(t) постоянен (|r(t)| = C = const), то меняется
только направление r(t). В этом случае, если r(t) — это вектор на плоско-
сти, то годограф вектор-функции есть либо окружность x2 + y2 = C2, либо
часть этой окружности. Если значениями вектор-функции являются векто-
ры пространства, то годографом является линия на сфере x2 + y2 + z2 = C2.

3.1.2. Пределы и производные. Свойства

Введем понятие предела для вектор-функции.
Будем говорить, что вектор r0 есть предел вектор-функции r(t) при

t → t0, еслидлялюбого ε > 0можноуказатьтакоеδ > 0, чтопри0 < |t−t0|< δ
выполняется неравенство |r(t)− r0| < ε. Символически:

lim
t→t0

r(t) = r0.

Таким образом, из определения следует, что вектор r0 есть предел r(t) при
t → t0, если lim

t→t0
|r(t)− r0| = 0. Это предел числовой функции переменной t.

Стремление вектора r(t) = {x(t),y(t),z(t)} к вектору r0 =
= {a,b,c} при t → t0 эквивалентно тому, что координатные функции
x(t), y(t) и z(t) стремятся к координатам a, b и c соответственно. Точнее,
справедлива следующая

Теорема 3.1.1. Пусть r(t) = {x(t),y(t),z(t)}, r0 = {a,b,c}. Тогда равен-
ство lim

t→t0
r(t) = r0 будет справедливо в том и только том случае, если одно-

временно выполняются три равенства:

lim
t→t0

x(t) = a; lim
t→t0

y(t) = b; lim
t→t0

z(t) = c.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как

|x(t)−a| 6
√

(x(t)−a)2 +(y(t)−b)2 +(z(t)− c)2 = |r(t)− r0|,
то из соотношения lim

t→t0
r(t) = r0 следует, что lim

t→t0
x(t) = a. Также доказывают-

ся два оставшиеся предельные соотношения для координатных функций.
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Обратно: пусть теперь координатные функции вектора r(t) стремятся
при t → t0 к координатам вектора r0. Тогда из неравенства

|r(t)− r0| =
√

(x(t)−a)2 +(y(t)−b)2 +(z(t)− c)2 6

6 |x(t)−a|+ |y(t)−b|+ |z(t)− c|
следует, что lim

t→t0
r(t) = r0. Тем самым теорема полностью доказана.

С очевидными упрощениями аналогичная теорема может быть сформу-
лирована и доказана для вектор-функции, чьи значения являются вектора-
ми на плоскости.

УПРАЖНЕНИЕ 3.1.1. Пусть r(t), r1(t), r2(t) — вектор-функции, а f (t) —
скалярная функция, определенные на отрезке [α,β]. Докажите следующие
свойства пределов:

1. lim
t→t0

(r1(t)± r2(t)) = lim
t→t0

r1(t)± lim
t→t0

r2(t);

2. lim
t→t0

f (t)r(t) =

(

lim
t→t0

f (t)

)

lim
t→t0

r(t);

3. lim
t→t0

(r1(t),r2(t)) =

(

lim
t→t0

r1(t), lim
t→t0

r2(t)

)

;

4. lim
t→t0

r1(t)× r2(t) = lim
t→t0

r1(t)× lim
t→t0

r2(t).

Пусть t0 ∈ [α,β] — точка области определения вектор-функции r(t).
Вектор-функция r(t) называется непрерывной в точке t0, если lim

t→t0
r(t) =

r(t0).Функцияназываетсянепрерывнойнапромежутке, еслионанепрерыв-
на в каждой точке этого промежутка. Из доказанной выше теоремы следует,
что непрерывность вектор-функции равносильна непрерывности всех ее
координатных функций.

Введем понятие производной вектор-функции. Пусть t0 точка, в окрест-
ности которой определена вектор-функция r(t), и t принимает значение из
этой окрестности.

Производной вектор-функции r(t) в точке t0 называется предел (если он
существует)

lim
t→t0

r(t)− r(t0)

t − t0
.

Производная обозначается либо r′(t0), либо
dr

dt
(t0). Таким образом,

r′(t0) =
dr

dt
(t0) = lim

t→t0

r(t)− r(t0)

t − t0
.

Положим t − t0 = ∆t и r(t)− r(t0) = ∆r. Тогда можно записать

r′(t0) = lim
∆t→0

∆r

∆t
.
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По доказанной теореме вычисление предела вектор-функции сводит-
ся к вычислению пределов координатных функций, поэтому, если r =
{x(t),y(t)}, то

r′(t0) = lim
∆t→0

∆r

∆t
=

{

lim
∆t→0

∆x

∆t
, lim

∆t→0

∆y

∆t

}

=
{

x′(t0),y
′(t0)

}

.

Аналогичная формула может быть записана для функции, значения кото-
рой — пространственные векторы.

Отметим некоторые свойства производной вектор-функции. Рекомен-
дуем доказать их самостоятельно, сводя по полученным формулам диф-
ференцирование вектор-функций к дифференцированию координатных
функций и используя правила дифференцирования скалярных функций.

Для дифференцируемых вектор-функций r(t), r1(t), r2(t) и скалярной
функции f (t) справедливы равенства:

1. (r1 ± r2)
′ = r′1 ± r′2.

2. ( f r)′ = f ′r+ f r′.
3. (r1,r2)

′ = (r′1,r2)+(r1,r
′
2) (дифференцирование скалярного произве-

дения).
4. (r1 × r2)

′ = r′1 × r2 + r1 × r′2 (дифференцирование векторного произ-
ведения).

3.1.3. Касательная к кривой.

Геометрический смысл

производной вектор-функции

Пусть вектор-функция r(t), t ∈ (α,β) дифференцируема в точке
t0. Для каждого значения t будем рассматривать r(t) как радиус-
вектор в пространстве (или на плоскости). Тогда при изменении t

концы радиус-векторов r(t) образуют некоторую кривую Γ — годо-
граф вектор-функции r(t), а значению t0 соответствует точка P кри-
вой L (рис. 3.1). Значению t = t0 + ∆t отвечает точка M кривой.

O

P
M

L

l

r(t0)
τ

∆r

Рис. 3.1

Проведем через точки P и M прямую l, на-
зываемую секущей, и рассмотрим вектор−→
PM на этой секущей. Обратимся к опреде-
лениюпроизводнойвектор-функциивточ-
ке t0

r′(t0) = lim
∆t→0

∆r(t0)

∆t
.

Подобно тому как для числовой функции
одной переменной устанавливается гео-
метрическийсмыслпроизводной, заметим,
что при стремлении ∆t к нулю секущая l
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стремится к некоторому предельному по-
ложению. Прямую τ, занимающую это пре-
дельное положение, назовем касательной к линии L в точке P(x0,y0,z0) =

(x(t0),y(t0),z(t0)). При ∆t → 0 вектор
∆r(t0)

∆t
, направленный вдоль секущей,

переходит в пределе в вектор, направленный вдоль касательной τ. Вектор
∆r(t0)

∆t
имеет смысл средней скорости перемещения точки M по линии l

за промежуток времени от t0 до t0 + ∆t. Предельный вектор, r′(t0), вектор
мгновенной скорости в момент t0.

• Его направление совпадает с направлением перемещения — по каса-
тельной к линии Gamma,

• длина — абсолютная величина скорости в момент t0.

В этом заключен геометрический смысл производной вектор-функции.
Таким образом, вектор r′(t0) является направляющим вектором прямой

τ. Если вспомнить из аналитической геометрии форму векторного урав-
нения прямой с параметром, то уравнение касательной τ можно записать
так:

r = r(t0)+ r′(t0)s, −∞ < s < +∞.

Для координат вектора r это означает






x = x0 + x′(t0)s;

y = y0 + y′(t0)s;

z = z0 + z′(t0)s.
Отсюда получим канонические уравнения касательной τ

x− x0

x′(t0)
=

y− y0

y′(t0)
=

z− z0

z′(t0)
.

ПРИМЕР 3.1.1. Найти уравнение касательной к кривой Γ: x =

= t − sin t; y = 1− cos t в точке, где t =
π

2
.

Радиус-вектор точки кривой имеет вид r = {t − sin t,1− cos t}. Значит,
вектор r′ = {1− cos t,sin t} направлен по касательной к Γ. Следовательно,

вектор r′(
π

2
) = {1;1} является направляющим вектором касательной к Γ

в точке, где t =
π

2
, т. е. в точке M0(

π

2
−1,1). Поскольку x′(

π

2
) = 1, y′(

π

2
) = 1,

то мы получаем уравнение касательной к Γ в точке M0

y−1 = x− π

2
+1

или
x− y− π

2
+2 = 0.
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§ 3.2. Функции нескольких переменных
и их области определения.
Множества на плоскости и в пространстве

3.2.1. Область определения

Всоответствиисобщимопределениемфункции, заданнойнамножестве,
числовой функцией f двух переменных мы называем закон (правило), по
которому каждой паре чисел (x,y) из некоторого множества U ставится в
соответствие некоторое число f (x,y).

Слово «числовая» в определении функции принято опускать, если из
контекста понятно, что значениями f (x,y)функции являются именно числа,
а не элементы множества какой-либо иной природы.

МножествоU называют областью определения функции f и обозначают
D( f ). Подчеркнем: элементами множества U являются не числа x и y, а
упорядоченные пары (x,y) этих чисел.

Например, объемV прямого кругового цилиндра можно считать функ-
цией, зависящей от пары чисел (r,h), в которой r —радиус основания, а
h —высота цилиндра:

V (r,h) = πr2h.

В качестве области определения U = D(V ) этой функции естественно рас-
сматривать множество пар положительных чисел:

U = {(r,h) : r > 0;h > 0}.
Если, как в нашем примере, функция задается аналитически, то есть фор-
мулой, и об области определения ничего не сказано, то тогда ею считают
множество всех пар чисел, при которых формула, задающая значение функ-
ции, имеет смысл. Это множество называют естественной областью опре-
деления функции. В нашем примере естественной областью определения
функцииV (r,h) = πr2h является множество всех пар чисел. Это множество
обозначают символом R

2.
Все, сказанное выше, можно повторить для функции трех и, обощенно,

n переменных, с той лишь разницей, что вместо пар (x,y) нужно рассматри-
вать упорядоченныетройки (x,y,z)и«n-ки» (x1,x2, . . . ,xn)чисел.Множество
всех упорядоченных наборов n чисел обозначают R

n.
Если каждой паре чисел (x,y) поставить в соответствие точку M на

плоскости с декартовыми координатами (x,y), то область определенияD( f )
функции двух переменных представится частью плоскости. Под значением
функции f в точке M(x,y) понимают при этом f (M) = f (x,y). Аналогично
элементыобласти определенияфункции трех переменных удобнопредстав-
лять точками пространства, в котором введена декартова система коорди-
нат. Тогда вся область определения представляется частью пространства.
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Для значений функции f в точке M(x1,x2, . . . ,xn) из R
n и далее будем

писать или f (x1,x2, . . . ,xn), или f (M) —как удобнее.

3.2.2. Окрестности.

Области на плоскости и в пространстве

В качестве областей определения функций в математическом анализе
удобно (и в большинстве случаев достаточно) рассматривать множества,
свойства которых описываются в терминах, приведенных ниже.

Связное множество. Множество U точек плоскости (или простран-
ства)называетсясвязным, еслилюбыеегодветочкиможносоединитьнепре-
рывной линией, каждая точка которой принадлежит множествуU .

Окрестность. Пусть ε -положительное число. Множество всехточекM

(плоскости или пространства), для которых расстояние |M0M| до точки
M0 меньше ε, называется ε-окрестностьюточки M0.

Таким образом, в случае, например, пространства ε-окрестность точ-
ки M0 — это шар радиуса ε без границы с центром M0; на плоскости ε-
окрестность точки M0 — это круг радиуса ε без границы.

Точно так же определяется ε-окрестность точки M0(x1,x2, . . . ,xn) в n-
мерном пространстве R

n. При этом под расстоянием между точками M0 и
M(y1,y2, . . . ,yn) понимается число

|M0M| =
√

(y1 − x1)2 +(y2 − x2)2 + . . .+(yn − xn)2.

Внутренняя точка. ТочкаM0 множестваU называется внутренней, ес-
ли найдется хотя бы одна окрестность этойточки, все элементы которой
принадлежат множествуU .

Открытое множество. МножествоU в R
n называется открытым, если

каждый его элемент является внутренней точкой.
Область. Множество U в R

n называется областью, если оно открыто
и связно.

Граничная точка. Граничной точкой множества U называется такая
точка, каждая окрестность которой содержит как точки множества U ,
так и точки, не принадлежащиеU .

Граница. Множество всех граничных точек области U называется
границейU и часто обозначается ∂U .

Замыкание. Замкнутая область. Результат объединения области U с
множеством всех его граничных точек называется замыканием этой обла-
сти, или замкнутой областью, и обозначаетсяU .

Таким образом,
U = U ∪∂U.
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Предельная точка. Точка M из R
n называется предельной точкой мно-

жестваU , если любая окрестность этой точки содержит бесконечно много
элементов множестваU .

Заметим, что еслиU —область, то предельные точкиU —это в точности
элементы ее замыкания, т. е. замкнутой областиU .

Ограниченное множество. Множество точек в R
n называется огра-

ниченным, если оно целиком содержится в некоторой окрестности начала
координат O.

Открытое

Замкнутое Открытое, не связное

Ни открытое, ни замкнутое

Рис. 3.2

3.2.3. График функции двух переменных

Длянаглядногоизображениязависимостизначенийфункциидвухпере-
менных f от своих аргументов (т. е. независимых переменных) используют
график этой функции.

Определение 3.2.1. Графиком функции f (x,y) называется множество
Γ f точек пространства, имеющих координаты

(x,y,z), где (x,y) ∈ D( f ),аz = f (x,y).

Коротко о графике говорят так: график z = f (x,y). Например, для функ-
ции f (x,y) = x2 + y2 графиком является поверхность z = x2 + y2 — парабо-
лоид вращения с осью симметрии Oz (рис. 3.3).
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O

x

y

z

Рис. 3.3

§ 3.3. Предел и непрерывность
функции двух переменных

3.3.1. Определения бесконечно малой функции

и предела

Пусть областью определения функции f является множество U ⊂ R
n, а

M0 — его предельная точка.

Определение 3.3.1. Функция f (M) называется бесконечно малой при
стремлении M к M0, если для любого сколь угодно малого положительного
числа ε найдется такое положительное число δ, что для любой точки M из
δ-окрестности точки M0 и содержащейся в области определения функции
f при M 6= M0 выполняется неравенство

| f (M)| < ε.

Для обозначения бесконечно малых функций часто используют малые
буквы начала греческого алфавита α, β, . . .

Понятие предела вводится аналогично случаю функции одной перемен-
ной.

Определение 3.3.2. Число A называется пределом функции f (M) при
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стремлении M к M0, если функция α(M) = f (M)−A является бесконечно
малой при стремлении M к M0.

Коротко пишут так:
A = lim

M→M0

f (M).

Изопределенийясно, чтофункция f (M) тогдаи только тогда бесконечно
мала при стремлении M к M0, когда

lim
M→M0

f (M) = 0.

Вявных обозначениях для переменныхприменяюти другую запись. Так,
если точка M0 имеет координаты (x0,y0), то соотношение A = lim

M→M0

f (M)

представляют в виде
A = lim

x → x0

y → y0

f (x,y).

Обратим внимание на то, что определения бесконечно малой функции
и предела не зависят от значений функции в предельной точке, более того,
не требуется даже, чтобы эта функция была определена в этой точке.

Существование предела функции f (M) при стремлении M к M0 пред-
полагает «одинаковость» поведения функции при произвольном «подходе»
точкиM кM0. В случае когдачислопеременныхn > 1, возможностей «подхо-
да» становится «больше». Поэтому, несмотря на то что определения предела
при n = 1 и при n > 1 выглядят одинаковыми, практическое установление
существование предела функции в последнем случае труднее. Рассмотрим,

например, поведениефункции f (x,y) =
2xy

x2 + y2
при x→ 0и y→ 0. Пусть точ-

ка (x,y) стремится кначалу координат вдоль прямой y = kx. Если существует
предел A функции f (x,y) при стремлении (x,y) к (0,0), то

A = lim
x→0

2xkx

x2 +(kx)2
=

2k

1+ k2
.

Для разных прямых результаты будут отличаться, поэтому функция

f (x,y) =
2xy

x2 + y2
не имеет предела при стремлении (x,y) к (0,0).

Иногда для вычисления предела функции двух переменных удобно пе-
рейти к полярным координатам. Например:

lim
x → 0

y → 0

xy2

x2 + y2
=

∣

∣

∣

∣

x = ρcosϕ
y = ρsinϕ

∣

∣

∣

∣

= lim
ρ→0

ρcosϕsin2 ϕ =

=

∣

∣

∣

∣

произведение бесконечно
малой на ограниченную

∣

∣

∣

∣

= 0.

96



Доказать существование предела функции двух или большего числа пе-
ременныхчастооказываетсятруднойзадачей,ноеслисуществованиепреде-
ла уже доказано, то для вычисления этого предела бывает полезнымисполь-
зование, так называемого повторного предела. Сформулируем это понятие
для функции двух переменных.

Пусть функция f (x,y) определена в некоторой окрестности точки
M(x0,y0), кроме, быть может, самой этой точки.

Определение 3.3.3. Если существуют пределы

lim
x→x0

lim
y→y0

f (x,y); lim
y→y0

lim
x→x0

f (x,y),

то они называются повторными пределами функции f (x,y) в точке M.

В этом определении подразумевают следующую процедуру вычисления
предела. При вычислении предела lim

x→x0

lim
y→y0

f (x,y) вначале для всякого x вы-

числяется внутреннийпредел lim
y→y0

f (x,y). При этом x считается постоянной.

В результате получается некоторая функция переменной x

g(x) = lim
y→y0

f (x,y).

Потом вычисляют внешний предел lim
x→x0

g(x). Полученное число (если оно

существует) и называется повторным пределом. Второй повторный предел
определяется аналогично. Заметим, что внутренний, или внешний пределы
в определении повторного могут и не существовать. Связь между повтор-
ными и двойным пределом устанавливает

Теорема 3.3.1. Если существует двойной предел, т. е.

lim
x → x0

y → y0

f (x,y),

и для каждого x существует внутренний предел g(x) =
= lim

y→y0

f (x,y), то существует и повторный предел lim
x→x0

g(x), который

совпадает с двойным.

ПРИМЕР 3.3.1. Дано, что существует двойной предел

lim
x → 0

y → a

sinxy

x
.
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Вычислим его, используя повторный. Заметим, что при любом x 6= 0 предел

lim
y→a

sinxy

x
=

sinax

x
. Повторный предел равен lim

x→0

sinax

x
= a. По сформулиро-

ванной выше теореме двойной предел равен a. Для вычисления можно было
бы использовать и другой повторный предел:

lim
y→a

lim
x→0

sinxy

x
= lim

y→a
y = a.

3.3.2. Непрерывные функции

Пусть функция f , определена в точке M0, являющейся предельной точ-
кой области определения.

Определение 3.3.4. Функция f называется непрерывной в точке M0,
если

f (M) = lim
M→M0

f (M).

Определение 3.3.5. Функция f называется непрерывной на подмноже-
стве U своей области определения, если она непрерывна в каждой точке
этого подмножества.

Таким образом, понятие непрерывности функции нескольких перемен-
ных аналогично этому понятию для функции одной переменной. Отметим,
что, как и дляфункций одной переменной, сложение, умножение, деление (с
понятной оговоркой о неравенстве знаменателя нулю) и суперпозиция, т. е.
подстановка, примененные к непрерывным функциям, дают в результате
функции непрерывные.

Теорема 3.3.2 принадлежит Вейерштрассу.

Теорема 3.3.2. Если замкнутая областьU является ограниченной в R
n,

а функция f непрерывна на U , то она достигает на U своих наименьшего
и наибольшего значений, т. е. в U существуют такие точки M1 и M2, что
при любом M изU выполняются неравенства

f (M1) 6 f (M) 6 f (M2).

§ 3.4. Приращения независимых переменных
и функции. Частные производные

3.4.1. Приращения независимых переменных

и функции

Введем обозначения, используемые далее во всей главе.
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Символами ∆x, ∆y и т. п. будем обозначать приращения, получаемые
независимыми переменными. Пусть точки M(x,y), M1(x + ∆x,y), M2(x,y +
∆y), M3(x + ∆x,y + ∆y) лежат в D( f ) — области определения функции f .
Разности ∆x f (x,y) = f (x + ∆x,y)− f (x,y) и ∆y f (x,y) = f (x,y + ∆y)− f (x,y)
называются частными приращениями, а разность

∆ f (x,y) = f (x+∆x,y+∆y)− f (x,y)

полнымприращениемфункции f в точкеM(x,y), отвечающимприращениям
∆x и ∆y независимых переменных.

Заметим, что в словосочетании «полное приращение» слово «полное»
часто опускают.

На языке приращений знакомое из предыдущего раздела определение
непрерывной в точкеM(x,y)функции выглядит так: Функция f называется
непрерывной в точке M(x,y), если приращение ∆ f (x,y) является бесконечно
малым при стремлении ∆x и ∆y к нулю.

3.4.2. Частные производные

Пусть точка M(x,y) является внутренней точкой области определения
D( f )функции f . Это гарантирует, что выражения ∆x f (x,y) и ∆y f (x,y) опре-
делены для любых достаточно малых по абсолютной величине приращений
∆x и ∆y независимых переменных.

Определение 3.4.1. Если существует конечный предел lim
∆x→0

∆x f (x,y)

∆x
,

то он называется частной производной функции f по переменной x в точке
M(x,y) и обозначается

∂ f

∂x
(x,y) или f ′x(x,y) (или

∂ f

∂x
(M), f ′x(M)).

Аналогично определяется производная по переменной y:
∂ f

∂y
(x,y). Заме-

тим, что в определениичастнойпроизводной
∂ f

∂x
переменная yфиксирована

(не получает приращения и, следовательно, не изменяется). Таким образом,
предельный переход осуществляется только по одной переменной ∆x. Пе-
рефразируя определение, скажем, что частная производная по переменной
x — это производная функции f , вычисленная в предположении, что y —
постоянная.

Рассмотрим примеры.
Пусть f (x,y) = x2−3xy3 +y. Тогда f ′x(x,y) = 2x−3y2; f ′y(x,y) =−9xy2 +1.
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Другой пример: f (x,y) = xy. Вычисляя частную производную по пере-
менной x, мы должны считать y постоянной. Функция, таким образом, яв-
ляется степенной:

f ′x(x,y) = yxy−1.

При вычислении производной f ′y(x,y) переменной является x, а y — посто-
янная. Поэтому дифференцируемую функцию рассматриваем как показа-
тельную

f ′y(x,y) = xy lnx.

Частные производные функции трех и большего числа переменных опреде-
ляются и вычисляются аналогично.

3.4.3. Геометрический смысл частных производных

функции двух переменных

Рассмотрим функцию f двух переменных. Как уже отмечалось, ее гра-
фиком является поверхность z = f (x,y) в пространстве. Для того чтобы
сформулировать геометрический смысл частной производной, например
f ′y(M), в точке M(x,y), проведем через точку P(x,y, f (x,y)) графика плос-
кость x = const. Эта плоскость пересечет поверхность z = f (x,y) по линии γ
(рис. 3.4). На этой же плоскости x = const отметим прямую l —пересечение
с координатной плоскостью xOy. Выберем на l направление, совпадающее с
направлением оси Oy. Теперь сформулируем утверждение, содержащее гео-

метрический смысл частной производной
∂ f

∂y
(M) — эта производная равна

tgβ, где β—угол, образованный в плоскости x = const касательной к кривой
γ с выбранным направлением на прямой l.

§ 3.5. Дифференцируемость функции
двух переменных

3.5.1. Дифференцируемость функции

Определение 3.5.1. Функция f называется дифференцируемой во внут-
ренней точке M(x,y) области определения, если существуют такие числа
K1 и K2, что

∆ f (x,y) = K1∆x+K2∆y+α(∆x,∆y)∆x+β(∆x,∆y)∆y, (3.5.1)

где α(∆x,∆y) и β(∆x,∆y) — бесконечно малые функции при стремлении ∆x и
∆y к нулю.
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Рис. 3.4

Теорема 3.5.1 (необходимое условие дифференцируемостифункции).

Если функция f дифференцируема в точке M, то существуют частные

производные
∂ f

∂x
(M) и

∂ f

∂y
(M).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если функция f дифференцируема в точке M(x,y),
то согласно определению для приращения функции ∆ f (x,y) имеет место
представление (3.5.1) с некоторыми числами K1 и K2 и бесконечно малыми
при∆xи∆y, стремящимисякнулю,αиβ. Положиввравенстве (3.5.1)∆y = 0,
получим выражение для частного приращения

∆x f (x,y) = K1∆x+α(∆x,0)∆x.

Разделив на ∆x обе части этого равенства и переходя к пределу при ∆x → 0,
получим

lim
∆x→0

∆x f (x,y)

∆x
= lim

∆x→0
(K1 +α(∆x,0)) = K1.

Таким образом
∂ f

∂x
(M) = K1. Так же можно показать, что

∂ f

∂y
(M) = K2. Тео-

рема доказана.
Для функции одной переменной существование производной — необ-

ходимое и достаточное условие дифференцируемости. В случае, когда чис-
ло независимых переменных более одной, только существования частных
производных для дифференцируемости мало. Но если эти производные
непрерывны, то этого оказывается достаточно.
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Теорема 3.5.2 (достаточное условие дифференцируемости). Если
частные производные функции f существуют в некоторой окрестности
точки M(x,y) и непрерывны в этой точке, то функция f дифференцируема
в M(x,y).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства дифференцируемости функции f

в точкеM согласно определению нужно показать, что приращение функции
f представимо в виде

∆ f (x,y) = K1∆x+K2∆y+α(∆x,∆y)∆x+β(∆x,∆y)∆y

с некоторыми числами K1 и K2 и функциями α и β, бесконечно малыми при
стремлении ∆x и ∆y к нулю. Перепишем ∆ f (x,y) в виде

∆ f (x,y) = f (x+∆x,y+∆y)− f (x,y+∆y)+

+ f (x,y+∆y)− f (x,y) = ∆x f (x,y+∆y)+∆y f (x,y).

Первое слагаемое ∆x f (x,y + ∆y) вычислено при фиксированном значе-
нии y + ∆y второго аргумента и его можно преобразовать с помощью тео-
ремы Лагранжа для функции одной переменной x:

∆x f (x,y+∆y) = f ′x(x+θ1∆x,y+∆y)∆x

при некотором значении θ1, 0 < θ1 < 1. Аналогично найдется такое число
θ2 ∈ (0,1), что

∆y f (x,y) = f ′y(x,y+θ2∆y)∆y.

При стремлении ∆x и ∆y к нулю, аргументы частных производных f ′x(x +
θ1∆x,y + ∆y) и f ′y(x,y + θ2∆y) стремятся к (x,y). Частные производные f ′x и
f ′y по условию теоремы непрерывны, поэтому

lim
∆x → 0

∆y → 0

f ′x(x+θ1∆x,y+∆y) = f ′x(x,y),

lim
∆x → 0

∆y → 0

f ′y(x,y+θ2∆y) = f ′y(x,y)

Согласно определению предела функции это означает, что

f ′x(x+θ1∆x,y+∆y) = f ′x(x,y)+α(∆x,∆y),

f ′y(x,y+θ2∆y) = f ′y(x,y)+β(∆x,∆y),

где α(∆x,∆y) и β(∆x,∆y) — некоторые функции, бесконечно малые при
стремлении ∆x и ∆y к нулю. Таким образом, приращение функции мы пред-
ставили в виде

∆ f (x,y) = f ′x(x,y)∆x+ f ′y(x,y)∆y+

+α(∆x,∆y)∆x+β(∆x,∆y)∆y. (3.5.2)
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Это означает, что функция f дифференцируема в точке M(x,y). Теорема
доказана.

Итак, дифференцируемость функции f в точке M(x,y) означает, что ее
приращение в этой точке разбивается на сумму двух своих частей. Первая
из них

f ′x(M)∆x+ f ′y(M)∆y

зависит от приращений ∆x и ∆y независимых переменных линейным об-
разом. Оставшаяся вторая часть приращения ∆ f (M) имеет при ∆x,∆y → 0

второстепенное значение по сравнению с первой, так как равна

α∆x+β∆y

с функциями α и β, бесконечно малыми при ∆x,∆y → 0.

Определение 3.5.2. Дифференциалом дифференцируемой в точке M

функции называется ее главная — линейная часть приращения.

Дифференциал обозначается символом d f (M). Если M(x1,x2, . . . ,xn) ∈
R

n, то
d f (M) = f ′x1

(M)∆x1 + f ′x2
(M)∆x2 + . . .+ f ′xn

(M)∆xn. (3.5.3)

3.5.2. Приближенные вычисления значений функции

с помощью дифференциала

Если приращение дифференцируемой в точке M(x,y) функции f пред-
ставить приближенно главной линейной частью — дифференциалом, то
можно записать:

∆ f (x,y) ≈ d f (x,y), (3.5.4)

или, что то же самое,

f (x+∆x,y+∆y) ≈ f (x,y)+d f (x,y). (3.5.5)

Эти приближенные равенства используют в приближенных вычислениях.
Пусть, например, требуется вычислить значениефункции f (x,y) =

√

x2 + y2

в точке N(−4,2;3,1). Рассмотрим точку M(−4;3). Она выбрана из сообра-
женийблизости кN ипростотывычисленийв этой точке значенийфункции
и ее частных производных.

Найдем выражение дифференциала функции f в произвольной точке:

d f (x,y) =
x

√

x2 + y2
∆x+

y
√

x2 + y2
∆y.

Формула (3.5.5) для функции f (x,y) =
√

x2 + y2 принимает вид
√

(x+∆x)2 +(y+∆y)2 ≈
√

x2 + y2+

+
x

√

x2 + y2
∆x+

y
√

x2 + y2
∆y.
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Беря значения x = −4, y = 3, ∆x = −0,2 и ∆y = 0,1, получаем

f (N) ≈
√

(−4)2 +32 +
−4 · (−0,2)
√

(−4)2 +32
+

3 ·0,1
√

(−4)2 +32
= 5,22.

В заключение заметим, что погрешность приближенных вычислений по
формулам(3.5.4)и (3.5.5) темменьше,чемменьшеприращениянезависимых
переменных.

ПРИМЕР 3.5.1. Дана функция z = f (x,y) и две точки: A(x0,y0) и B(x1,y1).
Требуется:

1) вычислить значение z1 функции в точке B;
2) вычислить приближенное значение z1 функции в точке B, исходя из

значения z0 функции в точке A, заменив приращение функции при переходе
от точки A к точке B дифференциалом; оценить в процентах относи-
тельную погрешность, возникающую при замене приращения функции ее
дифференциалом, если z = x2 − x+ y; A(1;3); B(0,98;3,01).

РЕШЕНИЕ. 1) Вычислимточное значение z1 функциив точкеB(0,98;3,01)

z1 = z(B) = 0,982 −0,98+3,01 = 2,9904.

2) Вычислим приближенное значение z1 функции в точке B. При пере-
ходе от точки A к точке B переменные x и y получают приращения

∆x = x1 − x0 = 0,98−1 = −0,02;

∆y = y1 − y0 = 3,01−3 = 0,01,

а функция z = f (x,y) — приращение ∆z = z(B)− z(A), т. е.,

∆z = z(B)− (12 −1+3) = 2,9904−3 = −0,0096.

Вычисляя приближенное значение функции в точке B, вместо точной фор-
мулы

z1 = z0 +∆z = 3+(−0,0096) = 2,9904

мы используем приближенную

z1 ≈ z0 +dz.

Значение z0 = 3 вычислено выше. Найдем dz. В выражение для диффе-
ренциала

dz = z′x(A)∆x+ z′y(A)∆y

подставим значения частных производных

z′x = 2x−1; z′x(A) = 2 ·1−1 = 1; z′y = 1,

и приращений ∆x = −0,02, ∆y = 0,01.

dz = 1 · (−0,02)+1 ·0,01 = −0,01.

Таким образом, приближенное значение

z1 ≈ 3−0,01 = 2,99.
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Относительная погрешность, возникающая при замене приращения
функции ее дифференциалом, равна

∣

∣

∣

∣

∆z−dz

∆z

∣

∣

∣

∣

·100% =
−0,0096+0,01

0,0096
·100% = 4,167 %.

Данныйпримерпоказывает, чтодифференциалявляется главнойчастью
приращения функции.

3.5.3. Выражение дифференциала функции через

дифференциалы координатных функций

Положим в формуле (3.5.3) f (x,y) = x.
Так как в этом случае f ′x = 1, то d f (x,y) = ∆x, или в короткой записи

dx = ∆x. Аналогично получим равенство dy = ∆y. Таким образом диффе-
ренциалы независимых переменных совпадают с приращениями этих пе-
ременных. Это позволяет выразить дифференциал любой функции через
дифференциалы независимых переменных x и y

d f (x,y) = f ′x(x,y)dx+ f ′y(x,y)dy. (3.5.6)

Для функции трех переменных соответствующая формула имеет вид

d f (x,y,z) = f ′x(x,y,z)dx+ f ′y(x,y,z)dy+ f ′z(x,y,z)dz.

В случае большего числа переменных формула аналогична.

3.5.4. Дифференцируемость,

касательная плоскость и нормаль

к графику функции двух переменных

Рассмотрим график Γ f функции двух переменных z = f (x,y). В области
определения функции f выделим внутреннюю точку M(x0,y0), а на графи-
ке — соответствующую ей точку P(x0,y0,z0), z0 = f (M). Пусть функции

{

x = x(t),
y = y(t)

задают параметрически линию в области определения, проходящую через
точкуM. Это значит, что при некотором значении t = t0 x(t0) = x0; y(t0) = y0.
Если определить вектор-функциюравенством r(t) = (x(t),y(t), f (x(t),y(t))),
то при изменении параметра t конец радиус-вектора r(t) будет двигаться
по некоторой линии γ, на графике Γ f и при t = t0 пройдет через точку
P. Если функции x(t) и y(t) дифференцируемы при t = t0, а функция f

дифференцируема в точке M, то вектор-функция r(t) дифференцируема в
точке t0 и линия γ в точке P имеет касательный вектор. В самом деле, из
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дифференцируемости функции f в точке M следует, что для приращения
вектор-функции ∆r(t0) имеет место представление

∆r(t0) = (∆x(t0),∆y(t0),∆ f (x0,y0)) =

= (∆x(t0),∆y(t0), f ′x(M)∆x(t0)+ f ′y(M)∆y(t0)+

+α ·∆x(t0)+β ·∆y(t0))

с бесконечно малыми при стремлении ∆x и ∆y к нулю функциями α и β.
Если x(t) и y(t) дифференцируемы при t = t0, то и непрерывны при t = t0.
Следовательно, ∆x(t0) и ∆y(t0) стремятся к нулю при ∆t → 0. Поэтому при
∆t → 0 стремятсякнулюибесконечномалыеαиβ.Из дифференцируемости
x(t) и y(t) при t = t0 следует, что существует предел

r′(t0) = lim
∆t→0

∆r(t0)

∆t
=
(

x′(t0),y(t0), f ′x(M)x′(t0)+ f ′y(M)y(t0)
)

.

Эта производная и является касательным к линии γ вектором в точке P

в соответствии с геометрическим смыслом производной вектор-функции
r(t). Заметим, что при любом выборе функций x(t) и y(t), т. е. при любом
описанном выше построении линии γ, касательный к линии γ вектор имеет
координаты вида τ = (u,v, f ′x(M)u + f ′y(M)v), и перпендикулярен вектору
n = (− f ′x(M),− f ′y(M),1)—скалярное произведение (τ,n) = 0. Это означает,
что все эти векторы с общим началом в точке P лежат в одной общей
плоскости, нормалью которой и служит вектор n.

Рассмотрим теперь произвольную поверхность S в пространстве и точ-
ку P на этой поверхности. Если через эту точку можно провести такую
плоскость τ, которая содержит касательные векторы к любой, проведен-
ной через точку P кривой на поверхности S, то плоскость τ называется
касательной к поверхности S в точке P (рис. 3.5).

Рис. 3.5

Принимая во внимание это определение и предшествующее ему изложе-
ние,приходимквыводу: еслифункция f дифференцируемавточкеM(x0,y0),
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то существует касательная плоскость τ к графикуΓ f функции f , проведен-
ная через точку P(x0,y0, f (M)). Вектор n = (− f ′x(M),− f ′y(M),1) является
нормалью этой плоскости.

Найдем уравнение этой плоскости. Для этого воспользуемся извест-
нымиз аналитической геометрииуравнениемплоскости, содержащейточку
P(x0,y0,z0) с известным вектором нормали n:

− f ′x(M)(x− x0)− f ′y(M)(y− y0)+1(z− z0) = 0,

или в общепринятом виде
z = z0 + f ′x(x0,y0)(x− x0)+ f ′y(x0,y0)(y− y0). (3.5.7)

Нормалью к графику z = f (x,y) в точке P(x0,y0,z0) называется прямая,
проведенная через эту точку перпендикулярно к касательной плоскости τ.
Параметрические уравнения этой прямой:

ν :







x = x0 − f ′x(x0,y0)t;
y = y0 − f ′y(x0,y0)t;
z = z0 + t.

(3.5.8)

3.5.5. Геометрический смысл дифференциала

функции двух переменных

Выясним геометрический смысл дифференциала функции d f (x0,y0).
Для этого вычислим приращение линейной функции

z = z0 + f ′x(x0,y0)(x− x0)+ f ′y(x0,y0)(y− y0),

графикомкоторойявляется касательнаяплоскость кповерхности z = f (x,y)
в точке P(x0,y0,z0).

Приращениям ∆x и ∆y независимых переменных соответствует прира-
щение этой линейной функции

∆z = f ′x(x0,y0)∆x+ f ′y(x0,y0)∆y.

Мы видим, что результат совпадает с дифференциалом d f (x0,y0). Таким
образом, дифференциалфункциидвухпеременныхсовпадаетсприращением
линейной функции, графиком которой является касательная плоскость в
соответствующей точке графика функции. Это и есть геометрический
смысл дифференциала.

§ 3.6. Дифференцируемость сложных
и неявных функций

3.6.1. Дифференцируемость и производные

сложной функции

Рассмотрим функцию двух переменных f (x,y) и пару функций ϕ(t) и
ψ(t) переменной t. Если функция f определена для значений x = ϕ(t) и
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y = ψ(t), то можно образовать новую, сложную функцию переменной t

g(t) = f (ϕ(t),ψ(t)).

Теорема 3.6.1. Если функции ϕ(t) и ψ(t) дифференцируемы в точке t,
а функция f дифференцируема в точке M(x,y) = M(ϕ(t),ψ(t)), то функ-
ция g(t) дифференцируема в точке t и ее производную можно вычислить по
формуле

g′(t) = f ′x(M)ϕ′(t)+ f ′y(M)ψ′(t). (3.6.1)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Преобразуем приращение сложной функции g(t)

∆g(t) = f (ϕ(t +∆t),ψ(t +∆t))− f (ϕ(t),ψ(t)).

Пусть при изменении аргумента от t до t +∆t функция ϕ получила при-
ращение ∆ϕ(t), а функция ψ(t)—приращение ∆ϕ(t). Тогда можно записать:

∆g(t) = f (ϕ(t)+∆ϕ(t)),ψ(t)+∆ψ(t))− f (ϕ(t),ψ(t)) = ∆ f (M).

По условиюфункция f дифференцируема в точкеM(ϕ(t),ψ(t)), поэтому су-
ществуют такие бесконечно малые при стремлении ∆x и ∆y к нулюфункции
α(∆x,∆y) и β(∆x,∆y), что

∆ f (x,y) = f ′x(x,y)∆x+ f ′y(x,y)∆y+

+α(∆x,∆y)∆x+β(∆x,∆y)∆y.

Отсюда для приращения функции g получаем

∆g(t) = f ′x(M)∆ϕ(t)+ f ′y(M)∆ψ(t)+

+α(∆ϕ(t),∆ψ(t))∆ϕ(t)+β(∆ϕ(t),∆ψ(t))∆ψ(t).

Разделим обе части последнего равенства на ∆t:

∆g(t)

∆t
= f ′x(M)

∆ϕ(t)

∆t
+ f ′y(M)

∆ψ(t)

∆t
+

+α(∆ϕ(t),∆ψ(t))
∆ϕ(t)

∆t
+β(∆ϕ(t),∆ψ(t))

∆ψ(t)

∆t
.

При стремлении ∆t к нулю отношение
∆ϕ(t)

∆t
стремится к ϕ′(t), а

∆ψ(t)

∆t
стремится к ψ′(t) — это следует из дифференцируемости функций ϕ и ψ
в точке t. Из непрерывности дифференцируемой функции также следует,
что ∆ϕ(t) и ∆ψ(t) стремятся к нулю при стремлении ∆t к нулю. Поэто-
му α(∆ϕ(t),∆ψ(t)) и β(∆ϕ(t),∆ψ(t)) тоже стремятся к нулю. Окончательно
получаем, что существует предел

lim
∆t→0

∆g(t)

∆t
= f ′x(M)ϕ′(t)+ f ′y(M)ψ′(t),

или g′(t) = f ′x(M)ϕ′(t)+ f ′y(M)ψ′(t).
Теорема доказана.
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Следствие 3.6.1. Если f (x,y) — дифференцируемая функция двух пере-
менных, а y = g(x) — дифференцируемая функция одной переменной, то
функция одной переменной z = f (x,g(x)) — дифференцируема, и

dz

dx
(x) =

∂ f

∂x
(x,y)+

∂ f

∂y
(x,y)

dg

dx
(x).

Рассмотрим еще один случай образования сложной функции. Пусть да-
на функция двух переменных f (x,y). Если x и y не будучи независимыми
являются функциями двух других переменных u и v

x = ϕ(u,v); y = ψ(u,v),

то получается сложная функция, зависящая от этих переменных:

g(u,v) = f (ϕ(u,v),ψ(u,v)).

Аналогично тому, как было показано для функции f (ϕ(t),ψ(t)), можно
вывести формулы:

g′u(u,v) = f ′x(x,y) ·ϕ′
u(u,v)+ f ′y(x,y) ·ψ′

u(u,v), (3.6.2)

g′v(u,v) = f ′x(x,y) ·ϕ′
v(u,v)+ f ′y(x,y) ·ψ′

v(u,v). (3.6.3)

В этих формулах частные производные функции f вычислены при

x = ϕ(u,v), y = ψ(u,v).

Подобные формулы можно привести и для других случаев образования
сложной функции.

Приведем пример использования полученных формул. Пусть g(t) = tt

и нам нужно вычислить g′(t). Для этого можно воспользоваться логариф-
мической производной, как это делалось для функции одной переменной, а
можно рассуждать так: функция g(t) есть результат образования сложной
функции при подстановке в функцию двух переменных f (x,y) = xy вместо x

и y двух одинаковых функций переменной t: x = ϕ(t) = t, y = ψ(t) = t. Тогда
по формуле

g′(t) = f ′x(x,y)ϕ
′(t)+ f ′y(x,y)ψ

′(t)

получаем

(tt)′ = (yxy−1)1+(xy lnx)1 = ttt−1 + tt ln t = tt(1+ ln t).

Результат тот же, что и при логарифмическом дифференцировании.

3.6.2. Производные неявных функций

Предположим, что дифференцируемая функция f (x) задана неявно
уравнением F(x,y) = 0, иными словами y = f (x) есть решение этого уравне-
ния. Будем предполагать, что F — дифференцируемая функция двух пере-
менных. Найдем формулу, выражающую производную f ′(x) через частные
производные функции F .
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Из определения неявной функции следует, что

F(x, f (x)) = 0

для всех x из области определения функции f (x). Продифференцируем это
тождество по x и, используя формулу производной сложной функции, по-
лучим

F ′
x(x,y)1+F ′

y(x,y) f ′(x) = 0.

Таким образом, при F ′
y(x,y) 6= 0

f ′(x) = −F ′
x(x,y)

F ′
y(x,y)

. (3.6.4)

Аналогично для функции двух переменных z = f (x,y), заданной неявно
уравнением

F(x,y,z) = 0

при F ′
z (x,y,z) 6= 0, z = f (x,y), можно получить формулы:

f ′x(x,y) = −F ′
x(x,y,z)

F ′
z (x,y,z)

; f ′y(x,y) = −
F ′

y(x,y,z)

F ′
z (x,y,z)

. (3.6.5)

Рассмотрим пример.
Пусть функция y = f (x) задана неявно уравнением y + xey = 1. Таким

образом, в нашем примере F(x,y) = y+ xey −1 и

f ′(x) = −F ′
x(x,y)

F ′
y(x,y)

= − ey

1+ xey
.

Если нам известна точкаM(x,y) на графике функции y = f (x), то можно вы-
числить значение f ′(x). Например, в нашем случае M(0,1)—точка графика
(проверьте!). Поэтому

f ′(0) = − e1

1+0e1
= −e.

ПРИМЕР 3.6.1. Функция z = f (x,y) задана неявно уравнением

F(x,y,z) = x2 + y2 − z3 − xyz = 0.

1. Убедитесь в том, что f (−1,0) = 1.

2. Найдите частные производные
∂ f

∂x
,

∂ f

∂y
и вычислите значения

∂ f

∂x
(−1,0),

∂ f

∂y
(−1,0).

3. Найдите уравнение касательной плоскости τ и нормали ν к поверхно-
сти

S : F(x,y,z) = 0

в точке M(x0,y0,z0) = M(−1,0,1).
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РЕШЕНИЕ. 1) Подставим значения x = −1 и y = 0 в уравнение, задающее
функцию z = f (x,y):

1− z3 = 0.

Очевидно, z = 1 — единственное решение этого уравнения. Следовательно,

z(−1,0) = f (−1,0) = 1.

2) Частные производные функции f найдем из формул

∂ f

∂x
(x,y) = −F ′

x(x,y,z)

F ′
z (x,y,z)

;
∂ f

∂y
(x,y) = −

F ′
y(x,y,z)

F ′
z (x,y,z)

.

Получаем

∂ f

∂x
(x,y) = − 2x− yz

−3z2 − xy
;

∂ f

∂y
(x,y) = − 2y− xz

−3z2 − xy
,

Откуда
∂ f

∂x
(x,y) = −2

3
,

∂ f

∂y
(x,y) =

1

3
.

3)Принахождениичастныхпроизводныхфункции f использованы зна-
чения производных функции F :

F ′
x(M) = −2; F ′

y(M) = 1; F ′
z (M) = −3.

Подставляя эти числа в уравнения касательной плоскости

τ : Fx(M)(x− x0)+F ′
y(M)(y− y0)+F ′

z (M)(z− z0) = 0

и нормали

ν :
x− x0

F ′
x(M)

=
y− y0

F ′
y(M)

=
z− z0

F ′
z (M)

,

получим

τ : 2x− y+3z−1 = 0; ν :
x+1

−2
=

y

1
=

z−1

−3
.

§ 3.7. Производная по направлению

3.7.1. Определение производной по направлению

Пусть M0(x0,y0) — внутренняя точка области определения функции
двух переменных f . Эту точку можно двигать в разных направлениях, оста-
ваясь в области определения — в положительном направлении оси Ox, в
направлении биссектрисы третьего координатного угла — в любом другом.
При этом функция будет получать разные приращения и скорость изме-
нения функции будет разной. При перемещении точки в положительном
направлении оси Ox скорость изменения равна

lim
∆x→0

f (x0 +∆x,y0)− f (x0,y0)

∆x
= f ′x(M0).
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При перемещении точки вдоль оси Oy эта скорость

lim
∆y→0

f (x0,y0 +∆y)− f (x0,y0)

∆y
= f ′y(M0).

Если теперь задано произвольное направление s, т. е. луч, исходящий из
точки M0, то скорость изменения значений функции при движении точки
вдоль этого луча можно определить так. ПустьM —точка на луче s,M 6= M0.

Определение 3.7.1. Если существует конечный предел

lim
M→M0

f (M)− f (M0)

|MM0|
,

то его называют производной функции f по направлению s в точке M0 и

обозначают
∂ f

∂s
(M0).

ЗАМЕЧАНИЕ 3.7.1.
1. Предел в определении производной по направлению есть предел функ-

ции одной переменной, если этой переменной считать расстояние между
точками M и M0.

2. Если направление s совпадает с направлением оси Ox, то
∂ f

∂s
(M0) =

∂ f

∂x
(M0), если направление s совпадает с направлением оси Oy, то

∂ f

∂s
(M0) =

∂ f

∂y
(M0) и т. д.

Таким образом, понятие производной функции по направлению обоб-
щает понятие частной производной.

Используя только определение, вычислять производную по направле-
нию неудобно. Выведем формулы, связывающие производную функции
по произвольному направлению s с частными производными. Остано-
вимся для определенности на функции f (x,y,z) трех переменных и точке
M0(x0,y0,z0). Если направление s образует с координатными осями углы
α — с осью Ox, β — с осью Oy и γ — с осью Oz, то для координат точки
M(x,y,z) на луче s выполняются равенства:

x = x0 +ρcosα; y = y0 +ρcosβ; z = z0 +ρcosγ,

где ρ = |MM0|. Очевидно, что
∂ f

∂s
(M0) = lim

ρ→0

f (x0 +ρcosα,y0 +ρcosβ,z0 +ρcosγ)

ρ
,

таким образом, производная по направлению s в точкеM0 есть производная
сложнойфункцииg(ρ) = f (x0 +ρcosα,y0 +ρcosβ,z0 +ρcosγ), вычисленная
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при ρ = 0. По формуле производной сложной функции

g′(ρ) = f ′x(x,y,z)x
′
ρ + f ′y(x,y,z)y

′
ρ + fz(x,y,z)z

′
ρ =

= f ′x(x,y,z)cosα+ fy(x,y,z)cosβ+ f ′z(x,y,z)cosγ.

Окончательно, при ρ = 0 получаем формулу

∂ f

∂s
(M0) = f ′x(M0)cosα+ f ′y(M0)cosβ+ f ′z(M0)cosγ. (3.7.1)

3.7.2. Производная по направлению.

Градиент функции.

Геометрический смысл градиента

Введем для рассмотрения вектор, координатами которого являются
частные производные функции f , вычисленные в точке M0

grad f (M0) = ( f ′x(M0), f ′y(M0), f ′z(M0)).

Этот вектор называется градиентом функции f в точке M0 и обозначается
еще символом ∇ f (M0) (∇ читается «набла»). Формулу производной функ-
ции f по направлению s

∂ f

∂s
(M0) = f ′x(M0)cosα+ f ′y(M0)cosβ+ f ′z(M0)cosγ

M0

∇ f (M0)

s

∂ f

∂s
(M0)

Рис. 3.6

можно переписать так:

∂ f

∂s
(M0) = (e,∇ f (M0)),

где e = {cosα,cosβ,cosγ} — вектор еди-
ничной длины, направленный вдоль луча s.
Используя формулу вычисления скалярно-
го произведения через проекцию, получа-
ем, что производная функции f по направ-
лению s совпадает с проекцией градиента
функции f на это направление (рис. 3.6):

∂ f

∂s
(M0) = pr

s
∇ f (M0). (3.7.2)

Вспомнив смысл производной функции по направлению (предыдущий
раздел), заключаем: 1) направление градиента функции совпадает с направ-
лением, в котором нужно перемещать точку, чтобы получить наибольшую
скорость возрастания значений функции; 2) эта скорость равна длине гра-
диента.

Эти два соображения и определяют геометрический смысл градиента.
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§ 3.8. Линии и поверхности уровня.
Уравнения касательной и нормали

3.8.1. Линии и поверхности уровня

Определение 3.8.1. Множество точек M(x,y) ∈ D( f ), для которых
f (x,y) = C, где C — некоторая постоянная, называется линией уровня C

функции двух переменных f .
АналогичномножествоточекM(x,y,z)∈D( f ), длякоторых f (x,y,z) =C,

называется поверхностью уровняC функции трех переменных f .

То, что LC является линией уровняC или поверхностью уровняC функ-
ции f , коротко можно записать так LC : f (x,y) = C или LC : f (x,y,z) = C.
Приведем несколько примеров.

1. f (x,y) = x + y2. Уравнение линии уровня LC : x + y2 = C. Несколько
линий выглядят так, как показано на рис. 3.7.

2. f (x,y) = ln(x+ y). Уравнение линии уровняC

LC : ln(x+ y) = C, или x+ y = eC.

Вид линий уровня приведен на рис. 3.8.

x

y

x

y

1 e

L0

L1

Рис. 3.7 Рис. 3.8 3.

f (x,y,z) =
x2

4
+

y2

1
+

z2

9
. Уравнение поверхности уровняC2

x2

4
+

y2

1
+

z2

9
= C2, или

x2

(2C)2
+

y2

C2
+

z2

(3C)2
= 1.

Это уравнение трехосного эллипсоида с полуосями 2C, C и 3C (рис. 3.9).
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x

y

z

C

2C

3C

Рис. 3.9

Заметим, что не всегда линии уров-
ня являются линиями, а поверхности
уровня — поверхностями. Например,
для функции f (x,y) = x2 + y2 линии
уровня задаются уравнениями LC : x2 +
y2 = C. Для C < 0 LC = /0; L0 = {O} —
множествоизоднойточки—началако-
ординат; для C > 0 LC — окружность
радиуса

√
C с центром в начале коор-

динат.

3.8.2. Уравнения касательных и нор-

малей

Найдем уравнение касательной прямой к линии уровня

LC : f (x,y)−C = 0

в точке M0, когда f ′y(M0) 6= 0. Можно считать LC графиком неявно заданной
функции y = ϕ(x).

Уравнение касательной прямой в точке M0

τ : y− y0 = ϕ′(x0)(x− x0).

По формуле производной неявной функции

ϕ′(x0) = − f ′x(M0)

f ′y(M0)
,

следовательно, уравнение касательной имеет вид

y− y0 = − f ′x(M0)

f ′y(M0)
(x− x0),

или
f ′x(M0)(x− x0)+ f ′y(M0)(y− y0) = 0. (3.8.1)

Так же доказывается. что это уравнение есть уравнение касательной
прямой и в случае, когда f ′x(M0) 6= 0.

Аналогично для функции трех переменных, если в точке M0
(

f ′x(M0)
)2

+
(

f ′y(M0)
)2

+
(

f ′z(M0)
)2 6= 0,

то уравнение касательной плоскости к поверхности LC в точкеM0 имеет вид

τ : f ′x(M0)(x− x0)+ f ′y(M0)(y− y0)+ f ′z(M0)(z− z0) = 0. (3.8.2)

Коэффициентыперед переменными в этих уравнениях совпадают с коорди-
натами градиента функции f в точке M0. Вспоминая геометрический смысл
параметров уравнений прямой на плоскости и плоскости в пространстве,
приходим к выводу: координаты градиента совпадают с координатами
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вектора нормали к касательной прямой (или, соответственно, плоскости),
проведенной к линии (поверхности) уровня функции. Из условия перпенди-
кулярности прямых следует, что уравнение

ν : f ′y(M0)(x− x0)− f ′x(M0)(y− y0) = 0 (3.8.3)

есть уравнение прямой, перпендикулярной к касательной τ, проведенной к
линии уровня LC в точке M0. Прямая ν называется нормалью к линии LC.
Аналогично уравнения

ν :











x = x0 + f ′x(M0)t;

y = y0 + f ′y(M0)t;

z = z0 + f ′z(M0)t

(3.8.4)

являются параметрическими уравнениями перпендикулярной к касатель-
ной плоскости τ прямой, которая называется нормалью к поверхности уров-
ня LC в точке M0.

§ 3.9. Частные производные
и дифференциалы высших порядков.
Формула Тейлора

3.9.1. Частные производные высших порядков

Если вычислены частные производные некоторой функции f во всех
внутренних точках ее области определения, то эти производные можно
рассматривать как новые функции. Их частные производные называются
частными производными функции f второго порядка. Аналогично частные
производные производных второго порядка называются частными произ-
водными третьего порядка и т. д.

Рассмотрим все частные производные второго порядка функции двух
переменных f (x,y):

f ′′xx(x,y) = ( f ′x)
′
x(x,y); f ′′yy(x,y) = ( f ′y)

′
y(x,y);

f ′′xy(x,y) = ( f ′x)
′
y(x,y); f ′′yx(x,y) = ( f ′y)

′
x(x,y).

Последние две частные производные называются смешанными и отли-
чаются друг от друга тем, что вычислены, как говорят, в разном порядке:
1) функцию f дифференцировали сначала по переменной x затем результат
дифференцировали по переменной y, 2) поступили наоборот. Проясняет
ситуацию следующая

Теорема 3.9.1 (Шварца). Если смешанные частныепроизводные f ′′xy и f ′′yx

непрерывны, то они совпадают: f ′′xy = f ′′yx.

116



Аналогичная теоремаможет быть сформулирована и дляфункции боль-
шего числа переменных. Таким образом, для функции, например трех пере-
менных, различных производных второго порядка не девять, а всего шесть
(если, конечно, они непрерывны).

ЗАМЕЧАНИЕ 3.9.1. Для производных более высоких порядков приведенные
обозначения неудобны. Кроме них используют следующие:

f ′′xx =
∂2 f

∂x2
; f ′′yy =

∂2 f

∂y2
; f ′′xy =

∂2 f

∂x∂y
; f ′′′xxy =

∂3 f

∂x2∂y
; . . .

ПРИМЕР 3.9.1.
1. f (x,y) = x2y−2xy3 − x4.

f ′x(x,y) = 2xy−2y3 −4x3; f ′y(x,y) = x2 −6xy2;

f ′′xx(x,y) = 2y−12x2; f ′′yy(x,y) = −12xy;

f ′′xy = 2x−6y2.

2. f (x,y) = arctg
y

x
.

f ′x(x,y) =
1

1+
y2

x2

·
(

− y

x2

)

= − y

x2 + y2
;

f ′y(x,y) =
1

1+
y2

x2

· 1

x
=

x

x2 + y2
;

f ′′xx =
2xy

(x2 + y2)2
; f ′′yy = − 2xy

(x2 + y2)2
;

f ′′xy =
2y2

(x2 + y2)2
− 1

x2 + y2
.

3.9.2. Дифференциалы высших порядков

Если дифференциал функции двух переменных

d f (x,y) = f ′x(x,y)dx+ f ′y(x,y)dy

рассматривать как функцию переменных x и y при неизменных диффе-
ренциалах dx и dy независимых переменных, то можно вычислить диф-
ференциал этой функции, подставляя в результат прежние значения для
приращений независимых переменных dx = ∆x, dy = ∆y

d(d f (x,y)) = (d f ′x(x,y))dx+(d f ′y(x,y))dy =

= f ′′xx(x,y)(dx)2 +2 f ′′xy(x,y)dxdy+ f ′′yy(x,y)(dy)2.
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Это выражение называют дифференциалом второго порядка функции f

и обозначают d2 f (x,y). Аналогично определяется дифференциал третьего
порядка

d3 f (x,y)) = d(d2 f (x,y)) = f ′′′xxx(x,y)(dx)3+

+3 f ′′′xxy(x,y)(dx)2dy+3 f ′′′xyy(x,y)dx(dy)2 + f ′′′yyy(x,y)(dy)3

и дифференциалы высших порядков. Дифференциалы высших порядков
для функций большего числа переменных определяются по такой же схеме.

3.9.3. Формула Тейлора

В дифференциальном исчислении функции одной переменной была по-
лучена формула Тейлора. Аналогичную формулу можно вывести для функ-
ции двух и большего числа переменных. Если функция f двух переменных
имеет в точке M(x,y) и в некоторой ее окрестности частные производные
порядков 1, 2, . . . , n, то для этой функции имеет место формула Тейлора
порядка n в точке M(x,y)

f (x+∆x,y+∆y) = f (x,y)+d f (x,y)+

+
1

2!
d2 f (x,y)+ . . .+

1

n!
dn f (x,y)+ rn(∆x,∆y) =

=
n

∑
k=0

dk f (x,y)

k!
+ rn(∆x,∆y). (3.9.1)

В этой формуле для единообразия записи слагаемых использованы согла-
шения

d0 f (x,y) = f (x,y) и 0! = 1.

Выражение rn(∆x,∆y) имеет вид

αn(∆x,∆y)

(

(∆x)2 +(∆y)2

)n/2

с бесконечно малой при стремлении ∆x и ∆y к нулю функцией αn, вид кото-
рой зависит от функции f и точкиM(x,y). Выражение rn(∆x,∆y) называется
остаточным членом в формуле Тейлора порядка n. Если хотя бы одна из
частных производных порядка 1, 2, . . . , n отлична от нуля, то отношение
остаточного члена к сумме остальных слагаемых в правой части формулы
Тейлора стремится к нулю при стремлении к нулю ∆x и ∆y. Говорят, что
rn(∆x,∆y) есть выражение более высокого порядка малости по сравнению с
остальными слагаемыми и это позволяет записать приближенную формулу

f (x+∆x,y+∆y) ≈
n

∑
k=0

dk f (x,y)

k!
.
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Погрешность этой формулы и есть величина остаточного члена rn(∆x,∆y).
Она тем меньше, чем меньше ∆x и ∆y.

В качестве примера рассмотримфункцию f (x,y) = arctg
y

x
, частные про-

изводные которой до второго порядка включительно были вычислены в
разделе 3.9.1. Первый и второй дифференциалы этой функции имеют вид

d f (x,y) = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy;

d2 f (x,y) =
2xy

(x2 + y2)2
(dx)2 +

2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
dxdy− 2xy

(x2 + y2)2
(dy)2.

Напишемформулу Тейлора второго порядка для функции f в точкеM(1,1):

arctg
1+∆y

1+∆x
=

= arctg1− 1

2
∆x+

1

2
∆y+

1

4
(∆x)2 − 1

4
(∆y)2 + r2(∆x,∆y) =

=
π

4
− 1

2
∆x+

1

2
∆y+

1

4
(∆x)2 − 1

4
(∆y)2 + r2(∆x,∆y).

В заключение заметим, что для функции большего числа переменных
основные формулы двух последних разделов остаются неизменными:

dk+1 f (M) = d(dk f (M)),

f (x1 +∆x1, . . . ,xm +∆xm) =

=
n

∑
k=0

dk f (x1,x2, ...,xm)

k!
+ rn(∆x1,∆x2, . . . ,∆xm),

где

rn(∆x1,∆x2, . . . ,∆xm) = αn(∆x1,∆x2, . . . ,∆xm)×

×
(

(∆x1)
2 +(∆x2)

2 + . . .+(∆xm)2

)n/2

с бесконечно малой при стремлении ∆x1, ∆x2, . . . , ∆xm к нулю функцией αn.

§ 3.10. Отображения R
2 в R

3

3.10.1. Параметрическое задание поверхностей

Пусть для каждой пары (u,v) ∈ G некоторой области G ⊂ R
2 за-

дан радиус-вектор r(u,v) точки с декартовыми координатами x = x(u,v),
y = y(u,v), z = z(u,v). Тем самым задано отображение r(u,v) области G

в пространство R
3. Будем называть это отображение непрерывным, диф-

ференцируемым и т. п., если таковыми являются координатные функции
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x(u,v), y(u,v), z(u,v). При изменении переменных (u,v) в пределах G ко-
нец радиус-вектора r(u,v) пробегает в R

3 некоторое множество S, которое,
если отображение r непрерывно, называют поверхностью, заданной пара-
метрически функциями x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v). Переменные (u,v)
называют параметрами.

Рассмотрим образы координатных линий u = const и v = const при па-
раметризации поверхности S дифференцируемыми координатными функ-
циями. Если держать значение параметра v постоянным, а значение
u изменять, то концы радиус-векторов r(u,v) вектор-функции скаляр-
ного аргумента u вычерчивают на поверхности S линию. Производ-
ная этой вектор-функции есть касательный к линии вектор, длина ко-
торого равна скорости движения точки r(u,v). Таким образом, част-
ную производную по переменной u отображения r(u,v) можно по-
нимать, как вектор, касательный к поверхности S (рис. 3.10). Точ-

но так же получаем, что
∂r

∂v
(u,v) — еще один касательный вектор.

S

A

B

C

D

∆1

∆2

N∆u∆v

Рис. 3.10

Оба вектора лежат в касательной к поверх-
ности S плоскости. Если отображение r

невырожденно, что означает неколлинеар-

ность векторов
∂r

∂u
(u,v)и

∂r

∂v
(u,v), то мож-

но найти их общий перпендикуляр, явля-
ющийся перпендикуляром к касательной
плоскости, т. е. вектор нормали к поверх-
ности S:

N =
∂r

∂u
(u,v)× ∂r

∂v
(u,v).

Рассмотрим образ малого прямоугольника
с вершинами

(u,v), (u+∆u,v), (u,v+∆v), (u+∆u,v+∆v)

при отображении r. Образом этого прямоугольника является криволиней-
ный четырехугольник с соответствующими вершинами A, B, D, C. Так как
четырехугольник мал, то приближенно его стороны можно считать отрез-
ками прямых, т. е.

−→
AB ≈ r(u+∆u,v)− r(u,v);
−→
AD ≈ r(u,v+∆v)− r(u,v);
−→
BC ≈ r(u+∆u,v+∆v)− r(u+∆u,v);
−→
DC ≈ r(u+∆u,v+∆v)− r(u,v+∆v).

Выразим в этих выражениях значения r(u+∆u,v), r(u,v+∆v) и r(u+∆u,v+
∆v)поформуле Тейлора первого порядка, заменяямноготочием бесконечно
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малые порядка выше первого.
−→
AB ≈ ∂r

∂u
(u,v)∆u+ . . . = ∆1 + . . .

−→
AD ≈ ∂r

∂v
(u,v)∆v+ . . . = ∆2 + . . .

−→
BC ≈ ∂r

∂v
(u,v)∆v+ . . . = ∆2 + . . .

−→
DC ≈ ∂r

∂u
(u,v)∆u+ . . . = ∆1 + . . .

Эти соотношения свидетельствуют о том, что с точностью до бесконечно
малых порядка выше первого четырехугольник ABCD можно считать па-
раллелограммом, построенным на векторах ∆1 и ∆2 как на сторонах.

Численно площадь параллелограмма равна длине векторного произве-
дения его сторон-векторов, и мы получаем выражение для площади образа
малого прямоугольника:

SABCD ≈ |∆1 ×∆2| = |N|∆u∆v =

∣

∣

∣

∣

∂r

∂u
(u,v)× ∂r

∂v
(u,v)

∣

∣

∣

∣

∆u∆v.

Это равенство можно читать так: длина вектора нормали

∂r

∂u
(u,v)× ∂r

∂v
(u,v)

совпадает с коэффициентом изменения бесконечно малой площади при
отображении

(u,v) → r(u,v).

Важный частный случай. Пусть параметры (u,v) совпадают с коорди-
натами (x,y). В этом случае координатные функции отображения r имеют
вид

x = x; y = y; z = f (x,y),

а построенные выше касательные к поверхности S векторы равны
∂r

∂x
(x,y) = (1,0,

∂ f

∂x
(x,y)),

∂r

∂y
(x,y) = (0,1,

∂ f

∂y
(x,y)),

вектор нормали N = {− f ′x(x,y),− f ′y(x,y),1}; его длина

|N| =
√

1+( f ′x(x,y))2 +( f ′y(x,y))2.

3.10.2. Криволинейные координаты

и замена переменных

Есликоординатнаяфункция z≡ 0, топоверхностьS естьчастьплоскости
xOy и отображение r(u,v) можно рассматривать как отображение области
G переменных (u,v) в область G′ переменных (x,y) (рис. 3.11).
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Рис. 3.11

Векторное произведение

∂r

∂u
(u,v)× ∂r

∂v
(u,v),

рассмотренное впредыдущемразделе, имеет толькоодну, третью, отличную
от нуля координату

J(u,v) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂u
(u,v)

∂x

∂v
(u,v)

∂y

∂u
(u,v)

∂y

∂v
(u,v)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Этот определитель называется якобианом отображения

(u,v) → (x(u,v),y(u,v)),

или функциональным определителем и, как было показано выше, его аб-
солютная величина равна коэффициенту изменения малой площади при
отображении

(u,v) → (x(u,v),y(u,v)).

Чтобы прояснить смысл знака якобиана, для каждой точки области M

рассмотрим обе пары координат, определяющих положение точки на плос-
кости. Пара (x,y) — декартовы координаты точки, пара (u,v), котрая опре-
деляет положение точки с помощью вычисляемых по ним значениям коор-
динатныхфункций (x(u,v),y(u,v)), называется парой криволинейных коор-
динат той же точки. Говорят, что пара векторов, чьи координаты образуют
якобиан, имеет правую ориенацию, если вращение от первого ко второму по
наименьшему углу производится против часовой стрелки (как от i к j).Про-
тивоположная ориентация называется левой. Говорят, что отображение
(u,v) → (x,y) не изменяет ориентации, если для всех (u,v) пара векторов

(

∂x

∂u
(u,v),

∂y

∂u
(u,v)

)

,

(

∂x

∂v
(u,v),

∂y

∂v
(u,v)

)
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имеетправуюориентацию.Можнопоказать, что отображение (u,v)→ (x,y)
тогда итолькотогда не меняет ориентации, когда в каждойточке якобиан
J(u,v) > 0.

Аналогично определяется и интерпретируется якобиан отображения
пространств трех измерений

(u,v,w) → (x,y,z).

При этом положительному якобиану соответствуют отображения с правы-
ми тройками векторов

(

∂x

∂u
,

∂y

∂u
,

∂z

∂u

)

,

(

∂x

∂v
,

∂y

∂v
,

∂z

∂v

)

,

(

∂x

∂w
,

∂y

∂w
,

∂z

∂w

)

.

§ 3.11. Экстремум функции двух переменных

3.11.1. Основные определения

Рассмотрим функцию f , определенную в некоторой окрестности точки
M0 ∈ R

n.

Определение 3.11.1. Точка M0 называется точкой минимума (макси-
мума) функции f , если для всех M из некоторой окрестности точки M0 при
M 6= M0 выполняется неравенство

f (M) > f (M0) ( f (M) 6 f (M0)). (3.11.1)

Точка M0 называется точкой экстремума функции f , если она является
или точкой минимума или точкой максимума этой функции.

Точку M0 называютточкой строгого максимума (минимума), если нера-
венства (3.11.1) являются строгими.

График дифференцируемой в окрестности точки экстремума M0 функ-
ции двух переменных имеет в окрестности этой точки характерный вид
(рис. 3.12).

3.11.2. Необходимое условие экстремума

Теорема 3.11.1. Если M0 — точка экстремума функции f , то каждая
частная производная функции в этой точке либо равна нулю, либо не суще-
ствует.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть для определенности число переменных равно двум,
и, например, M0—точка минимума функции f . Тогда согласно определению
если переменная x достаточно близка к x0, то f (x,y0) 6 f (x0,y0). Для функ-
ции f (x,y0) одной переменной x это означает, что x0 является точкой ми-
нимума этой функции, и по необходимому условию экстремума функции
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минимум максимум

Рис. 3.12

одной переменной ее производная в точке x0, равная по определению част-
ной производной f ′x(x0,y0), или равна нулю, или не существует. То же самое
можно доказать и для частной производной f ′y(x0,y0). Теорема доказана.

Определение 3.11.2. Точка M0 называется критической точкой функ-
ции, если каждая частная производная в этой точке или равна нулю, или не
существует.

Таким образом, необходимое условие экстремума коротко формулиру-
ется так: любая точка экстремума функции является ее критической точ-
кой.

Дальше станет ясно, что обратное утверждение неверно.

3.11.3. Достаточное условие экстремума

функции двух переменных

Пусть функция f определена в некоторой окрестности точки M0(x0,y0)
и имеет в этой окрестности непрерывные частные производные первого
и второго порядков. Обозначим для краткости f ′′xx = A; f ′′xy = B; f ′′yy = C;

AC−B2 = ∆. Аналогом достаточного условия экстремума функции одной
переменной является следующая

Теорема 3.11.2. Пусть M0 — критическая точка функции f . Тогда:
1) если A > 0 и ∆ > 0, то M0 —точка минимума функции f ;
2) если A < 0 и ∆ > 0, то M0 —точка максимума функции f ;
3)если ∆ < 0, то M0 не является точкой экстремума.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства теоремы представим значения функ-
ции f с помощью формулы Тейлора 2-го порядка, учитывая, что частные
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производные первого порядка равны в точке M0 нулю.

f (x0 +∆x,y0 +∆y) = f (x0,y0)+

+
1

2

(

A(∆x)2 +2B∆x∆y+C(∆y)2
)

+ r2(∆x,∆y)

Введемполярные координаты для приращений:∆x = ρcosϕ,∆y = ρsinϕ.
Учитывая, что остаточный член в формуле Тейлора является бесконечно
малой более высокого порядка, чем ρ2, перепишем формулу Тейлора в виде

f (x0 +∆x,y0 +∆y) = f (x0,y0)+

+
ρ2

2
(Acos2 ϕ+2Bcosϕsinϕ+C sin2 ϕ)+o(ρ2). (3.11.2)

Рассмотрим случай ∆ > 0, A > 0. Заметим, что то-
гда и C > 0, так как ∆ = AC − B2 > 0. Функция g(ϕ) =
= Acos2 ϕ + 2Bcosϕsinϕ + C sin2 ϕ переменной ϕ ∈ [0,2π] непрерывна
и при любом значении положительна. Действительно, если cosϕ = 0, то
g(ϕ) =C sin2 ϕ > 0, если cosϕ 6= 0, то g(ϕ) = cos2 ϕ(A+2Bt +Ct2), где t = tgϕ.
Дискриминант квадратного трехчлена отрицателен: 4B2 − 4AC = −4∆ < 0.
Тогда и в этом случае g(ϕ) > 0. Функция g(ϕ) принимает на отрезке [0,2π]
свое минимальное положительное значение m. Из формулы Тейлора для
приращения функции получаем неравенство

∆ f (x0,y0) >
ρ2

2
m+o(ρ2) =

mρ2

2

(

1+
2o(ρ2)

mρ2

)

.

Для достаточно малых ρ выражение 1+
2o(ρ2)

mρ2
>

1

2
и ∆ f (x0,y0) > 0, то есть

M0 — точка минимума функции f .
Случай ∆ > 0, A < 0 исследуется аналогично.
Пусть теперь ∆ < 0, и в формуле (3.11.2) cosϕ 6= 0. Квадратный трехчлен

A+2Bt +Ct2 имеет в этом случае положительный дискриминант и поэтому
принимает значения разных знаков. Это означает, что найдутся такие числа
ϕ1 и ϕ2, что при t1 = tgϕ1 g(ϕ1) = cos2 ϕ1(A+2Bt1 +Ct2

1 ) > 0, а при t2 = tgϕ2

g(ϕ2) = cos2 ϕ2(A + 2Bt2 +Ct2
2 ) < 0. При ϕ = ϕ1 и для достаточно малых ρ

значения приращения функции

∆ f (x0,y0) =
ρ2

2
g(ϕ1)

(

1+
2o(ρ2)

g(ϕ1)ρ2

)

> 0,

а при ϕ = ϕ2

∆ f (x0,y0) =
ρ2

2
g(ϕ2)

(

1+
2o(ρ2)

g(ϕ2)ρ2

)

< 0.

Это означает, что в любой малой окрестности точки M0 найдутся точки, в
которых значения f как больше, так и меньше, чем f (M0)ю Поэтому M0 не
является точкой экстремума. Теорема доказана.
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Сделаем несколько замечаний.
1. Доказанная теорема проясняет характер критической точки в случаях,

когда ∆ 6= 0. Если ∆ = 0, то для выяснения этого вопроса нужно привлечь
частные производные более высокого порядка.

O

x

y

z

Рис. 3.13

При анализе случая ∆ < 0 в ходе дока-
зательства теоремы фактически показано,
что в области определения функции f су-
ществуют такие две прямые, проходящие
через M0, что при движении точки M по
первой из этих прямых значения функции
f (M) сначала уменьшаются, в точке M0 до-
стигают минимума, затем возрастают. При
движении точки M по второй прямой зна-
ченияфункциисначалавозрастают, в точке
M0 достигает максимального значения, за-
тем уменьшаются. В окрестности точки M0

графикфункции имеет характерный вид седла (рис. 3.13), поэтому точкуM0

называют в этом случае седловой.
2. В случае когда число переменных, от которых зависит функция f ,

больше двух, тожеможно сформулировать достаточное условие экстремума
функции. Рассмотрим второй дифференциалфункции f в критической точ-
ке M0. Он является квадратичной формой Q переменных ∆x1, ∆x2, . . . Пусть
эта квадратичная форма невырождена. Тогда:

а) если форма Q положительно определена, то M0 — точка минимума;
б) если форма Q отрицательно определена, то M0 — точка максимума;
в) если форма Q не является знакоопределенной, то M0 — не точка

экстремума функции f .

ПРИМЕР 3.11.1. Исследуем функцию f (x,y) = x3 +y3 −3xy на экстремум.
Найдем критические точки функции, для чего решим систему уравнений

{

f ′x(x,y) = 3x2 −3y = 0,

f ′y(x,y) = 3y2 −3x = 0.

Критические точки M1(0,0) и M2(1,1).
Определим характер каждой из этих точек по достаточному условию

экстремума. Для этого найдем частные производные второго порядка

f ′′xx(x,y) = 6x; f ′′xy(x,y) = −3; f ′′yy(x,y) = 6y.

В точке M1

A = f ′′xx(M1) = 0; B = f ′′xy(M1) = −3; C = f ′′yy(M1) = 0;

∆ = AC−B2 = −9 < 0.
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Следовательно, M1 — седловая точка. В точке M2

A = 6; B = −3; C = 6; ∆ = 27,

поэтомуM2 —точкаминимумафункции f . Значениефункции в этойточке
f (M2) = −1.

§ 3.12. Условные экстремумы

O

M

x

y

1

1

2

2

3

3 4

Рис. 3.14

Пустьфункция f исследуется на экстремум
не на всей области своего определения, а на
множестве точек, чьи координаты удовле-
творяют уравнению

ϕ(x,y) = 0,

где ϕ — некоторая функция. Например,
среди всех точек параболы L : ϕ(x,y) =
x2 − y = 0 нужно найти ту, которая со-
ответствует минимуму функции f (x,y) =
(x−3)2 + y2. Чтобы решить поставленную
задачу можно например, выразить y через
x из равенства x2 − y = 0, сведя тем самым
функцию f к функции одной переменной
x, затем исследовать полученнуюфункцию. Однако так можно поступать не
всегда, будем рассуждать по-другому. Рассмотрим семейство линий уровня
функции f . В поставленной задаче это семейство окружностей с центром
P(3;0). Если в некоторой точке параболы L функция f достигает своего
минимума, то «бесконечно малые» перемещения этой точки по параболе в
любую сторону не меняют значений функции f , т. е. не уводят нас с линии
минимального уровня. Это возможно только в том случае, когда парабо-
ла и линия экстремального уровня функции касаются друг друга в точке
экстремума (рис. 3.14). Так как градиент функции перпендикулярен ее ли-
нии уровня, это равносильно тому, что градиенты функций f и ϕ в точке
экстремума коллинеарны:

∇ f (x,y)+λ∇ϕ(x,y) = 0.

Таким образом, в точке параболы, соответствующей минимуму функции f ,
должны выполняться соотношения

{

∇ f (x,y)+λ∇ϕ(x,y) = 0,
ϕ(x,y) = 0.

Решая эту систему уравнений, получаемискомую точкуминимумафункции
f , M(1;1), соответствующую значению λ = 2 и fmin = f (M) = 5.
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Рассмотрим функцию n переменных f , определенную в некоторой
окрестности точки M0, и множество L ⊂ R

n, содержащее точку M0.

Определение 3.12.1. M0 называется точкой условного минимума функ-
ции f , если существуеттакая окрестностьточкиM0, чтодля любойточки
M этой окрестности, если M ∈ L и M 6= M0, то f (M) > f (M0).

Аналогично определяется точка условного максимума. Точка условного
экстремума — это точка условного минимума или точка условного макси-
мума.

Важные частные случаи:
1. Число переменных n = 2. L — линия, задаваемая уравнением

ϕ(x,y) = 0.

2. Число переменных n = 3. L — поверхность, задаваемая уравнением

ϕ(x,y,z) = 0.

3. Число переменных n = 3. L — линия, задаваемая системой уравнений
{

ϕ1(x,y,z) = 0,

ϕ2(x,y,z) = 0.

4. Более общий случай. Число переменных n —произвольное. L —мно-
жество точек пространства R

n, чьи координаты (x1,x2, . . . ,xn) удовлетворя-
ют системе уравнений (m < n):











ϕ1(x1,x2, . . . ,xn) = 0;

. . .

ϕm(x1,x2, . . . ,xn) = 0.

Сформулируем необходимое условие локального экстремума для приведен-
ных выше случаев 1–4. В самом общем из них, когда n произвольно, m < n,
определим так называемую функцию Лагранжа n + m переменных равен-
ством

F(x1,x2, . . . ,xn;λ1, . . . ,λm) =

= f (x1,x2, . . . ,xn)+
m

∑
k=1

λkϕk(x1,x2, . . . ,xn).

Теорема 3.12.1. Пусть функции f , ϕ1, . . . , ϕm имеют непрерыв-
ные частные производные первого порядка в некоторой окрестности
M0(x1,x2, ...,xn) — точки условного экстремума функции f , и градиенты
∇ϕ1(M0), ∇ϕ2(M0), . . . ,∇ϕm(M0) линейно независимы. Тогда существуют
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такие числа λ1, . . . , λm, что M0(x1,x2, . . . ,xn,λ1, . . . ,λm) ∈ R
n+m является

критической точкой функции Лагранжа F , то есть


















∇ f (x1,x2, . . . ,xn)+
m

∑
k=1

λk∇ϕk(x1,x2, . . . ,xn) = 0;

ϕ1(x1,x2, . . . ,xn) = 0;

. . .
ϕm(x1,x2, . . . ,xn) = 0.

(3.12.1)

Иными словами, теорема 3.12.1 утверждает, что M0 ∈ L может быть точ-
кой условного экстремума только тогда, когда найдутся такие числа λ1, . . . ,
λm, что

∇ f (x1,x2, . . . ,xn)+
m

∑
k=1

λk∇ϕk(x1,x2, . . . ,xn) = 0.

Эти числа λ1, . . . , λm называются множителями Лагранжа, а описанный
метод отыскания точек условного экстремума называется методом множи-
телей Лагранжа.

Приведем вид системы уравнений (3.12.1) в рассмотренных выше част-
ных случаях.

1. n = 2, m = 1






f ′x(x,y)+λϕ′
x(x,y) = 0;

f ′y(x,y)+λϕ′
y(x,y) = 0;

ϕ(x,y) = 0.
(3.12.2)

2. n = 3, m = 1














f ′x(x,y,z)+λϕ′
x(x,y,z) = 0;

f ′y(x,y,z)+λϕ′
y(x,y,z) = 0;

f ′z(x,y,z)+λϕ′
z(x,y,z) = 0;

ϕ(x,y,z) = 0.

(3.12.3)

3. n = 3, m = 2










































f ′x(x,y,z)+λ1
∂ϕ1

∂x
(x,y,z)+λ2

∂ϕ2

∂x
(x,y,z) = 0;

f ′y(x,y,z)+λ1
∂ϕ1

∂y
(x,y,z)+λ2

∂ϕ2

∂y
(x,y,z) = 0;

f ′z(x,y,z)+λ1
∂ϕ1

∂z
(x,y,z)+λ2

∂ϕ2

∂z
(x,y,z) = 0;

ϕ1(x,y,z) = 0;

ϕ2(x,y,z) = 0.

(3.12.4)

ЗАМЕЧАНИЕ 3.12.1. Достаточные условия условного экстремума выхо-
дят за рамки настоящего пособия. Необходимое же условие будет проиллю-
стрировано в следующем разделе.
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§ 3.13. Наибольшее и наименьшее значения
функции в замкнутой области

3.13.1. Пример

Согласно теореме Вейерштрасса всякая непрерывная в замкнутой и
ограниченной области D функция достигает в этой области своих наимень-
шего и наибольшего значений. Чтобы их найти, нужно вначале выявить в
D все точки, в которых экстремальные значения в принципе могут дости-
гаться, а затем сравнить значения функции f только в этих точках.

O

x

y

1

1

2

2 3 4

γ1

γ2

Рис. 3.15

Рассмотрим конкретный пример.
Найдем наибольшее и наимень-
шее значения функции f (x,y) = x2+
+4xy + 5y2 − 13x в области D заданной
неравенствами y2 6 x 6 4 (рис. 3.15).

Решая поставленную задачу, будем рас-
суждать так. Если экстремальное значение
функции достигается во внутренней точке
области, то согласно необходимому усло-
вию экстремума эта точка должна быть
критической. Найдем все критические точ-
ки внутри области D
{

f ′x(x,y) = 2x+4y−13 = 0;

f ′y(x,y) = 4x+10y = 0;
=⇒

{

x = 65/2;

y = −13.

Найденнаякритическая точка областиDнепринадлежит, поэтомусвоих
наибольшего и наименьшего значений внутри области функция f не при-
нимает. Следовательно, эти значения принимаются функцией на границе
области. Граница D состоит из двух гладких линий γ1 и γ2, показанных на
рисунке. На участке γ1 x = 4, −2 6 y 6 2. Функция f (x,y) сводится здесь к
функции одной переменной

f1(y) = f (4,y) = 5y2 +16y−36.

Если функция f достигает в какой-то точке на γ1 своего экстремального
значения, то это выполнено и для функции f1(y), y ∈ [−2,2] при соответ-
ствующем значении y. Поэтому это значение является или критическим для
функции f1 или крайним: y = ±2. Критические точки функции f1:

f ′1 = 10y+16 = 0; =⇒ yкр = −1,6.

Так как на γ1 x = 4, то мы определили такие «подозрительные» точки, в
которых функция f может принимать экстремальные значения: M1(4;−2),
M2(4;−1,6), M3(4;2).
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На участке γ2 точки экстремума можно искать аналогично, сведя функ-
цию f к функции одной переменной. Можно поступить иначе: найдем на γ2

точки условного экстремума функции f при условии, выполненном на этой
части границы D : x− y2 = 0. Составим функцию Лагранжа

F(x,y,λ) = f (x,y)+λ(x− y2).

Координаты критических точек должны удовлетворять системе уравнений:






F ′
x(x,y,λ) = 0;

F ′
y(x,y,λ) = 0;

F ′
λ(x,y,λ) = 0;

или






2x+4y−13+λ = 0;

4x+10y−2yλy = 0;

x− y2 = 0.

Необходимое условие условного экстремума выполняется для двух точек γ2:
M4(0;0) и M5(1;1).

Список точек, «подозрительных» в отношении достижения в них экс-
тремальных значений функции f , исчерпывается M1, M2, M3, M4, M5. Срав-
нивая значенияфункции f в этих точках, найдем наибольшее и наименьшее
ее значения в замкнутой области D:

fнаим = f (M2) = −48,8; fнаиб = f (M3) = 16.

3.13.2. Алгоритм решения задачи

нахождения наименьшего и наибольшего

значений функции

Ход рассуждений при решении этой конкретной задачи явля-
ется общим, и мы приходим к такому алгоритму решения за-
дачи на отыскание наибольшего и наименьшего значений функ-
ции f в замкнутой области D, ограниченной ломаной Γ =
= γ1

⋃
γ2

⋃
. . .
⋃

γn.
1. Находим критические точки функции внутри D.
2. На каждом звене γk ломаной находим точки условного экстремума

функции, сводя ее к функции одной переменной, или пользуясь методом
множителей Лагранжа.

3. Список точек, полученных в п. 1 и 2, дополняем вершинами ломаной
Γ = γ1

⋃
γ2

⋃
. . .
⋃

γn.
4. Вычисляем значения функции в точках полученного списка и вы-

бираем среди них наибольшее и наименьшее. Это и есть наибольшее и
наименьшее значения функции f в замкнутой области D.
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§ 3.14. Метод наименьших квадратов

3.14.1. Постановка задачи

Пусть на плоскости дано n точек M1(x1,y1), M2(x2,y2), . . . , Mn(xn,yn).
Предполагается, что абсцисса и ордината связаны линейной зависимостью

y = ax+b,

а точки M1, M2, . . . , Mn накоплены в результате наблюдений. Параметры a

O
x

y

M1

Mk

xk

yk

axk +b
εk

Mn

Рис. 3.16

и b линейной зависимости неизвестны. Координаты точек M1, M2, . . . , Mn

измерены неточно, поэтому равенство yk ≈ axk +b выполнено с некоторой
погрешностью. Требуется так подобрать параметры a и b, чтобы точки M1,
M2, . . . ,Mn менее всегоотклонялисьотпрямой y = ax+b.Меройотклонения
каждой точки является число εk = |axk +b−yk| (рис. 3.16). Общей же мерой
отклонения результатов наблюдений от линейной зависимости y = ax + b

может служить число

δ =
n

∑
k=1

(axk +b− yk)
2.

Эта сумма содержит квадраты отклонений, поэтому в каком-то смысле и
оценивает суммарное уклонение точек Mk(xk,yk) от линейной зависимости
y = ax +b. Именно: δ = 0 в том и только в том случае, в котором для всех k

yk = xk +b.
Поставим следующую задачу. По заданным точкам M1(x1,y1),

M2(x2,y2), . . . , Mn(xn,yn) найти числа a и b, при которых выражение

δ(a,b) =
n

∑
i=1

ε2
i =

n

∑
i=1

(axi +b− yi)
2

принимает наименьшее из возможных значений.

Решив эту задачу, говорят, что параметры a и b найдены по методу наи-
меньших квадратов. Таким образом, задаче определения параметров линей-
нойзависимостиподаннымнаблюденийM1(x1,y1),M2(x2,y2), . . . ,Mn(xn,yn)
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придан точный смысл. Слова «метод наименьших квадратов» относятся к
методу определения меры отклонения δ(a,b) результатов наблюдения от
теоретической зависимости y = ax + b. Мы могли бы искать параметры a

и b и по другому методу, например по «методу наименьших абсолютных
величин», или «наименьших четвертых степеней», и получили бы при этом
другие ответы! Одна из причин выбора метода наименьших квадратов —
его простота.

Заметим, что поставленная задача— найти минимум функции δ(a,b)—
имеет решение, и вот почему. Во-первых, функция двух переменных δ(a,b)
ограничена снизу: δ(a,b) > 0. Во-вторых, эта функция неограниченно воз-
растает, если a и b устремить в бесконечность. Из дальнейшего изложения
видно, что если все точки M1, M2, . . . , Mn не лежат на вертикальной прямой,
то функция δ(a,b) имеет только одну критическую точку, которая, таким
образом, и является точкой абсолютного минимума функции δ(a,b).

3.14.2. Решение задачи

Найдем критическую точку введенной выше функции δ(a,b)


















δ′a(a,b) = 2
n

∑
i=1

xi · (axi +b− yi) = 0,

δ′b(a,b) = 2
n

∑
i=1

(axi +b− yi) = 0,

или


















a
n

∑
i=1

x2
i +b

n

∑
i=1

xi =
n

∑
i=1

xiyi,

a
n

∑
i=1

xi +nb =
n

∑
i=1

yi.

Полученная система двух линейных уравнений для неизвестных a и b

называется нормальной системой. Ее определитель

∆ = n
n

∑
k=1

x2
k −
(

n

∑
k=1

x2
k

)2

= n
n

∑
k=1

x2
k −2

(

n

∑
k=1

xk

)(

n

∑
m=1

xm

)

+

+

(

n

∑
m=1

xm

)2

= n
n

∑
k=1



x2
k −2xk ·

1

n

n

∑
m=1

xm +

(

1

n

n

∑
m=1

xm

)2


=

= n
n

∑
k=1

(

xk −
1

n

n

∑
m=1

xm

)2

.

Как видно из этого равенства, определитель системы может
быть равен нулю в том и только том случае, когда x1 = x2 =
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= . . . = xn, т. е. когда все точки M1, M2, . . . , Mn расположены на верти-
кальной прямой. Таким образом, если это не так, то нормальная система
имеет решение, притом только одно.

Рассмотрим пример. Экспериментально получены четыре значения
функции y = ax+b, которые записаны в таблице

x 1 2 3 5

y 3 4 2,5 0,5

Найдем функцию y = ax+b по методу наименьших квадратов.
Найдем по таблице

n

∑
i=1

xi = 11;
n

∑
i=1

yi = 10;
n

∑
i=1

x2
i = 39;

n

∑
i=1

xiyi = 21.

Составим нормальную систему уравнений
{

39a+11b = 21,
11a+ 4b = 10.

Решая эту систему уравнений, находим:

a = −26

35
; b =

159

35
.

Искомая функция есть

y = −26

35
x+

159

35
.



Глава 4.

Кратные интегралы

В главе мы рассмотрим кратные интегралы — двойные и тройные. К
кратным интегралам приводят многие задачи геометрии, математического
анализа, механики, физики.

Схема применения кратных интегралов та же, что и для определенных
интегралов. Чтобы проиллюстрировать, как возникает кратный интеграл,
рассмотрим задачу о вычислении массы пластины.

На плоскости xOy рассмотрим материальную пластину, т. е. область G,
на которой распределена масса с плотностью ρ(x,y). Считая, что плотность
ρ(x,y) непрерывна, найдем массу пластины G.

Разобьем область G произвольно на n частей:

G = G1 ∪G2 ∪ . . .∪Gn

так, что никакие две части не имеют общих внутренних точек.
Через ∆Si обозначим площадь Gi. Если части Gi небольшие, то в силу

непрерывности ρ(x,y) можно считать, что плотность постоянна на каждой
части Gi. Выберем произвольно точку (ξi,ηi) из Gi и будем считать, что
ρ(x,y) ≈ ρ(ξi,ηi) при (x,y) ∈ Gi.

Через d(Gi) обозначим диаметр части Gi, т. е. наибольшее расстояние
между двумя точками из Gi; через λ обозначим наибольший из диаметров:
λ = max

16i6n
d(Gi).

При наших допущениях масса части Gi приближенно равна mi ≈
ρ(ξi,ηi)∆Si, а масса всей пластины G равна приближенно

m ≈
n

∑
i=1

mi =
n

∑
i=1

ρ(ξi,ηi)∆Si .

Приближение будет тем точнее, чем мельче разбиение пластины G на
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части. Естественно принять за массу пластины предел

m = lim
λ→0

n

∑
i=1

ρ(ξi,ηi)∆Si .

Пределвправойчастиравенстваявляетсядвойныминтеграломотфунк-
ции ρ(x,y) по множеству G и обозначается∫∫

G

ρ(x,y)dxdy.

Мы подробно рассмотрим двойные интегралы. Определение и свойства
тройныхинтегралов вполне аналогичныопределениюи свойствам двойных
интегралов. Поэтому изучение тройных интегралов будет по возможности
кратким.

§ 4.1. Определение двойного интеграла

Прежде чем определить двойной интеграл и рассмотреть его свойства,
приведем некоторые понятия, связанные с множествами на плоскости и
в пространстве. Ранее были введены понятия ограниченного множества,
открытого и замкнутого множеств, области, границы множества.

Замкнутой областью называется объединение точек области и ее гра-
ничных точек.

Под гладкой кривой мы понимаем такую кривую (на плоскости и в про-
странстве), в каждой точке которой существует касательная и при непре-
рывном движении точки по кривой касательная меняется непрерывно. На
плоскости это означает, что угол между касательной и положительной по-
луосью абсцисс меняется непрерывно. В случае пространственной кривой
(как, впрочем, и на плоскости) непрерывно меняются направляющие коси-
нусы направляющего вектора касательной к кривой.

Кривая называется кусочно-гладкой, если она состоит из конечного чис-
ла гладких кривых.

Гладкими кривыми на плоскости будут, например, окружность, парабо-
ла. Кусочно-гладкими кривыми будут треугольник, параллелограмм.

Далее мы всегда считаем, что граница плоской области гладкая или
кусочно-гладкая кривая.

Пусть G — некоторая ограниченная замкнутая область на плоскости
xOy и пусть на G определена функция z = f (x,y).

Разделим область G гладкими или кусочно-гладкими кривыми на n ча-
стей G = G1 ∪G2 ∪ . . .∪Gn так, что никакие две части Gi и G j не имеют
общих внутренних точек. Мы будем считать, что все Gi — замкнутые обла-
сти, добавляя к каждой части разбиения точки ее границы.
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Площадь части Gi будем обозначать ∆Si, диаметр Gi обозначим d(Gi).
Как уже говорилось выше при рассмотрении примера, d(Gi) = max

P,Q∈G
d(P,Q),

где d(P,Q) — расстояние между точками P и Q. Наибольший из диаметров
d(Gi) обозначим через λ и будем называть мелкостью разбиения области G

на части.
Выберем в каждой части Gi произвольно точку Pi(ξi,ηi) и составим

сумму

Sn =
n

∑
i=1

f (ξi,ηi)∆Si =
n

∑
i=1

f (Pi)∆Si .

Сумма Sn называется интегральной суммой для функции z =
= f (x,y) в области G.

Определение 4.1.1. Если при λ → 0 существует конечный предел I ин-
тегральных сумм Sn, не зависящий от способов разбиения области G на
части G1, G2, . . . , Gn и выбора точек Pi, то он называется двойным инте-

гралом от функции z = f (x,y) по области G и обозначается

∫∫

G

f (x,y)dxdy

или

∫∫

G

f (x,y)dS.

Таким образом, если конечный предел I интегральных сумм существует,
то

I =
∫∫

G

f (x,y)dS =
∫∫

G

f (x,y)dxdy = lim
λ→0

n

∑
i=1

f (Pi)∆Si.

Понятие предела интегральных сумм нуждается в уточнении. Оно мо-
жет быть в точности таким же, как и для предела интегральных сумм при
определении определенного интеграла, и мы на этом останавливаться не
будем.

Если двойной интеграл от функции z = f (x,y) по области G существует,
то про функцию f (x,y) говорят, что она интегрируема по G; если интеграл
не существует, то говорят, что f (x,y) не интегрируема по G.

Выражение f (x,y)dxdy называется подынтегральным выражением,
f (x,y) — подынтегральной функцией, x и y — переменными интегриро-
вания, G — областью интегрирования, dS = dxdy — элементом площади.

Отметим, что, как и определенный интеграл, двойной интеграл зависит
только от функции и области интегрирования. Переменные интегрирова-

ния — «немые», т. е. выражения
∫∫

G

f (x,y)dxdy,
∫∫

G

f (u,v)dudv и т. д. есть

различные по форме записи одного и того же числа — двойного интеграла
от функции f по области G.
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Остановимся вкратце на условиях интегрируемости функций. Необ-
ходимым условием существования интеграла является ограниченность
подынтегральнойфункции. Доказательство этого получается почти дослов-
ным повторением доказательства необходимого условия существования
определенного интеграла (см. теорему 2.0.1). Как и для случая одного пе-
ременного, ограниченности функции оказывается недостаточно для инте-
грируемости. Действительно, в квадрате G = {(x,y) : 0 6 x 6 1,0 6 y 6 1}
рассмотрим ограниченную функцию

f (x,y) =

{

1, если x и y рациональные,
0, если x или y иррациональные.

Какое бы ни взять разбиение G = G1 ∪ G2 ∪ . . .∪ Gn, в каждой части Gi

всегда можно выбрать как точку Pi(ξi,ηi) с рациональными координатами
ξi и ηi, так и точку P′(ξ′i,η

′
i) с иррациональными ξ′i и η′

i. Но тогда в первом

случае Sn =
n

∑
i=1

f (Pi)∆Si = s, где s — площадь G, а во втором случае Sn =

n

∑
i=1

f (P′
i )∆Si = 0. Отсюда вытекает, что у интегральных сумм не может быть

предела, не зависящего от выбора точек Pi ∈ Gi. Значит, двойного интеграла
от этой функции по G не существует, хотя функция, очевидно, ограничена.

Мы не будем стараться описать наиболее общий класс интегрируемых
функций. Отметим без доказательства, что если функция z = f (x,y) непре-
рывна на ограниченно замкнутой области G, то она интегрируема по G. В
приложениях — это наиболее часто встречающийся случай.

Отметим еще класс разрывных интегрируемых функций. Если функция
z = f (x,y) ограничена в ограниченной замкнутой области G и непрерывна
в G всюду, за исключением точек, лежащих на конечном числе гладких или
кусочно-гладких кривых в G, то она интегрируема по G.

Доказательства сделанных утверждений можно найти в более подроб-
ных курсах математического анализа (см., например, [6] или [15]).

§ 4.2. Геометрический смысл
двойного интеграла

Пусть функция z = f (x,y) определена в ограниченной замкнутой обла-
сти G, непрерывна и положительна в G. Рассмотрим в пространстве телоV ,
ограниченное сверху графиком функции z = f (x,y), снизу — областью G, а
с боков — цилиндрической поверхностью, направляющей которой служит
граница области G, а образующие параллельны оси Oz. Разделим область G

произвольнымобразомна n частей,G = G1∪G2∪ . . .∪Gn. Через∆Si обозна-
чим площадь Gi. Выберем произвольно точку Pi(ξi,ηi) ∈ Gi, i = 1,2, . . . ,n.
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Тогда произведение vi = f (Pi)∆Si дает объем цилиндра, нижнее основание
которого есть Gi, верхнее основание параллельно нижнему, боковые стенки
параллельны оси Oz, а высота цилиндра равна f (Pi). Объем vi приближенно
равен объему криволинейного цилиндра, ограниченного сверху частью гра-

фика функции z = f (x,y) над Gi. Сумма
n

∑
i=1

vi дает приближенное значение

объема, заключенного между графиком функции z = f (x,y) и плоскостью
xOy ((x,y)∈ G). Точность приближения будет тем больше, чемменьше части
Gi. При неограниченном измельчении разбиения (т. е. λ = max

16i6n
d(Gi) → 0

при n → ∞) сумма
n

∑
i=1

vi будет все точнее приближать объем телаV , а в пре-

деле мы получим истинный объем V . Обозначим через v объем V . Тогда,
согласно вышесказанному,

v = lim
λ→0

n

∑
i=1

vi = lim
λ→0

n

∑
i=1

f (Pi)∆Si =
∫∫

G

f (x,y)dxdy.

Pi

Gi

Рис. 4.1

Последнее равенство следует из определе-
ния двойного интеграла и интегрируемо-
стифункции f (x,y)наG, так как она непре-
рывна (рис. 4.1).

Из приведенных рассуждений следует,
что двойной интеграл от непрерывной по-
ложительной функции равен объему тела,
ограниченного графиком функции, плос-
костью xOy и боковыми стенками, парал-
лельными оси Oz. В этом и заключается
геометрический смысл двойного интегра-
ла.

§ 4.3. Свойства двойного интеграла

1. Обозначим через S площадь области G. Тогда∫∫

G

dxdy = S.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В нашем случае f (x,y) = 1 всюду вG. Поэтому для любого
разбиения G = G1 ∪G2 ∪ . . .∪Gn и для любого выбора точек Pi ∈ Gi мы
получаем

Sn =
n

∑
i=1

1∆Si = S.

Что и требовалось доказать.
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Следующие свойства 2–6 двойного интеграла аналогичны соответству-
ющим свойствам определенного интеграла, поэтому мы опускаем их дока-
зательства.

2. Линейные свойства двойного интеграла. Если функции f (x,y) и g(x,y)
интегрируемы по области G и C — произвольная постоянная, то функции
C f (x,y) и f (x,y)+g(x,y) интегрируемы по G и справедливы равенства∫∫

G

C f (x,y)dxdy = C

∫∫

G

f (x,y)dxdy,

∫∫

G

[ f (x,y)+g(x,y)]dxdy =
∫∫

G

f (x,y)dxdy+
∫∫

G

g(x,y)dxdy.

3. Аддитивность двойного интеграла. Пусть области G1 и G2 не имеют
общих внутренних точек и функция f (x,y) интегрируема по G1 и G2. Тогда
функция f (x,y) интегрируема по объединению G = G1 ∪G2 и выполняется∫∫

G1

f (x,y)dxdy+
∫∫

G2

f (x,y)dxdy =
∫∫

G

f (x,y)dxdy.

4. Теорема с среднем. Если функция f (x,y) непрерывна в ограничен-
ной замкнутой области G, то в G найдется такая точка (x0,y0), что будет
выполняться равенство∫∫

G

f (x,y)dxdy = f (x0,y0)S,

где S — площадь G.
Следующие свойства касаются оценок двойного интеграла.
5. Если функция f (x,y) интегрируема по G и неотрицательна в G, то∫∫

G

f (x,y)dxdy > 0.

Следствие 4.3.1. Если f (x,y) и g(x,y) интегрируемы по G и f (x,y) 6

g(x,y) всюду в G, то ∫∫

G

f (x,y) 6

∫∫

G

g(x,y)dxdy.

6. Если функция f (x,y) интегрируема по области G, то
∣

∣

∣

∣

∫∫

G

f (x,y)dxdy

∣

∣

∣

∣

6

∫∫

G

| f (x,y)|dxdy.
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§ 4.4. Вычисление двойного интеграла

Теорема 4.4.1 (вычисление двойного интеграла по прямоугольнику).

Пусть функция z = f (x,y) интегрируема по прямоугольнику

D = {(x,y) : a 6 x 6 b,c 6 y 6 d}
и пусть для каждого x из отрезка [a,b] существует определенный интеграл

I(x) =

d∫

c

f (x,y)dy.

Тогда существует интеграл
b∫

a

I(x)dx =

b∫

a

( d∫

c

f (x,y)dy

)

dx,

называемый повторным, и справедливы равенства

∫∫

D

f (x,y)dxdy =

b∫

a

I(x)dx =

b∫

a

( d∫

c

f (x,y)dy

)

dx.

Доказательство теоремы мы не приводим. Его можно найти в более
подробных курсах математического анализа.

Повторный интеграл принято записывать в виде
b∫

a

( d∫

c

f (x,y)dy

)

dx =

b∫

a

dx

d∫

c

f (x,y)dy.

Если в последней теореме поменять ролями x и y, то получим утвержде-
ние о существовании повторного интеграла

d∫

c

I(y)dy =

d∫

c

( b∫

a

f (x,y)dx

)

dy ≡
d∫

c

dy

b∫

a

f (x,y)dx

и справедливости равенства
∫∫

D

f (x,y)dxdy =

d∫

c

dy

b∫

a

f (x,y)dx.

С помощью этой формулы или формулы из теоремы вычисление двой-
ного интеграла по прямоугольнику сводится к последовательному вычис-
лению двух определенных интегралов. Заметим, что если функция f (x,y)
непрерывна в прямоугольнике D, то без всяких дополнительных условий
выполняются равенства

∫∫

D

f (x,y)dxdy =

b∫

a

dx

d∫

c

f (x,y)dy =

d∫

c

dy

b∫

a

f (x,y)dx.
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В этом случае выбор порядка интегрирования (сначала по переменной y,
потом по x, или наоборот) может, в зависимости от подынтегральной функ-
ции, повлиять на объем вычислений.

ПРИМЕР 4.4.1.
1) Вычислить интеграл ∫∫

D

y

x
dxdy,

где D = {(x,y) : 1 6 x 6 e,4 6 y 6 6}.
Записывая интеграл в виде повторного, вычисляем его

∫∫

D

y

x
dxdy =

e∫

1

dx

6∫

4

y

x
dy =

e∫

1

(

1

x

y2

2

∣

∣

∣

∣

y=6

y=4

)

dx =

=

e∫

1

10

x
dx = 10lnx

∣

∣

∣

∣

e

1

= 10lne = 10.

2) Вычислить интеграл ∫∫

D

xexy dxdy,

где D = {(x,y) : 0 6 x 6 1,2 6 y 6 3}.
Если записать интеграл в виде повторного

∫∫

D

xexy dxdy =

3∫

2

dy

1∫

0

xexy dx,

то мы видим, что интеграл по x требует применения формулы интегриро-
вания по частям, и только потом мы будем вычислять интеграл по пере-
менной y. Запишем интеграл в виде повторного следующим образом

∫∫

D

xexy dxdy =

1∫

0

dx

3∫

2

xexy dy.

Мы видим, что вычисление двойного интеграла сводится к последователь-
ному вычислению двух простых определенных интегралов

1∫

0

dx

3∫

2

xexy dy =

1∫

0

exy

∣

∣

∣

∣

y=3

y=2

dx =

1∫

0

(

e3x − e2x
)

dx =

=

(

1

3
e3x − 1

2
e2x

)∣

∣

∣

∣

1

0

=
1

3
e3 − 1

2
e2 − 1

3
+

1

2
=

2e3 −3e2 +1

6
.
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Рис. 4.2

Теперь рассмотрим вычисление двойного интеграла по криволинейной
области.

Определение 4.4.1. Замкнутая область G на плоскости xOy называет-
ся нормальной относительно оси Oy, если она ограничена сверху и снизу
графиками функций y = ϕ(x) и y = ψ(x) соответственно, а с боков — пря-
мыми x = a и x = b, т. е. если G имеет вид

G = {(x,y) : a 6 x 6 b,ϕ(x) 6 y 6 ψ(x)}.
Замкнутая область G называется нормальной относительно оси Ox,

если ее можно задать следующим образом

G = {(x,y) : c 6 y 6 d,µ(y) 6 x 6 η(y)}.

На рис. 4.2,а изображена область, нормальная относительно оси Oy (не
Ox!), на рис. 4.2,б — область, нормальная относительно оси Ox (но не Oy!).

Если область нормальна относительно обеих осей координат, то она
называется простой.

Простой областью будет, например, внутренность эллипса, внутрен-
ность прямоугольника. Несложно заметить, что любая выпуклая область
будет простой.

Теорема 4.4.2 (вычисление двойного интеграла для криволинейной

области). Пусть G — замкнутая область, нормальная относительно оси
Oy

G = {(x,y) : a 6 x 6 b,ϕ(x) 6 y 6 ψ(x)},
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Рис. 4.3

и пусть функция z = f (x,y) интегрируема по G и для любого x ∈ [a,b] суще-

ствует интеграл

ψ(x)∫

ϕ(x)

f (x,y)dy. Тогда существует повторный интеграл

b∫

a

dx

ψ(x)∫

ϕ(x)

f (x,y)dy

и справедливо равенство

∫∫

G

f (x,y)dxdy =

b∫

a

dx

ψ(x)∫

ϕ(x)

f (x,y)dy.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть c и d — такие числа, что c 6 ϕ(x) 6

6 ψ(x) 6 d при всех x ∈ [a,b] (рис. 4.3). Тогда область G содержится в пря-
моугольнике D = {(x,y) : a 6 x 6 b,c 6 y 6 d}. Рассмотрим функцию

F(x,y) =

{

f (x,y), если (x,y) ∈ G,
0, в остальных точках D.

По свойству аддитивности двойного интеграла∫∫

D

f (x,y)dxdy =
∫∫

G

f (x,y)dxdy+

+

∫

D\G

f (x,y)dxdy =

∫∫

G

f (x,y)dxdy.
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Из аддитивности определенного интеграла и из определения функции
F(x,y) следует

d∫

c

F(x,y)dy =

ϕ(x)∫

c

F(x,y)dy+

ψ(x)∫

ϕ(x)

F(x,y)dy+

+

d∫

ψ(x)

F(x,y)dy =

ψ(x)∫

ϕ(x)

F(x,y)dy.

Отсюда и из теоремы 4.4.1 мы получаем

∫∫

D

F(x,y)dxdy =

b∫

a

dx

d∫

c

F(x,y)dy =

b∫

a

dx

ψ(x)∫

ϕ(x)

f (x,y)dy.

Таким образом, мы доказали, что

∫∫

G

f (x,y)dxdy =

b∫

a

dx

ψ(x)∫

ϕ(x)

f (x,y)dy.

Что и требовалось доказать.

ЗАМЕЧАНИЕ 4.4.1. Если область G нормальна относительно оси Ox

G = {(x,y) : c 6 y 6 d,µ(y) 6 x 6 η(y)},

и функция f (x,y) такова, что существуют интегралы

∫∫

G

f (x,y)dxdy и

η(y)∫

µ(y)

f (x,y)dx при всех y ∈ [c,d], то, повторяя доказательство теоремы,

установим равенство

∫∫

G

f (x,y)dxdy =

d∫

c

dy

η(y)∫

µ(y)

f (x,y)dx.

В случае простой области двойной интеграл сводится к повторному
двумя способами. Отметим, что от того, как сделан переход от двойного
интеграла к повторному, часто зависит объем вычислений. Чтобы вычис-
лить двойной интеграл наиболее рациональным способом, следует аккурат-
но разобраться как с областью интегрирования, так и с подынтегральной
функцией.
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Рис. 4.4

ПРИМЕР 4.4.2.
1) Изменить порядок интегрирования в интеграле

1∫

0

dy

1−y∫

−
√

1−y2

f (x,y)dx.

В данном примере (рис. 4.4,а) замкнутая область интегрирования G

задается неравенствами

G = {(x,y) : 0 6 y 6 1,−
√

1− y2 6 x 6 1− y}.
Мы видим, что если интегрировать сначала по y, а потом по x, то область
G придется разбить на две области:

G1 = {(x,y) : −1 6 x 6 0,0 6 y 6

√

1− x2},
G2 = {(x,y) : 0 6 x 6 1,0 6 y 6 1− x}.

Но тогда

1∫

0

dy

1−y∫

−
√

1−y2

f (x,y)dy =
∫∫

G

f (x,y)dxdy =

=

0∫

−1

dx

√
1−x2∫

0

f (x,y)dy+

1∫

0

dx

1−x∫

0

f (x,y)dy.

2) Вычислить интеграл

∫∫

G

xydxdy, где G — область, ограниченная ли-

ниями y = 2x, y = x+4, x = 0 (рис. 4.4,б).
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Мы видим, что удобнее интегрировать сначала по y, а затем по x, так
как в противном случае придется рассматривать два повторных интегра-
ла. Имеем

∫∫

G

xydxdy =

4∫

0

dx

x+4∫

2x

xydy =

4∫

0

x
y2

2

∣

∣

∣

∣

y=x+4

y=2x

dx =

=
1

2

4∫

0

(8x2 +16x−3x3)dx =
1

2

(

8

3
x3 +8x2 − 3

4
x4

)∣

∣

∣

∣

4

0

=
160

3
.

3) Вычислить интеграл

∫∫

G

y2 cosxydxdy, где область G ограничена ли-

ниями y = 0, y = x, x = 1 (рис. 4.4,в).
В данном примере область устроена одинаково просто для перехода к

повторному интегралу в любом порядке, но если вначале интегрировать по
y, то придется дважды использовать формулу интегрирования по частям.
В повторном интеграле удобнее вначале брать интеграл по x. Имеем

∫∫

G

y2 cosxydxdy =

1∫

0

dy

1∫

y

y2 cosxydx =

=

1∫

0

y

(

sinxy

∣

∣

∣

∣

x=1

x=y

)

dy =

1∫

0

ysinydy−
1∫

0

ysiny2 dy.

Первый интеграл возьмем по частям,

u = y, du = dy, dv = sinydy, v = −cosy.

Поэтому
1∫

0

ysinydy = −ycosy

∣

∣

∣

∣

1

0

+

1∫

0

cosydy = −cos1+ sin1.

Второй интеграл берется заменой

y2 = t, ydy =
1

2
dt, y = 0 → t = 0, y = 1 → t = 1.

Имеем ∫
ysiny2 dy =

1∫

0

sin t dt = −cos t

2

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1− cos1

2
.

Окончательно получаем∫∫

G

y2 cosxydxdy = sin1− cos1− 1

2
+

cos1

2
= sin1− 1+ cos1

2
.
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§ 4.5. Замена переменных
в двойном интеграле

Для вычисления или оценки определенных интегралов нам часто прихо-
дилось прибегать к замене переменной. Целью этого метода является полу-
чение более простого подынтегрального выражения.Неменее важна замена
переменных и в кратных интегралах. При этом в кратных интегралах целью
замены переменных может быть не только упрощение подынтегрального
выражения, но и получение более простой области интегрирования.

Рассмотримдве экземпляра плоскости с декартовымипрямолинейными
координатами. Одну — с системой координат uOv и другую — с системой
координат xOy. Пусть Ω — замкнутая область в плоскости uOv и задано
отображение x = ϕ(u,v), y = ψ(u,v) области Ω в плоскость xOy. Будем счи-
тать, что отображение непрерывно дифференцируемо. Это означает, что
функции ϕ и ψ непрерывны в Ω, и их первые частные производные также
непрерывны в Ω.

Если точка (u,v) пробегает областьΩ, то соответствующая точка (x,y) =
(ϕ(u,v),ψ(u,v)) пробегает в плоскости xOy некоторую замкнутую область
G. Область G называется образом области Ω. Напомним, что якобианом
отображения x = ϕ(u,v), y = ψ(u,v) называется определитель

J = J(u,v) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v
∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Для якобиана еще используется обозначение
∂(x,y)

∂(u,v)
.

Напомним геометрический смысл якобиана. Если мы рассмотрим в об-
ласти Ω прямоугольник ∆ со сторонами, параллельными координатным
осям с длинами ∆u и ∆v, и если ∆′ — образ прямоугольника при отображе-
нии x = ϕ(u,v), y = ψ(u,v), то площадипрямоугольника∆и криволинейного
прямоугольника ∆′ — ∆u∆v и ∆S′ соответственно связаны приближенным
равенством

∆S′ ≈ |J(u,v)| ∆u∆v .

Теорема 4.5.1 (о замене переменных в двойном интеграле). Пусть
отображение x = ϕ(u,v), y = ψ(u,v) непрерывно дифференцируемо в замкну-
той области Ω ⊂ uOv и взаимно однозначно отображает область Ω на
замкнутую область G ⊂ xOy, причем якобиан J = J(u,v) отличен от нуля
всюду в Ω. Тогда если функция z = f (x,y) интегрируема по области G, то
функция g(u,v) = f (ϕ(u,v),ψ(u,v)) |J(u,v)| интегрируема по области Ω и
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имеет место формула∫∫

G

f (x,y)dxdy =

∫∫

Ω

f (ϕ(u,v),ψ(u,v)) |J(u,v)| dudv.

Это равенство называется формулой замены переменных в двойном
интеграле.

O u

v

Ω

∆i

Рис. 4.5

Строгое доказательство теоремы слиш-
ком громоздко, поэтому мы ограничимся
только наброском его.

Параллельно осям Ou и Ov проведем
прямые, пересекающиеобластьΩ. Из полу-
ченных прямоугольников выберем только
те, которые целиком лежат в Ω (рис. 4.5).

Пусть это будут ∆1, ∆2, . . . , ∆n. Их пло-
щади обозначим через ∆Si, i = 1,2, . . . ,n.
При измельчении разбиения Ω объедине-
ние прямоугольников, входящих в Ω це-
ликом, будет все более точно приближать
область Ω.

Соответствующие криволинейные четырехугольники в области G обо-
значим ∆′

1, ∆
′
2, . . . , ∆

′
n, а их площади через ∆S′1, ∆S′2, . . . , ∆S′n соответственно.

Выберем произвольно точки Pi(ui,vi) ∈ ∆i ⊂ Ω. Тогда им будут соответ-
ствовать точки Mi(ϕ(ui,vi),ψ(ui,vi)) из ∆′

i ⊂ G. Рассмотрим сумму
n

∑
i=1

f (Mi)∆S′i =
n

∑
i=1

f (ϕ(ui,vi),ψ(ui,vi))∆S′i ≈

≈
n

∑
i=1

f (ϕ(ui,vi),ψ(ui,vi)) |J(ui,vi)|∆Si =
n

∑
i=1

g(Pi)∆Si.

Если λ(Ω) = max
16i6n

d(∆i) — мелкость разбиения Ω, а λ(G) =

= max
16i6n

d(∆′
i) — мелкость разбиения G, то при λ(Ω) → 0 выполняется

λ(G) → 0. Поэтому переходя в равенстве интегральных сумм к пределу при
λ(Ω) → 0, мы получим в пределе искомую формулу замены переменных в
двойном интеграле.

ПРИМЕР 4.5.1. Вычислить интеграл∫∫

G

xdxdy,

где G — область, ограниченная прямыми y =
x

2
, y = 2x, x + y =

= 1, x+ y = 2 (рис. 4.6,а).
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Рис. 4.6

Перейдем к новым координатам

u =
y

x
, v = x+ y.

Тогда x =
u

1+ v
, y =

uv

1+ v
.

Области G ⊂ xOy будет соответствовать прямоугольник Ω =
{(u,v) : 1/2 6 u 6 2,1 6 v 6 2} ⊂ uOv. Действительно, при отображении
областей границы переходят в границы. Прямым y = x/2 и y = 2x в плоско-
сти xOy соответствуют прямые u = 1/2 и u = 2 в плоскости uOv, прямым
x+ y = 1 и x+ y = 2 соответствуют прямые v = 1 и v = 2 (рис. 4.6,б).

Вычисляем якобиан.

J(u,v) =
∂(x,y)

∂(u,v)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

1+ v
− u

(1+ v)2

v

1+ v

u

(1+ v)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
u

(1+ v)2
.
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Применяя формулу замены переменных, отсюда получаем

∫∫

G

xdxdy =

∫∫

Ω

u

1+ v
· u

(1+ v)2
dudv =

∫∫

Ω

u2

(1+ v)3
dudv =

=

2∫

1

dv

2∫

1/2

u2

(1+ v)3
du =

(

− 1

2(1+ v)2

∣

∣

∣

∣

2

1

)

·
(

u3

3

∣

∣

∣

∣

2

1/2

)

=

=

(

1

8
− 1

18

)

·
(

8

3
− 1

24

)

=
49

96
.

Важным частным случаем замены переменных в двойном интеграле яв-
ляется переход к полярным координатам.

O

x

y

α

β

G

r1(ϕ)

r2(ϕ)

Рис. 4.7

Рассмотрим замкнутую область G на
плоскости xOy и задание этой же области в
полярных координатах. Полярные коорди-
наты выберем так, чтобы их полюс совпа-
дал с началом декартовых координат, а по-
лярная ось — с положительной полуосью
Ox. Тогда, как известно, преобразование
координат задается формулами x = r cosϕ,
y = r sinϕ, где r и ϕ — полярные координа-
ты точек плоскости.

Вычислим якобиан
∂(x,y)

∂(r,ϕ)
. Имеем

∂(x,y)

∂(r,ϕ)
=

∣

∣

∣

∣

cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

∣

∣

∣

∣

= r.

Пусть преобразование координат взаимно однозначно отображает на G

следующую замкнутую область изменения переменных r и ϕ (рис. 4.7)

Ω = {(r,ϕ) : α 6 ϕ 6 β,r1(ϕ) 6 r 6 r2(ϕ)}.
Тогда согласно теореме 4.5.1 о замене переменных получаем∫∫

G

f (x,y)dxdy =
∫∫

Ω

f (r cosϕ,r sinϕ)r drdϕ =

=

β∫

α

dϕ

r2(ϕ)∫

r1(ϕ)

f (r cosϕ,r sinϕ)r dr.

Отметим, что на практике чаще всего от двойного интеграла по x и y

переходят сразу к повторному интегралу от r и ϕ.
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ПРИМЕР 4.5.2.
1) Вычислить интеграл ∫∫

G

xdxdy,

где G = {(x,y) : x2 + y2 6 2x}— круг (рис. 4.8,а).
Имеем G = {(x,y) : (x−1)2 +y2 6 1}—круг, касающийся оси Oy в точке

O(0,0), с центром в точке (1,0). Ясно, что при переходе к полярным коор-

динатам x = r cosϕ, y = r sinϕ, мы имеем−π

2
6 ϕ 6

π

2
, r 6 2cosϕ. Последнее

неравенство получается из неравенства y2 + x2 6 2x, так как x2 + y2 = r2,
x = r cosϕ. Поэтому

∫∫

G

xdxdy =

π/2∫

−π/2

dϕ

2cosϕ∫

0

r2 cosϕdr =

=

π/2∫

−π/2

cosϕ

(

r3

3

∣

∣

∣

∣

2cosϕ

0

)

dϕ =
8

3

π/2∫

−π/2

cos4 ϕdϕ =

=
8

3

π/2∫

−π/2

(

1+ cos2ϕ

2

)2

dϕ =
2

3

π/2∫

−π/2

(

1+2cos2ϕ+

+
1+ cos4ϕ

2

)

dϕ =
2

3

[

3

2
ϕ+ sin2ϕ+

sin4ϕ

8

]∣

∣

∣

∣

π/2

−π/2

= π.

2) Вычислим интеграл Пуассона. Покажем, что
∞∫

0

e−x2

dx =

√
π

2
.

Напомним, что интеграл по неограниченному полуинтервалу [0,∞) по-
нимается следующим образом

∞∫

0

e−x2

dx = lim
R→∞

R∫

0

e−x2

dx,

если предел существует.
Рассмотрим области (рис. 4.8,б)

F = {(x,y) : x2 + y2 6 R2};

G = {(x,y) : 0 6 x 6 R,0 6 y 6 R};

H = {(x,y) : x2 + y2 6 2R2}.
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Рис. 4.8

Ясно, что F ⊂ G ⊂ H и что∫∫

F

e−x2−y2

dxdy 6

∫∫

G

e−x2−y2

dxdy 6

∫∫

H

e−x2−y2

dxdy.

ИнтегралыпоF иH легко вычисляютсяпереходомкполярнымкоординатам

∫∫

F

e−x2−y2

dxdy =

π/2∫

0

dϕ

R∫

0

e−r2

r dr =

=
π

2
· 1

2

R∫

0

e−r2

d(r2) = −π

4
e−r2

∣

∣

∣

∣

R

0

=
π

4

(

1− e−R2
)

.

Аналогично ∫∫

H

e−x2−y2

dxdy =
π

4

(

1− e−2R2
)

.

Интеграл по G запишем в виде повторного и получим

∫∫

G

e−x2−y2

dxdy =

R∫

0

dx

R∫

0

e−x2

e−y2

dy =

=

R∫

0

e−x2

dx ·
R∫

0

e−y2

dy =





R∫

0

e−x2

dx





2

.

Подставим вычисленные интегралы в двойное неравенство для интегралов.
Получаем

√
π

2

√

1− eR2
6

R∫

0

e−x2

dx 6

√
π

2

√

1− e−2R2
.
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Устремляя в этом двойном неравенстве R к бесконечности, получаем
√

π

2
6 lim

R→∞

R∫

0

e−x2

dx 6

√
π

2
,

т. е., ∞∫

0

e−x2

dx =

√
π

2
.

3) Иногда бывает удобно использовать обобщенные полярные координа-
ты x = ar cosϕ, y = br sinϕ, где a и b —некоторые положительные постоян-
ные.

Якобиан для данной системы функций равен J = abr. (Проверьте это).
Вычислим интеграл

∫∫

G

√

25− x2

16
− y2

25
dxdy,

где область G ограничена эллипсом
x2

16
+

y2

25
= 1, т. е.

G =

{

(x,y) :
x2

16
+

y2

25
6 1

}

.

Сделаем замену переменных x = 4r cosϕ, y = 5r sinϕ, |J| =

= 20r. Тогда из
x2

16
+

y2

25
6 1 следует r2 6 1, т. е. r 6 1, и мы получа-

ем

∫∫

G

√

25− x2

16
− y2

25
dxdy =

2π∫

0

dϕ

1∫

0

√

25− r2 20r dr =

= −10

2π∫

0

dϕ

1∫

0

√

25− r2 d(25− r2) = −20π ·2 · (25− r2)3/2

3

∣

∣

∣

∣

1

0

=

=
40

3
π
(

253/2 −243/2
)

=
40

3
π(125−

√
243).

§ 4.6. Применения двойных интегралов

4.6.1. Вычисление площадей плоских фигур

Первое приложение следует из первого свойства двойного интеграла
(§ 4.3): ∫∫

G

dxdy = S,

где S — площадь G.
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Рис. 4.9

ПРИМЕР 4.6.1.
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями (рис. 4.9,а)

y2 = 4+ x, x+3y = 0.
Из рис. 4.9,а видно, что при переходе к повторному интегралу удобнее

вначале интегрировать по x, а затем по y. Если же выбрать обратный по-
рядок интегрирования, то придется рассматривать сумму двух повторных
интегралов.

Вычисляем

S =
∫∫

G

dxdy =

1∫

−4

dy

−3y∫

y2−4

dx =

1∫

−4

(4−3y− y2)dy =

=

(

4y− 3

2
y2 − y3

3

)∣

∣

∣

∣

1

−4

=
125

6
= 20

5

6
.

2) Найти площадь фигуры, ограниченной линиями (рис. 4.9,б)

x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = 0, y = x.
Здесь удобнее перейти к полярным координатам. Тогда

S =
∫∫

G

dxdy =

π/4∫

0

dϕ

4cosϕ∫

2cosϕ

r dr =

π/4∫

0

(

r2

2

∣

∣

∣

∣

4cosϕ

2cosϕ

)

dϕ =

=

π/4∫

0

16cos2 ϕ−4cos2 ϕ

2
dϕ = 6

π/4∫

0

1+ cos2ϕ

2
dϕ =

= 2

(

ϕ+
sin2ϕ

2

)∣

∣

∣

∣

π/4

0

=
3(π+2)

4
.
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4.6.2. Вычисление объемов

O

x

y

z

G

z = ϕ(x,y)

z = ψ(x,y)

Рис. 4.10

Пусть V — пространственное тело,
ограниченное снизу графиком функции
z = ϕ(x,y), сверху — графиком z = ψ(x,y)
(ϕ(x,y) 6 ψ(x,y) при (x,y) ∈ G), с боков —
цилиндрической поверхностью, образую-
щие которой параллельны оси Oz и про-
ходят через границу области G (рис. 4.10).

Возьмем такую постоянную C, что для
всех (x,y) ∈ G будет выполняться ϕ(x,y)+
C > 0. Тогда объем тела V будет равен
объему, заключенному между графиками
функций z = ϕ(x,y) +C и z = ψ(x,y) +C,
(x,y) ∈ G. Но тогда

v =
∫∫

G

[ψ(x,y)+C]dxdy−
∫∫

G

[ϕ(x,y)+C]dxdy =

=
∫∫

G

[ψ(x,y)−ϕ(x,y)]dxdy.

ПРИМЕР 4.6.2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями

x+ z = −2, x+ z = 2, x2 + y2 = 1.

Ясно, что проекция тела на плоскость xOy есть круг

G = {(x,y) : x2 + y2
6 1}.

В этом примере ϕ(x,y) = −2− x, ψ(x,y) = 2− x. По формуле для вычисления
объемов получаем

v =
∫∫

G

[(2− x)− (−2− x)]dxdy = 4

∫∫

G

dxdy = 4 ·S = 4π,

где S = π — площадь круга G.

4.6.3. Вычисление площади поверхности

Пусть функция z = f (x,y) определена в ограниченной замкнутой об-

ласти G, непрерывна в G и частные производные
∂ f

∂x
и

∂ f

∂y
существуют и

непрерывны в G.
Обозначим через S график функции z = f (x,y), т. е.

S = {(x,y,z) : (x,y) ∈ G,z = f (x,y)}.

156



Мы выведем формулу для вычисления площади S с помощью двойного
интеграла. Сначала поясним, что мы понимаем под площадью поверхности
S.

Рассмотрим произвольное разбиение области G,

G = G1 ∪G2 ∪ . . .∪Gn.

Как и ранее, через ∆Si обозначим площадь Gi, через λn — мелкость разбие-
ния, т. е. λn = max

16i6n
d(Gi).

Через Si обозначим часть графика S над множеством Gi, т. е. Si =
{(x,y,z) : (x,y) ∈ Gi,z = f (x,y)}. В каждой части Gi выберем произвольно
точку (ξi,ηi). На поверхности ей соответствует точка

Mi(ξi,ηi, f (ξi,ηi)) ∈ Si.

Проведем через Mi касательную плоскость к поверхности S

∂ f

∂x
(ξi,ηi) · (x−ξi)+

∂ f

∂y
(ξi,ηi) · (y−ηi) = z− zi,

где zi = f (ξi,ηi) и (x,y,z) — произвольная точка на касательной плоскости.
Вектор

N =

{

−∂ f

∂x
(ξi,ηi),−

∂ f

∂y
(ξi,ηi),1

}

будет нормальным вектором касательной плоскости, направленным
«вверх», т. е. составляющим острый угол с осью Oz.

На касательной плоскости рассмотрим ту ее часть, которая находится
над Gi. Обозначим ее через σi, а ее площадь — через ∆σi. Площадь ∆σi

приближенно равна площади Si, а сумму всех таких площадей
n

∑
i=1

∆σi можно

считать приближенным значением площади графика S.
За точное значение площади S принимают предел такой суммы при

неограниченном измельчении области G (а значит, и поверхности S) на
части, т. е. если s — площадь S, то

s = lim
λ→0

n

∑
i=1

∆σi.

Уточнить понятие предела сумм можно так же, как и определение предела
интегральных сумм для определенного интеграла.

Пусть γi — угол между вектором N и осью Oz. Угол γi равен углу между
касательной плоскостью и плоскостью xOy. Так как Gi есть проекция σi на
плоскость xOy, то, как известно из школьного курса математики, площади
этих областей связаны соотношением

∆σi =
∆Si

cosγi

.
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Но

cosγi =
(N,k)

|N| =
1

√

1+

[

∂ f

∂x
(ξi,ηi)

]2

+

[

∂ f

∂y
(ξi,ηi)

]2
,

где k = {0,0,1}— единичный вектор, направленный вдоль оси Oz. Отсюда
получаем

n

∑
i=1

∆σi =
n

∑
i=1

√

1+

[

∂ f

∂x
(ξi,ηi)

]2

+

[

∂ f

∂y
(ξi,ηi)

]2

∆Si.

Мы видим, что в правой части равенства стоит интегральная сумма по
области G функции

g(x,y) =

√

1+

[

∂ f

∂x
(x,y)

]2

+

[

∂ f

∂y
(x,y)

]2

.

Поэтому, переходя к пределу при λn → 0, получаем

s = lim
λn→0

n

∑
i=1

g(ξi,ηi)∆Si =
∫∫

G

g(x,y)dxdy,

или

s =
∫∫

G

√

1+

[

∂ f

∂x
(x,y)

]2

+

[

∂ f

∂y
(x,y)

]2

dxdy,

или окончательно

s =
∫∫

G

√

1+

[

∂z

∂x

]2

+

[

∂z

∂y

]2

dxdy.

ПРИМЕР 4.6.3. Найти площадь части гиперболического параболо-
ида xy = z, (x > 0, y > 0), вырезаемой цилиндром x2 + y2 =
= 8.

Для (x,y) ∈ G = {(x,y) : x2 + y2 6 8,x > 0,y > 0} имеем
√

1+

[

∂z

∂x

]2

+

[

∂z

∂y

]2

dxdy =
√

1+ x2 + y2 dxdy.

При вычислении площади поверхности перейдем к полярным координатам
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x = r cosϕ, y = r sinϕ, |J| = r,

s =
∫∫

G

√

1+ x2 + y2 dxdy =

π/2∫

0

dϕ

2
√

2∫

0

√

1+ r2 r dr =

=
π

2
· 1

2

2
√

2∫

0

√

1+ r2 d(1+ r2) =
π

4
· 2

3
(1+ r2)3/2

∣

∣

∣

∣

2
√

2

0

=

=
π

6
(27−1) =

13

3
π.

4.6.4. Приложения двойного интеграла в механике

В начале главы мы рассмотрели одно из приложений двойного интегра-
ла — вычисление массы плоской материальной пластины.

ЕсливобластиG⊂ xOyраспределенамасса сплотностьюρ(x,y), томасса
пластины G вычисляется по формуле

m =
∫∫

G

ρ(x,y)dxdy.

ПРИМЕР 4.6.4. Найти массу тела пластины G,

G = {(x,y) : 0 6 x 6 1,0 6 y 6 x2},
если ее плотность ρ(x,y) = xy.

Согласно полученной формуле, находим

m =

∫∫

G

xydxdy =

1∫

0

dx

x2∫

0

xydy =

=

1∫

0

x

(

y2

2

∣

∣

∣

∣

x2

0

)

dx =
1

2

1∫

0

x5 dx =
1

12
.

Найдем координаты центра тяжести материальной пластины G, плот-
ность которой ρ(x,y). Снова рассмотрим разбиение G на части

G = G1 ∪G2 ∪ . . .∪Gn

ивыберемвкаждойчастиGi произвольноточкуPi(ξi,ηi).Мыбудемсчитать,
что масса Gi равна mi ≈ ρ(Pi)∆Si и сосредоточена в точке Pi(ξi,ηi).

В силу непрерывности ρ(x,y) мы допускаем небольшую ошибку, если
размеры Gi невелики.
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В силу нашего предположения, вся масса m пластины G сосредоточена
в n точках P1, P2, . . . , Pn. Но тогда координаты центра тяжести системы
материальных точек вычисляются по формулам:

x̄ =

n

∑
i=1

ξiρ(Pi)∆Si

n

∑
i=1

ρ(Pi)∆Si

, ȳ =

n

∑
i=1

ηiρ(Pi)∆Si

n

∑
i=1

ρ(Pi)∆Si

.

При неограниченном измельчении разбиенияG на части (т. е. при n → ∞
и λn → 0) будет выполняться x̄ → xC, ȳ → yC, где (xC,yC) — координаты
центра тяжести G. Таким образом, при n → ∞ и λn → 0 мы получаем в
пределе

xC =
1

m

∫∫

G

xρ(x,y)dxdy, yC =
1

m

∫∫

G

yρ(x,y)dxdy,

где m =

∫∫

G

ρ(x,y)dxdy —масса G.

ВеличиныMx =
∫∫

G

yρ(x,y)dxdyиMy =
∫∫

G

xρ(x,y)dxdyназываются ста-

тистическими моментами пластины G относительно осей Oy и Ox соответ-
ственно.

Таким образом, формулы для нахождения координат центра тяжести
материальной пластины G можно записать еще и в следующем виде

xC =
My

m
, yC =

Mx

m
.

ПРИМЕР 4.6.5. Найти координаты центра тяжести пластины из
предыдущего примера.

Имеем

G = {(x,y) : 0 6 x 6 1,0 6 y 6 x2}, ρ(x,y) = xy.

Как мы уже нашли,

m =
1

12
.

Найдем статистические моменты G относительно осей координат

My =
∫∫

G

x2ydxdy =

1∫

0

dx

x2∫

0

x2ydy =

=
1

2

1∫

0

x2

(

y2

∣

∣

∣

∣

x2

0

)

dx =
1

2

1∫

0

x6 dx =
1

14
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Mx =
∫∫

G

xy2 dxdy =

1∫

0

dx

x2∫

0

xy2 dy =

=
1

3

1∫

0

x

(

y3

∣

∣

∣

∣

x2

0

)

dx =
1

3

1∫

0

x7 dx =
1

24
.

Отсюда находим координаты центра тяжести

xC =
My

m
=

1

14
:

1

12
=

6

7
, yC =

Mx

m
=

1

24
:

1

12
=

1

2
.

Таким образом, точкаC

(

6

7
,

1

2

)

— центр тяжести пластины G.

Моментом инерции IO материальной точки M с массой m относитель-
но точки O называется произведение массы M на квадрат расстояния
r = d(O,M) между точками O и M, т. е. IO = mr2.

Моментом инерции системы материальных точек M1, M2, . . . ,
Mn с массами m1, m2, . . . , mn относительно точки O называет-

ся сумма моментов инерции всех этих точек: IO =
n

∑
i=1

mir
2
i , где ri =

= d(O,Mi).
Аналогичноопределяетсямоментинерциисистемыматериальныхточек

M1, M2, . . . , Mn с массами m1, m2, . . . , mn относительно оси l,

Il =
n

∑
i=1

mir
2
i ,

где ri — расстояние от точки Mi до оси l.
Определим момент инерции пластины G с плотностью ρ(x,y) относи-

тельно точки O — начала прямоугольных декартовых координат.
Рассмотрим произвольное разбиение G = G1 ∪ G2 ∪ . . . ∪ Gn. Вы-

берем произвольно в каждой части Gi точку Mi(ξi,ηi). Как и
выше, считаем, что масса Gi приближенно равна ρ(Mi)∆Si, где
∆Si — площадь Gi, и сосредоточена в точке Mi. Так как ri =

= d(O,Mi) =
√

ξ2
i +η2

i , то момент инерции этой системы точек относи-

тельно начала координат O выразится так:

ĪO =
n

∑
i=1

r2
i mi =

n

∑
i=1

(

ξ2
i +η2

i

)

ρ(Mi)∆Si.

Моментом инерции пластины G относительно начала координат назы-
вается предел сумм ĪO при неограниченном измельчении разбиения G, т. е.
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при n → ∞ и λn = max
1616n

d(Gi) → 0. Поэтому если обозначить момент инер-

ции G относительно O через IO, то

IO = lim
n → ∞
λn → 0

n

∑
i=1

(ξ2
i +η2

i )ρ(Mi)∆Si =

=
∫∫

G

(x2 + y2)ρ(x,y)dxdy.

Моменты инерции пластины G с плотностью ρ(x,y) относительно коор-
динатных осей Ox и Oy определяются соответственно формулами

Ix =
∫∫

G

y2ρ(x,y)dxdy,

Iy =
∫∫

G

x2ρ(x,y)dxdy.

Следовательно,
IO = Ix + Iy.

ПРИМЕР 4.6.6. НайтимоментинерцииотносительноосиOxоднородной
пластины G, ограниченной линиями

x

2
+

y

3
= 1, x = 0, y = 0.

Однородность G означает, что плотность постоянна, т. е.

ρ(x,y) = ρ0

при всех (x,y) ∈ G, где ρ0 > 0 — постоянное число. По формуле находим

Ix = ρ0

∫∫

G

y2 dxdy = ρ0

2∫

0

dx

3−
3

2
x∫

0

y2 dy =

=
ρ0

3

2∫

0

(

3− 3

2
x

)3

dx = −2

9
ρ0

2∫

0

(3− 3

2
x)3 d(3− 3

2
x) =

= −2

9
ρ0

1

4
(3− 3

2
x)4

∣

∣

∣

∣

2

0

=
9

2
ρ0.
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§ 4.7. Тройные интегралы

4.7.1. Определение тройного интеграла,

его свойства, вычисление

Построение тройного интеграла и рассмотрение его свойств произво-
дится в точности по той же схеме, что и для двойного интеграла. Этим и
объясняется краткость нашего дальнейшего изложения.

Множеством,покоторомуинтегрируетсяфункциятрехпеременных, бу-
дет трехмерная область. Мы далее считаем, что границы рассматриваемых
областей — либо гладкие, либо кусочно-гладкие поверхности. Напомним,
что поверхность гладкая, если в каждой ее точке существует касательная
плоскость, непрерывно меняющаяся при непрерывном движении точки ка-
сания по поверхности. Кусочно-гладкая поверхность — это поверхность,
состоящая из конечного числа гладких кусков. Плоскость и сфера — это
гладкие поверхности, а поверхность куба — кусочно-гладкая поверхность.

Пусть V — некоторая ограниченная замкнутая область в пространстве
и u = f (x,y,z) — функция, ограниченная на V . Разобьем V произвольно
на n частей V = V1 ∪V2 ∪ . . .∪Vn, не имеющих попарно общих внутренних
точек. Присоединяя к каждой части Vi точки ее границы, мы считаем, что
все части Vi — замкнутые области. Обозначим через ∆Vi объем Vi, через
d(Vi) — диаметр Vi, т. е. d(Vi) = max

M,N∈Vi

d(M,N), где d(M,N) — расстояние

между точками M и N.
Наибольший из диаметров d(Vi) обозначим через λn и будем называть

мелкостью разбиения областиV .
Выберем в каждой части Vi произвольно точку Mi(ξi,ηi,χi) и составим

сумму

Sn =
n

∑
i=1

f (ξi,ηi,χi)∆Vi =
n

∑
i=1

f (Mi)∆Vi.

Сумма Sn называется интегральной суммой для функции
u = f (x,y,z)

в областиV .

Определение 4.7.1. Если существует конечный предел

I = lim
λn→0

n

∑
i=1

f (Mi)∆Vi,

не зависящий от способов разбиения областиV на части и от выбораточек
Mi ∈Vi, то он называется тройным интегралом от функции f по области
V и обозначается∫∫∫

V

f (x,y,z)dxdydz, или
∫∫∫

V

f (x,y,z)dV, или
∫∫∫

V

f dV.
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Уточнить понятие предела интегральных сумм можно точно так же, как
и при определении определенного интеграла.

Терминология для двойных и тройных интегралов аналогична. Выраже-
ние dV = dxdydz называется элементом объема.

Так же как для определенных и двойных интегралов, можно показать,
что интегрируемая функция необходимо ограничена, хотя ограниченности
недостаточно для интегрируемости. Последнее показывается построением
примера ограниченной неинтегрируемой функции. Пример такой функции
строится так же, как это было сделано для двойного интеграла.

Как и ранее, при рассмотрении определенных и двойных интегралов
мы не будем углубляться в изучении вопроса об условиях интегрируемости
функций, ограничимся тем, что выделим класс интегрируемых функций,
вполне достаточный для почти всех приложений тройных интегралов.

Если функция ограничена на ограниченной замкнутой области и непре-
рывна на ней всюду, за исключением конечного числа гладких или кусочно-
гладких поверхностей или кривых, то эта функция интегрируема по данной
области. В частности, функция непрерывная в ограниченной замкнутой
области всегда интегрируема по этой области.

Свойства линейности и аддитивности для тройного интеграла форму-
лируются в точности так же, как и для двойного.

Тройной интеграл от единицы равен объему области интегрирования.
Доказывается это свойство также, как и аналогичное свойство для двойного
интеграла. Теорема о среднем для тройного интеграла выглядит следующим
образом ∫∫∫

V

f (x,y,z)dV = f (x0,y0,z0)v,

где v — объемV , (x0,y0,z0) — некоторая точка изV .
Формулировки свойств, связанных с оценками интегралов, получаются

из формулировок для двойных интегралов заменой их на тройные.
Обратимся к вычислению тройных интегралов. Нам понадобятся обла-

сти специального вида.
ОбластьV называется нормальной, относительно оси Oz, если она огра-

ничена снизу поверхностью z = ψ(x,y), сверху — поверхностью z = ψ(x,y),
ϕ(x,y) 6 ψ(x,y) при (x,y) ∈ G, где G — проекция V на плоскость xOy, а с
боков — цилиндрической поверхностью с образующими параллельными
оси Oz и проходящими через границу G.

Аналогично определяются области нормальные относительно осей Ox и
Oy.

Теорема 4.7.1 (вычисление тройного интеграла). ПустьV —нормаль-
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ная относительно оси Oz замкнутая область, т. е.

V = {(x,y,z) : (x,y) ∈ G,ϕ(x,y) 6 z 6 ψ(x,y)},
функция f (x,y,z) интегрируема поV . Тогда функция

I(x,y) =

ψ(x,y)∫

ϕ(x,y)

f (x,y,z)dz

интегрируема по G и справедливы равенства∫∫∫

V

f (x,y,z)dv =
∫∫

G

I(x,y)dxdy =

=
∫∫

G







ψ(x,y)∫

ϕ(x,y)

f (x,y,z)dz






dxdy.

Доказательство теоремы мы опускаем.
Если область G нормальна относительно оси Oy:

G = {(x,y) : a 6 x 6 b,h(x) 6 y 6 g(x)},
то, расписывая интеграл по G как повторный, мы получим

∫∫∫

V

f (x,y,z)dv =

b∫

a







g(x)∫

h(x)







ψ(x,y)∫

ϕ(x,y)

f (x,y,z)dz






dy






dx.

Аналогично расписываются интегралы по областям нормальным отно-
сительно осей Ox и Oy. Отметим, что на порядок расстановки в повторном
интеграле интегралов по переменным влияют как область интегрирования,
так и подынтегральная функция.

ПРИМЕР 4.7.1.
1) Вычислить интеграл

I =
∫∫∫

V

y2zsin(xyz)dv,

гдеV — параллелепипед,

V = {(x,y,z) : 0 6 x 6 1,0 6 y 6 2,0 6 z 6 1}.
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Здесь удобнее расставить порядок интегрирования следующим образом:

I =

2∫

0

dy

1∫

0

dz

1∫

0

y2 sin(xyz)dx =

=

2∫

0

dy

1∫

0

(

−ycos(xyz)

∣

∣

∣

∣

x=1

x=0

)

dz =

2∫

0

dy

1∫

0

(y− ycos(yz))dz =

=

2∫

0

(yz− sin(yz))

∣

∣

∣

∣

z=1

z=0

dy =

2∫

0

(y− siny)dy =

=

(

y2

2
+ cosy

)∣

∣

∣

∣

2

0

= 1+ cos2.

2) Вычислить интеграл

I =
∫∫∫

V

ycos(x+ z)dv,

гдеV —область, ограниченная цилиндром y =
√

x и плоскостями y = 0, z = 0,

x+ z =
π

2
.

Сведем интеграл I к двойному согласно теореме.

I =
∫∫

G

(

π/2−x∫

0

ycos(x+ z)dz

)

dxdy,

где
G = {(x,y) : 0 6 x 6

π

2
,0 6 y 6

√
x}

— проекция телаV на плоскость xOy. Вычисляем интеграл по z, а затем —
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двойной интеграл по G.

I =
∫∫

G

y






sin(x+ z)

∣

∣

∣

∣

z=
π

2
−x

z=0






dxdy =

∫∫

G

y(1− sinx)dxdy =

=

√
π/2∫

0

dy

π/2∫

y2

y(1− sinx)dx =

√
π/2∫

0

y

[

(x+ cosx)

∣

∣

∣

∣

π/2

y2

]

dy =

=

√
π/2∫

0

(π

2
y− y3 − ycosy2

)

dy =

(

π

4
y2 − y4

4

)∣

∣

∣

∣

√
π/2

0

−

− 1

2

√
π/2∫

0

cosy2 dy2 =
π2

16
− siny2

2

∣

∣

∣

∣

√
π/2

0

=
π2

16
− 1

2
.

4.7.2. Замена переменных в тройном интеграле

В пространстве отображение одной области на другую осуществляется
с помощью преобразования, задаваемого системой уравнений:







x = x(u,v,w);
y = y(u,v,w);
z = z(u,v,w).

(4.7.1)

Эта система уравнений иногда называется преобразованием координат. Ко-
гда точка (u,v,w) пробегает область Ω, точка (x,y,z) пробегает некоторую
областьV .

Если функции x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) имеют все первые частные
производные, то определитель

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂u

∂y

∂u

∂z

∂u
∂x

∂v

∂y

∂v

∂z

∂v
∂x

∂w

∂y

∂w

∂z

∂w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

называется якобианом отображения и обозначается

J(u,v,w), или
∂(x,y,z)

∂(u,v,w)
.

Напомним, что отображение называется взаимнооднозначным, если из
(u1,v1,w1) 6= (u2,v2,w2) следует, что соответствующие точки (x1,y1,z1) и
(x2,y2,z2) изV различны.
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r

ϕϕ

θ
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Рис. 4.11

Теорема 4.7.2 (замена переменных в тройном интеграле). Если отоб-
ражение (4.7.1) взаимнооднозначно отображает область Ω ⊂ uvwO на об-
ласть V ⊂ xyzO, причем, функции x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) имеют в Ω
ограниченные непрерывные первые частные производные и якобиан J(u,v,w)
отличен от нуля всюду в Ω, и если функция f (x,y,z) интегрируема поV , то
справедлива формула замены переменных в тройном интеграле∫∫∫

G

f (x,y,z)dxdydz =

=
∫∫∫

Ω

f (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) |J(u,v,w)|dudvdw.

Доказательство теоремы мы не приводим.
В приложениях тройных интегралов наиболее употребительны цилин-

дрические и сферические координаты (рис. 4.11).
Цилиндрические координаты. В этой системе координат положение

точки M пространства определяется полярными координатами r и ϕ точки
M′ —- проекции точки M на плоскость xOy и аппликатой z (рис. 4.11,а).
Числа r, ϕ, z называются цилиндрическими координатами точки M, причем
0 6 r 6 ∞, 0 6 ϕ < 2π (или−π < ϕ 6 π), z — любое число.

Ясно, что x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z. Вычисляем якобиан данного пре-
образования

∂(x,y,z)

∂(r,ϕ,z)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕ sinϕ 0

−r sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r.
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Формула замены переменных будет в данном случае иметь вид∫∫∫

V

f (x,y,z)dxdydz =
∫∫∫

Ω

f (r cosϕ,r sinϕ,z)r drdϕdz,

где Ω — область пробегаемая точкой (r,ϕ,z), когда соответствующая точка
(x,y,z) пробегает областьV .

ПРИМЕР 4.7.2. Вычислить интеграл

I =
∫∫∫

V

(x2 + y2)dxdydz,

гдеV — область, ограниченная поверхностями 2z = x2 + y2, z = 2.
Переходим к цилиндрическим координатам







x = r cosϕ,
y = r sinϕ,
z = z,

|J| = r, 0 6 ϕ < 2π, 0 6 r 6 2. Поясним последнее неравенство. Проекцией V

на плоскость xOy будет круг

G = {(x,y) : x2 + y2
6 4}.

ОбластьV задается неравенствами
x2 + y2

2
6 z 6 2 при (x,y)∈ G. Подстав-

ляя в неравенства цилиндрические координаты, мы и получаем
r2

2
6 z 6 2.

Итак,

I =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

dr

2∫

r2/2

r2 · r dz =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

r3

(

2− r2

2

)

dr =

=

2π∫

0

(

r4

2
− r6

12

)∣

∣

∣

∣

2

0

dϕ = 2π ·
(

8− 16

3

)

=
16

3
π.

Сферические координаты. В пространстве, где уже есть декартова пря-
моугольная система координат, положение точки M можно определить с
помощью следующей тройки чисел. Пусть r — это расстояние от точки
M до начала координат O, ϕ — угол между положительным направлением
оси Ox и вектором OM′, где M′ — проекция точки M на плоскость xOy, и
пусть θ — это угол между осью Oz и вектором OM (рис. 4.11,б). Ясно, что
0 6 r < ∞, 0 6 ϕ < 2π (или−π < ϕ 6 π), 0 6 θ 6 π. Числа r, ϕ, θ однозначно
определяют положение точки в пространстве и называются сферическими
координатами точки M.
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Легко выразить x, y, z через r, ϕ, θ






x = r cosϕsinθ,
y = r sinϕsinθ,
z = r cosθ.

Вычислим якобиан этого преобразования

∂(x,y,z)

∂(r,ϕ,θ)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕsinθ sinϕsinθ cosθ
−r sinϕsinθ r cosϕsinθ 0

r cosϕcosθ r sinϕcosθ −r sinθ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −r2 cos2 ϕsin3 θ− r2 sin2 ϕsinθcos2 θ−
− r2 cos2 ϕcos2 θsinθ− r2 sin2 θsin3 θ =

= −r2 sin3 θ− r2 cos2 θsinθ = −r2 sinθ.

Формула перехода к сферическим координатам в тройном интеграле
имеет вид∫∫∫

V

f (x,y,z)dxdydz =

=
∫∫∫

Ω

f (r cosϕsinθ,r sinϕcosθ,r cosθ)r2 sinθdrdϕdθ,

где Ω — область изменения переменных r, ϕ, θ.

ПРИМЕР 4.7.3. Вычислить интеграл

I =
∫∫∫

V

√

x2 + y2 + z2 dxdydz,

гдеV — это шар x2 + y2 + z2 6 y.
Выделяя полный квадрат по y, видим, чтоV — это шар

x2 +

(

y− 1

2

)2

+ z2
6

1

4

радиуса R = 1/2 с центром в точке C(0,1/2,0). Подставим выражение x,
y, z через сферические координаты в неравенство x2 + y2 + z2 6 y. Получим
r2 6 r sinϕsinθ, или, r 6 sinϕsinθ. Мы получили задание нашего шара в
сферических координатах. Ясно, что 0 6 r 6 sinϕsinθ, 0 6 ϕ 6 π, 0 6 θ 6 π.
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Вычисляем интеграл

I =

π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ

sinϕsinθ∫

0

r · r2 sinθdr =

=

π∫

0

dϕ

π∫

0

sinθ

(

r4

4

∣

∣

∣

∣

sinϕsinθ

0

)

dθ =
1

4

π∫

0

dϕ

π∫

0

sin4 ϕ · sin5 θdθ =

=
1

4

π∫

0

(

1− cos2ϕ

2

)2

dϕ

π∫

0

[

−(1− cosθ)2
]

d cosθ =

= −1

4

π∫

0

(

1

4
− cos2ϕ

2
+

1+ cos4ϕ

8

)

dϕ×

×
π∫

0

(

1−2cos2 θ+ cos4 θ
)

d cosθ =

= −1

4

(

ϕ

4
− sin2ϕ

4
+

ϕ

8
+

sin4ϕ

32

)∣

∣

∣

∣

π

0

×

×
(

cosθ− 2

3
cos3 θ+

cos5 θ

5

)∣

∣

∣

∣

π

0

=
π

40
.

4.7.3. Приложения тройных интегралов

Вычисление объемов. Основанием для такого применения тройного
интеграла служит формула ∫∫∫

V

dxdydz = v,

где v — объемV .

ПРИМЕР 4.7.4. Вычислить объем тела V , ограниченного поверхностями

z = 6− x2 − y2, z =
√

x2 + y2.

ТелоV ограничено снизу конусом x =
√

x2 + y2, а сверху — параболоидом
z = 6− x2 − y2. Вычислять объем здесь удобнее с использованием цилиндри-
ческих координат

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z, |J| = r,

v =

∫∫∫

V

dxdydz =

∫∫∫

Ω

r drdϕdz.
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Из 6−x2 −y2 =
√

x2 + y2 следует, что 6− r2 = r, или r2 + r−6 = 0. Отсюда
находим r = 2 — уравнение окружности (x2 + y2 = 4) — границы области
G — проекции V на плоскость xOy. Переходим к повторному интегралу в
цилиндрических координатах и вычисляем объем

v =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

dr

6−r2∫

r

r dz =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

(6r− r3 − r2)dr =

= 2π

(

3r2 − r4

4
− r3

3

)∣

∣

∣

∣

2

0

=
32

3
π.

Применение тройного интеграла в механике. Вывод следующих фор-
мул вполне аналогичен выводу соответствующих формул для плоских ма-
териальных пластинок. Поэтому вывод формул мы опускаем.

Если ρ(x,y,z)—объемная плотность вещества, распределенного в обла-
стиV , то массаV вычисляется по формуле

m =
∫∫∫

V

ρ(x,y,z)dv.

Координаты центра тяжести вычисляются по формулам:

xC =
1

m

∫∫∫

V

xρ(x,y,z)dv;

yC =
1

m

∫∫∫

V

yρ(x,y,z)dv;

zC =
1

m

∫∫∫

V

zρ(x,y,z)dv.

Моменты инерции области V относительно координатных осей Ox, Oy,
Oz и начала координат O определяются соответственно формулами:

Ix =
∫∫∫

V

(y2 + z2)ρ(x,y,z)dv;

Iy =
∫∫∫

V

(x2 + z2)ρ(x,y,z)dv;

Iz =
∫∫∫

V

(x2 + y2)ρ(x,y,z)dv;

IO =
∫∫∫

V

(x2 + y2 + z2)ρ(x,y,z)dv.
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Статические моменты относительно координатных плоскостей xOy, xOz,
yOz телаV вычисляются по формулам

Mxy =
∫∫∫

V

zρ(x,y,z)dv;

Mxz =
∫∫∫

V

yρ(x,y,z)dv;

Myz =

∫∫∫

V

xρ(x,y,z)dv.

Таким образом, формулы для вычисления координат центра тяжести
можно записать в следующем виде

xC =
Myz

m
, yC =

Mxz

m
, zC =

Mxy

m
,

где m —масса телаV .

ПРИМЕР 4.7.5.
1) Вычислить массу тела V , ограниченного поверхностями 2x + z = 4,

x+ z = 2, y2 = 2x (y > 0), если плотность ρ(x,y,z) = y.
Вычисляем

m =
∫∫∫

V

ydxdydz =
∫∫

G





4−2x∫

2−x

ydz



 dxdy =
∫∫

G

y(2− x)dxdy,

где G — проекцияV на плоскость xOy. Вычисляем двойной интеграл

m =
∫∫

G

y(2− x)dxdy =

2∫

0

f dy

2∫

y2/2

y(2− x)dx =

=

2∫

0

y

(

(

2x− x2

2

)∣

∣

∣

∣

2

y2/2

)

dy =

2∫

0

y

(

2− y2 +
y4

8

)

dy =

=

(

y2 − y4

4
+

y6

48

)∣

∣

∣

∣

2

0

=
4

3
.

2)Найтимоментинерции относительно осиOz однородноготела, огра-
ниченного поверхностями z = 4x, x2 + y2 = 2x, z = 0.

Однородность означает, что плотность ρ(x,y,z) = ρ0 — постоянная
величина.
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Для вычисления интеграла Iz =

∫∫∫

V

(x2 +y2)ρ0 dxdydz используем цилин-

дрические координаты x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z, |J| = r. Тогда

Iz =

π/2∫

−π/2

dϕ

2cosϕ∫

0

r dr

2
√

r cosϕ∫

0

r2ρ0 dz =

= 2ρ0

π/2∫

−π/2

dϕ

2cosϕ∫

0

r2/7√cosϕdr =

=
4

9
ρ0

π/2∫

−π/2

√
cosϕ

(

r9/2

∣

∣

∣

∣

2cosϕ

0

)

dϕ =

=
213/2

9
ρ0

π/2∫

−π/2

cos5 ϕdϕ =

√
213

9
ρ0

π/2∫

−π/2

(1− sin2 ϕ)2 d sinϕ =

=

√
213

9
ρ0

(

sinϕ− 2

3
sin3 ϕ+

sin5 ϕ

5

)∣

∣

∣

∣

π/2

−π/2

=

√
221

135
ρ0.
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