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1. Введение, постановка задачи и предварительные сведения. В рабо-
тах [1], [2] введены и исследованы понятия аппроксимации теории и аппроксимиру-
ющей формулы соответственно. Эти понятия имеют адаптацию к произвольному
семейству теорий данной сигнатуры, в частности, к произвольному семейству тео-
рий конечных структур, которые задают псевдоконечные теории на основе аппрок-
симаций псевдоконечными формулами [3]. В настоящей работе изучаются аппрокси-
мации псевдо-счетно категоричных теорий [4], т.е. теорий, аппроксимируемых счет-
но категоричными теориями посредством формул, выполнимых в моделях счетно
категоричных теорий. Такие формулы называются псевдо-счетно-категоричны-
ми. Исследованы синтаксические и семантические возможности данных формул,
свойства таких формул, аппроксимации теорий с помощью этих формул, вклю-
чая псевдо-счетно-категоричные упорядоченные теории, теории абелевых групп и
модулей, эренфойхтовы теории. Получено описание канонических представителей
псевдо-счетно-категоричных упорядоченных теорий. Изучены возможности сохра-
нения и нарушения псевдо-счетной категоричности при обогащениях и обеднениях
теорий. Описаны счетные спектры псевдо-счетно-категоричных теорий.

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета науки Министерства науки и высше-
го образования Республики Казахстан, грант № AP19674850, а также в рамках государственного
задания Института математики им. С.Л. Соболева, проект № FWNF-2022-0012.
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Всюду далее мы рассматриваем полные теории первого порядка в сигнатуре Σ,
причем эта сигнатура для семейства теорий 𝒯 обозначается Σ(𝒯 ). Через 𝒯Σ обозна-
чается множество всех теорий сигнатуры Σ.

Как обычно, через 𝐹 (Σ) мы обозначаем множество всех формул сигнатуры Σ, а
через Sent(Σ) – множество всех предложений сигнатуры Σ.

Определение 1 [2]. Для семейства 𝒯 ⊆ 𝒯Σ формула 𝜙 = 𝜙(𝑥) называется 𝒯 -
аппроксимирующей, если 𝜙 выполняется в модели некоторой точки накопления
семейства 𝒯 . Формула 𝜙 называется аппроксимирующей, если она является 𝒯Σ-
аппроксимирующей, где Σ ⊇ Σ(𝜙).

Замечание 1 [2]. Аппроксимируемость формулы 𝜙 зависит от сигнатуры Σ.
Действительно, формула 𝜙 = ∀𝑥∀ 𝑦(𝑥 ≈ 𝑦) не является аппроксимирующей в пустой
сигнатуре Σ0, тогда как, добавляя бесконечное число унарных предикатов 𝑃𝑖, мож-
но написать, что эти предикаты независимо пусты/непусты и получим бесконечное
семейство 𝒯 теорий, модели которых являются одноэлементными и удовлетворя-
ют 𝜙.

Таким образом, важно, какая сигнатура Σ ⊇ Σ(𝜙) используется для подтвержде-
ния того, что 𝜙 является аппроксимирующей формулой.

Замечание 2 [2]. По определению формула 𝜙 является 𝒯 -аппроксимирующей
тогда и только тогда, когда 𝜙 выполняется в моделях бесконечного числа теорий
из 𝒯 некоторыми кортежами, т.е. предложение ∃𝑥𝜙 принадлежит бесконечному чис-
лу теорий из 𝒯 .

В силу замечания 2 аппроксимирующие формулы сводятся к аппроксимирующим
предложениям, и ниже мы будем рассматривать преимущественно аппроксимирую-
щие предложения 𝜙 ∈ Sent(Σ).

Следуя [2], обозначим через AF(𝒯 ) множество всех 𝒯 -аппроксимирующих фор-
мул, и через AF(Σ) – множество всех аппроксимирующих формул сигнатуры Σ.
Ограничения множеств AF(𝒯 ) и AF(Σ) до множества Sent(Σ), где Σ ⊇ Σ(𝒯 ) обо-
значаются через AS(𝒯 ) и AS(Σ) соответственно.

Определение 2 [1]. Пусть 𝒯 – семейство теорий и 𝑇 – произвольная теория, не
принадлежащая 𝒯 . Теория 𝑇 называется 𝒯 -аппроксимируемой, или аппроксими-
рованной семейством 𝒯 , или псевдо-𝒯 -теорией, если для любой формулы 𝜙 ∈ 𝑇

существует 𝑇 ′ ∈ 𝒯 , для которой 𝜙 ∈ 𝑇 ′.
Если теория 𝑇 является 𝒯 -аппроксимируемой, то 𝒯 называется аппроксимирую-

щим семейством для 𝑇 , а теории 𝑇 ′ ∈ 𝒯 – аппроксимациями для 𝑇 .

Следуя [2], обозначим через CF(Σ) множество всех совместных формул сигнату-
ры Σ, а через CS(Σ) – множество всех совместных предложений сигнатуры Σ

По определению каждая 𝒯 -аппроксимируемая теория состоит из попарно сов-
местных 𝒯 -аппроксимирующих предложений, входящих в CS(Σ(𝒯 )).

Частным случаем аппроксимирующих формул являются псевдоконечные форму-
лы [3], составляющие псевдоконечные теории.

Определение 3 [6]–[9]. Бесконечная структура ℳ называется псевдоконечной,
если любое предложение, истинное в ℳ, имеет конечную модель. Если 𝑇 = Th(ℳ)

для псевдоконечной структуры ℳ, то теория 𝑇 также называется псевдоконечной.



424 Б.Ш. КУЛПЕШОВ, ИН.И. ПАВЛЮК, С.В. СУДОПЛАТОВ

Определение 4 [3]. Формула 𝜙, истинная в некоторой бесконечной модели, на-
зывается псевдоконечной, если она истинна также и в некоторой конечной модели.

Множество всех псевдоконечных формул (соответственно, предложений) сигна-
туры Σ обозначается через PFF(Σ) (PFS(Σ)).

По определению имеем PFF(Σ) ⊂ AF(Σ) ⊂ CF(Σ) и PFS(Σ) ⊂ AS(Σ) ⊂ CS(Σ).
Рассматриваемые включения являются строгими, поскольку некоторые аппрокси-
мирующие формулы не имеют конечных моделей и существуют совместные форму-
лы, выполнимые лишь в конечных моделях.

2. Псевдо-счетно-категоричные формулы и их свойства. В этом разделе
мы определим понятие псевдо-счетно-категоричной формулы, как аппроксимирую-
щей формулы специального вида и рассмотрим некоторые свойства таких формул.

Обозначим через 𝒯 cc
Σ множество всех счетно категоричных теорий сигнатуры Σ,

имеющих счетные модели.

Определение 5. Для семейства 𝒯 cc
Σ формула 𝜙 = 𝜙(𝑥) называется псевдо-ℵ0-ка-

тегоричной или псевдо-счетно-категоричной, если 𝜙 выполняется в модели неко-
торой точки накопления 𝑇 семейства 𝒯 cc

Σ , не являющейся счетно категоричной тео-
рией.

Как и для аппроксимирующих формул при самостоятельном рассмотрении фор-
мула 𝜙 называется псевдо-ℵ0-категоричной или псевдо-счетно-категоричной, ес-
ли она является псевдо-ℵ0-категоричной относительно подходящей сигнатуры Σ ⊇
Σ(𝜙).

Множество псевдо-счетно-категоричных формул сигнатуры Σ обозначается через
PCCF(Σ), а множество PCCF(Σ) ∩ Sent(Σ) псевдо-счетно-категоричных предложе-
ний сигнатуры Σ – через PCCS(Σ).

Замечание 3. По определению любая псевдо-счетно-категоричная формула от-
носится как к счетно категоричным теориям, причем в силу аппроксимирования
имеется бесконечно много таких теорий, так и к теориям, не являющихся счетно
категоричными, но не отделимых от счетно категоричных теорий никакими пред-
ложениями.

В сигнатуре Σ = {<} предложение 𝜙dlo, описывающее плотные линейные поряд-
ки, принадлежит множеству Sent(Σ) ∖ PCCS(Σ), а после добавления к сигнатуре Σ

бесконечного множества одноместных предикатов 𝑃𝑖 для обогащенной сигнатуры Σ′

имеет место 𝜙dlo ∈ PCCS(Σ′). Тем самым, как и для аппроксимирующих формул
в общем виде, здесь имеется зависимость псевдо-счетной категоричности от выбран-
ной сигнатуры.

Так как совместная формула произвольной теории из семейства 𝒯 cc
Σ имеет беско-

нечную модель, заведомо не принадлежат множеству PCCF(Σ) формулы, выполни-
мые лишь в конечных моделях.

Наконец, имеется ряд формул 𝜙, не являющихся псевдо-счетно категоричны-
ми относительно сигнатуры Σ(𝜙) в силу того, что они задают бесконечное число
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𝑛-типов, начиная с некоторого натурального числа 𝑛0. К таким формулам относит-
ся, например, следующее предложение 𝜓 сигнатуры {𝑄(2)}:

∀𝑥¬𝑄(𝑥, 𝑥) ∧ ∀𝑥, 𝑦
(︀
𝑄(𝑥, 𝑦) → 𝑄(𝑦, 𝑥)

)︀
∧ ∀𝑥

(︀
∃=1𝑦𝑄(𝑥, 𝑦) ∨ ∃=2𝑦𝑄(𝑥, 𝑦)

)︀
∧ ∃=1𝑥∃=2𝑦𝑄(𝑥, 𝑦).

Любая модель этой формулы состоит из одной висячей вершины, связанной бес-
конечной цепью с вершинами валентности 2, а также некоторым, пустым, конеч-
ным или бесконечным числом циклов и/или цепей, состоящих из вершин валентно-
сти 2. Наличие хотя бы одной такой цепи влечет бесконечное число 𝑛-типов, начиная
с 𝑛0 = 2, и исключает принадлежность предложения 𝜓 множеству PCCS({𝑄}).

Еще одним примером формулы, не имеющей счетно категоричных моделей, явля-
ется формула ∀ 𝑦 ∃⩾2𝑥 𝑓(𝑥) ≈ 𝑦, поскольку любой унар ⟨𝑀 ; 𝑓⟩, удовлетворяющий
этой формуле, имеет график бесконечного диаметра.

Замечание 4. По определению, для любой сигнатуры Σ, множества PCCF(Σ)

и PCCS(Σ) замкнуты относительно ⊢-выводимости, а также относительно предло-
жений 𝜓, сохраняющих или расширяющих непустые окрестности (𝒯 cc

Σ )𝜙 = {𝑇 ∈
𝒯 cc
Σ | 𝜙 ∈ 𝑇} после замены 𝜙 на 𝜓. Таким образом, псевдо-счетно категоричные

предложения образуют классы эквивалентности по отношению равенства окрестно-
стей, которые в свою очередь разбиваются на классы эквивалентности относительно
взаимной выводимости.

В силу замечания 4 множества PCCF(Σ) и PCCS(Σ) снабжены операциями дизъ-
юнкции ∨ и при этом выполняется следующее:

Предложение 1. Системы ⟨PCCF(Σ);∨⟩ и ⟨PCCS(Σ);∨⟩ являются верхними
полурешетками.

Замечание 5. Каждая из полурешеток в предложении 1 допускает операцию
конъюнкции ∧ лишь при ограничении на множество формул фиксированной теории,
являющейся предельной точкой для класса счетно категоричных теорий, и при этом
такие ограничения образуют дистрибутивные решетки.

Таким образом псевдо-счетно категоричные формулы замкнуты относительно
взятия дизъюнкций и некоторых конъюнкций.

Замечание 6. Нетрудно заметить, что совместные бескванторные форму-
лы имеют бесконечные счетно категоричные модели и при взятии подходящих сиг-
натур, как в замечании 3, становятся псевдо-счетно-категоричными. Это означа-
ет, что любая совместная ∃ -формула, т.е. совместная формула вида ∃𝑥1 . . . ∃𝑥𝑘𝜙,
где 𝜙 – бескванторная формула, является псевдо-счетно-категоричной относитель-
но некоторой сигнатуры. Для ∀-формул, т.е. формул вида ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑘𝜙, где 𝜙 –
бескванторная формула, это свойство не выполняется, поскольку, например, фор-
мула ∀𝑥∀ 𝑦 𝑥 ≈ 𝑦 не имеет бесконечных счетно категоричных моделей. Эта формула
показывает, что некоторые формулы, например, формула ¬∀𝑥 ∀ 𝑦 𝑥 ≈ 𝑦, не сохра-
няют свойство псевдо-счетной категоричности при навешивании отрицания. Вместе
с тем, как замечено для бескванторных формул, навешивание отрицания для таких
формул сохраняет псевдо-счетную категоричность.
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3. Псевдо-счетно-категоричные теории, их обогащения и обеднения.

Определение 6 [4]. Элементарная теория 𝑇 бесконечной структуры ℳ, не явля-
ющейся ℵ0-категоричной, называется псевдо-ℵ0-категоричной или псевдо-счетно-
категоричной, если любое предложение, истинное в ℳ, имеет бесконечную ℵ0-кате-
горичную модель 𝒩 . При этом модели 𝒩 называются аппроксимациями модели ℳ,
а сама модель ℳ называется псевдо-ℵ0-категоричной.

Отметим, что по определению любая псевдо-ℵ0-категоричная теория 𝑇 сигнату-
ры Σ состоит из псевдо-ℵ0-категоричных предложений, входящих в теории из 𝒯 cc

Σ .
Обозначим через Σ1 произвольную сигнатуру, состоящую из константных сим-

волов 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, а также нульместных и одноместных предикатных символов 𝑃𝑗 ,
𝑗 ∈ 𝐽 .

Покажем, что каждая теория 𝑇 сигнатуры Σ1 либо имеет лишь конечные модели,
либо счетно категорична, либо псевдо-ℵ0-категорична.

Действительно, известно [5], что формулы сигнатуры Σ1 представляются булевы-
ми комбинациями формул, описывающих число элементов в пересечениях литер 𝑃 𝛿

одноместных предикатов 𝑃 , попадание констант в эти пересечения, совпадение или
несовпадение констант, а также выполнимость или невыполнимость нульместных
предикатов. При этом структура, имеющая сигнатуру Σ1, конечна тогда и только
тогда, когда все литеры конечны. Опираясь на теорему Рыль-Нардзевского, заме-
чаем, что для любой сигнатуры Σ1 счетная категоричность теории 𝑇 , имеющей
бесконечную счетную модель, равносильна конечности или, что то же самое, изоли-
рованности семейства 1-типов 𝑆1(∅), т.е. сводимости пересечений литер 𝑃 𝛿 к конеч-
ным пересечениям, каждое из которых включает лишь конечное число сигнатурных
констант. При этом наличие лишь конечного числа различных одноместных преди-
катов и конечного числа различных констант равносильно единственности счетной
модели теории 𝑇 с точностью до изоморфизма.

Осталось рассмотреть случай, когда теория 𝑇 не имеет конечных моделей и не
является счетно категоричной. Поскольку определимые связи между элементами
моделей теории 𝑇 сводятся к связям относительно описанных булевых комбинаций
формул, т.е. попаданию элементов в одни и те же литеры, равенству и неравен-
ству элементов между собой и относительно констант, а сигнатура каждой формулы
конечна, модель произвольной совместной формулы 𝜙 теории 𝑇 можно построить
как конечную, с учетом мощностных границ пересечений литер 𝑃 𝛿 и числа различ-
ных констант, так и бесконечную, заменяя некоторое конечное пересечение литер 𝑃 𝛿

на счетное, с учетом того, что по некоторому такому пересечению нет верхней оценки
для ее мощности. Наличие такого пересечения вытекает из характеризации конеч-
ности модели. Полученная модель формулы 𝜙 является счетно категоричной. Тем
самым, теория является псевдо-ℵ0-категоричной и имеет место следующая:

Теорема 1. Любая теория 𝑇 сигнатуры Σ1 является псевдо-ℵ0-категоричной
тогда и только тогда, когда 𝑇 не имеет конечных моделей и не является ℵ0-ка-
тегоричной.

Конструкция, обосновывающая теорему 1, дает представление как моделей тео-
рии 𝑇 , так и моделей совместных формул теории 𝑇 . При этом наличие бесконечной
модели теории 𝑇 , сводящейся к конечной модели, удовлетворяющей произвольной
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заданной формуле 𝜙 ∈ 𝑇 , помимо счетной категоричности и псевдо-ℵ0-категорич-
ности, дает псевдоконечность теории 𝑇 .

Таким образом, для теорий сигнатур Σ1 имеет место трихотомия, согласно кото-
рой каждая такая теория либо принадлежит классу теорий с конечными моделями
либо принадлежит классу счетно категоричных теорий, либо принадлежит клас-
су псевдо-ℵ0-категоричных теорий. Последние два случая объединяются классом
псевдоконечных теорий.

Рассмотрим теперь класс 𝒯pcc псевдо-ℵ0-категоричных теорий и его дополнение
𝒯 pcc в классе всех теорий, не являющихся счетно категоричными и не имеющими
конечных моделей, а также взаимосвязь этих классов при обогащениях и обеднени-
ях.

Согласно теореме 1 класс 𝒯 pcc не содержит теорий сигнатуры Σ1. Покажем,
что в класс 𝒯 pcc попадают некоторые теории любой более богатой сигнатуры, т.е.
сигнатуры, содержащей хотя бы один функциональный символ местности ⩾ 1 и
любой предикатный символ местности ⩾ 2. С этой целью заметим, что для одно-
местного функционального символа 𝑓 формула ∀ 𝑦 ∃⩾2𝑥𝑓(𝑥) ≈ 𝑦 не имеет счетно
категоричной модели, поскольку эта формула задает бесконечное число 2-типов.
При рассмотрении 𝑛-местного функционального символа 𝑔𝑛 𝑛 ⩾ 2, можно написать
формулу ∀ 𝑦 ∃⩾2𝑥𝑔𝑛(𝑥, 𝑥, . . . , 𝑥) ≈ 𝑦, а при рассмотрении 𝑛-местного предикатного
символа 𝑃𝑛 – написать формулу

∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1∃=1𝑦𝑃𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦) ∧ ∀ 𝑦 ∃⩾2𝑥𝑃𝑛(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦),

для которой 𝑃𝑛 является графиком функции 𝑓 при 𝑛 = 2 и графиком функции 𝑔𝑛−1

при 𝑛 ⩾ 3.
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Для любой сигнатуры Σ имеет место 𝒯 pcc∩𝒯Σ ̸= ∅ тогда и толь-
ко тогда, когда Σ содержит хотя бы один функциональный символ местности ⩾ 1

или хотя бы один предикатный символ местности ⩾ 2.

Замечание 7. В ряде случаев для некоторых классов теорий 𝒯 , сигнатуры кото-
рых не исчерпывается сигнатурами вида Σ1, имеет место 𝒯 pcc ∩ 𝒯 = ∅. Например,
любая теория 𝑇 сигнатуры Σ𝐸 = {𝐸}, с бесконечными моделями, для которой 𝐸

является отношением эквивалентности, задается функцией 𝑓𝑇 : 𝜔∪{∞} → 𝜔∪{∞},
устанавливающей число 𝜆-элементных 𝐸-классов в насыщенных моделях, для каж-
дого 𝜆 ∈ 𝜔 ∪ {∞}. Поскольку каждое предложение 𝜙 ∈ 𝑇 позволяет описать лишь
конечные нижние оценки для числа и мощности 𝐸-классов, имеется счетно катего-
ричная модель предложения 𝜙. При этом счетная категоричность теории 𝑇 равно-
сильна конечности множества Supp(𝑓𝑇 ) = {𝑛 ∈ 𝜔 | 𝑓𝑇 (𝑛) ̸= 0}, а попадание теории 𝑇
в класс 𝒯 pcc означает, что множество Supp(𝑓𝑇 ) бесконечно.

Подобная дихотомия выполняется и для теорий 𝑇 вложенных отношений эквива-
лентности, для которых в качестве функций инвариантов 𝑓𝑇 выступают количества
и мощности 𝐸𝑖-классов, из которых состоят 𝐸𝑗-классы. Тем самым, для таких тео-
рий также устанавливается отсутствие теорий бесконечных моделей, не являющихся
ни счетно категоричными, ни псевдо-счетно-категоричными.
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Предложение 2. 1. Если теория 𝑇 принадлежит классу 𝒯pcc , то любое ее обо-
гащение 𝑇 ′ либо принадлежит классу 𝒯pcc , либо принадлежит классу 𝒯 pcc , в зави-
симости от того, отсутствует или присутствует в 𝑇 ′ формула, нарушающая
псевдо-счетную категоричность.

2. Если теория 𝑇 принадлежит классу 𝒯 pcc , то любое ее обогащение 𝑇 ′ так-
же принадлежит этому классу, а ее обеднения 𝑇 ′′ могут оставаться в классе
𝒯 pcc , попадать в класс 𝒯pcc или являться счетно категоричными, в зависимости
от того, сохраняются ли в 𝑇 ′′ формулы, нарушающие псевдо-счетную категорич-
ность, и сохраняются ли в 𝑇 ′′ формулы, нарушающие счетную категоричность.

Доказательство очевидно по определению классов 𝒯pcc и 𝒯 pcc.

Замечание 8. На основании теоремы 1, предложения 2 и структурного описа-
ния любая теория 𝑇 сигнатуры Σ1, не имеющая конечных моделей, при обогаще-
нии 𝑇 ′ либо сохраняет счетную категоричность, если добавляется конечное число
новых различных одноместных предикатов и конечное число новых различных кон-
стант, либо становится почти-счетно-категоричной, если таких добавляемых одно-
местных предикатов или констант берется бесконечно много. При обеднении 𝑇 ′′

теории 𝑇 либо сохраняется счетная категоричность, если у 𝑇 имеется конечное
число различных одноместных предикатов и конечное число различных констант,
либо сохраняется почти-счетная категоричность, если у 𝑇 имеется бесконечное чис-
ло различных одноместных предикатов или бесконечное число различных констант,
либо почти-счетно-категоричная теория 𝑇 превращается в счетно категоричную тео-
рию 𝑇 ′′, если в 𝑇 ′′ остается лишь конечное число различных одноместных предика-
тов и конечное число различных констант.

4. Псевдо-счетно-категоричные порядки. В этом разделе будут рассматри-
ваться теории линейных порядков <. Введем следующее обозначение:

𝑆0(𝑥, 𝑦) := ∀ 𝑧1, 𝑧2¬(𝑧1 < 𝑧2 ∧ 𝑧2 < 𝑧1) ∧ ∀ 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3(𝑧1 < 𝑧2 ∧ 𝑧2 < 𝑧3 → 𝑧1 < 𝑧3)

∧ 𝑥 < 𝑦 ∧ ¬∃ 𝑧(𝑥 < 𝑧 ∧ 𝑧 < 𝑦).

Следующий пример показывает, что существуют теории линейных порядков, при-
надлежащие классу 𝒯 pcc.

Пример 1 [4]. Рассмотрим структуру

ℳ := ⟨1 +Q+ 2 +Q+ · · ·+ 𝑛+Q+ · · · , <⟩.

Очевидно, что данная структура не является ℵ0-категоричной, поскольку имеет
бесконечно много 1-типов. Она также не является псевдо-ℵ0-категоричной, так как
следующее предложение

∃𝑥1𝜃(𝑥1) ∧ ∀𝑥(𝜃(𝑥) → ∃ 𝑦∃ 𝑧[𝑥 < 𝑦 < 𝑧 ∧ ¬𝜃(𝑦) ∧ 𝜃(𝑧)
∧ (¬∃ 𝑡1𝑆0(𝑥, 𝑡1) → ∀𝑢1[𝑥 < 𝑢1 ⩽ 𝑦 → ¬𝜃(𝑢1)])
∧ (¬∃ 𝑡2𝑆0(𝑡2, 𝑧) → ∀𝑢2[𝑦 ⩽ 𝑢2 < 𝑧 → ¬𝜃(𝑢2)])])

не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели. Здесь формула 𝜃(𝑥) означает, что 𝑥
имеет непосредственного последователя или непосредственного предшественника,
а 𝑆0(𝑥, 𝑦) означает, что 𝑥 есть непосредственный предшественник для 𝑦.
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В следующем примере устанавливается существование счетно категоричного ли-
нейного порядка, некоторое обогащение которого одноместным предикатом не явля-
ется псевдо-ℵ0-категоричным.

Пример 2. Пусть ℳ := ⟨Q, <, 𝑃 1⟩ – линейно упорядоченная структура, где Q –
множество рациональных чисел, 𝑃 (ℳ) = {0, 1, 2, 3, . . . }, т.е. 𝑃 (ℳ) выделяет мно-
жество неотрицательных целых чисел в ℳ. Рассмотрим следующие формулы:

𝑆𝑃 (𝑥, 𝑦) := 𝑃 (𝑥) ∧ 𝑃 (𝑦) ∧ 𝑥 < 𝑦 ∧ ∀ 𝑧
(︀
𝑥 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑦 ∧ 𝑃 (𝑧) → 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑦

)︀
,

Φ := ∃ 𝑧𝑃 (𝑧) ∧ ∀𝑥
[︀
𝑃 (𝑥) → ∃ 𝑦𝑆𝑃 (𝑥, 𝑦)

]︀
.

Предложение Φ не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели, поскольку зада-
ет бесконечное число 2-типов, откуда получаем, что теория Th(ℳ) не является
псевдо-ℵ0-категоричной, в то время как теория линейного порядка ⟨Q, <⟩ счетно
категорична.

Таким образом, существует счетно категоричная теория 𝑇 линейного порядка,
обогащение которой одним одноместным предикатом принадлежит классу 𝒯 pcc.

Замечание 9. Отметим, что эффект, аналогичный добавлению одноместного
предиката к счетно категоричному порядку, как в примере 2, нельзя получить из
счетно категоричной теории 𝑇 обогащением конечным числом констант, поскольку
любое такое обогащение сохраняет счетную категоричность. Так как в построении
каждой формулы может участвовать лишь конечное число константных символов,
то же самое можно утверждать для произвольного константного обогащения тео-
рии 𝑇 .

На основании замечания 9 имеет место следующая дихотомия для константных
обогащений счетно категоричных теорий.

Теорема 3. Для любой счетно категоричной теории 𝑇 любое ее констант-
ное обогащение 𝑇 ′ либо счетно категорично, если в моделях теории 𝑇 ′ имеет-
ся лишь конечное число различных сигнатурных констант, либо 𝑇 принадлежит
классу 𝒯pcc , если в моделях теории 𝑇 ′ имеется бесконечное число различных сиг-
натурных констант.

Напомним следующую характеризацию для псевдоконечных линейных порядков.

Теорема 4 [7], [4]. Пусть 𝑇 – полная теория бесконечного линейного порядка.
Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) теория 𝑇 псевдоконечна;
(2) 𝑇 = Th(⟨𝜔 + 𝜔*, <⟩);
(3) 𝑇 = Th(⟨𝜔 +

∑︀
𝑖∈𝐼(𝜔

* + 𝜔)𝑖 + 𝜔*, <⟩) для некоторого множества индексов 𝐼 ,
где (𝜔* + 𝜔)𝑖 – копии порядка 𝜔* + 𝜔 .

Напомним, что счетно категоричные линейные порядки были классифицированы
Ж. Розенштейном в [13], где он конструировал их из конечных линейных порядков,
используя две операции: конкатенацию и Q-перемешивание.

Рассмотрим линейно упорядоченную структуру Q𝑛 := ⟨Q𝑛, <Q𝑛
, 𝐶1

1 , . . . , 𝐶
1
𝑛⟩, яв-

ляющуюся счетным плотным линейным порядком с взаимно плотными 𝑛 цветами,
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т.е. для любых 𝑎, 𝑏 ∈ Q𝑛 с условием 𝑎 < 𝑏 существуют 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 такие, что 𝑎 < 𝑐𝑖 <

𝑏∧𝐶𝑖(𝑐𝑖) для каждого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Такая структура называется Фраиссе генерическим
𝑛-цветным линейным порядком.

Пусть ⟨𝑀1, <1⟩, . . . , ⟨𝑀𝑛, <𝑛⟩ – линейные порядки. Для каждого 𝑞 ∈ Q𝑛 обо-
значаем через 𝑀(𝑞) копию линейного порядка ⟨𝑀𝑖, <𝑖⟩, если Q𝑛 |= 𝐶𝑖(𝑞). Q𝑛-пе-
ремешиванием (или просто Q-перемешиванием) порядков ⟨𝑀1, <1⟩, . . . , ⟨𝑀𝑛, <𝑛⟩,
обозначаемую через Q𝑛(𝑀1, . . . ,𝑀𝑛), является линейный порядок ⟨

⋃︀
𝑞∈Q𝑛

𝑀(𝑞), <⟩,
где

𝑎 < 𝑏⇔
[︀
𝑎, 𝑏 ∈𝑀(𝑞),𝑀(𝑞) ≃𝑀𝑖 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 и 𝑎 <𝑖 𝑏

]︀
или

[︀
𝑎 ∈𝑀(𝑞), 𝑏 ∈𝑀(𝑝) ∧ 𝑞 <Q𝑛

𝑝
]︀
.

Например, Q1(1) – это копия множества всех рациональных чисел Q; Q1(2) –
это множество дуплетов, упорядоченное по типу Q; Q2(2, 3) – это взаимно плотно
упорядоченное множество дуплетов и троек.

Теорема 5 [13]. ℳ – счетно категоричный линейный порядок тогда и только
тогда, когда ℳ может быть построен из синглетонов (изолированных точек)
с помощью конечного числа конкатенаций и Q-перемешиваний.

Предложение 3 [7], [4]. Пусть ℳ – конкатенация конечного числа псевдоко-
нечных и бесконечных ℵ0-категоричных линейных порядков. Тогда ℳ – псевдо-ℵ0-
категоричный не ℵ0-категоричный линейный порядок ⇔ хотя бы одно из слагае-
мых является псевдоконечным линейным порядком и хотя бы одно из слагаемых
является бесконечным ℵ0-категоричным линейным порядком.

Пример 3. Пусть

ℳ𝜔 := ⟨Q1(𝜔), <⟩, ℳ𝜔* := ⟨Q1(𝜔
*), <⟩,

ℳZ := ⟨Q1(Z), <⟩, ℳ𝜔+𝜔* := ⟨Q1(𝜔 + 𝜔*), <⟩

– линейно упорядоченные структуры. Очевидно, что теории данных структур не
являются счетно категоричными. Рассмотрим следующие предложения:

𝑆 := ∀𝑥 ∃ 𝑦𝑆0(𝑥, 𝑦), 𝑃 := ∀𝑥∃ 𝑦𝑆0(𝑦, 𝑥).

Каждое из предложений 𝑆 и 𝑃 не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели,
поскольку задают бесконечные дискретные порядки, откуда теории структур ℳ𝜔,
ℳ𝜔* и ℳZ не являются псевдо-ℵ0-категоричными. В то же время теория структуры
ℳ𝜔+𝜔* аппроксимируется счетно категоричными линейными порядками ⟨Q1(𝑛), <⟩,
𝑛 ⩾ 1. Утверждаем, что теория структуры ℳ𝜔+𝜔* является псевдо-ℵ0-категорич-
ной, поскольку любое предложение, истинное в данной структуре, имеет бесконеч-
ную ℵ0-категоричную модель.

Открытым интервалом в линейно упорядоченной структуре 𝑀 является пара-
метрически определимое подмножество структуры 𝑀 вида

𝐼 = {𝑐 ∈𝑀 : 𝑀 |= 𝑎 < 𝑐 < 𝑏}
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для некоторых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 ∪ {−∞,∞} таких, что 𝑎 < 𝑏. Аналогично мы можем опре-
делить замкнутые, полуоткрытые-полузамкнутые и т.п. интервалы в 𝑀 . Про-
извольная точка 𝑎 ∈ 𝑀 может быть также представлена в виде интервала [𝑎, 𝑎].
Таким образом, под интервалом в 𝑀 мы будем подразумевать любой из вышепри-
веденных интервалов в 𝑀 . Подмножество 𝐴 линейно упорядоченной структуры 𝑀

называется выпуклым, если для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 и 𝑐 ∈𝑀 всякий раз когда 𝑎 < 𝑐 < 𝑏

мы имеем 𝑐 ∈ 𝐴.
Вспомним понятие слабой о-минимальности, первоначально исследованное в [10].

Слабо о-минимальной структурой называется линейно упорядоченная структу-
ра ℳ = ⟨𝑀,<, . . .⟩ такая, что любое определимое (с параметрами) подмножество
структуры ℳ является объединением конечного числа выпуклых множеств в ℳ.
Напомним, что такая структура ℳ называется о-минимальной [11], если любое
определимое (с параметрами) подмножество структуры ℳ является объединением
конечного числа интервалов и точек в ℳ. Теория 𝑇 называется о-минимальной
(слабо о-минимальной), если каждая модель теории 𝑇 является о-минимальной
(слабо о-минимальной). Таким образом, слабая о-минимальность обобщает понятие
о-минимальности. Вещественно замкнутые поля с собственным выпуклым кольцом
нормирования обеспечивают важный пример слабо о-минимальных (не о-минималь-
ных) структур [12].

Теорема 6. Пусть ℳ = ⟨𝑀,<⟩ – слабо о-минимальный не ℵ0-категоричный
линейный порядок. Тогда теория Th(ℳ) псевдо-ℵ0-категорична тогда и только
тогда, когда ℳ есть конкатенация 𝑛1 порядков Q, 𝑛2 порядков 𝜔+𝜔* и 𝑛3 конечных
порядков для некоторых 1 ⩽ 𝑛1 < 𝜔 , 1 ⩽ 𝑛2 < 𝜔 , 0 ⩽ 𝑛3 < 𝜔 .

Доказательство. В силу слабой о-минимальности ℳ состоит из конечного чис-
ла выпуклых дискретно упорядоченных частей и выпуклых плотно упорядоченных
частей. Если каждая выпуклая дискретно упорядоченная часть конечна, то ℳ счет-
но категорична, что противоречит условиям теоремы. Следовательно, хотя бы одна
выпуклая дискретно упорядоченная часть бесконечна. Для нее имеются следующие
варианты:

𝜔, 𝜔*, 𝜔* + 𝜔, 𝜔 + 𝜔*,

𝜔 + 𝑛, 𝑛+ 𝜔*, 𝑛+ 𝜔* + 𝜔, 𝜔* + 𝜔 + 𝑛, 𝜔 + 𝑛+ 𝜔*, где 𝑛 ⩾ 2.

Пусть формула 𝜃(𝑥) означает, что 𝑥 имеет непосредственного предшественни-
ка или непосредственного последователя. Поскольку имеется лишь конечное чис-
ло выпуклых дискретно упорядоченных частей, то каждая такая часть является
∅-определимой. Следовательно, 𝜃(ℳ) =

⋃︀𝑘
𝑖=1𝐷𝑖(ℳ) для некоторого натурального

числа 𝑘 ⩾ 1, 𝐷𝑖(𝑥) определяет 𝑖-тую выпуклую дискретно упорядоченную часть.
Поймем, что каждое 𝐷𝑖(ℳ) элементарно эквивалентно 𝜔 + 𝜔*. Действительно,

если 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, то рассмотрим следующее предложение:

𝑆𝐷𝑖 := ∀𝑥
[︀
𝐷𝑖(𝑥) → ∃ 𝑦(𝐷𝑖(𝑦) ∧ 𝑆0(𝑥, 𝑦))

]︀
.

Очевидно, что 𝑆𝐷𝑖
не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели.

Предположим, что 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔 + 𝑛 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘. Очевидно,
что наименьший элемент конечного порядка 𝑛 является ∅-определимым некоторой
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𝐿-формулой 𝜑(𝑥). Рассмотрим следующее предложение:

𝑆𝐷𝑖,𝜑 := ∃ 𝑡
(︀
𝜑(𝑡) ∧ ∀𝑥[𝐷𝑖(𝑥) ∧ 𝑥 < 𝑡→ ∃ 𝑦(𝑦 < 𝑡 ∧𝐷𝑖(𝑦) ∧ 𝑆0(𝑥, 𝑦))]

)︀
.

Нетрудно установить, что 𝑆𝐷𝑖,𝜑 также не имеет бесконечной ℵ0-категоричной моде-
ли.

Случаи, когда 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔* или 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝑛 + 𝜔*, рассматриваются аналогично
заменой предложений 𝑆𝐷𝑖

и 𝑆𝐷𝑖,𝜑 на следующие:

𝑃𝐷𝑖
:= ∀𝑥

[︀
𝐷𝑖(𝑥) → ∃ 𝑦(𝐷𝑖(𝑦) ∧ 𝑆0(𝑦, 𝑥))

]︀
,

𝑃𝐷𝑖,𝜑 := ∃ 𝑡
(︀
𝜑(𝑡) ∧ ∀𝑥[𝐷𝑖(𝑥) ∧ 𝑥 > 𝑡→ ∃ 𝑦(𝑦 > 𝑡 ∧𝐷𝑖(𝑦) ∧ 𝑆0(𝑦, 𝑥))]

)︀
.

Если 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔* + 𝜔 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, то оба предложения 𝑆𝐷𝑖 и
𝑃𝐷𝑖

не имеют бесконечной ℵ0-категоричной модели. Если 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝑛+ 𝜔* + 𝜔 для
некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, то предложение 𝑃𝐷𝑖,𝜑 не имеет бесконечной ℵ0-категоричной
модели. Если 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔*+𝜔+𝑛 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, то предложение 𝑆𝐷𝑖,𝜑 не
имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели. Если 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔 + 𝑛+ 𝜔* для некото-
рого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, то предложение 𝑆𝐷𝑖,𝜑 также не имеет бесконечной ℵ0-категоричной
модели.

Таким образом, остается случай, когда 𝐷𝑖(ℳ) ≡ 𝜔 + 𝜔* для каждого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘.
В этом случае в силу предложения 3 теория Th(ℳ) является псевдо-ℵ0-категорич-
ной.

Непосредственно из теоремы 6 вытекает следующее.

Следствие 1. Любой псевдо-ℵ0-категоричный слабо о-минимальный линейный
порядок является о-минимальным.

Теорема 7. Пусть ℳ = ⟨𝑀,<⟩ – псевдо-ℵ0-категоричный слабо о-минималь-
ный линейный порядок, ℳ′ – обогащение структуры ℳ конечным или счетным
числом одноместных предикатов. Тогда если теория Th(ℳ′) слабо о-минимальна,
то эта теория псевдо-ℵ0-категорична.

Доказательство. Пусть 𝐼 – индексирующее множество для одноместных пре-
дикатов. Предположим, что теория Th(ℳ′) слабо о-минимальна. Тогда для любого
𝑖 ∈ 𝐼 множество 𝑃𝑖(ℳ′) есть объединение конечного числа выпуклых множеств в 𝑀 ,
а именно состоит в точности из 𝑘𝑖 выпуклых множеств для некоторого 1 ⩽ 𝑘𝑖 < 𝜔.
Очевидно, что любое предложение в языке {<,𝑃𝑖}𝑖∈𝐼 содержит лишь конечное чис-
ло одноместных предикатов. Откуда заключаем, что любое предложение в языке
{<,𝑃𝑖}𝑖∈𝐼 , истинное в ℳ′, имеет бесконечную ℵ0-категоричную модель.

Обратное, вообще говоря, неверно. Действительно, пусть

ℳ := ⟨𝜔 + 𝜔* +Q, <⟩, ℳ′ := ⟨𝜔 + 𝜔* +Q, <, 𝑃 1⟩,

где предикат 𝑃 выделяет в Q бесконечное подмножество, так что для любых 𝑎, 𝑏 ∈ Q
с условием 𝑎 < 𝑏 существуют 𝑐 ∈ 𝑃 (ℳ′), 𝑑 ∈ ¬𝑃 (ℳ′) такие, что 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 и 𝑎 < 𝑑 < 𝑏.
Тогда теория Th(ℳ′) псевдо-ℵ0-категорична, но не является слабо о-минимальной.

Рассмотрим теперь конкатенации счетного числа бесконечных ℵ0-категоричных
линейных порядков.
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Пример 4 [4]. Пусть

ℳ := ⟨2 +Q+ 2 +Q+ · · · , <⟩,

и пусть формула 𝜑𝑙2(𝑥) определяет элемент 𝑥 структуры ℳ, являющийся левой
концевой точкой дуплета. Рассмотрим следующее предложение:

Φ2 := ∀𝑥
[︀
𝜑𝑙2(𝑥) → ∃ 𝑦(𝑥 < 𝑦 ∧ 𝜑𝑙2(𝑦) ∧ ∀ 𝑡[𝑥 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑦 ∧ 𝜑𝑙2(𝑡) → 𝑥 = 𝑡 ∨ 𝑡 = 𝑦])

]︀
.

Очевидно, что Φ2 не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели, откуда теория
Th(ℳ) не является псевдо-ℵ0-категоричной.

Пусть теперь

ℳ := ⟨Q1(2) +Q1(3) + · · ·+Q1(𝑛) + · · · , <⟩.

Очевидно, что Th(ℳ) не является ℵ0-категоричной, поскольку длина конечных
порядков не ограничена. Тем не менее, мы утверждаем, что теория Th(ℳ) явля-
ется псевдо-ℵ0-категоричной. Действительно, данный порядок аппроксимируется
ℵ0-категоричными линейными порядками Q1(2)+Q1(3)+· · ·+Q1(𝑛), 𝑛 ⩾ 2. Следую-
щие предложения истинны в ℳ: не существует наименьшего элемента; не существу-
ет наибольшего элемента; любой элемент имеет непосредственного предшественни-
ка или непосредственного последователя; для каждого 𝑛 ⩾ 2 существует элемент
конечного порядка из 𝑛 элементов и так далее. Очевидно, что любая конечная
комбинация этих предложений имеет бесконечную ℵ0-категоричную модель.

Аналогично можно установить, что элементарная теория следующего порядка⟨︀
Q1(2) +Q2(2, 3) +Q3(2, 3, 4) +Q4(2, 3, 4, 5) + · · · , <

⟩︀
является псевдо-ℵ0-категоричной. Данный порядок аппроксимируется ℵ0-катего-
ричными линейными порядками Q1(2) +Q2(2, 3) + · · ·+Q𝑛(2, 3, . . . , 𝑛+ 1), 𝑛 ⩾ 2.

Данные иллюстрации показывают, что псевдо-ℵ0-категоричность может задавать
неограниченные цепочки с чередованиями различных плотно упорядоченных конеч-
ных частей, включая предельные переходы конечных частей неограниченной длины,
которые приобретают вид 𝜔 + 𝜔* согласно теореме 4.

Предложение 4. Не существует вполне упорядоченного множества ⟨𝑀,<⟩,
элементарная теория которой является псевдо-ℵ0-категоричной.

Доказательство. Если ⟨𝑀,<⟩ бесконечно и вполне упорядочено, то 𝑀 имеет
один из следующих типов упорядочения:

𝜔, 𝜔 + 𝑛, 𝜔 + 𝜔 или 𝜔 + 𝜔 + . . . , где 𝑛 ⩾ 1.

Если 𝑀 = 𝜔, то рассмотрим следующее предложение:

𝑆 := ∀𝑥 ∃ 𝑦𝑆0(𝑥, 𝑦).

Очевидно, что предложение 𝑆, удовлетворяемое порядком 𝜔, не имеет бесконеч-
ной ℵ0-категоричной модели, поскольку конечное число промежуточных элементов
между подходящими элементами может быть выбрано неограниченно большим.
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В остальных случаях рассмотрим следующие формулы:

𝜓(𝑥) := ∀ 𝑦
[︀
𝑦 < 𝑥→ ∃ 𝑧(𝑦 < 𝑧 < 𝑥)

]︀
,

𝐿(𝑥) := ∀ 𝑧[𝑥 ⩽ 𝑧],

𝜑(𝑥) := 𝜓(𝑥) ∧ ¬𝐿(𝑥) ∧ ∀ 𝑦
[︀
𝜓(𝑦) ∧ 𝑦 < 𝑥→ 𝐿(𝑦)

]︀
.

Очевидно, что формула 𝜑(𝑥) определяет как наименьший элемент конечного поряд-
ка 𝑛 в ⟨𝜔 + 𝑛,<⟩, так и наименьший элемент второй копии 𝜔 в ⟨𝜔 + 𝜔,<⟩ или
⟨𝜔 + 𝜔 + . . . , <⟩. Рассмотрим следующее предложение:

𝑆𝜑 := ∃𝑥
[︀
𝜑(𝑥) ∧ ∀ 𝑡(𝑡 < 𝑥→ ∃ 𝑧[𝑆0(𝑡, 𝑧) ∧ 𝑧 < 𝑥])

]︀
.

Очевидно, что предложение 𝑆𝜑, удовлетворяемое всеми бесконечными полными по-
рядками, кроме 𝜔, также не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели.

Замечание 10. В силу теоремы 5 и рассуждения для доказательства предложе-
ния 3 псевдо-ℵ0-категоричные линейные порядки аппроксимируются ℵ0-категорич-
ными линейными порядками вида

𝑛0 + ̃︀Q1 + 𝑛1 + ̃︀Q2 + · · ·+ 𝑛𝑘−1 + ̃︀Q𝑘 + 𝑛𝑘, (4.1)

где 𝑛𝑖 ∈ 𝜔, ̃︀Q𝑖 – порядки, факторизации которых по ограниченным дискретным
частям изоморфны порядку Q. При этом мощности 2𝑘 + 1 результатов факто-
ризаций по перемежающимся дискретным и плотным частям 𝑛𝑖 и ̃︀Q𝑗 могут быть
как ограниченными, так и неограниченно возрастать. В первом случае предельные
переходы осуществляются за счет замены конечных дискретных частей на псевдо-
конечные части вида 𝜔 + 𝜔*, включая возможные замены дискретных частей в ̃︀Q𝑗 ,
или неограниченным увеличением длин конечных дискретных частей в ̃︀Q𝑗 , а во
втором случае к указанным заменам добавляются результаты ℳ неограниченных
перемежающихся расширений перемешиваний вида (4.1) с возможной заменой дис-
кретных частей на псевдоконечные как в предыдущем случае. При этом допуска-
ется замена рассматриваемых псевдоконечных частей вида 𝜔 + 𝜔* на части вида
𝜔+

∑︀
𝑖∈𝐼(𝜔

* + 𝜔)𝑖 + 𝜔* из теоремы 4 с сохранением элементарной эквивалентности.
Поскольку ℵ0-категоричные линейные порядки вида (4.1) параметризуются кор-

тежами a натуральных чисел, задающих длины конечных дискретных частей 𝑛𝑖 и
допустимые длины конечных дискретных частей в ̃︀Q𝑗 , имеется счетное число тео-
рий ℵ0-категоричных линейных порядков. Предельные переходы к псевдо-ℵ0-ка-
тегоричным порядкам соответствуют предельным переходам кортежей a, в кото-
рых сохраняются длины и неограниченно увеличиваются некоторые координаты,
что соответствует неограниченным увеличениям длин конечных дискретных частей,
либо неограниченно увеличиваются длины, что соответствует неограниченному уве-
личению числу перемежаний дискретных и плотных частей или неограниченно-
му увеличению возможностей длин конечных дискретных частей в ̃︀Q𝑗 . Отметим,
в последнем случае при предельных переходах появляется континуум вариантов тео-
рий псевдо-ℵ0-категоричных линейных порядков, задающихся варьированием как
последовательностей значений 𝑛𝑖, так и длин дискретных частей в ̃︀Q𝑗 .
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Предельные переходы параметризаций a, представляемые последовательностя-
ми этих параметризаций, задают параметризации псевдо-ℵ0-категоричных линей-
ных порядков, по которым восстанавливаются эти линейные порядки. Сами линей-
ные порядки, получающиеся после этого восстановления, являются каноническими
моделями своих теорий.

Тем самым образуется класс псевдо-ℵ0-категоричных линейных порядков, являю-
щихся моделями всевозможных псевдо-ℵ0-категоричных теорий линейных порядков.
Полученное множество теорий обозначим через PCCLO.

В силу замечания 10 имеет место следующая

Теорема 8. Любая элементарная теория 𝑇 бесконечного не счетно-категорич-
ного линейного порядка псевдо-ℵ0-категорична тогда и только тогда, когда 𝑇 при-
надлежит множеству PCCLO.

В качестве иллюстрации рассмотрим следующий

Пример 5. Теория Th(Q2(𝜔, 𝜔
*)) принадлежит множеству PCCLO, т.е. являет-

ся псевдо-ℵ0-категоричной, поскольку получается предельным переходом счетно
категоричных теорий Th(Q1(𝑛)), поскольку в каждый предельный разрыв между
наименьшим и наибольшим элементами дискретной цепи попадает копия структу-
ры Q2(𝜔, 𝜔

*).
Рассмотрим следующие формулы:

𝑆(𝑥) := ∃ 𝑧[𝑥 < 𝑧 ∧ ∀𝑢(𝑥 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑧 → 𝑢 = 𝑥 ∨ 𝑢 = 𝑧)],

т.е. 𝑥 имеет непосредственного последователя,

𝑃 (𝑥) := ∃ 𝑦[𝑦 < 𝑥 ∧ ∀ 𝑡(𝑦 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑥→ 𝑡 = 𝑦 ∨ 𝑡 = 𝑥)],

т.е. 𝑥 имеет непосредственного предшественника,
𝑆𝑛(𝑥, 𝑦) – “𝑦 есть (𝑛+1)-й последователь для 𝑥”, т.е. 𝑥 < 𝑦 и между 𝑥 и 𝑦 имеется

ровно 𝑛 элементов, 𝑛 ∈ 𝜔.
Аксиомы теории Th(ℳ) – это аксиомы линейного порядка и следующие предло-

жения.
(1) Не существует как наименьшего, так и наибольшего элементов.
(2) ∀𝑥[𝑆(𝑥) ∨ 𝑃 (𝑥)], т.е. любой элемент имеет непосредственного последователя

или непосредственного предшественника.
(3) Множество наименьших элементов копий 𝜔 плотно упорядочено.
(4) Множество наибольших элементов копий 𝜔* плотно упорядочено.
(5) 𝜓𝑛 := ∀𝑥[𝑆(𝑥) ∧ ¬𝑃 (𝑥) → ∃ 𝑦𝑆𝑛(𝑥, 𝑦)], 𝑛 ∈ 𝜔, т.е. любой наименьший элемент

копии 𝜔 имеет 𝑛+ 1-го последователя.
(6) 𝜑𝑛 := ∀𝑥[¬𝑆(𝑥) ∧ 𝑃 (𝑥) → ∃ 𝑦𝑆𝑛(𝑦, 𝑥)], 𝑛 ∈ 𝜔, т.е. любой наибольший элемент

копии 𝜔* имеет 𝑛+ 1-го предшественника.
(7) Множество наименьших элементов копий 𝜔 и наибольших элементов копий 𝜔*

взаимно плотно упорядочено.
Утверждаем, что Th(ℳ) допускает частичную элиминацию кванторов с точно-

стью до формул 𝑆(𝑥), 𝑃 (𝑥), 𝑆𝑛(𝑥, 𝑦), 𝑛 ∈ 𝜔. В силу такой элиминации кванторов
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не существует формулы этой теории, отделяющей множество всех элементов, лежа-
щих в копиях 𝜔, от множество всех элементов, лежащих в копиях 𝜔*. Для каждого
𝑛 ⩾ 1 существует формула, выделяющая выбранные 𝑛 элементов во всех копиях 𝜔
(или 𝜔*). В силу плотной упорядоченности копий 𝜔 (и 𝜔*) невозможно формульно
отделить одну копию 𝜔 (или 𝜔*) от другой. Таким образом, любое предложение,
истинное в структуре ℳ, имеет бесконечную ℵ0-категоричную модель.

Пусть 𝐹 – множество всех конечных линейных порядков, 𝐷 = {𝜔, 𝜔*, 𝜔 + 𝜔*,

𝜔* + 𝜔}.

Теорема 9. Пусть ℳ := ⟨Q𝑛(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛), <⟩, где 𝑡𝑖 ∈ 𝐹 ∪𝐷 , 1 ⩽ 𝑛 < 𝜔 . Тогда
Th(ℳ) псевдо-ℵ0-категорична тогда и только тогда, когда выполнены следующие
условия:

(1) 𝑡𝑖 ∈ 𝐷 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛;
(2) если 𝑡𝑖 = 𝜔 (𝑡𝑖 = 𝜔*) для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, то 𝑡𝑗 = 𝜔* (𝑡𝑗 = 𝜔) или

𝑡𝑗 = 𝜔 + 𝜔* для некоторого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖;
(3) если 𝑡𝑖 = 𝜔* + 𝜔 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, то 𝑡𝑗 = 𝜔 + 𝜔* для некоторого

1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖.

Доказательство. Если 𝑡𝑖 ∈ 𝐹 для любого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, то в силу теоремы 5 теория
Th(ℳ) счетно категорична. Следовательно, выполняется условие (1).

Случай 1: 𝑡𝑖 = 𝜔 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.
Если 𝑡𝑗 ∈ 𝐹 для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с условием 𝑗 ̸= 𝑖, то

ℳ = ⟨Q𝑛(𝜔, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛), <⟩.

Пусть формула 𝜑𝑡𝑗 (𝑥) означает, что 𝑥 – элемент конечного порядка 𝑡𝑗 , 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.
Рассмотрим следующее предложение:

Φ := ∀𝑥
[︂ 𝑛⋁︁
𝑗=2

𝜑𝑡𝑗 (𝑥) → ∃ 𝑦
(︂
𝑦 < 𝑥 ∧

𝑛⋀︁
𝑗=2

¬𝜑𝑡𝑗 (𝑦)
)︂
∧

∀𝑢
(︂
𝑢 < 𝑥 ∧

𝑛⋀︁
𝑗=2

¬𝜑𝑡𝑗 (𝑢) → ∃ 𝑧
[︂
𝑆0(𝑢, 𝑧) ∧ 𝑧 < 𝑥 ∧

𝑛⋀︁
𝑗=2

¬𝜑𝑡𝑗 (𝑧)
]︂)︂]︂

.

Утверждаем, что предложение Φ не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели.
Предположим теперь, что существует 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑗 ̸= 𝑖 и 𝑡𝑗 = 𝜔* + 𝜔,

при этом остальные 𝑡𝑙 ∈ 𝐹 для любого 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑛 условиями 𝑙 ̸= 𝑖 и 𝑙 ̸= 𝑗, т.е.

ℳ = ⟨Q𝑛(𝜔, 𝜔
* + 𝜔, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑛), <⟩.

Тогда слегка корректируя предложение Φ (заменяем 𝑗 = 2 на 𝑗 = 3), также
утверждаем, что предложение Φ не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели.

Случай 2: 𝑡𝑖 = 𝜔* для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.
Этот случай рассматривается аналогично случаю 1: здесь в предложении Φ заме-

няем 𝑆0(𝑢, 𝑧) на 𝑆0(𝑧, 𝑢).
Случай 3: 𝑡𝑖 = 𝜔* + 𝜔 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.
Если 𝑡𝑗 ∈ 𝐹 для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с условием 𝑗 ̸= 𝑖, то

ℳ = ⟨Q𝑛(𝜔
* + 𝜔, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛), <⟩.
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Тогда рассматривая предложение Φ из случая 1, также утверждаем, что предло-
жение Φ не имеет бесконечной ℵ0-категоричной модели.

5. Псевдо-счетно-категоричные абелевы группы и модули. Пусть 𝒜 –
абелева группа сигнатуры Σ = ⟨+(2),−(1), 0(0)⟩. Тогда через 𝑘𝒜 обозначается ее
подгруппа {𝑘𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴}, через 𝒜[𝑘] – подгруппа {𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑘𝑎 = 0}. В дальнейшем
через 𝑃 будем обозначать множество всех простых чисел. Если 𝑝 ∈ 𝑃 и если 𝑝 –
простое число и 𝑝𝐴 = {0}, то через dim𝒜 обозначается размерность группы 𝒜, рас-
сматриваемой как векторное пространство над полем из 𝑝 элементов. Следующие
числа для произвольных 𝑝 и 𝑛 (𝑝 – простое, 𝑛 – натуральное) называются инвари-
антами Шмелевой [14] для группы 𝒜 [5]:

𝛼𝑝,𝑛(𝒜) = min
{︀
dim((𝑝𝑛𝒜)[𝑝]/(𝑝𝑛+1𝒜)[𝑝]), 𝜔

}︀
,

𝛽𝑝(𝒜) = min
{︀
inf{dim((𝑝𝑛𝒜)[𝑝] | 𝑛 ∈ 𝜔}, 𝜔}

}︀
,

𝛾𝑝(𝒜) = min
{︀
inf{dim((𝒜/𝒜[𝑝𝑛])/𝑝(𝒜/𝒜[𝑝𝑛])) | 𝑛 ∈ 𝜔}, 𝜔

}︀
,

𝜀(𝒜) ∈ {0, 1}, 𝜀(𝒜) = 0 ⇔
(︀
𝑛𝒜 = {0} для некоторого𝑛 ∈ 𝜔, 𝑛 ̸= 0

)︀
.

Известно [5; теорема 8.4.10], что две абелевы группы элементарно эквивалентны
тогда и только тогда, когда их соответствующие инварианты Шмелевой совпадают.
Кроме того, справедливо следующее.

Предложение 5 [5; предложение 8.4.12]. Пусть для каждого 𝑝 и 𝑛 даны карди-
налы 𝛼𝑝,𝑛 , 𝛽𝑝 , 𝛾𝑝 ⩽ 𝜔 и 𝜀 ∈ {0, 1}. Для того чтобы существовала абелева группа 𝒜,
для которой инварианты Шмелевой 𝛼𝑝,𝑛(𝒜), 𝛽𝑝(𝒜), 𝛾𝑝(𝒜) и 𝜀(𝒜) совпадали соот-
ветственно с 𝛼𝑝,𝑛 , 𝛽𝑝 , 𝛾𝑝 и 𝜀, необходимо и достаточно выполнение следующих
условий:

1) если для простого 𝑝 множество {𝑛 | 𝛼𝑝,𝑛 ̸= 0} бесконечно, то 𝛽𝑝 = 𝛾𝑝 = 𝜔 ;
2) если 𝜀 = 0, то для любого простого 𝑝 выполнены равенства 𝛽𝑝 = 𝛾𝑝 = 0 и

множество {⟨𝑝, 𝑛⟩ | 𝛼𝑝,𝑛 ̸= 0} конечно.

Через Q будем обозначать аддитивную группу рациональных чисел, Z𝑝𝑛 – цик-
лическую группу порядка 𝑝𝑛, Z𝑝∞ – квазициклическую группу всех комплексных
корней из 1 степени 𝑝𝑛 для всех 𝑛 ⩾ 1, 𝑅𝑝 – группу несократимых дробей со вза-
имно простым с 𝑝 знаменателем. Группы Q, Z𝑝𝑛 , 𝑅𝑝, Z𝑝∞ называются базисными.
В дальнейшем обозначения для указанных групп будут также отождествляться с их
носителями.

Из совпадения теорий абелевых групп, имеющих одинаковые инварианты Шме-
левой, вытекает, что любая абелева группа 𝒜 элементарно эквивалентна группе⨁︁

𝑝,𝑛

Z(𝛼𝑝,𝑛)
𝑝𝑛 ⊕

⨁︁
𝑝

Z(𝛽𝑝)
𝑝∞ ⊕

⨁︁
𝑝

𝑅(𝛾𝑝)
𝑝 ⊕Q(𝜀), (5.1)

где ℬ(𝑘) означает прямую сумму 𝑘 подгрупп, изоморфных группе ℬ. Таким образом,
теория любой абелевой группы имеет в качестве своей модели некоторую прямую
сумму базисных групп. В дальнейшем группы вида (5.1) будем называть стандарт-
ными.
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Напомним, что любая полная теория абелевой группы базируется множеством
позитивно примитивных формул [5; лемма 8.4.5] и сводится к множеству формул

∃ 𝑦(𝑚1𝑥1 + . . .+𝑚𝑛𝑥𝑛 ≈ 𝑝𝑘𝑦), (5.2)

𝑚1𝑥1 + . . .+𝑚𝑛𝑥𝑛 ≈ 0, (5.3)

где 𝑚𝑖 ∈ Z, 𝑘 ∈ 𝜔, 𝑝 – простое число [15], [5; лемма 8.4.7]. Формулы (5.2) и (5.3)
свидетельствуют о том, что шмелевские инварианты определяют теории абелевых
групп по модулю предложения 5.

С учетом предложения 3.1 и соотношений (5.2) и (5.3) получаем следующее

Замечание 11. Теории абелевых групп задаются предложениями, выводимы-
ми из формул вида (5.2) и (5.3), и описывающими размерности относительно 𝛼𝑝,𝑛,
𝛽𝑝, 𝛾𝑝, 𝜀, а также оценки для порядков 𝑝𝑘 элементов и возможностей для деления
элементов на 𝑝𝑘. Кроме того, различные значения шмелевских инвариантов отделя-
ются некоторыми предложениями по модулю предложения 5. Следовательно, для
подсчета рангов семейств теорий абелевых групп достаточно рассматривать пред-
ложения, отделяющие шмелевские инварианты.

Определение 7 [16]. Для произвольной группы 𝐺 наименьшее число 𝑛, для
которого 𝑔𝑛 = 𝑒 при всех 𝑔 ∈ 𝐺, если такое 𝑛 существует, называется экспонен-
той группы 𝐺.

По определению наличие экспоненты группы 𝐺 означает, что все элементы груп-
пы 𝐺 имеют ограниченный порядок, а если такая группа является бесконечной и
абелевой, то согласно предложению 5 все шмелевские инварианты 𝛽𝑝, 𝛾𝑝, 𝜀 рав-
ны нулю и лишь конечное число инвариантов 𝛼𝑝𝑛

имеют положительные значения,
причем хотя бы одно из этих значений бесконечно.

Теорема 10 [16]. Бесконечная абелева группа 𝐴 тогда и только тогда является
ℵ0-категоричной, когда 𝐴 имеет конечную экспоненту.

Теорема 11 [17]. Для любой полной теории 𝑇 абелевых групп следующие усло-
вия эквивалентны:

(1) теория 𝑇 псевдоконечна;
(2) теория 𝑇 имеет некоторое бесконечное значение 𝛼𝑝,𝑛 или бесконечное число

положительных конечных значений 𝛼𝑝,𝑛 , и при этом все положительные
значения 𝛽𝑝 и 𝛾𝑝 влекут |{𝑛 | 𝛼𝑝,𝑛}| = 𝜔 и 𝛽𝑝 = 𝛾𝑝 = 𝜔 , а равенство 𝜀 = 1

влечет |{⟨𝑝, 𝑛⟩ | 𝛼𝑝,𝑛 ̸= 0}| = 𝜔 .

В силу теоремы 10 ℵ0-категоричные абелевы группы параметризуются кортежа-
ми a положительных значений 𝛼𝑝,𝑛. Тем самым, имеется счетное число теорий счет-
но категоричных абелевых групп. При аппроксимировании псевдо-ℵ0-категоричных
абелевых групп неограниченно увеличиваются длины кортежей a, а также могут
неограниченно увеличиваться конечные значения 𝛼𝑝,𝑛. Такие аппроксимирования
соответствуют аппроксимированиям псевдоконечных абелевых групп с той лишь
разницей, что согласно теореме 11 псевдоконечность не влечет неограниченного уве-
личения длин параметризующих кортежей a и при фиксации этих длин задает счет-
но категоричные абелевы группы. Следовательно, теории псевдоконечных абеле-
вых групп подразделяются на счетно категоричные и псевдо-счетно-категоричные,
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в зависимости от конечного или бесконечного числа положительных шмелевских
инвариантов 𝛼𝑝,𝑛. В последнем случае возникает континуум вариантов для этих
инвариантов, откуда следует континуум почти-счетно-категоричных теорий абеле-
вых групп.

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 12. Для любой полной теории 𝑇 абелевых групп следующие условия
эквивалентны:

(1) теория 𝑇 псевдо-счетно-категорична;
(2) теория 𝑇 имеет бесконечное число положительных значений 𝛼𝑝,𝑛 , и при

этом все положительные значения 𝛽𝑝 и 𝛾𝑝 влекут |{𝑛 | 𝛼𝑝,𝑛}| = 𝜔 и 𝛽𝑝 =

𝛾𝑝 = 𝜔 , а равенство 𝜀 = 1 влечет |{⟨𝑝, 𝑛⟩ | 𝛼𝑝,𝑛 ̸= 0}| = 𝜔 .

Следующая теорема позволяет описать представления для псевдо-счетно-катего-
ричных теорий модулей.

Теорема 13 [18]. Для любого счетного кольца 𝑅 и счетного 𝑅-модуля 𝐴 следу-
ющие условия эквивалентны:

(1) 𝐴 является ℵ0-категоричным;
(2) существует 𝑛 ∈ 𝜔 , конечные 𝑅-модули 𝐵0, . . . , 𝐵𝑛−1 и кардиналы 𝜅0, . . . ,

𝜅𝑛−1 ⩽ 𝜔 такие, что 𝐴 =
⨁︀

𝑖<𝑛𝐵
(𝜅𝑖)
𝑖 и max{𝜅0, . . . , 𝜅𝑛−1} = 𝜔 .

Согласно теореме 13 счетно категоричные модули параметризуются кортежами a,
включающими информацию о конечных 𝑅-модулях 𝐵𝑖 и показателях 𝜅𝑖. Значит,
имеется счетное число счетно категоричных теорий 𝑅-модулей. При аппроксимиро-
вании псевдо-счетно-категоричных теорий 𝑅-модулей могут расширяться до псев-
докоенечных 𝑅-модули 𝐵𝑖, увеличиваться в пределах 𝜔 конечные кардиналы 𝜅𝑖 и
увеличиваться до счетного числа количество слагаемых. Тем самым, возникает кон-
тинуум псевдо-счетно-категоричных теорий 𝑅-модулей, и справедлива следующая

Теорема 14. Для любого счетного кольца 𝑅 и счетного 𝑅-модуля 𝐴 следующие
условия эквивалентны:

(i) 𝐴 является псевдо-ℵ0-категоричным;
(ii) существуют конечные или псевдоконечные 𝑅-модули 𝐵𝑖 , 𝑖 < 𝜔 , и кардиналы

𝜅𝑖 ⩽ 𝜔 такие, что 𝐴 =
⨁︀

𝑖<𝜔 𝐵
(𝜅𝑖)
𝑖 и max{𝜅𝑖 | 𝑖 < 𝜔} = 𝜔 ; при этом если

количество нетривиальных слагаемых конечно, то некоторый 𝑅-модуль 𝐵𝑖

является псевдоконечным.

6. Счетные спектры псевдо-счетно-категоричных теорий. Напомним,
что число попарно неизоморфных моделей теории 𝑇 , имеющих мощность 𝜆, обо-
значается через 𝐼(𝑇, 𝜆), а функция 𝐼(𝑇, · ) называется функцией спектра теории 𝑇 .
Следуя [22], теория 𝑇 называется эренфойхтовой, если 𝐼(𝑇, 𝜔) ∈ 𝜔 ∖ {0, 1, 2}.

Приведем следующие примеры Эренфойхта [19] теорий 𝑇𝑛, 𝑛 ∈ 𝜔, с условиями
𝐼(𝑇𝑛, 𝜔) = 𝑛 ⩾ 3, а также пример Перетятькина [20] теории 𝑇 ′ с тремя счетными
моделями.
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Пример 6. Пусть 𝑇𝑛 – теория системы ℳ𝑛, полученной из системы ⟨Q;<⟩ добав-
лением констант 𝑐𝑘, 𝑐𝑘 < 𝑐𝑘+1, 𝑘 ∈ 𝜔, таких, что lim𝑘→∞ 𝑐𝑘 = ∞, а также добавлени-
ем одноместных предикатов 𝑃0, . . . , 𝑃𝑛−3, образующих разбиение множества рацио-
нальных чисел Q с условиями

|= ∀𝑥, 𝑦
(︀
(𝑥 < 𝑦) → ∃ 𝑧 ((𝑥 < 𝑧) ∧ (𝑧 < 𝑦) ∧ 𝑃𝑖(𝑧))

)︀
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 3.

Теория 𝑇𝑛 имеет ровно 𝑛 попарно неизоморфных счетных моделей:
а) простую модель ℳ𝑛 (lim𝑘→∞ 𝑐𝑘 = ∞);
б) простые модели ℳ𝑛

𝑖 над реализациями властных типов 𝑝𝑖(𝑥) ∈ 𝑆1(∅), опре-
деляемых множествами формул {𝑐𝑘 < 𝑥 | 𝑘 ∈ 𝜔} ∪ {𝑃𝑖(𝑥)}, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 − 3

(lim𝑘→∞ 𝑐𝑘 ∈ 𝑃𝑖);
в) насыщенную модель ℳ𝑛

(предел lim𝑘→∞ 𝑐𝑘 иррационален).

Пример 7. Пусть ℳ = ⟨𝑀 ;⩽⟩ – дерево встреч, т.е. нижняя полурешeтка без
наименьшего и максимальных элементов такая, что

а) никакие два несравнимых элемента не имеют верхней грани;
б) между любыми двумя различными сравнимыми элементами имеется проме-

жуточный;
в) для любого элемента 𝑎 существует бесконечное число попарно несравнимых

бо́льших элементов, инфимум которых равен 𝑎.
Обогатим систему ℳ константами 𝑐𝑛, 𝑛 ∈ 𝜔, такими, что 𝑐𝑛 < 𝑐𝑛+1, 𝑛 ∈ 𝜔.

Теория 𝑇 ′ полученной системы имеет ровно три счетные модели: простую, насы-
щенную, а также простую над реализацией властного типа 𝑝∞(𝑥), изолируемого
множеством формул {𝑐𝑛 < 𝑥 | 𝑛 ∈ 𝜔}.

Данная конструкция, как и в примере 6, позволяет на верхнем конусе, задавае-
мом константой 𝑐0, ввести взаимно плотные одноместные предикаты 𝑃0, . . . , 𝑃𝑛−3,
гарантирующие наличие ровно 𝑛 ⩾ 3 счетных моделей.

Каждый из приведенных примеров строится на основе счетно категоричной струк-
туры плотного линейного порядка и плотной нижней полурешетки, соответствен-
но. Добавление одноместных взаимно плотных предикатов 𝑃0, . . . , 𝑃𝑛−3 сохраняет
счетную категоричность, как и добавление любого конечного числа констант 𝑐𝑛.
Поскольку каждая совместная формула указанных теорий включает лишь конечное
число константных символов и, следовательно, имеет счетно категоричную модель,
в силу предложения 4 наличие неизоморфных счетных моделей в примерах Эрен-
фойхта и Перетятькина означает, что все эти теории, как и их совместные формулы,
являются псевдо-счетно-категоричными.

К указанному списку теорий можно добавить псевдо-счетно-категоричную ℵ1-ка-
тегоричную теорию 𝑇𝜔 функции следования 𝑠, аксиоматизируемую предложениями
∀ 𝑦 ∃=1𝑥𝑠(𝑥) ≈ 𝑦 и ∀𝑥¬𝑠𝑛(𝑥) ≈ 𝑥 и аппроксимируемую счетно категоричными тео-
риями 𝑇𝑛, модели которых состоят из бесконечного числа циклов длины 𝑛, 𝑛 ∈ 𝜔.
Хорошо известно, что 𝐼(𝑇𝜔, 𝜔) = 𝜔.

Кроме того, согласно теореме 1 псевдо-счетно-категоричной является известная
теория 𝑇𝑐 независимых одноместных предикатов 𝑃𝑛, 𝑛 ∈ 𝜔, аксиоматизируемая
предложениями ∃𝑥(𝑃 𝛿0

0 (𝑥) ∧ · · · ∧ 𝑃 𝛿𝑛
𝑛 (𝑥)), 𝛿0, . . . , 𝛿𝑛 ∈ {0, 1}, 𝑛 ∈ 𝜔, и имеющая

континуум счетных моделей.
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Таким образом, справедлива следующая:

Теорема 15. Для любого кардинала 𝜆 ∈ (𝜔 ∖ {0, 1, 2}) ∪ {𝜔, 2𝜔} существует
псевдо-счетно-категоричная теория 𝑇 , у которой 𝐼(𝑇, 𝜔) = 𝜆.

Замечание 12. В работе [21] показано, что плотные 𝑛-сферические порядки
имеют счетно категоричные теории. Счетная категоричность сохраняется при их
разбиении на конечное число взаимно плотных одноместных предикатов. Поскольку
их подходящие константные обогащения имеют

∏︀
𝑘∈𝑛∖{1}(2

𝑘+2)𝑟𝑘 счетных моделей,
где 𝑟𝑘 – произвольные натуральные числа, эти обогащения, будучи псевдо-счетно-ка-
тегоричными теориями, иллюстрируют теорему 15.

Замечание 13. Все рассмотренные выше примеры эренфойхтовых теорий яв-
ляются псевдо-счетно-категоричными. Синтаксические генерические конструкции
из [22] позволяют расширять до эренфойхтовых модели предикатных теорий со счет-
ным числом типов над пустым множеством, включающих предложения, не явля-
ющиеся псевдо-счетно-категоричными. С этой целью вводятся новые предикаты,
с помощью которых контролируется как число почти простых моделей, т.е. простых
моделей над конечными множествами, так и число предельных моделей, которые не
являются почти простыми, но представляются в виде объединения элементарных
цепей почти простых моделей.
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