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Ïðåäèñëîâèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãåáðà ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêè. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà çàíèìàåòñÿ èçó÷åíè-
åì ñâîéñòâ ñòðóêòóð êîíå÷íîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå âîçíèêàþò
êàê âíóòðè ìàòåìàòèêè, òàê è â å¼ ïðèëîæåíèÿõ. Êëàññè÷åñêàÿ
ìàòåìàòèêà â îñíîâíîì çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ îáúåêòîâ
íåïðåðûâíîãî õàðàêòåðà, õîòÿ ñàìî äåëåíèå ìàòåìàòèêè íà êëàñ-
ñè÷åñêóþ è äèñêðåòíóþ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óñëîâíî. Ê ÷èñëó
ñòðóêòóð, èçó÷àåìûõ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêîé, ìîãóò áûòü îòíå-
ñåíû êîíå÷íûå ãðóïïû, êîíå÷íûå ãðàôû, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-
ëè ïðåîáðàçîâàòåëåé èíôîðìàöèè òèïà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ èëè
ìàøèí Òüþðèíãà è äð. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò àëãåáðû ëîãè-
êè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â èíôîðìàòèêå, â ÷àñòíîñòè, â òàêèõ å¼
ðàçäåëàõ, êàê ïðîåêòèðîâàíèå ÝÂÌ, òåîðèÿ àâòîìàòîâ, òåîðèÿ
àëãîðèòìîâ, òåîðèÿ èíôîðìàöèè, öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå è äð.

Èíòåðåñ ê äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå íåóêëîííî ðàñòåò. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ïå-
ðåðàáîòêè èíôîðìàöèè áàçèðóþòñÿ íà äèñêðåòíûõ ïðåäñòàâëå-
íèÿõ.

Öåëüþ äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îñâîåíèå ìåòîäîâ
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðîâàòü, ðåøàòü è
àíàëèçèðîâàòü ïðîôåññèîíàëüíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, â òîì ÷èñ-
ëå è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.
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Ïðåäèñëîâèå

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ ïîíÿòèå òåîðèè ìíîæåñòâ, ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïîíÿòèÿ îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ. Âî âòîðîé ãëàâå èçëàãà-
þòñÿ îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû è àíàëèç ðàçëè÷íûõ êîì-
áèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé: ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé è ñî÷å-
òàíèé. Òðåòüÿ ãëàâà ðàññìàòðèâàåò ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ. Â
÷àñòíîñòè, äàþòñÿ êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è àëãîðèò-
ìû ýòîé òåîðèè. Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ, ïåðåâîä
÷èñåë èç îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðóãóþ. Îñîáîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è
ïðåäñòàâëåíèþ èíôîðìàöèè â êîìïüþòåðå. Â ïÿòîé ãëàâå çàòðà-
ãèâàþòñÿ âîïðîñû òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ.
Â øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé, îõâà-

òûâàþùàÿ å¼ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ è àëãåáðà ëîãèêè, èçó÷àþùàÿ
ñòðîåíèå ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë.
Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè

09.02.07 Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû, îáó÷àþùèõñÿ ïî äèñöèïëèíå
¾Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè¿. Êàæäàÿ òåìà âêëþ÷àåò
íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ôîðìóëû è ïðèìåðû, à
òàêæå áëîê çàäà÷, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò.
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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

1.1 Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

Òåîðèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñðàâíèòåëüíî ìîëîäûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Îñíîâîïîëîæíèêîì åå ïî ïðàâó ñ÷è-
òàåòñÿ íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàíòîð (1845 � 1918). Â îñíî-
âå ýòîé òåîðèè ëåæèò ïîíÿòèå ìíîæåñòâà. Ñîãëàñíî Ã. Êàíòîðó,
¾ìíîæåñòâî åñòü ìíîãîå, ìûñëèìîå íàìè êàê åäèíîå¿. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàëîñü èì êàê ñîáðàíèå êàêèõ-ëèáî
ïðåäìåòîâ ðåàëüíîãî ìèðà (èëè îáúåêòîâ íàøåé èíòóèöèè), îá-
ëàäàþùèõ îáùèì ñâîéñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî �
ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðåäìåòîâ, ñàìà ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îäèí
ïðåäìåò. Âñå ñêàçàííîå íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà, à
âñåãî ëèøü ïîÿñíÿåò åãî. Ìíîæåñòâî � ñàìîå øèðîêîå ïîíÿòèå
ìàòåìàòèêè, îíî íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ÷åðåç äðóãèå, áîëåå
ïðîñòûå ïîíÿòèÿ [5�6, 8, 10�11, 14�4, 19].
Ìûñëÿùåìó ÷åëîâåêó ñâîéñòâåííî ãðóïïèðîâàòü ðàçëè÷íûå

ïðåäìåòû ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó â ñàìîñòîÿòåëüíûé îáúåêò.
Â ÿçûêå ýòîò ïðîöåññ äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàåòñÿ â ñëîâàõ
¾ãðóïïà¿, ¾êëàññ¿, ¾êîìïàíèÿ¿, ¾ýêèïàæ¿, ¾íàáîð¿, ¾àíñàìáëü¿
è äðóãèõ, áëèçêèõ ïî ñìûñëó ñëîâó ¾ìíîæåñòâî¿.
Â îêðóæàþùåé ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè ìû èìååì äåëî ñ

ðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Òàê, ìîæíî ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå
æèòåëåé äàííîãî ãîðîäà, î ìíîæåñòâå ïðîñòûõ ÷èñåë, î ìíî-
æåñòâå áóêâ â ðóññêîì àëôàâèòå è ò. ï. Óíèâåðñàëüíîñòü ýòî-
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Ãëàâà 1. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

ãî ïîíÿòèÿ ñäåëàëà âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå òåîðèè ìíîæåñòâ íå
òîëüêî âî âñåõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, íî è â ýêîíîìèêå, áèîëî-
ãèè, ëèíãâèñòèêå è äðóãèõ íàóêàõ. Â ðàçãîâîðíîé ðå÷è òåðìèí
¾ìíîæåñòâî¿ âñåãäà ñâÿçûâàåòñÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðåäìåòîâ.
Â òåîðèè ìíîæåñòâ ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ëþáîå
êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ, è äàæå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå
íè îäíîãî ïðåäìåòà, � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïðîèçâîëüíûå ìíî-
æåñòâà îáîçíà÷èì çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà:
A,B,C,D, . . .; ïóñòîå ìíîæåñòâî � ñèìâîëîì ∅. Âñÿêîå ìíî-
æåñòâî ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ ïðåäìåòîâ, íàçûâàåìûõ åãî ýëå-
ìåíòàìè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì ìàëûìè áóêâàìè ëà-
òèíñêîãî àëôàâèòà a, b, c, d, . . . èëè êàêîé-íèáóäü îäíîé áóêâîé ñ
èíäåêñîì, íàïðèìåð, a1, a2, . . . , an, . . .

Îòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè è ìíîæåñòâîì âûðàæàþò ñëî-
âàìè: ¾ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì¿ èëè ¾ïðèíàäëåæèò¿. Ïðåäëîæåíèå
¾Ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A¿ çàïèøåì ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñèìâîëà ∈ (a ∈ A). Åñëè æå a íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà A, òî áóäåì ïèñàòü a /∈ A.

Îáîçíà÷åíèÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ÷èñëîâûõ
ìíîæåñòâ

� N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

� N0 � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (èëè Z+);

� Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

� Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

� R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

� R+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

� R− � ìíîæåñòâî íåïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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1.2 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ

Ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè î ëþáîì îáúåêòå ìîæíî
ñêàçàòü, ïðèíàäëåæèò îí ýòîìó ìíîæåñòâó èëè íå ïðèíàäëåæèò.
Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü íåïîñðåäñòâåííûì ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ
åãî ýëåìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Â ýòîì ñëó÷àå íàçâàíèÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà çàïèñûâàþòñÿ â ñòðîêó, îòäåëÿþòñÿ
çàïÿòûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè. Íàïðèìåð, åñëè
ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç îäíîçíà÷íûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë, òî áóäåì
ïèñàòü: A = {1, 3, 5, 7, 9} . Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî çàïèñàòü è òàê:
A = {3, 5, 1, 9, 7} èëè A = {9, 7, 1, 3, 5}, èëè ñ ïåðå÷èñëåíèåì
ýëåìåíòîâ â êàêîì-òî äðóãîì ïîðÿäêå.
Ñëåäóåò îòëè÷àòü ñèìâîëû a è {a} . Òàê, a îáîçíà÷àåò ýëåìåíò

ìíîæåñòâà, {a} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ ìîæíî çàäàòü òîëüêî

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è òî ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Êî-
ãäà çàäàòü ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ òðóäíî èëè
íåâîçìîæíî (â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ), ïðèìåíÿþò äðó-
ãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà � ÷åðåç óêàçàíèå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ñâîéñòâà åãî ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿþ-

ùèì ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ òàêîå ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëà-

äàåò êàæäûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé äàííîìó ìíîæåñòâó,

è íå îáëàäàåò íè îäèí ýëåìåíò, åìó íå ïðèíàäëåæàùèé.

Ìíîæåñòâî B, îïðåäåëÿåìîå íåêîòîðûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ñâîéñòâîì P , áóäåì îáîçíà÷àòü: B = {x|P (x)} , ýòà çàïèñü ÷è-
òàåòñÿ òàê: ¾B åñòü ìíîæåñòâî âñåõ x òàêèõ, ÷òî x îáëàäàåò
ñâîéñòâîì P¿, èëè ¾B åñòü ìíîæåñòâî âñåõ x , îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì P¿.
Íàïðèìåð, çàïèñü B = {x|x ∈ Z,−2 ≤ x < 3} îçíà÷àåò, ÷òî

ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë, áîëüøèõ èëè ðàâíûõ −2 è
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ìåíüøèõ 3, à ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 2z2−z−3 = 0 ìîæíî
îïèñàòü: C = {z|2z2 − z − 3 = 0}.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íàäî ëè-

áî ïåðå÷èñëèòü åãî ýëåìåíòû, ëèáî óêàçàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñâîéñòâî åãî ýëåìåíòîâ. ×àñòî îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ìîæåò
áûòü çàäàíî è ïåðâûì, è âòîðûì ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, çàäàí-
íûå âûøå ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ìíîæåñòâà
B è C ìîãóò áûòü çàäàíû è ïåðå÷èñëåíèåì: B = {−2,−1, 0, 1, 2},
C = {−1, 3/2}.

1.3 Îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

×òîáû íàãëÿäíî èçîáðàæàòü ìíîæåñòâà, àíãëèéñêèé ìàòåìà-
òèê Äæîí Âåíí (1834 � 1923) ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü çàìêíó-
òûå ôèãóðû íà ïëîñêîñòè. Íàìíîãî ðàíüøå Ëåîíàðä Ýéëåð
(1707 � 1783) äëÿ èçîáðàæåíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâàìè
èñïîëüçîâàë êðóãè. Òî÷êè âíóòðè êðóãà ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà. Ïîçäíåå òàêèå èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå äèà-
ãðàìì Ýéëåðà�Âåííà.
Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B. Ðàññìàò-

ðèâàÿ âîïðîñ îá îòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè, íåîáõîäèìî ïðåæäå
âñåãî îòìåòèòü äâå âîçìîæíîñòè.

I. Ìíîæåñòâà A è B íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü èç
òîãî, ÷òî x ∈ A ñëåäóåò, ÷òî x /∈ B , à èç òîãî, ÷òî y ∈ B

ñëåäóåò, ÷òî y /∈ A. Íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà�Âåííà íåò òî÷åê
(ýëåìåíòîâ), êîòîðûå ïðèíàäëåæàëè áû îäíîâðåìåííî A è
B (ðèñ. 1.1à).

II. Ìíîæåñòâà A è B èìåþò îáùèå ýëåìåíòû, òî åñòü ñóùåñòâó-
þò òàêèå ýëåìåíòû x, äëÿ êîòîðûõ âåðíî òî, ÷òî x ∈ A è
x ∈ B. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ îòíî-
øåíèé ìåæäó íèìè.
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Ðèñ. 1.1. Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà

1. Íå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B,
è íå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè ïåðåñå÷åíèÿ. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà äëÿ ýòèõ
ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.1á.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìíîæåñòâ, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ:
à) A = {ï, è, î, í, å, ð}; B = {ó, ÷, å, í, è, ê};
á) A � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 72; B � ìíî-

æåñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 85.

2. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B , íî
ìíîæåñòâî B ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû, íå ïðèíàäëåæà-
ùèå ìíîæåñòâó A. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà
A è B íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè âêëþ÷åíèÿ. Íà äèàãðàììå
Ýéëåðà�Âåííà êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A íàõîäèòñÿ âíóòðè
ôèãóðû, èçîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî B (ðèñ. 1.1â)

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà A � ÷èñåë, êðàòíûõ ÷åòûðåì, è B �
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÷èñåë, êðàòíûõ äâóì, íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè âêëþ÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

(èëè ÷àñòüþ) ìíîæåñòâà B, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B.

Îáîçíà÷àþò âêëþ÷åíèå ñèìâîëîì ⊂: A ⊂ B è ÷èòàþò ¾A
âêëþ÷àåòñÿ â B¿ èëè ¾A � ïîäìíîæåñòâî B¿.
Èç îïðåäåëåíèÿ 2 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ

âêëþ÷åíèÿ:

1) ðåôëåêñèâíîñòü: A ⊂ A , òî åñòü âñÿêîå ìíîæåñòâî âêëþ÷à-
åòñÿ â ñåáÿ, èëè âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ñàìîãî ñåáÿ;

2) òðàíçèòèâíîñòü: èç òîãî, ÷òî A ⊂ B è B ⊂ C, ñëåäóåò, ÷òî
A ⊂ C;

3) äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ∅ ⊂ A.
Ïîñêîëüêó ∅ íå èìååò ýëåìåíòîâ, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü åãî
ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Ñàìî ìíîæåñòâî A è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ íàçûâàþò íåñîá-

ñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà A. Âñå îñòàëüíûå ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè.

3. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A, íî
ìíîæåñòâî A ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû, íå ïðèíàäëåæà-
ùèå ìíîæåñòâó B. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî B âêëþ÷àåòñÿ
âî ìíîæåñòâîA. Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà äëÿ òàêîãî âêëþ-
÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.1ã.

4. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B, è âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíû.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

èëè ñîâïàäàþùèìè, åñëè A ⊂ B è B ⊂ A.
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Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì = (A = B), è ÷è-
òàþò ¾A ðàâíî B¿. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà êîíòóðû ìíî-
æåñòâ A è B ñîâïàäàþò (ðèñ. 1.1ä).
Ïóñòü, íàïðèìåð, A � ìíîæåñòâî ãëàñíûõ áóêâ â ñëîâå ¾áå-

ëîê¿, B � ìíîæåñòâî ãëàñíûõ áóêâ â ñëîâå ¾ïðîãðåññ¿. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ìíîæåñòâà A = {å, î} è B = {î, å} ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Ìîæíî äàòü è äðóãîå îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,

åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ.

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) ðåôëåêñèâíîñòüþ: A = A, òî åñòü âñÿêîå ìíîæåñòâî ðàâíî
ñàìîìó ñåáå;

2) ñèììåòðè÷íîñòüþ: åñëè A = B, òî è B = A;

3) òðàíçèòèâíîñòüþ: åñëè A = B è B = C, òî A = C.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âñå ìíî-

æåñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé çàäà÷å, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíî-

æåñòâàìè, íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Óíè-
âåðñàëüíîå ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé U , à íà äèàãðàì-
ìàõ Ýéëåðà�Âåííà èçîáðàæàòü â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà
(ðèñ. 1.1å).

1.4 Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

1.4.1 Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà: A = {15, 30, 45, 60, 75, 90} � ìíî-
æåñòâî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 15; B = {18, 36, 54, 72, 90}
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� ìíîæåñòâî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 18. Îáðàçóåì íîâîå
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷åííîå
ìíîæåñòâî {15, 18, 30, 36, 45, 60, 72, 75, 90} íàçûâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì ìíîæåñòâ A è B . ×èñëî 90 çàïèñàëè îäèí ðàç, ïîñêîëüêó
ýëåìåíòû ìíîæåñòâ íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A èëè ìíîæåñòâó B.

Ñîþç ¾èëè¿ çäåñü íå âûïîëíÿåò ðàçäåëèòåëüíóþ ôóíêöèþ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ìíî-
æåñòâ, òî îí ïðèíàäëåæèò èëè A, èëè B, èëè îáîèì ìíîæåñòâàì
îäíîâðåìåííî. Îáîçíà÷àþò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B ñèì-
âîëîì ∪: A ∪ B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå òðåõ è
áîëåå ìíîæåñòâ. Îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â òà-
êîì âèäå: A ∪ B := {x|x ∈ A èëè x ∈ B}. Íà ðèñ. 1.2 îáúåäèíå-
íèþ ñîîòâåòñòâóåò çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü. Íà ðèñ. 1.2á B ⊂ A;
ïîýòîìó A ∪B = A.

Ðèñ. 1.2. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

1.4.2 Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

Ïóñòü èìååì äâà ìíîæåñòâà: A = {1, 2, 3, 4, 6, 12} � ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 12; B = {1, 3, 6, 9, 18} � ìíîæå-
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ñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 18. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç îáùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B. Âíîâü ïîëó÷åííîå
ìíîæåñòâî {1, 3, 6} íàçûâàþò ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A è ìíîæåñòâó B îäíîâðåìåííî.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ∩: A∩B.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå òðåõ è áîëåå ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:
A ∩B := {x|x ∈ A è x ∈ B}.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ A ∩ B òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A è x ∈ B. Ñîîòâåòñòâåííî, x /∈ A ∩ B
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x /∈ A èëè x /∈ B.
Åñëè ìíîæåñòâà A è B èçîáðàçèòü ïðè ïîìîùè äèàãðàìì

Ýéëåðà�Âåííà, òî ïåðåñå÷åíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çàøòðèõî-
âàííàÿ ÷àñòü (ðèñ. 1.3). Íà ðèñ. 1.3á B ⊂ A, ïîýòîìó A∩B = B.
Íà ðèñ. 1.3â A ∩B = ∅.

Ðèñ. 1.3. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

1.4.3 Ñâîéñòâà îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Èç îïðåäåëåíèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ âûòå-
êàþò ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ðàâåíñòâ,
ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C.
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1. A ∪B = B ∪ A � êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ.

2. A ∩B = B ∩ A � êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ.

3. A∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C � àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ.

4. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C � àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ.

5. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) � äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðå-
ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ.

6. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) � äèñòðèáóòèâíîñòü îáú-
åäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

7. A ∪ A = A.

8. A ∩ A = A.

9. A ∪∅ = A.

10. A ∩∅ = ∅.

11. A ∪ U = U .

12. A ∩ U = A.

Ñâîéñòâà 7�12 íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè ïîãëîùåíèÿ.
Äîêàæåì àíàëèòè÷åñêè ñïðàâåäëèâîñòü äèñòðèáóòèâíîñòè îáú-

åäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ (ñâîéñòâî 6). Ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A ∪ (B ∩ C) = E1 è (A ∪ B) ∩
(A ∪ C) = E2. Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ìíî-
æåñòâ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèé: E1 ⊂ E2

è E2 ⊂ E1.
1. Ïîêàæåì, ÷òî E1 ⊂ E2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

x ∈ E1, òîãäà x ∈ A ∪ (B ∩ C). Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ îáú-
åäèíåíèÿ èìååì äâå âîçìîæíîñòè: x ∈ A èëè x ∈ B ∩ C. Åñëè
x ∈ A, òî ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C,
íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
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Åñëè æå x ∈ B ∩ C, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ x ∈ B è
x ∈ C, à ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C,
íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç òîãî, ÷òî x ∈ E1, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ E2.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòà x ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæå-
ñòâà E2. À ýòî ïî îïðåäåëåíèþ âêëþ÷åíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî E1 ⊂ E2.

2. Âûáåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ E2, òîãäà
y ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ
y ∈ A ∪B è y ∈ A ∪ C .

Ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ y ∈ A èëè y ∈ B è y ∈ A èëè
y ∈ C.

Åñëè y ∈ A, òî ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ y ∈ A∪ (B ∩C).
Åñëè æå y /∈ A, òî y ∈ B è y ∈ C, è òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðåñå÷åíèÿ y ∈ B∩C, à íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ îáúåäèíåíèÿ
y ∈ A ∪ (B ∩ C).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè y ∈ E2, òî y ∈ E1, òî åñòü E2 ⊂ E1.

Òàê êàê E1 ⊂ E2 è E2 ⊂ E1, òî E1 = E2 è ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà 6 äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ãðàôè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà (ðèñ. 1.4).

Íà ðèñ. 1.4à B∩C çàøòðèõîâàíî ãîðèçîíòàëüíî, à ìíîæåñòâî
A � âåðòèêàëüíî. Îáëàñòü, îáîçíà÷åííàÿ õîòÿ áû îäíîé øòðè-
õîâêîé, ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó A ∪ (B ∩ C). Íà ðèñóíêå 1.4á
A ∪ B çàøòðèõîâàíî ãîðèçîíòàëüíîé øòðèõîâêîé, à ìíîæåñòâî
A ∪ C � âåðòèêàëüíîé. Îáëàñòü, çàøòðèõîâàííàÿ äâîÿêî, ñîîò-
âåòñòâóåò ìíîæåñòâó (A∪B)∩(A∪C). Ïðè ñðàâíåíèè óêàçàííûõ
îáëàñòåé ëåãêî óâèäåòü, ÷òî A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
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Ðèñ. 1.4. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 6 ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà

1.4.4 Ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ. Äîïîëíåíèå

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, B �
ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ, íå èìåþùèõ ïðÿìîãî óãëà. Òîãäà ìíî-
æåñòâî ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîñòîèò
èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó B. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ

ìíîæåñòâ A è B.

Ðèñ. 1.5. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæå-
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ñòâà A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B.

Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì \, A \B: ÷è-
òàåòñÿ ¾A áåç B¿.
Îïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

A \B := {x|x ∈ A è x /∈ B}.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðàçíîñòè x ∈ A \ B òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà x ∈ A è x /∈ B. Ñîîòâåòñòâåííî, x /∈ A \ B òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x /∈ A èëè x ∈ B. Íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà�
Âåííà (ðèñ. 1.5) ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóåò çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü.
Îïåðàöèÿ, ïðè ïîìîùè êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ,
íàçûâàåòñÿ âû÷èòàíèåì.
Åñëè B ⊂ A, òî ðàçíîñòü A \B íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ìíî-

æåñòâà B äî ìíîæåñòâà A.
Îáîçíà÷àþò äîïîëíåíèå ñèìâîëîì BA.
Åñëè ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì óíèâåðñàëüíîãî

ìíîæåñòâà U , òî äîïîëíåíèå B äî U îáîçíà÷àåòñÿ B.
Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ B = U \B.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x ∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x /∈ B, è x /∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ B.

Çàìå÷àíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñèì-
ìåòðè÷íóþ ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ A è B, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê îáúåäèíåíèå ðàçíîñòåé A\B è B \A. Ñèììåòðè÷íóþ ðàç-
íîñòü ìíîæåñòâ A è B áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ÷, A÷B (èëè
A△B). Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ, A÷B = (A\B)∪(B\A).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè

(îïåðàöèè äàíû ïî óáûâàíèþ ïðèîðèòåòîâ): A, A \ B, A ∩ B,
A ∪B, A÷B.

1.4.5 Ñâîéñòâà ðàçíîñòè è äîïîëíåíèÿ

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü íå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè, òî åñòü A \ B ̸= B \ A;
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A \ (B \C) ̸= (A \B) \C. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîñòðîèâ äèà-
ãðàììû Ýéëåðà�Âåííà. Âìåñòå ñ òåì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ðàçíîñòè è äîïîëíåíèÿ:

1. ∅ = U .

2. U = ∅.

3. A \∅ = A.

4. A = A.

5. A ∩ A = ∅.

6. A ∪ A = U .

7. A ∪B = A ∩B.

8. A ∩B = A ∪B.

9. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

10. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ 1�6 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèé ðàçíîñòè è äîïîëíåíèÿ. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñâîé-
ñòâà 7.
1. Äîêàæåì, ÷òî A ∪B ⊂ A ∩ B. Ïóñòü x ∈ A ∪B. Òîãäà ïî

îïðåäåëåíèþ äîïîëíåíèÿ x /∈ A∪B, îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ îáú-
åäèíåíèÿ x /∈ A è x /∈ B. Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äîïîëíåíèÿ
x ∈ A è x ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ
x ∈ A ∩B.
Èòàê, èç òîãî, ÷òî x ∈ A ∪B, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A ∩ B. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ∪B ⊂ A ∩B.
2. Äîêàæåì, ÷òî A ∩ B ⊂ A ∪B. Ïóñòü y ∈ A ∩ B. Òîãäà ïî

îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ y ∈ A è y ∈ B, îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ
äîïîëíåíèÿ y /∈ A è y /∈ B. Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäè-
íåíèÿ y /∈ A ∪ B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ äîïîëíåíèÿ
y ∈ A ∪B.
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Èòàê, èç òîãî, ÷òî y ∈ A ∩ B, ñëåäóåò, ÷òî y ∈ A ∪B, òî
åñòü A∩B ⊂ ⊂ A ∪B. Äàëåå, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà
ìíîæåñòâ, çàêëþ÷àåì, ÷òî A ∪B = A ∩B.
Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ýòî ñâîéñòâî íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà�Âåííà.

Ïðèìåðû îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè

1. Ïóñòü U = {a, b, c, d, e, f, g}, A = {a, b, c, d}, B = {c, d, e, f}.
Îïðåäåëèòü A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, A÷B, A, B.

Ðåøåíèå

A ∪B = {a, b, c, d, e, f}; A ∩B = {c, d}; A \B = {a, b};
B \ A = {e, f}; A÷B = {a, b, e, f}; A = {e, f, g};
B = {a, b, g}.

2. Íàéòè ìíîæåñòâà: A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, åñëè
A = {x|x ∈ R, x2 + 2x− 3 > 0}, B = {x|x ∈ R, |x− 2| ≥ 3}.

Ðåøåíèå

A = {x|x ∈ R, x ∈ (−∞;−3) ∪ (1; +∞)},

B = {x|x ∈ R, x ∈ (−∞;−1] ∪ [5; +∞)}.

-
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XXXXXXXXXXXXXXXXz
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B

A ∪B = {x|x ∈ R, x ∈ (−∞;−1] ∪ (1; +∞)};

A ∩B = {x|x ∈ R, x ∈ (−∞;−3) ∪ [5; +∞)};

A\B = {x|x ∈ R, x ∈ (1; 5)}; B\A = {x|x ∈ R, x ∈ [−3;−1]}.
22



Ãëàâà 1. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

1.4.6 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Ïóñòü èìååì ÷èñëî 46, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ äâóõ öèôð 4 è 6.
Öèôðû â ÷èñëå ñëåäóåò çàïèñûâàòü â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. Åñ-
ëè èõ ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîå ÷èñëî 64. Ãîâîðÿò,
÷òî 4, 6 � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà öèôð.
Â îáùåì ñëó÷àå ïîä óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé áóäåì ïîíèìàòü äâà

ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííûå â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. Óïîðÿäî÷åí-
íóþ ïàðó ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì a è âòîðûì ýëåìåíòîì b áóäåì îáî-
çíà÷àòü (a, b). Ýëåìåíòû a è b ïàðû íàçûâàþò å¼ êîìïîíåíòàìè.
Äâå ïàðû (a1, b1) è (a2, b2) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a1 = a2 è b1 = b2. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè a ̸= b , òî
(a, b) ̸= (b, a), òî åñòü äâå ïàðû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì
ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, áóäóò ðàçëè÷íû. Åñëè æå ðàññìàòðè-
âàòü äâóõýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {a, b} è {b, a}, òî îíè ðàâíû, òî
åñòü {a, b} = {b, a}.
Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ìîæíî îáðàçîâàòü è èç ýëåìåíòîâ äâóõ

ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü A = {t, p}; B = {a, o, e}. Ñîñòà-
âèì âñåâîçìîæíûå ïàðû, ïåðâûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó A, à âòîðûå � ìíîæåñòâó B.
Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî {(t, a), (t, o), (t, e), (p, a), (p, o), (p, e)}, êî-

òîðîå íàçûâàþò äåêàðòîâûì (èëè ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíî-
æåñòâ A è B.
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Îïðåäåëåíèå 9. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåïóñòûõ

ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (a, b), ãäå a ∈ A è b ∈ B.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò ñèìâî-
ëîì ×, A×B. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:
A×B = {(a, b)|a ∈ A è b ∈ B}.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A × A íàçûâàþò äåêàðòîâûì êâàä-

ðàòîì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àþò A2. Îïåðàöèÿ, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîé íàõîäèòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâûì óìíîæåíèåì. Ãîâîðÿ î ñâîéñòâàõ äåêàðòîâà óìíî-
æåíèÿ, ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî îíî íå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè.

1. Åñëè A ̸= B, òî A×B ̸= B × A.

2. Åñëè íè îäíî èç ìíîæåñòâ A, B è C íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî
A× (B × C) ̸= (A×B)× C.

3. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

4. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

5. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

6. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

7. A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

8. (A \B)× C = (A× C) \ (B × C).

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé 1�2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà
ïðèìåðå. Ñâîéñòâà 3�8 îïðåäåëÿþò äèñòðèáóòèâíîñòü äåêàðòî-
âà óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è âû÷è-
òàíèÿ ìíîæåñòâ.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà 3. Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü

ðàâåíñòâà ÷åðåç E1, à ïðàâóþ � ÷åðåç E2. Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ
E1 è E2 ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû.
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1. Ïóñòü (x, y) � ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1, òîãäà (x, y) ∈
∈ A× (B ∪ C). Ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ x ∈ A

è y ∈ B ∪ C, à ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ y ∈ B èëè y ∈ C.
Åñëè x ∈ A è y ∈ B, òî (x, y) ∈ A × B, èëè, åñëè x ∈ A è
y ∈ C, òî (x, y) ∈ A × C, ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ. Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ (x, y) ∈
∈ (A×B)∪ (A×C). Èòàê, ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1 ñîäåð-
æèòñÿ â E2, òî åñòü E1 ⊂ E2.
2. Ïóñòü òåïåðü (x, y) � ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E2, òîãäà
(x, y) ∈ (A × B) ∪ (A × C). Ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ
(x, y) ∈ A × B) èëè (x, y) ∈ A × C. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ
äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ x ∈ A è y ∈ B èëè x ∈ A è y ∈ C. Èç
ýòèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî x ∈ A è y ∈ B èëè y ∈ C, íî
òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ x ∈ A è y ∈ B ∪C, à îòñþäà
ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ (x, y) ∈ A × (B ∪ C).
Òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E1 ñîäåðæèòñÿ â E2, à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî E1 ⊂ E2.

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ èç ïóíêòîâ 1 è
2 çàêëþ÷àåì, ÷òî E1 = E2, è ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà 3 äîêàçà-
íà. Äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà íàáîðû èç n ýëåìåíòîâ. Ïîä óïîðÿäî÷åííîé
n-êîé (÷èòàåòñÿ ¾ýíêà¿) áóäåì ïîíèìàòü n ýëåìåíòîâ, ðàñïî-
ëîæåííûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. Îáîçíà÷àþò n-êó ñèìâîëîì
(a1, a2, . . . , an) è íàçûâàþò êîðòåæåì äëèíû n. Íåêîòîðûå ýëå-
ìåíòû êîðòåæà, èëè äàæå âñå, ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè. Äâà
êîðòåæà (a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bm) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó n = m è ðàâíûå êîìïî-
íåíòû íà ìåñòàõ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè, òî åñòü a1 = b1,
a2 = b2, . . . , an = bn.

Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì êîðòåæà, îïðåäåëèì äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå n ìíîæåñòâ.
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Îïðåäåëåíèå 10. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íåïóñòûõ ìíî-

æåñòâ A1, A2, . . . , An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

êîðòåæåé äëèíû n, ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó A1, âòîðàÿ � ìíîæåñòâó A2, . . . , n-ÿ � ìíîæå-

ñòâó An.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An îáîçíà÷àþò
A1 × A2 × . . .× An.
Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþò ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ñ÷èòàþò àáñöèññàìè, à
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B � îðäèíàòàìè òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Èòàê,
åñëè A è B � ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî ýëåìåíòàìè äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ A×B áóäóò óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ÷èñåë. Èçîáðà-
çèâ êàæäóþ òàêóþ ïàðó ÷èñåë òî÷êîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê, íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿþùèõ äå-
êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B.
Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâ A è B, åñëè A = {x|x ∈ R,

−3 ≤ x ≤ 1}, B = {y|y ∈ Z,−2 ≤ y ≤ 3}, äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-
íèå A × B ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, àáñöèññû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó −3 ≤ x ≤ 1, à îðäèíàòàìè ÿâëÿþò-
ñÿ öåëûå ÷èñëà èç îòðåçêà [−2; 3]. Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò
îòðåçêè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Â ñëó÷àå, åñëè A = {x|x ∈ R, 1 ≤ x ≤ 4}, B = {y|y ∈ R,

y ≥ −1}, ìíîæåñòâî A × B ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè,
àáñöèññû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó 1 ≤ x ≤ 4, à îð-
äèíàòû íåðàâåíñòâó y ≥ −1. Ïîëîñà, íå îãðàíè÷åííàÿ â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Oy.
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1.4.7 ×èñëî ýëåìåíòîâ îáúåäèíåíèÿ, ðàçíîñòè

è äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü A è B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Åñëè A ∩ B = ∅, òî
âîïðîñ î ÷èñëå ýëåìåíòîâ îáúåäèíåíèÿ A∪B ðåøàåòñÿ äîâîëüíî
ïðîñòî.
×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñèìâî-

ëîì mes(A) è íàçûâàòü ÷èñëåííîñòüþ ìíîæåñòâà A. ×èñëåí-
íîñòü ìíîæåñòâà B áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì mes(B). Åñëè
ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî

mes(A ∪B) = mes(A) +mes(B).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîñòü îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíà ñóììå ÷èñëåííîñòåé ýòèõ ìíîæåñòâ.
Ïóñòü òåïåðü A ∩ B ̸= ∅. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ îá îïðåäåëå-

íèè ÷èñëåííîñòè îáúåäèíåíèÿ ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâà A è B ïåðåñåêàþòñÿ, òî â ñóììå
mes(A)+mes(B) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðåñå÷åíèÿ A∩B ñîäåðæèò-
ñÿ äâàæäû: îäèí ðàç â mes(A), à äðóãîé � â mes(B). Ïîýòîìó,
÷òîáû íàéòè ÷èñëåííîñòü îáúåäèíåíèÿ mes(A ∪ B), íóæíî èç
óêàçàííîé ñóììû âû÷åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ó÷ò¼ííîå äâàæäû
mes(A ∩B). Èòàê, ìîæåì çàïèñàòü:

mes(A ∪B) = mes(A) +mes(B)−mes(A ∩B).

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�
Âåííà.
Äàëåå îïðåäåëèì ÷èñëåííîñòü ðàçíîñòè ìíîæåñòâ A è B. Åñëè

A ∩B = ∅, òî A \B = A, è ïîýòîìó mes(A \B) = mes(A).
Åñëè æå B ⊂ A, òî A∩B = B, è ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå: mes(A \B) = mes(A)−mes(B).
Âûðàçèì òåïåðü ÷èñëåííîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ìíîæåñòâ ÷åðåç ÷èñëåííîñòü ñàìèõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
(a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bk), òîãäà m(A) = n, m(B) = k. Äëÿ
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îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A×B ðàñïî-
ëîæèì åãî ýëåìåíòû â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

(a1, b1) (a1, b2) . . . (a1, bk)

(a2, b1) (a2, b2) . . . (a2, bk)

. . . . . . . . . . . .

(an, b1) (an, b2) . . . (an, bk)

Òàáëèöà ñîñòîèò èç n ñòðîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ k ýëåìåíòîâ.
Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî ïàð ðàâíî n · k. Ñëåäîâàòåëüíî,
mes(A×B) = mes(A) ·mes(B).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

íà ëþáîå ÷èñëî n êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü

mes(A1 × A2 × . . .× An) = mes(A1) ·mes(A2) · . . . ·mes(An)

.

1.5 Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà êëàññû. Êëàññèôèêàöèÿ

Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ïðåäìåòîâ è ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî ìè-
ðà ìû ïîñòîÿííî ñòàëêèâàåìñÿ ñ êëàññèôèêàöèåé. Êëàññèôèêà-
öèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â áèîëîãèè, õèìèè, ìàòåìàòèêå, ÿçûêå
è ìíîãèõ äðóãèõ íàóêàõ. Îíà îáëåã÷àåò ïðîöåññ óñâîåíèÿ çíà-
íèé. Êëàññèôèêàöèÿ â ëþáîé îáëàñòè ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíî-
ñòè ñâÿçàíà ñ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà (êëàññû).
Ïîëó÷åííûå ïîäìíîæåñòâà äîëæíû îáëàäàòü íåêîòîðûìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) îíè íå äîëæíû áûòü ïóñòûìè;

2) íå äîëæíû ñîäåðæàòü îáùèõ ýëåìåíòîâ;

3) îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ñàìîìó
ìíîæåñòâó.
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Îïðåäåëåíèå 11. Êëàññèôèêàöèåé èëè ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà

íà êëàññû íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà â âè-

äå îáúåäèíåíèÿ íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâîèõ ïîä-

ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M íà êëàññû
K1, K2, . . . , Kn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ óñëîâèÿìè:

1) Ki ̸= ∅, (i = 1, 2, . . . , n);

2) Ki ∩Kj = ∅, (i, j = 1, 2, . . . , n, i ̸= j);

3)
n⋃
i=1

Ki =M .

Ðàññìîòðèì êëàññèôèêàöèþ ñ ïîìîùüþ îäíîãî, äâóõ è òðåõ
ïðèçíàêîâ.
Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ îáûêíîâåííûõ äðîáåé. Ñ ïîìîùüþ

ñâîéñòâà a� ¾áûòü ïðàâèëüíîé äðîáüþ¿ âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî
A� ïðàâèëüíûõ äðîáåé è ïîäìíîæåñòâî A� íåïðàâèëüíûõ äðî-
áåé. Ýòè äâà ïîäìíîæåñòâà óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U íå ïó-
ñòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü A ∩ A = ∅. Îáúåäèíåíèå ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ ñîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî U , òî åñòü A∪A = U . Òàê, ñ
ïîìîùüþ îäíîãî ñâîéñòâà ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà.
Ïóñòü òåïåðü U � ìíîæåñòâî âñåõ ãðèáîâ, ñâîéñòâî � ¾áûòü

ñúåäîáíûì¿, ñâîéñòâî � ¾áûòü òðóá÷àòûì¿. Ñ ïîìîùüþ óêàçàí-
íûõ ñâîéñòâ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:

� A � ìíîæåñòâî ñúåäîáíûõ ãðèáîâ;

� A � ìíîæåñòâî íåñúåäîáíûõ ãðèáîâ;

� B � ìíîæåñòâî òðóá÷àòûõ ãðèáîâ;

� B � ìíîæåñòâî íåòðóá÷àòûõ ãðèáîâ.

Ìíîæåñòâî U â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòûì íà ñëåäó-
þùèå ÷åòûðå êëàññà (ïîäìíîæåñòâà):

I. A ∩B � ñúåäîáíûå òðóá÷àòûå ãðèáû;
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II. A ∩B � ñúåäîáíûå íåòðóá÷àòûå ãðèáû;

III. A ∩B � íåñúåäîáíûå òðóá÷àòûå ãðèáû;

IV. A ∩B � íåñúåäîáíûå íåòðóá÷àòûå ãðèáû.

Íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàí-
íûå ÷åòûðå êëàññà íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå îáðàçóåò
âñå ìíîæåñòâî U . Ýòî ëåãêî äîêàçàòü àíàëèòè÷åñêè. Íàïðèìåð,
ïîêàæåì, ÷òî êëàññû I è II íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ:

(A ∩B) ∩ (A ∩B) = (A ∩ A) ∩ (B ∩B) = A ∩∅ = ∅.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü îñòàëüíûõ óòâåðæäå-
íèé.
Åñëè U � ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ øêîëû, ñâîéñòâî α � ¾áûòü

ìàëü÷èêîì¿, ñâîéñòâî β � ¾áûòü ñïîðòñìåíîì¿, ñâîéñòâî γ �
¾áûòü îòëè÷íèêîì¿, òî íà ìíîæåñòâå U ìîæíî âûäåëèòü ñëåäó-
þùèå ïîäìíîæåñòâà:

� A � ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ;

� A � ìíîæåñòâî äåâî÷åê;

� B � ìíîæåñòâî ñïîðòñìåíîâ;

� B � ìíîæåñòâî íåñïîðòñìåíîâ;

� C � ìíîæåñòâî îòëè÷íèêîâ;

� C � ìíîæåñòâî íåîòëè÷íèêîâ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî U îêàçûâàåòñÿ ðàçáè-
òûì íà ñëåäóþùèå âîñåìü êëàññîâ:

I. A ∩ B ∩ C � ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñïîðòñìå-
íàìè è îòëè÷íèêàìè.

II. A ∩ B ∩ C � ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ-ñïîðòñìåíîâ, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ îòëè÷íèêàìè.

III. A ∩ B ∩ C � ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ-îòëè÷íèêîâ, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ñïîðòñìåíàìè.
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IV. A∩B∩C � ìíîæåñòâî äåâî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ñïîðòñìåíêàìè
è îòëè÷íèöàìè.

V. A∩B∩C � ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè ñïîðòñ-
ìåíàìè, íè îòëè÷íèêàìè.

VI. A ∩ B ∩ C � ìíîæåñòâî äåâî÷åê-îòëè÷íèö, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ñïîðòñìåíêàìè.

VII. A∩B∩C � ìíîæåñòâî äåâî÷åê-ñïîðòñìåíîê, íå ÿâëÿþùèõñÿ
îòëè÷íèöàìè.

VIII. A∩B ∩C � ìíîæåñòâî äåâî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè ñïîðòñ-
ìåíêàìè, íè îòëè÷íèöàìè.

Íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà (ðèñ. 1.6) âèäíî, ÷òî óêàçàííûå
êëàññû íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ îáúåäèíåíèå ñîñòàâëÿåò âñå ìíî-
æåñòâî U .
Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî

íåêîòîðûå èç êëàññîâ ïóñòû. Òîãäà ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà íà ìåíüøåå ÷èñëî êëàññîâ. Ñêîëüêî æå ïîëó÷èòñÿ êëàññîâ
ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ îäíîãî, äâóõ, òðåõ (è ò. ä.)
ñâîéñòâ? Ìû âèäåëè, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ òàêèõ êëàñ-
ñîâ ïîëó÷àëîñü 2, 4, 8 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1.6. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâ íà êëàññû
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Áóäåì ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó êëàññó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç 0 è 1: 0 � åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåò-
ñÿ, 1 � åñëè âûïîëíÿåòñÿ. Òàêîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâ-
íûì, à çíà÷èò, ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî ÷èñëó âîçìîæíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö. Íî êàæ-
äàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòî-
ðåíèÿìè èç äâóõ ýëåìåíòîâ ïî n. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî êëàññîâ ðàâíî A

n
2 = 2n.

1.6 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

Âîïðîñû

1. Ìíîæåñòâà, ñïîñîá èõ çàäàíèÿ.

2. Îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè.

3. Ïîäìíîæåñòâî, íåñîáñòâåííîå è ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâà.

4. Ðàâíûå ìíîæåñòâà. Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî.

5. Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà.

6. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà.

7. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè: îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, ïåðåñå-
÷åíèå ìíîæåñòâ; ñâîéñòâà îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-
æåñòâ.

8. Ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ. Äîïîëíåíèå. Ñâîéñòâà ðàçíîñòè è
äîïîëíåíèÿ.

9. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà êëàññû. Êëàññèôèêàöèÿ.

10. ×òî íàçûâàåòñÿ êîðòåæåì è êàêèå êîðòåæè íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íûìè?

11. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ; äåêàðòîâà ñòåïåíü íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà A.
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Óïðàæíåíèÿ

Çàïèøèòå ìíîæåñòâà, ïåðå÷èñëèâ èõ ýëåìåíòû.

1. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 40.

2. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé ÷èñëà 3,
ìåíüøèõ 50.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 5,
êîòîðûå ìåíüøå 47.

4. Ìíîæåñòâî áóêâ êèðèëëèöû, èìåþùèõ îäèíàêîâîå íàïèñà-
íèå ñ áóêâàìè ëàòèíèöû.

Çàïèøèòå ìíîæåñòâà, èñïîëüçóÿ ðàçíûå ôîðìû èõ çàäàíèÿ.

5. Öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå −3 è ìåíüøèå 5.

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìåíüøèå 7.

7. Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà 180.

8. Êîðíè óðàâíåíèÿ 3x2 + x− 4 = 0.

Ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòû çàäàííûõ ìíîæåñòâ.

9. M = {x|x ∈ R, x3 + 5x2 + 6x = 0}.

10. M = {x|x ∈ R, x2 − 5|x| + 6 = 0}.

11. M = {x|x ∈ Z, 0 ≤ x2 ≤ 16}.

12. M = {x|x ∈ N, 0 ≤ x2 ≤ 16}.

Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé ìíîæåñòâà.

13. A = {x ∈ R| − 3 < x < 8}.

14. B = {x ∈ R|x < 3, 7}.

15. C = {x ∈ R|x ≥ 5.2}.

16. D = {x ∈ R|x2 − 4x− 21 < 0}.
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17. E = {x ∈ R| 4x2 − 12x + 9 < 0}.

18. F = {x ∈ R| x + 3

x− 2
> 0}.

19. G = {x ∈ R|
∣∣∣x
2
− 6

∣∣∣ ≤ 5}.

20. Ïðèíàäëåæàò ëè ÷èñëà 2/5; 17/20; −1/7; 5/6 ìíîæåñòâó

A = {x ∈ Q|x =
n2 + 1

n2 + 4
, n ∈ N}?

21. Íàïèøèòå 5 ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó

A = {x ∈ Q|x =
n3 + 7

n3 + 15
, n ∈ N}.

Óêàæèòå, ïî êàêîìó çàêîíó (ïîðîæäàþùåé ïðîöåäóðå) ñîñòàâ-

ëåíû ñëåäóþùèå áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

22.
3

4
;
4

9
;
5

16
;
6

25
; . . .

23.
2

5
;
4

8
;
6

11
;
8

14
; . . .

24.
3

2
;
5

4
;
7

8
;
9

16
; . . .

25.
1

2
;
1

6
;
1

12
;
1

20
;
1

30
;
1

42
; . . .

26. 2; 12; 36; 80; 150; . . .

Óêàæèòå, êàêèå ìíîæåñòâà èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-

òîâ, à êàêèå áåñêîíå÷íîå.

27. A = {÷èñëà, êðàòíûå 8}.

28. B = {îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè}.

29. C = {(x, y)|x2 + y2 = 1}.

30. D = {(x, y)| 2x− y + 1 = 0}.

31. E = {x| 2x− y + 1 = 0, y � íàòóðàëüíîå ÷èñëî}.
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32. F = {x ∈ R| x + 3

x− 2
> 0}.

33. G = {x ∈ R|
∣∣∣x
2
− 6

∣∣∣ ≤ 5}.

34. H = {(x, y)x > 2}.

35. K = {x : |x| = −x}.

36. L = {ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äâå òî÷êè (1; 0), (1; 1)}.

37. M = {ïðÿìîóãîëüíèêè, ïåðèìåòð êîòîðûõ ðàâåí 20}.

38. N = {x|x ∈ R, tg x = 1}.

39. P = {x|x ∈ R, cos2 x− sin 2x = 0}.

Îïðåäåëèòå îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè è èçîáðàçèòå èõ

íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà�Âåííà.

40. Ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëü-
íèêîâ.

41. Ðîìáîâ è êâàäðàòîâ.

42. Ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè äèàãîíà-
ëÿìè.

43. Ïàðàëëåëîãðàììîâ è ðîìáîâ.

44. Íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñåë 42 è 36.

45. Ïðîñòûõ è îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë.

46. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A åñòü ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ
x3 − 18x2 + 99x− 162 = 0 è B = {3, 6, 9}, òî A = B.

47. Èçâåñòíî, ÷òî A ⊂ B. Â êàêîì îòíîøåíèè íàõîäÿòñÿ ìíîæå-
ñòâà A è B? Ïðèâåäèòå ãðàôè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ñ ïîìî-
ùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà.
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Íàéäèòå îáúåäèíåíèÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâ.

48. A = {x|x = 2n− 1, n ∈ N}, B = {x|x = 2n, n ∈ N}.

49. A = {x|x � ïðîñòîå ÷èñëî}, B = {x|x = 2n− 1, n ∈ N}.

50. A = {x|x = 2n, n ∈ N}, B = {x|x = 2n, n ∈ N}.

51. A = {x|x � ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøå ëèáî ðàâíîå 3 },
B = {x|x = 2n− 1, n ∈ N}.

52. A = {ðîìáû}, B = {ïàðàëëåëîãðàììû}.

53. A = {x|x = 4n + 2, n ∈ N}, B = {x|x = 4n, n ∈ N}.

54. A = Z, B = N .

55. A = {x|x ∈ R,−1 ≤ x ≤ 0}, B = {x|x ∈ R, 0 ≤ x ≤ 1}.

56. A = {x|x ∈ R,−1 ≤ x < 0}, B = {x|x ∈ R, 0 < x ≤ 1}.

57. A = Q, B = {ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé}.

Íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå çàäàííûõ ìíîæåñòâ.

58. A = {x|x � ïðîñòîå ÷èñëî, x < 20}, B = {x|x = 2n − 1,
n ∈ N}.

59. A = {ðîìáû}, B = {ïðÿìîóãîëüíèêè}.

60. A = Z, B = N .

61. A = {x|x ∈ R, x ∈ [0, 1]}, B = {0; 0,5; 5; 7,5}.

Íàéäèòå è èçîáðàçèòå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìíîæåñòâà: A∪B;

A ∩B; A \B.

62. A = {x|x ∈ R, x2 − 10x + 21 ≤ 0},
B = {x|x ∈ R, 4− 5x ≥ 2x− 31}.

63. A = {x|x ∈ R, 2x(x + 4) ≤ 3(x + 4)},
B = {x|x ∈ R, 2x− 4 ≤ 11x + 5}.
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64. A = {x|x ∈ R, |x− 3| ≤ 6}, B = {x|x ∈ R, |x| > 2}.

Äîêàæèòå è ïîäòâåðäèòå èëëþñòðàöèÿìè íà äèàãðàììàõ

Ýéëåðà�Âåííà, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B, C èìåþò ìå-

ñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

65. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

66. A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C) = (A ∩B) \ C.

67. (A \B) \ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C).

68. A ∪B = A ∪ (B \ A).

69. (A ∪B) ∩ A = A ∪B.

70. A ∩ (B \ A) = ∅.

71. (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C).

Ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà ïðîâåðüòå, âåðíû ëè ñëå-

äóþùèå ðàâåíñòâà.

72. (A \B) ∩ (A \ C) = (A \B) \ C.

73. (A ∩B ∩ C) = (A ∪B ∪ C) \ (A ∩B ∩ C).

74. (A \B) ∪ (B \ C) = (A \ C) ∪ (C \B).

75. (A \B) ∪ (B \ C) ∪ (C \ A) = A ∪ (B ∪ C).

76. Äàíû ìíîæåñòâà A = {1, 2, 3}, B = {x, y, z}, C = {α, β}.
Çàïèøèòå äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ: A×B; B×A;
B × C; C ×B; A× C; C × A.

77. Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî A2, åñëè:

a) A = {0, 1};
b) A = {0, 2, 4, 6, 8};
c) A = {äåíü, íî÷ü};
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d) A = {x, y, z};
e) A = {1, 3, 5, 7};
f) A = {a, b, c, d}.

Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ýëåìåíòû äåêàðòîâà

ïðîèçâåäåíèÿ A×B.

78. A = {x|x ∈ N, 1 ≤ x < 4}, B = {y|y ∈ R, 3 ≤ y ≤ 6}.

79. A = {x|x ∈ R,−2 ≤ x ≤ 3}, B = {y|y ∈ R, y ≥ −4}.

80. A = {x|x ∈ R, x < 5}, B = {y|y ∈ Z,−2 ≤ y ≤ 3}.

81. A = {x|x ∈ N, x < 7}, B = {y|y ∈ Z,−3 ≤ y ≤ 5}.

82. Äîêàæèòå, ÷òî (A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D).

83. Äîêàæèòå, ÷òî (A×B) ∪ (C ×D) = (A ∪ C)× (B ∪D).

84. Íà ìíîæåñòâå âñåõ óãëîâ çàäàíî ñâîéñòâî ¾áûòü îñòðûì óã-
ëîì¿. Îïðåäåëÿåò ëè îíî êëàññèôèêàöèþ íà óêàçàííîì ìíî-
æåñòâå?

85. Ïðîâåðüòå, âûïîëíåíû ëè óñëîâèÿ êëàññèôèêàöèè, åñëè:

a) ìíîæåñòâî ñóùåñòâèòåëüíûõ â ðóññêîì ÿçûêå ðàçáèëè íà
ñóùåñòâèòåëüíûå ìóæñêîãî, æåíñêîãî è ñðåäíåãî ðîäà;

b) ìíîæåñòâî êíèã â áèáëèîòåêå ðàçáèëè íà ó÷åáíóþ, íà-
ó÷íóþ, õóäîæåñòâåííóþ, òåõíè÷åñêóþ è ìàòåìàòè÷åñêóþ
ëèòåðàòóðó;

c) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ðàçáèëè íà ïðîñòûå è
ñîñòàâíûå ÷èñëà;

d) ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ äàííîé ãðóïïû ðàçáèëè íà îòëè÷-
íèêîâ, óñïåâàþùèõ è íåóñïåâàþùèõ.

86. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ¾èìåòü ïðÿìîé óãîë¿ è ¾áûòü ðàâíîáåä-
ðåííûì¿ ðàçáåéòå ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ íà êëàññû. Íà-
çîâèòå ïîëó÷åííûå êëàññû. Ïîñòðîéòå äèàãðàììó Ýéëåðà�
Âåííà.
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87. Èç 20 ÷åëîâåê äâîå èçó÷àëè òîëüêî àíãëèéñêèé ÿçûê, òðîå
� òîëüêî íåìåöêèé, øåñòåðî � òîëüêî ôðàíöóçñêèé. Íèêòî
íå èçó÷àë òðåõ ÿçûêîâ. Îäèí èçó÷àë íåìåöêèé è àíãëèéñêèé,
òðîå � ôðàíöóçñêèé è àíãëèéñêèé. Ñêîëüêî ÷åëîâåê èçó÷àëè
ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé ÿçûêè?

88. Èç 220 ñòóäåíòîâ 163 èãðàþò â áàñêåòáîë, 175 � â ôóòáîë,
24 íå èãðàþò â ýòè èãðû. Ñêîëüêî ÷åëîâåê îäíîâðåìåííî èã-
ðàþò â áàñêåòáîë è ôóòáîë?

89. Èç 64 ñòóäåíòîâ íà âîïðîñ, çàíèìàþòñÿ ëè îíè â ñâîáîä-
íîå âðåìÿ ñïîðòîì, óòâåðäèòåëüíî îòâåòèëè 40 ÷åëîâåê; íà
âîïðîñ, ëþáÿò ëè îíè ñëóøàòü ìóçûêó, 30 ÷åëîâåê îòâåòè-
ëè óòâåðäèòåëüíî, ïðè÷åì 21 ñòóäåíò çàíèìàåòñÿ ñïîðòîì è
ëþáèò ñëóøàòü ìóçûêó. Ñêîëüêî ÷åëîâåê íå óâëåêàþòñÿ íè
ñïîðòîì, íè ìóçûêîé?

90. Â êëàññå 30 ó÷åíèêîâ. Âñå, êðîìå äâóõ, èìåþò îöåíêè ¾5¿,
¾4¿ è ¾3¿. ×èñëî ó÷àùèõñÿ, èìåþùèõ îöåíêè ¾5¿, � äâåíà-
äöàòü, ¾4¿ � ÷åòûðíàäöàòü, ¾3¿ � øåñòíàäöàòü. Òðîå ó÷àò-
ñÿ ëèøü íà ¾5¿ è ¾3¿, òðîå � ëèøü íà ¾5¿ è ¾4¿, ÷åòâåðî �
ëèøü íà ¾4¿ è ¾3¿. Ñêîëüêî ÷åëîâåê èìåþò îäíîâðåìåííî
îöåíêè ¾5¿, ¾4¿ è ¾3¿?

91. Ñðåäè 35 òóðèñòîâ òîëüêî àíãëèéñêèì ÿçûêîì âëàäåþò
11 ÷åëîâåê, àíãëèéñêèì è ôðàíöóçñêèì � 5 ÷åëîâåê, 9 ÷å-
ëîâåê íå âëàäåþò íè àíãëèéñêèì, íè ôðàíöóçñêèì. Ñêîëüêî
÷åëîâåê âëàäåþò òîëüêî ôðàíöóçñêèì ÿçûêîì?

92. Àíêåòèðîâàíèå, ïðîâåäåííîå ñðåäè 57 ñòóäåíòîâ, ïîêàçàëî,
÷òî â øàõìàòû óìåþò èãðàòü 35 ÷åëîâåê, â øàøêè � 40 ÷å-
ëîâåê, â îáå èãðû � 21 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íå óìåþò
èãðàòü íè â øàõìàòû, íè â øàøêè?

93. Èç 100 ñòóäåíòîâ ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ èçó÷àþò
44 ÷åëîâåêà, PASCAL � 40 ÷åëîâåê, BASIC � 30, C++ è
PASCAL � 13, C++ è BASIC � 12, PASCAL è BASIC �
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11. Âñå òðè ÿçûêà èçó÷àþò 5 ñòóäåíòîâ. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ
íå èçó÷àþò íè îäíîãî ÿçûêà? Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ èçó÷àþò
òîëüêî îäèí ÿçûê?

94. Â 92-ïðîöåññîðíîé ÝÂÌ 19 ìèêðîïðîöåññîðîâ îáðàáàòûâà-
þò òåêñòîâóþ èíôîðìàöèþ, 17 � ãðàôè÷åñêóþ, 11 � ñèì-
âîëüíóþ, 12 ìèêðîïðîöåññîðîâ îäíîâðåìåííî îáðàáàòûâàþò
ãðàôè÷åñêóþ è òåêñòîâóþ, 7 � òåêñòîâóþ è ñèìâîëüíóþ, 5 �
ãðàôè÷åñêóþ è ñèìâîëüíóþ, à ÷àñòü ìèêðîïðîöåññîðîâ óíè-
âåðñàëüíûå, ò. å. îäíîâðåìåííî îáðàáàòûâàþò ãðàôè÷åñêóþ,
òåêñòîâóþ è ñèìâîëüíóþ èíôîðìàöèþ. Ñêîëüêî ìèêðîïðî-
öåññîðîâ ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, åñëè íå çàäåéñòâîâàíû
67 ìèêðîïðîöåññîðîâ?

95. Íà âòîðîì êóðñå âî âðåìÿ çèìíåé ñåññèè ñäàâàëè ýêçàìåíû
264 ñòóäåíòà. Èç íèõ 19 íå ñäàëè ìàòåìàòèêó, 17 � ôèçè-
êó, 11 � ïðîãðàììèðîâàíèå, 12 � ìàòåìàòèêó è ôèçèêó, 7 �
ìàòåìàòèêó è ïðîãðàììèðîâàíèå, 5 � ôèçèêó è ïðîãðàììè-
ðîâàíèå; 237 ñòóäåíòîâ ñäàëè ìàòåìàòèêó, ôèçèêó, ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íå ñäàëè âñå òðè ýêçàìåíà?

96. Èç 300 æèòåëåé äåðåâíè Ãàäþêèíî 218 êîãäà-ëèáî âûåçæà-
ëè â ðàéöåíòð, 208 � â îáëàñòíîé öåíòð, 214 � çà ïðåäåëû
îáëàñòè, 153 � â îáëàñòíîé öåíòð èëè â ðàéöåíòð, 170 � â
ðàéöåíòð èëè çà ïðåäåëû îáëàñòè, 150 � â îáëàñòíîé öåíòð
èëè çà ïðåäåëû îáëàñòè. Ñêîëüêî æèòåëåé äåðåâíè íå âûåç-
æàëî íèêîãäà çà å¼ ïðåäåëû, åñëè áûâàëè è â ðàéöåíòðå, è â
îáëàñòíîì öåíòðå, è çà ïðåäåëàìè îáëàñòè 120 ÷åëîâåê?

97. Ðåøèòå çàäà÷ó Ëüþèñà Êýððîëëà, àâòîðà êíèã ¾Àëèñà â
ñòðàíå ÷óäåñ¿ è ¾Àëèñà â Çàçåðêàëüå¿: ¾Â îæåñòî÷åííîì áîþ
èç 100 ïèðàòîâ ïîòåðÿëè ïî îäíîìó ãëàçó � 70, ïî îäíîìó
óõó � 75, ïî îäíîé ðóêå � 80, ïî îäíîé íîãå � 85 ïèðàòîâ.
Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïèðàòîâ, ïîòåðÿâøèõ îäíîâðå-
ìåííî ãëàç, óõî, íîãó è ðóêó?¿
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2.1 Ñîåäèíåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ïîíÿòèå î êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å. Êîìáèíàòîðèêà (èëè
òåîðèÿ ñîåäèíåíèé) � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó-
÷àþòñÿ âîïðîñû î òîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì óñëîâèÿì, ìîæíî ñîñòàâèòü èç èìåþ-
ùèõñÿ îáúåêòîâ [6�8, 10�12, 14�16, 19]. Ïðåäñòàâèòåëÿì ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ ïðîôåññèé ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
ðàññìîòðåíèåì òåõ èëè èíûõ êîìáèíàöèé èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ: äèñïåò÷åðó íàäî ñîñòàâëÿòü ðàñïèñàíèå, âîäèòåëþ �
âûáèðàòü êðàò÷àéøèé ïóòü, àãðîíîìó � ðàñïðåäåëÿòü ïîñåâû è
òàê äàëåå.
Îáû÷íî êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ îïåðàöèÿìè íàä êî-

íå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç ýòèõ îïåðàöèé
è çàäà÷.

1. Óïîðÿäî÷åíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ýòà îïåðàöèÿ ïðèâîäèò
ê ïîíÿòèþ ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ è ê çàäà÷å îïðåäå-
ëåíèÿ ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ.

2. Âûáîð ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïðè-
âîäèò ê ïîíÿòèþ ñî÷åòàíèÿ è ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ.

3. Âûáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà. Ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ðàçìåùåíèÿ è ê çàäà÷å
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îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ.

Êàê ðàçäåë ìàòåìàòèêè êîìáèíàòîðèêà âîçíèêëà â XVI âå-
êå. Îäíèì èç ïåðâûõ ðåøåíèåì êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ çàíÿëñÿ
èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Í. Òàðòàëüÿ (1500 � 1557). Äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå êîìáèíàòîðèêè ñâÿçàíî ñ òðóäàìè Á. Ïàñêàëÿ (1623 �
1662) è Ï. Ôåðìà (1601 � 1665) ïî òåîðèè àçàðòíûõ èãð. Ïîçä-
íåå êðóïíûé âêëàä â ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ âíåñëè
Ã. Ëåéáíèö (1646 � 1716), ß. Áåðíóëëè (1654 � 1705) è Ë. Ýéëåð
(1707 � 1783). Âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê êîìáèíàòîðèêå îòíîñèòñÿ
ê 50-ì ãîäàì XX âåêà. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì êèáåðíåòèêè è
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ÝÂÌ àêòè-
âèçèðîâàëà èíòåðåñ ê êëàññè÷åñêèì êîìáèíàòîðíûì çàäà÷àì.
Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Ðåøåíèå áîëüøèíñòâà

çàäà÷ â êîìáèíàòîðèêå îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè äâóõ îñíîâíûõ
ïðàâèë � ïðàâèëà ñóììû è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Â îòäåëå ¾Èãðóøêè¿ èìåþòñÿ 4 âèäà êóêîë è

3 âèäà ïîñóäíûõ íàáîðîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü
îäíó èãðóøêó äëÿ äåâî÷êè?
Çàäà÷à 2. Â âàçå äëÿ ôðóêòîâ ëåæàò 8 ñëèâ è 6 àáðèêîñîâ.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îäèí ïëîä?
Ýòè çàäà÷è ìîæíî ïåðåâåñòè íà ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ è ñôîð-

ìóëèðîâàòü â îáùåì âèäå: äàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà
A = {a1, a2, . . . , an} è B = {b1, b2, . . . , bm}, íå èìåþùèõ îáùèõ
ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îäèí îáúåêò,
ïðèíàäëåæàùèé ëèáî A, ëèáî B?
Òàê êàê A

⋂
B = ∅, òî {x|x ∈ A

∨
x ∈ B} = A

⋃
B, à òîãäà

mes(A
⋃
B) = mes(A) + mes(B) = n + m. Ýòî óòâåðæäåíèå â

êîìáèíàòîðèêå íàçûâàþò ïðàâèëîì ñóììû.
Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âûáðàòü n ñïîñî-

áàìè, à ýëåìåíò b � m ñïîñîáàìè, ïðè÷åì íè îäèí èç ñïîñîáîâ
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âûáîðà ýëåìåíòà a íå ñîâïàäàåò ñî ñïîñîáîì âûáîðà ýëåìåíòà b,
òî âûáîð ¾ëèáî a , ëèáî b¿ (¾èëè a , èëè b¿) ìîæíî îñóùåñòâèòü
n+m ñïîñîáàìè. Ïðàâèëî ñóììû ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òîò
ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ áîëåå
äâóõ. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñóììû, ëåãêî ðåøèòü ðàññìîòðåííûå
âûøå çàäà÷è.

1. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ 4 âèäà êóêîë, òî ñóùåñòâóåò 4 ñïîñîáà
âûáðàòü îäíó èç íèõ. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò 3 ñïîñîáà âû-
áðàòü îäèí ïîñóäíûé íàáîð. Ïî ïðàâèëó ñóììû âûáðàòü ¾ëè-
áî êóêëó, ëèáî íàáîð ïîñóäû¿ ìîæíî 7 ñïîñîáàìè (4+3 = 7).

2. Ïî ïðàâèëó ñóììû ñóùåñòâóåò 8 + 6 = 14 ñïîñîáîâ âûáðàòü
îäèí ïëîä (4 + 3 = 7).

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.
Çàäà÷à 3. Â ìåíþ ñòîëîâîé èìåþòñÿ 4 âèäà ïåðâûõ áëþä

è 6 âèäîâ âòîðûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îáåä,
ñîñòîÿùèé èç äâóõ áëþä: îäíîãî ïåðâîãî è îäíîãî âòîðîãî?
Çàäà÷à 4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç

äâóõ ÷åëîâåê � îäíîãî þíîøè è îäíîé äåâóøêè � äëÿ ó÷àñòèÿ
â ñîðåâíîâàíèÿõ ïî øàõìàòàì, åñëè â ãðóïïå 5 øàõìàòèñòîâ è 3
øàõìàòèñòêè?
Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà óïîðÿäî÷åííûõ

ïàð, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòó.
Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâà A = {a1, a2, . . . , an} è B = {b1, b2, . . . ,

bm}. Ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ñîñòàâëåííûõ èç ýëå-
ìåíòîâ A è B, îáðàçóåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ.
Èçâåñòíî, ÷òî mes(A×B) = mes(A) ·mes(B) = n ·m. Â êîìáè-
íàòîðèêå ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò ïðàâèëîì ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ýëåìåíò a ∈ A ìîæíî âû-

áðàòü n ñïîñîáàìè è åñëè ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûáîðà ýëåìåíò
b ∈ B ìîæíî âûáðàòüm ñïîñîáàìè, òî âûáîð óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðû (a, b) , òî åñòü âûáîð ¾è a , è b¿ ìîæíî îñóùåñòâèòü n ·m ñïî-
ñîáàìè. Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó-
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÷àé âûáîðà êîðòåæà ëþáîé êîíå÷íîé äëèíû. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî
ïðîèçâåäåíèÿ, ðåøèì çàäà÷è 3 è 4.

3. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò 4 ñïîñîáà âûáðàòü ïåðâîå áëþäî è 6
ñïîñîáîâ âûáðàòü âòîðîå áëþäî, òî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäå-
íèÿ âûáîð ¾ïåðâîãî è âòîðîãî¿ áëþä ìîæíî îñóùåñòâèòü 24
ñïîñîáàìè (4 · 6 = 24).

4. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò 15 ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü êîìàíäó äëÿ
ó÷àñòèÿ â ñîðåâíîâàíèÿõ ïî øàõìàòàì.

Ðàññìîòðåííûå êîìáèíàòîðíûå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷
è âûâîäå ñïåöèàëüíûõ ôîðìóë.

2.1.1 Ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâîM , ñîñòîÿùåå èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ ëþáîé ïðèðîäû. Óïîðÿäî÷èì ýòî ìíîæåñòâî, ïðîíóìåðîâàâ
íåêîòîðûì îáðàçîì åãî ýëåìåíòû. Ïîëó÷èì êîðòåæ äëèíû n ñ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûé íàçûâàþò ïåðåñòà-
íîâêîé èç n ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 12. Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæå-

ñòâî íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ.

Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ ãðóïïû óïîðÿäî÷èòü ïî
âîçðàñòó, ðîñòó, àëôàâèòó, óñïåâàåìîñòè è òàê äàëåå. Âîçíèêà-
åò âîïðîñ: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî
M , ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ? Îòâåò ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîì-
áèíàòîðíîé çàäà÷è: îïðåäåëèòü ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòà-
íîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷àþò ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç
n ýëåìåíòîâ ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì Pn. Åñëè ìíîæåñòâî {a, b}
ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, òî î÷åâèäíî, ÷òî óïîðÿäî÷èòü åãî
ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: {a, b} è {b, a} , òî åñòü P2 = 2. Åñëè
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æå ìíîæåñòâî {a, b, c} ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ, òî óïîðÿäî-
÷èòü åãî ìîæíî øåñòüþ ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò
3 ñïîñîáà âûáðàòü ýëåìåíò íà ïåðâîå ìåñòî, ïîñëå ýòîãî âûáîðà
ñóùåñòâóåò 2 ñïîñîáà âûáðàòü ýëåìåíò íà âòîðîå ìåñòî è îäèí
ñïîñîá � íà òðåòüå ìåñòî. Âñåãî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ñó-
ùåñòâóåò 3 · 2 · 1 ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî {a, b, c} , òî
åñòü P3 = 3 · 2 · 1 = 6. Âûïèñûâàÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè èç
ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé.
Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàâ-
íî ïðîèçâåäåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî

n âêëþ÷èòåëüíî, ò. å.

Pn = n! (2.1)

Çàìå÷àíèå. n! � n-ôàêòîðèàë � ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî
öåëîãî àðãóìåíòà: n! = 1 · 2 · . . . · n, 0! = 1.

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çà-
ïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð 0, 1, 2, 3, 4, åñëè íè îäíà öèôðà â çàïèñè
÷èñëà íå ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû?
Ðåøåíèå. Öèôðó, ñòîÿùóþ â ñòàðøåì ðàçðÿäå, ìîæíî âûáðàòü

4 ñïîñîáàìè, ïîñëå òîãî êàê âûáîð ñäåëàí, îñòàâøèåñÿ 4 öèô-
ðû ïî ôîðìóëå (2.1) ìîæíî óïîðÿäî÷èòü P4 = 4! ñïîñîáàìè.
Â ðåçóëüòàòå ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ èìååì: 4 · P4 = 4 · 4! =
= 4 · 24 = 96.

2.1.2 Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ðàññìîòðèì êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ âûáîðîì óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
Èòàê, èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåð-
æàùèõ k åãî ýëåìåíòîâ?
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Îïðåäåëåíèå 13. Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (k ≤ n) íàçûâàåòñÿ ðàçìå-

ùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî k.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, äâà ðàçìåùåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà õîòÿ áû îäíèì
ýëåìåíòîì èëè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, íî ðàñïî-
ëîæåííûõ â ðàçíîì ïîðÿäêå. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç
n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Ak

n. Ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî

k ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ k ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

íàèáîëüøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ n, òî åñòü

Ak
n = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
(2.2)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî ïðîèçâå-
äåíèÿ.

Çàäà÷à 6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü 5 ïó-
òåâîê â ðàçëè÷íûå äîìà îòäûõà, åñëè îòäîõíóòü æåëàþò 12 ÷å-
ëîâåê?
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó èç 12 ÷åëîâåê íóæíî âûáðàòü 5, à çàòåì

ðàñïðåäåëèòü ìåæäó íèìè ðàçëè÷íûå ïóòåâêè, çäåñü âàæåí ïî-
ðÿäîê. Â ðåçóëüòàòå èìååì ðàçìåùåíèå èç 12 ïî 5, èñêîìîå ÷èñëî
ñïîñîáîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.2):

A5
12 =

12!

(12− 5)!
=

12!

7!
= 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 95040.

2.1.3 Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ïðè ñîñòàâëåíèè k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà íàñ íå âñåãäà èíòåðåñóåò ïîðÿäîê, â êîòîðîì ðàñïî-
ëàãàþòñÿ ýëåìåíòû. Íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ 10 ñîðòîâ òêàíè è
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íóæíî âûáðàòü 4 ñîðòà, òî ïîðÿäîê, â êîòîðîì ñëåäóåò âûáèðàòü
ñîðòà, çíà÷åíèÿ íå èìååò. Â òàêèõ çàäà÷àõ ðå÷ü èäåò î ïîäìíî-
æåñòâàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ óïîðÿäî÷åííûìè.

Îïðåäåëåíèå 14. Âñÿêîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî

n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (k ≤ n) íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç

n ýëåìåíòîâ ïî k.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, äâà ñî÷åòàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà õîòÿ áû îäíèì
ýëåìåíòîì. Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè çíà÷åíèÿ íå èìååò.
×èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì Ck

n.

Òåîðåìà 3. ×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
(2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ëåãêî âûâî-
äèòñÿ èç ôîðìóë äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé è ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîñòàâèâ ñíà÷àëà âñå ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ
ïî k, à çàòåì ïåðåñòàâèâ âõîäÿùèå â êàæäîå ñî÷åòàíèå ýëåìåí-
òû âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, ïîëó÷èì âñå ðàçìåùåíèÿ èç
n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ. Íî èç êàæäîãî òàêîãî ñî÷åòàíèÿ
ìîæíî ñîñòàâèòü k! ïåðåñòàíîâîê, à ÷èñëî ýòèõ ñî÷åòàíèé ðàâ-
íî Ck

n . Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà: k! · Ck

n = Ak
n . Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò

ñïðàâåäëèâîñòü (2.3). Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 7. Èç ãðóïïû ñòóäåíòîâ, íàñ÷èòûâàþùåé 25 ÷åëîâåê,
íàäî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç 4 ÷åëîâåê äëÿ ó÷àñòèÿ â çàáåãå íà
1000 ì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü? Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç 4 ÷åëîâåê äëÿ ó÷àñòèÿ â
ýñòàôåòå 100 + 200 + 300 + 400?
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Ðåøåíèå. Âûáîð ó÷àñòíèêîâ áåãà íà 1000 ì ìîæíî îñóùå-

ñòâèòü C4
25 =

25!

4! · (25− 4)!
= 12650 ñïîñîáàìè, òàê êàê ïîðÿäîê

ó÷àñòíèêîâ â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò çíà÷åíèÿ. Âûáîð ó÷àñòíèêîâ

ýñòàôåòû ìîæíî îñóùåñòâèòü A4
25 =

25!

(25− 4)!
= 303600 ñïîñîáà-

ìè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ó÷àñòíèêîâ êîìàíäû ðàññòàâëÿþò â
îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå.

Çàäà÷à 8. Â ëèôò øåñòèýòàæíîãî äîìà íà 1 ýòàæå âîøëî 4
÷åëîâåêà, îíè ìîãóò âûõîäèòü íà ëþáîì èç ýòàæåé, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîãî. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò èç íåãî âûéòè â ñëó÷àå,
åñëè òðîå âûéäóò íà îäíîì ýòàæå, à îñòàâøèéñÿ � íà äðóãîì?
Ðåøåíèå. Èç ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê âûáðàòü òðîèõ, êîòîðûå âûéäóò

âìåñòå, ìîæíî C3
4 (ïîðÿäîê íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîâòîðåíèé íåò) âû-

áðàòü ýòàæ, íà êîòîðîì îíè âûéäóò, � 5 ñïîñîáîâ, âûáðàòü ýòàæ,
íà êîòîðîì âûéäåò îñòàâøèéñÿ, � 4 ñïîñîáà.
Ò. ê. âûáîð: è âûáîð òðîèõ, è âûáîð ýòàæà äëÿ íèõ, è âûáîð

ýòàæà äëÿ îñòàâøåãîñÿ ⇒ ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ.

Êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé: C3
4 · 5 · 4 =

4!

3!(4− 3)!
· 5 · 4 = 80.

Îòâåò: 80.

Çàäà÷à 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå Cn−2
n = 21 (n ∈ N).

Ðåøåíèå.

n!

(n− 2)!(n− (n− 2))!
= 21;

(n− 1)n

2
= 21, n2 − n− 42 = 0.

n1,2 =
1±

√
1 + 4 · 42
2

=
1± 13

2
, n1 = −6, /∈ N, n2 = 7.

Îòâåò: n = 7.
Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé

1. Ck
n = Cn−k

n .

2. Ck−1
n−1 + Ck

n−1 = Ck
n.
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3. C0
n = Cn

n = 1.

4. C0
n + C1

n + . . . + Cn
n = 2n.

Ñâîéñòâà 2, 3 ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ Ck
n, çíàÿ C

k
n−1

è Ck−1
n−1. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñâîéñòâîì, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû-

÷èñëèòü Ck
n ñíà÷àëà ïðè n = 0, çàòåì ïðè n = 1, ïðè n = 2

è òàê äàëåå. Âû÷èñëåíèÿ óäîáíî ðàñïîëàãàòü â âèäå ñëåäóþùåé
òðåóãîëüíîé òàáëèöû (àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, èëè òðå-
óãîëüíèê Ïàñêàëÿ):

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

. . .
èëè

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

. . .

N -ÿ ñòðîêà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ � êîýôôèöèåíòû áèíîìà Íüþ-
òîíà:

(a + b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + . . . + Cn
nb

n.

2.2 Ñîåäèíåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

2.2.1 Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòà-
íèÿ, ñîñòàâëåííûå èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ïðàêòèêå
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ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ è
ñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõ ýëåìåíòû ïîâòîðÿþòñÿ. Åñëè ñðåäè ïåðå-
ñòàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ åñòü îäèíàêîâûå, òî ïåðåñòàíîâîê ïîëó-
÷àåòñÿ ìåíüøå, òàê êàê íåêîòîðûå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Íà-
ïðèìåð, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå ÎÍÀ, ìû ïîëó÷èì 6 ðàçëè÷-

íûõ ïåðåñòàíîâîê:
ÎÍÀ ÍÎÀ ÎÀÍ
ÀÍÎ ÍÀÎ ÀÎÍ

. Åñëè âìåñòî ñëîâà ÎÍÀ

âçÿòü ñëîâî ÎÍÎ è âî âñåõ âûïèñàííûõ ïåðåñòàíîâêàõ çàìåíèòü
áóêâó À áóêâîé Î, òî íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè îêàæóòñÿ îäè-
íàêîâûìè. Òàê, èç äâóõ ñëîâ 1-ãî ñòîëáöà ïîëó÷èì îäíî ñëîâî
ÎÍÎ, èç äâóõ ñëîâ 2-ãî ñòîëáöà � ÍÎÎ, à èç äâóõ ñëîâ 3-ãî
ñòîëáöà � ÎÎÍ. Èòàê, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç áóêâ
ñëîâà ÎÍÎ ðàâíî 3 (6 : 2 = 3). Â îáùåì âèäå çàäà÷à ôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê. Èìåþòñÿ ýëåìåíòû k ðàçëè÷íûõ òèïîâ: a, b, . . . , l.
Îïðåäåëèòü ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç ýòèõ ýëåìåí-
òîâ, åñëè ýëåìåíò a ïîâòîðÿåòñÿ n1 ðàç, ýëåìåíò b � n2 ðàç (è
òàê äàëåå), ýëåìåíò l � nk ðàç.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïåðåñòàíîâêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ýëåìåí-

òîâ a, b, . . . , l, â êîòîðîé ýòè ýëåìåíòû ïîâòîðÿþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî n1,n2, . . . , nk ðàç, íàçûâàåòñÿ êîðòåæ äëèíû

n = n1 + n2 + . . . + nk, ñðåäè êîìïîíåíò êîòîðîãî ýëåìåíò a

âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç, ýëåìåíò b � n2 ðàç(è òàê äàëåå), ýëåìåíò

l � nk ðàç.

Îáîçíà÷à÷èì P (n1, n2, . . . , nk) ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðå-
íèÿìè.

Òåîðåìà 4. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç
ýëåìåíòîâ a, b, . . . , l, â êîòîðîé ýòè ýëåìåíòû ïîâòîðÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî n1,n2, . . . , nk ðàç, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P (n1, n2, . . . , nk) =
(n1 + n2 + . . . + nk)!

n1!n2! . . . nk!
=

n!

n1!n2! . . . nk!
. (2.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîíóìåðîâàòü âñå ýëåìåíòû a:
a1, a2, . . . , an1; âñå ýëåìåíòû b: b1, b2, . . . , bn2 (è òàê äàëåå); âñå ýëå-
ìåíòû l: l1, l2, . . . , lnk , è ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ñ ðàçíûìè íîìåðàìè
ðàçëè÷íûìè, òî ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî
(n1+n2+. . .+nk)! = n!. Åñëè ñíÿòü íîìåðà, òî ñðåäè n! ïåðåñòàíî-
âîê áóäóò îäèíàêîâûå. Ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ðàñïîëîæå-
íèåì ýëåìåíòîâ a, ñîâïàäóò, òàêèõ ïåðåñòàíîâîê áóäåò Pn1 = n1! .
Ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ðàñïîëîæåíèåì ýëåìåíòîâ b, òîæå
ñîâïàäóò, èõ áóäåò Pn2 = n2!. È òàê äàëåå. Íàêîíåö, ïåðåñòà-
íîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ðàñïîëîæåíèåì ýëåìåíòîâ l, òàêæå áóäóò
ñîâïàäàòü. ×èñëî èõ ðàâíî Pnk = nk!. Ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêè
óêàçàííûõ òèïîâ ìîæíî äåëàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî ïî
ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëî èõ áóäåò n1!n2! . . . nk!
Òàêèì îáðàçîì, â ÷èñëå n! êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðå-

íèÿìè âñòðå÷àåòñÿ n1!n2! . . . nk! ðàç. Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî

P (n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! . . . nk!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 10. Ñêîëüêî âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü ñ
ïîìîùüþ öèôð 1, 3, 5 ïðè óñëîâèè, ÷òî öèôðà 1 ïîâòîðÿåòñÿ â
êàæäîì ÷èñëå ÷åòûðå ðàçà, öèôðû 3 è 5 � ïî 2 ðàçà?
Ðåøåíèå. Èñêîìîå ÷èñëî î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ðàçëè÷-

íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç öèôð 1, 3, 5, â êîòîðûõ
öèôðà 1 ïîâòîðÿåòñÿ ÷åòûðå ðàçà, à öèôðû 3 è 5 � ïî äâà ðàçà.
Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (2.4) èìååì:

P (4, 2, 2) =
8!

4!2!2!
= 420.

2.2.2 Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ ëþ-
áîé ïðèðîäû. Êîðòåæ äëèíû k, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ýòî-
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ãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè. Çäåñü
íåîáÿçàòåëüíî k < n.

Îïðåäåëåíèå 16. Êîðòåæ äëèíû k, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåí-

òîâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïî-

âòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî k áóäåì îáîçíà÷àòü A

k
n.

Òåîðåìà 5. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç

n ýëåìåíòîâ ïî k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

A
k
n = nk. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ýëåìåíò êîðòåæà äëèíû k ìîæíî
îïðåäåëèòü n ñïîñîáàìè, âòîðîé ýëåìåíò � n ñïîñîáàìè (è òàê
äàëåå), k-é ýëåìåíò òàêæå n ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå ïî ïðàâèëó
ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

n · n · . . . · n = nk = A
k
n.

Çàäà÷à 11. Íà äèñê ñåêðåòíîãî çàìêà ñåéôà íàíåñåíû 10
öèôð, øèôð ñîñòîèò èç 4 öèôð. Ñêîëüêî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê
îòêðûòü ñåéô ìîæåò ñäåëàòü ÷åëîâåê, íå çíàþùèé øèôðà?
Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (2.5) îáùåå ÷èñëî êîìáèíàöèé ðàâíî

104 = 10 000. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ÷èñëî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê ðàâ-
íî 9999.

2.2.3 ×èñëî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

ÏóñòüM � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. ÌíîæåñòâîM èìååò ïîäìíî-
æåñòâà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü íå îá îòäåëü-
íûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà M , à î ìíîæåñòâå âñåõ åãî ïîä-
ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâîì-ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà M è îáîçíà÷àåòñÿ P (M).
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Íàïðèìåð,
åñëè M = ∅, òî P (M) = {∅};
åñëè M = {a} , òî P (M) = {∅, {a}};
åñëè M = {a, b} , òî P (M) = {∅, {a}, {b}, {a, b}};
åñëè M = {a, b, c}, òî P (M) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c},
{b, c}, {a, b, c}}.
Äëÿ ïðèâåäåííûõ ñëó÷àåâ î÷åâèäíî: åñëè n � ÷èñëåííîñòü

ìíîæåñòâà M , òî ÷èñëåííîñòü ìíîæåñòâà P (M) ðàâíà 2n.

Òåîðåìà 6. Åñëè ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî

÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâîM = {a1, a2, . . . , an}. ×èñ-
ëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùåãî èç n
ýëåìåíòîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñóììû:

Cn = C0
n + C1

b + . . . + Cn
n =

n∑
i=0

C i
n.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(a + b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + . . . + Cn
nb

n

è ïîëîæèâ a = 1, b = 1, ïîëó÷èì: (1 + 1)n = 2n = C0
n +C

1
n + . . .+

+Cn
n , êîòîðîå âûðàæàåò åùå îäíî ñâîéñòâî ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

Èòàê, ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿ-
ùåãî èç n ýëåìåíòîâ, ðàâíî 2n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.2.4 Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à 12. Â ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ïðîäàþòñÿ îòêðûòêè ÷å-

òûð¼õ âèäîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü çäåñü 9 îò-
êðûòîê?
Ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿ-

ìè, òàê êàê ïîðÿäîê, â êîòîðîì âûáèðàþòñÿ îòêðûòêè, íå ÿâëÿ-
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åòñÿ ñóùåñòâåííûì. Îíà áëèæå ê çàäà÷àì íà ñî÷åòàíèÿ, íî â ñî-
÷åòàíèÿõ ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ (íàïðèìåð, ìîæíî êóïèòü
âñå 9 îòêðûòîê îäèíàêîâîãî âèäà). Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò çàäà-
÷àìè íà ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòèõ
çàäà÷ òàêîâà. Èìåþòñÿ ýëåìåíòû n ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ñêîëüêî
ñîâîêóïíîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïî k ýëåìåíòîâ êàæäàÿ, ìîæíî ñî-
ñòàâèòü èç íèõ, åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïîðÿäîê ýëåìåí-
òîâ â ñîâîêóïíîñòè ñ ó÷¼òîì, ÷òî ýëåìåíòû ìîãóò áûòü îäèíàêî-
âûìè?

Îïðåäåëåíèå 17. Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç äàííûõ n

ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ

ñîâîêóïíîñòü, ñîäåðæàùàÿ k ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ òèïîâ.

Ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç äàííûõ n ýëåìåíòîâ
ïî k ýëåìåíòîâ, êàê è ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé, îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â íèõ. ×èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ
áóäåì îáîçíà÷àòü C

k
n.

Òåîðåìà 7. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n

òèïîâ ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

C
k
n =

(n + k − 1)!

k! · (n− 1)!
. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî-
÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ ðàâíî
÷èñëó ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ýëåìåíòîâ 0 è
1, â êàæäîé èç êîòîðûõ 0 ïîâòîðÿåòñÿ (n−1) ðàç, à 1 ïîâòîðÿåòñÿ
k ðàç, òî åñòü (ñì. (2.4)).

C
k
n = P (n− 1, k) =

(n + k − 1)!

k! · (n− 1)!
= Ck

n+k−1.
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Ïðèìåíèì ôîðìóëó (2.6) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 12. Â ðåçóëü-
òàòå ÷èñëî ñïîñîáîâ êóïèòü îòêðûòêè ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 4 ýëåìåíòîâ ïî 9, òî åñòü 220:

C
9
4 = P (4− 1, 9) =

(4 + 9− 1)!

9! · (4− 1)!
=

12!

9!3!
= 220.

2.3 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

Âîïðîñû

1. Ïîíÿòèå î êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å.

2. Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ.

3. Ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé.

4. Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé.

5. Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé.

6. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

7. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, áèíîì Íüþòîíà.

8. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè.

9. Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

10. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

11. Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ 3 æåëåçíûå äîðîãè, èäóùèå îò Á
äî Í, è 4 � îò Í äî Ò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü
äîðîãó îò Á äî Ò ÷åðåç Í?

2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 12 ãîñòåé çà îäíèì
ñòîëîì?
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3. Â êîíêóðñå êðàñîòû ó÷àñòâóþò 8 äåâóøåê. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ìåæäó íèìè ìåñòà, åñëè êàæäîå
ìåñòî ìîæåò áûòü çàíÿòî òîëüêî îäíîé ó÷àñòíèöåé?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò áûòü ïðèñóæäåíû ïåðâàÿ è âòî-
ðàÿ ïðåìèè äâóì ëèöàì èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ â 9 ÷åëîâåê?

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò áûòü ïðèñóæäåíû ïåðâàÿ, âòî-
ðàÿ è òðåòüÿ ïðåìèè òðåì ëèöàì èç 10 ñîðåâíóþùèõñÿ?

6. Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç öèôð 1, 2,
3 è 5, åñëè êàæäóþ èç ýòèõ öèôð ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî
îäèí ðàç?

7. Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç öèôð 1, 2,
3 è 5, åñëè êàæäóþ èç ýòèõ öèôð ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå
îäíîãî ðàçà?

8. Ñêîëüêî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, íå êðàòíûõ 5, ìîæíî îáðàçî-
âàòü èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ öèôðà
ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ÷èñëî òîëüêî îäèí ðàç?

9. Ñêîëüêî ÷åòíûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç
öèôð 1, 2, 3, 4, 5 ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ öèôðà ìîæåò
áûòü âêëþ÷åíà â ÷èñëî òîëüêî îäèí ðàç?

10. Íà ñîáðàíèè äîëæíû âûñòóïèòü 5 ÷åëîâåê: À, Á, Â, Ã è Ä.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü èõ â ñïèñêå îðà-
òîðîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî À äîëæåí âûñòóïàòü íåïîñðåäñòâåí-
íî ïåðåä Á?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà ïîëêó ÷åòûðåõ-
òîìíèê Ïóøêèíà, äâóõòîìíèê Àõìàòîâîé è òðåõòîìíèê Ëåð-
ìîíòîâà òàê, ÷òîáû êíèãè êàæäîãî àâòîðà ñòîÿëè ðÿäîì?

12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü íà êíèæíóþ ïîëêó
â áåñïîðÿäêå êíèãè èç 7-òîìíîãî ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé?
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13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðèñóäèòü ïåðâóþ, âòîðóþ è
òðåòüþ ïðåìèè òðåì ëèöàì, åñëè ÷èñëî ñîðåâíóþùèõñÿ ðàâ-
íî 12? (Êàæäàÿ ïðåìèÿ ïðèñóæäàåòñÿ òîëüêî îäíîìó ëèöó).

14. Èç 15 êðàñíûõ è 7 áåëûõ òþëüïàíîâ ôîðìèðóþò áóêåòû.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü áóêåòû èç 4 êðàñíûõ
è 3 áåëûõ òþëüïàíîâ?

15. Èç 6 ïðåòåíäåíòîâ íóæíî âûáðàòü äâîèõ � îäíîãî ïîñûëü-
íîãî è îäíîãî êîíòîðùèêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî
ñäåëàòü?

16. Èç 35 ó÷àùèõñÿ íóæíî âûáðàòü àêòèâ êëàññà, ñîñòîÿùèé
èç ñòàðîñòû, êóëüòîðãà è ðåäàêòîðà ñòåíãàçåòû. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

17. Âîñåìü þíîøåé è ÷åòûðå äåâóøêè ó÷àñòâóþò â ÊÂÍ. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçáèòüñÿ íà äâå êîìàíäû ïî
øåñòü ÷åëîâåê â êàæäîé, åñëè â êîìàíäå äîëæíî áûòü õî-
òÿ áû ïî îäíîé äåâóøêå?

18. Ñòóäåíòó íåîáõîäèìî ñäàòü 4 ýêçàìåíà çà 12 äíåé. Ñêîëüêè-
ìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåä-
íèé ýêçàìåí îí ñäàåò â 12-é äåíü?

19. Ðîòà ñîñòîèò èç 4 îôèöåðîâ, 8 ñåðæàíòîâ è 80 ðÿäîâûõ. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñôîðìèðîâàòü èç íèõ îòðÿä, ñîñòîÿ-
ùèé èç îäíîãî îôèöåðà, òðåõ ñåðæàíòîâ è ïÿòíàäöàòè ðÿäî-
âûõ?

20. Â êóïå æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà èìååòñÿ äâà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ïÿòèìåñòíûõ äèâàíà. Èç 10 ïàññàæèðîâ ÷åòâåðî æå-
ëàþò ñèäåòü ëèöîì ê ëîêîìîòèâó, à òðîå � ñïèíîé, îñòàëü-
íûì òðåì áåçðàçëè÷íî, êàê ñèäåòü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ ïàññàæèðû?

21. Íà âå÷åðèíêå ïðèñóòñòâóþò 12 äåâóøåê è 15 þíîøåé. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç íèõ 4 ïàðû äëÿ òàíöà?
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22. Õîð ñîñòîèò èç 20 ïåâöîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî â
òå÷åíèå òðåõ äíåé âûáèðàòü ïî 15 ïåâöîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé
äåíü áûëè ðàçíûå ñîñòàâû õîðà?

23. Â ìåíþ ñòîëîâîé èìåþòñÿ 3 âèäà ïåðâûõ áëþä è 5 âèäîâ âòî-
ðûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îáåä, ñîñòîÿùèé
èç îäíîãî ïåðâîãî, îäíîãî âòîðîãî è îäíîãî òðåòüåãî áëþäà,
åñëè íà òðåòüå ïðåäëàãàëè òîëüêî êîôå èëè ÷àé? Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îáåä, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî òðåòüå-
ãî è äâóõ âòîðûõ íåïîâòîðÿþùèõñÿ áëþä?

24. Íà ñòåíå ðàñïîëîæåíî 5 òóìáëåðîâ. Êàæäûé ìîæåò áûòü ëè-
áî âêëþ÷åí, ëèáî âûêëþ÷åí. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèé
òóìáëåðîâ?

25. Åñëè ïîäáðîñèòü îäíîâðåìåííî ÷åòûðå ìîíåòû ðàçíîãî äî-
ñòîèíñòâà, òî ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èõ ïàäåíèÿ
âîçìîæíî?

26. Ñêîëüêî ðàçíûõ êîìáèíàöèé îòâåòîâ ìîæíî äàòü íà n ðàç-
íûõ âîïðîñîâ, äîïóñêàþùèõ òîëüêî îòâåòû ¾äà¿ è ¾íåò¿:
à) åñëè êàæäûé âîïðîñ äîëæåí ïîëó÷èòü îòâåò;
á) åñëè íå îáÿçàòåëüíî îòâå÷àòü íà êàæäûé âîïðîñ?

27. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 7 ÷åëîâåê çà êðóã-
ëûì ñòîëîì? Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îòíîñèòåëüíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ñèäÿùèõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.

28. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü 7 øàéá ðàçëè÷-
íîãî äèàìåòðà íà êîëüöå äëÿ êëþ÷åé?

29. Àëõèìèê èñïîëüçóåò 7 èíãðåäèåíòîâ äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ýëèê-
ñèðà æèçíè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ âëè-
âàíèÿ èõ â ñîñóä?

30. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü òð¼õ ÷åëîâåê çà êðóã-
ëûì ñòîëîì?

31. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü òðè êëþ÷à íà
êîëüöå äëÿ êëþ÷åé?
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32. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê áóêâ â ñëîâå ¾âååð¿.

33. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê áóêâ â ñëîâå
¾Mississippi¿.

34. Èìååòñÿ 5 ìåñò íà ôëàãøòîêå è 5 ôëàãîâ, èç êîòîðûõ 2 êðàñ-
íûõ è 3 áåëûõ. Ñêîëüêî ìîæíî èçîáðàçèòü ðàçëè÷íûõ ñèã-
íàëîâ, åñëè èñïîëüçîâàòü âñå ôëàãè îäíîâðåìåííî?

35. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü âîêðóã êðóãëîãî ñòî-
ëà 5 ìàëü÷èêîâ è 5 äåâî÷åê, åñëè êàæäûé ìàëü÷èê äîëæåí
ñèäåòü ìåæäó äâóìÿ äåâî÷êàìè?

36. Ñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ïðè áðîñàíèè òðåõ
èãðàëüíûõ êîñòåé?

37. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 10 ÷åëîâåê âîêðóã
êðóãëîãî ñòîëà, åñëè äâà îïðåäåëåííûõ ëèöà äîëæíû ñèäåòü
äðóã ïðîòèâ äðóãà?

38. Ñêîëüêî ÷èñåë áîëüøå 100 ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð
0, 2, 4, 6 è 8 òàê, ÷òîáû íè â îäíîì ÷èñëå íè îäíà öèôðà íå
ïîâòîðÿëàñü è íè îäíî ÷èñëî íå íà÷èíàëîñü ñ 0?

39. Ñêîëüêî ÷åòíûõ ÷èñåë ìåíüøå 500 ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìî-
ùüþ öèôð 2, 3, 4, 5 è 6 òàê, ÷òîáû íè îäíà öèôðà íå ïîâòî-
ðÿëàñü íè â îäíîì ÷èñëå?

40. Åñëè â êëàññå èìååòñÿ 10 ìåñò, òî ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-
íî ðàçìåñòèòü íà íèõ òðåõ ó÷åíèêîâ?

41. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâ-
ëÿÿ áóêâû â ñëîâàõ: à) ¾ìàòåìàòèêà¿, á) ¾êóêóðóçà¿, â) ¾ìî-
ëîêî¿?

42. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ
ïðèíèìàþò îäíî èç çíà÷åíèé 4, 5, 6, 7?
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43. Ñêîëüêî íå÷åòíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü
èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, åñëè êàæäóþ öèôðó èñïîëüçîâàòü íåñêîëü-
êî ðàç?

44. Äâîå ðåáÿò ñîáðàëè 10 ïîäáåðåçîâèêîâ, 16 ïîäîñèíîâèêîâ è
15 ìàñëÿò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü ìåæ-
äó ñîáîé ýòè ãðèáû?

45. ×åòâåðî ñòóäåíòîâ ñäàþò ýêçàìåí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èì
ìîãóò áûòü âûñòàâëåíû îöåíêè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íè îäèí
èç íèõ íå ïîëó÷èò ¾íåóäîâëåòâîðèòåëüíî¿?

46. Ñêîëüêî ÷èñåë ìåíüøèõ, ÷åì ìèëëèîí, ìîæíî çàïèñàòü ñ ïî-
ìîùüþ öèôð 9, 8, 7?

47. Íà òîâàðíîì ñêëàäå èìååòñÿ îáèâî÷íàÿ òêàíü øåñòè ñîðòîâ.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îáèòü åþ 36 ñòóëüåâ äëÿ îáùå-
æèòèÿ?

48. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü
ñ ïîìîùüþ öèôð 0, 1, 2?

49. Òðîå þíîøåé è ÷åòûðå äåâóøêè âûáèðàþò âóç äëÿ ïîñòóïëå-
íèÿ. Â ãîðîäå åñòü äâà âîåííûõ ó÷èëèùà (òóäà ïðèíèìàþò
òîëüêî þíîøåé), óíèâåðñèòåò è äâå àêàäåìèè. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ âûïóñêíèêè ìåæäó âóçàìè
ãîðîäà?

50. Àâòîìîáèëüíûå íîìåðà ñîñòîÿò èç òðåõ áóêâ è òðåõ öèôð.
Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü íîìåðîâ, åñëè èñïîëüçîâàòü 28 áóêâ
ðóññêîãî àëôàâèòà?

51. Â ïî÷òîâîì îòäåëåíèè èìååòñÿ ÷åòûðå âèäà êîíâåðòîâ áåç
ìàðîê è ïÿòü âèäîâ ìàðîê íóæíîãî äîñòîèíñòâà. Ñêîëüêè-
ìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè êîíâåðòà ñ ìàðêîé äëÿ
îòïðàâêè ïèñåì?
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52. Èç 10 þíîøåé è 15 äåâóøåê íåîáõîäèìî íàáðàòü ãðóïïó â êî-
ëè÷åñòâå 6 ÷åëîâåê òàê, ÷òîáû â íåé áûëî íå ìåíåå 2 þíîøåé.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

53. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü áóêâû â ñëîâå
¾ìîëîêî¿ òàê, ÷òîáû òðè áóêâû 'î' íå ñòîÿëè ðÿäîì?

54. Â ìåíþ ñòîëîâîé 4 ïåðâûõ, 6 âòîðûõ è 5 òðåòüèõ áëþä.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 2 îáåäà èç òðåõ áëþä?

55. Ñêîëüêî ìèíîðîâ ïîðÿäêà s = 3 ìîæíî âûáðàòü èç ìàòðèöû
ðàçìåðîì m× n = 8× 6?

56. Êîãäà Ãóëëèâåð ïîïàë â Ëèëèïóòèþ, îí îáíàðóæèë, ÷òî òàì
âñå âåùè ðîâíî â 12 ðàç êîðî÷å, ÷åì íà ðîäèíå. Ñêîëüêî
ëèëèïóòñêèõ ñïè÷å÷íûõ êîðîáêîâ ïîìåñòèòñÿ â ñïè÷å÷íîì
êîðîáêå Ãóëëèâåðà?
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Ãëàâà 3

Ãðàôû

Òåîðèÿ ãðàôîâ � îáëàñòü äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, îñîáåííî-
ñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ îáú-
åêòîâ [5�7, 10�16, 4]. Ìíîæåñòâî ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷
ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ òî÷åê è ñâÿçåé ìåæäó íèìè, ò. å. â
òåðìèíàõ ãðàôîâ. Òàê, íàïðèìåð, ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû
çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, àíàëèçà ñåòåé â ýëåêòðîòåõíè-
êå, àíàëèçà öåïåé Ìàðêîâà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè, â ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîííûõ ñõåì, â ýêîíîìèêå,
â ñîöèîëîãèè è äð. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ èìåþò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 18. Êîíå÷íûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà

Γ = (X,U,Φ), ãäå X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí; U � êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî ðåáåð (äóã); Φ � îòíîøåíèå èíöèäåíòíî-

ñòè; X ∩ U = ∅.
Íà ðèñ. 3.1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôû ñ òðåìÿ âåðøèíàìè è äâóìÿ

ðåáðàìè.

u u6
u
u - u
u

��
���� u��

����u
u

Ðèñ. 3.1. Ãðàôû ñ òðåìÿ âåðøèíàìè è äâóìÿ ðåáðàìè

Îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè Φ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåñòíûì îòíîøå-
íèåì Φ(x, u, y), ãäå x, y ∈ X , u ∈ U , êîòîðîå ìîæåò ëèáî âûïîë-
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íÿòüñÿ (áûòü èñòèííûì), ëèáî íå âûïîëíÿòüñÿ (áûòü ëîæíûì)
è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì:

1) ∀u ∈ U∃x, y ∈ X Φ(x, u, y) � ðåáðî âñåãäà ñîåäèíÿåò ïàðó
âåðøèí;

2) (Φ(x, u, y) ∧ Φ(x′, u, y′)) ⇒ ((x = x′ ∧ y = y′)∨
(x = y′ ∧ y = x′)) � ðåáðî u ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå ÷åì
îäíîé ïàðå âåðøèí x, y.

3.1 Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ

Ýëåìåíò ãðàôà Ãåîìåòðè÷åñêîå
èçîáðàæåíèå ýëåìåíòà

x ∈ X � âåðøèíà r � òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå

Φ(x, u, y) ∧ Φ(y, u, x) � x j y

îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî, äóãà íàïðàâëåííûé ¾îòðåçîê¿

Φ(x, u, y) ∧ Φ(y, u, x) � x y

íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî, äóãà ¾îòðåçîê¿

Φ(x, u, x) � ïåòëÿ
rx��
��

¾çàìêíóòûé îòðåçîê¿

Ïóñòü x, y � âåðøèíû, u = (x, y) � ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî.
Òîãäà âåðøèíà x è ðåáðî u èíöèäåíòíû, âåðøèíà y è ðåáðî u
òàêæå èíöèäåíòíû. Äâà ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé âåðøèíå, íà-
çûâàþòñÿ ñìåæíûìè; äâå âåðøèíû, èíöèäåíòíûå îäíîìó ðåáðó,
òàêæå íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè.

Îïðåäåëåíèå 19. Ãðàôû Γ1 = (X1, U1,Φ1) è Γ2 = (X2, U2,Φ2)

íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (Γ1 ≡ Γ2), åñëè ñóùåñòâóþò äâà âçà-

èìíî îäíîçíà÷íûõ ñîîòâåòñòâèÿ φ : X1 → X2 è ψ : U1 → U2,

ñîõðàíÿþùèõ îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè:

Φ2(φ(x1), ψ(u1), φ(y1)) = Φ1(x1, u1, y1).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èçîìîðôíûå ãðàôû ìîæíî îäè-
íàêîâî èçîáðàæàòü ãðàôè÷åñêè, è îòëè÷àòüñÿ îíè áóäóò òîëüêî
ìåòêàìè âåðøèí.
Èçîìîðôèçì ãðàôîâ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, èçîìîðôèçì îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâà-
ìè: ðåôëåêñèâíîñòüþ, ñèììåòðè÷íîñòüþ, òðàíçèòèâíîñòüþ. Ãðà-
ôû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (ðèñ. 3.2).
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Ðèñ. 3.2. Èçîìîðôíûå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 20. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì (îðãðàô),

åñëè êàæäîå åãî ðåáðî îðèåíòèðîâàíî: ∀x ̸= y ∈ X, ∀u ∈ U,

Φ(x, u, y) ⇒ Φ(y, u, x).

Èíîãäà óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô â îðè-
åíòèðîâàííûé � çàìåíîé êàæäîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà ïà-
ðîé îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 21. Ïîäãðàôîì ãðàôà Γ = (X,U,Φ) íàçûâàåòñÿ

òàêîé ãðàô Γ′ = (X ′, U ′,Φ), ÷òî X ′ ⊂ X, U ′ ⊂ U . Îáîçíà÷àþò

Γ′ ⊂ Γ.

Îïðåäåëåíèå 22. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïñåâäîãðàôîì, åñëè â íåì

äîïóñêàþòñÿ ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà, ò. å. äâå âåðøèíû ìîãóò

áûòü ñîåäèíåíû áîëåå ÷åì îäíèì ðåáðîì. Ïñåâäîãðàô áåç ïåòåëü

íàçûâàåòñÿ ìóëüòèãðàôîì (ðèñ. 3.3).

Îïðåäåëåíèå 23. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòûì, åñëè îí íå èìååò ïåòåëü è ëþáàÿ ïàðà âåðøèí ñîåäèíåíà

íå áîëåå ÷åì îäíèì ðåáðîì.
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Ðèñ. 3.3. Ïñåâäîãðàô (à) è ìóëüòèãðàô (á )

Îïðåäåëåíèå 24. Ïðîñòîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæ-

äàÿ ïàðà âåðøèí ñîåäèíåíà ðåáðîì. Òàêîé ãðàô ñ n âåðøèíàìè

ñîäåðæèò C2
n ðåáåð (ðèñ. 3.4).
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Ðèñ. 3.4. Ïîëíûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 25. Äîïîëíåíèåì ïðîñòîãî ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ

ãðàô Γ, èìåþùèé òå æå âåðøèíû, à åãî ðåáðà ÿâëÿþòñÿ äîïîë-

íåíèåì Γ äî ïîëíîãî ãðàôà (ðèñ. 3.5).
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Ðèñ. 3.5. Èñõîäíûé ãðàô Γ (à) è äîïîëíèòåëüíûé Γ (á )
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Îïðåäåëåíèå 26. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì (ïëàíàðíûì), åñ-

ëè îí ìîæåò áûòü èçîáðàæåí íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî âñå ïå-

ðåñå÷åíèÿ ðåáåð ÿâëÿþòñÿ åãî âåðøèíàìè.

Îïðåäåëåíèå 27. Ñòåïåíüþ âåðøèíû (âàëåíòíîñòüþ) ãðàôà

íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äàííîé âåðøèíå.

Âåðøèíà ãðàôà, èìåþùàÿ ñòåïåíü 0, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàí-

íîé, à åñëè ñòåïåíü åå ðàâíà 1, òî òàêàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ

âèñÿ÷åé.

Îïðåäåëåíèå 28. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîìå÷åííûì, åñëè åãî âåð-

øèíû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà êàêèìè-ëèáî ìåòêàìè.

Îïðåäåëåíèå 29. Ïóòü (ìàðøðóò) íà ãðàôå Γ = (X,U,Φ)

îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí è ðåáåð

x1u1x2u2x3 . . . xnunxn+1, ãäå xi ∈ X, ui ∈ U . Ðåáðî ui ñîåäèíÿ-

åò âåðøèíó xi ñ âåðøèíîé xi+1, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

èíöèäåíòíîñòè Φ(xi, ui, xi+1).

� Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè âñå åãî ðåáðà ðàçëè÷íûå.

� Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè x1 = xn+l.

� Çàìêíóòàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì.

� Öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ
âåðøèí.

� Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì.

� Ãàìèëüòîíîâîé öåïüþ íàçûâàåòñÿ ïðîñòàÿ öåïü, ñîäåðæà-
ùàÿ âñå âåðøèíû ãðàôà.

� Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öèêë, ñîäåð-
æàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà.

� Öèêë â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå
ðåáðà ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå 30. Ãðàô Γ = (X,U,Φ) íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì,
åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ X ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû x â âåðøè-

íó y (âåðøèíû x è y ñâÿçàíû ìàðøðóòîì). Ñâÿçíûé îðèåíòè-

ðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì. Îðãðàô íàçû-

âàåòñÿ ñëàáî ñâÿçíûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íåîðè-

åíòèðîâàííûé ãðàô (èãíîðèðóåòñÿ îðèåíòàöèÿ ðåáåð) ñâÿçíûé.

Ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü ýéëåðîâ öèêë, íàçûâàåòñÿ ýé-
ëåðîâûì ãðàôîì. Åãî ìîæíî èçîáðàçèòü, íå îòðûâàÿ êàðàí-
äàøà îò áóìàãè, îäíîé ëèíèåé.

Îïðåäåëåíèå 31. Ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé

ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, ìíîæåñòâî äåðåâüåâ íàçûâàåòñÿ

ëåñîì.

3.2 Àíàëèòè÷åñêîå (äèñêðåòíîå) ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ

Íàèáîëåå èçâåñòíûé è ïîïóëÿðíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà-
ôîâ ñîñòîèò â ãåîìåòðè÷åñêîì èçîáðàæåíèè òî÷åê (âåðøèí) è
ëèíèé (ðåáåð) íà áóìàãå. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ íà âû-
÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ ãðàô äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí äèñêðåò-
íûì ñïîñîáîì. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî ñïîñîáîâ òàêîãî ðî-
äà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ. Îäíàêî ïðîñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðàôà, êàê è ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà, â îñíîâå êî-
òîðîãî îí ëåæèò, â ïîëíîé ìåðå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îäíî èç íàïðàâëåíèé òåîðèè ãðàôîâ ñâÿ-
çàíî ñ èõ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
âèäû ìàòðèö, àññîöèèðîâàííûå ñ ãðàôàìè. Ýòè àëãåáðàè÷åñêèå
ôîðìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ òåîðèè ãðà-
ôîâ. Íèæå ðàññìîòðåíû äâå òàêèå ìàòðè÷íûå ôîðìû è íåñêîëü-
êî íåñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå íàèáîëåå øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ â àëãîðèòìàõ íà ãðàôàõ.

Îïðåäåëåíèå 32. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ïî-

ìå÷åííîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
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A = [ai,j], i, j = 1, 2, . . . , n, â êîòîðîé, ai,j = 1, åñëè ñóùåñòâóåò

ðåáðî (xi, xj), ai,j = 0, åñëè âåðøèíû xi, xj íå ñâÿçàíû ðåáðîì

(xi, xj).

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãðàôà.
Ïðèìåðû îðãðàôà è åãî ìàòðèöû ñìåæíîñòè ïðèâåäåíû ñîîò-
âåòñòâåííî íà ðèñ. 3.6 è ðèñ. 3.7. Îòìåòèì, ÷òî ïåòëÿ â ìàòðèöå
ñìåæíîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùèì åäèíè÷-
íûì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì. Êðàòíûå ðåáðà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü, ïîçâîëèâ ýëåìåíòó ìàòðèöû áûòü áîëüøå 1, íî ýòî íå ïðè-
íÿòî, îáû÷íî æå ïðåäñòàâëÿþò êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû îäíèì
äâîè÷íûì ðàçðÿäîì.
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Ðèñ. 3.6. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

A =



0 1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 0 0


Ðèñ. 3.7. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (ðèñ. 3.6)

Îïðåäåëåíèå 33. Ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè äëÿ íåîðèåíòè-

ðîâàííîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè íàçûâàåòñÿ ìàò-
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ðèöà B = [bi,j], i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, ñòðîêè êîòî-

ðîé ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì, à ñòîëáöû � ðåáðàì. Ýëåìåí-

òû bi,j = 1, åñëè âåðøèíà xi èíöèäåíòíà ðåáðó uj; bi,j = 0, åñëè

âåðøèíà xi íå èíöèäåíòíà ðåáðó uj.

Îïðåäåëåíèå 34. Ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè äëÿ îðèåíòèðî-

âàííîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè íàçûâàåòñÿ ìàòðè-

öà B = [bi,j], i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, ñòðîêè êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì, à ñòîëáöû � ðåáðàì. Ýëåìåíòû

bi,j = +1, åñëè ðåáðî uj âûõîäèò èç âåðøèíû xi;

bi,j = −1, åñëè ðåáðî uj âõîäèò â âåðøèíó xi; bi,j = 0, åñëè âåð-

øèíà xi íå èíöèäåíòíà ðåáðó uj.

Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãðà-
ôà. Íà ðèñ. 3.8 ïðåäñòàâëåíà òàêàÿ ìàòðèöà äëÿ îðãðàôà, ïðè-
âåäåííîãî íà ðèñ. 3.6, îíà ñîäåðæèò 7 ñòðîê (ïî êîëè÷åñòâó âåð-
øèí) è 16 ñòîëáöîâ (ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð): 1/2, 1/3 � è ò. ä.

B =



1/2 1/3 2/1 2/3 2/4 2/5 2/7 3/5 4/1 4/5 4/7 6/4 6/5 6/7 7/4 7/5
1 +1 +1 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
2 −1 0 +1 +1 +1 +1 +1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 −1 0 −1 0 0 0 +1 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 −1 0 0 0 +1 +1 +1 −1 0 0 −1 0
5 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 −1 0 0 −1 0 0 −1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 +1 +1 0 0
7 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 −1 0 0 −1 +1 +1



Ðèñ. 3.8. Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (ðèñ. 3.6)

Îïðåäåëåíèå 35. Ãðàô íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì, åñëè êàæäî-

ìó åãî ðåáðó ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî. Ïðîñòîé âçâåøåííûé ãðàô ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñâîåé ìàòðèöåé âåñîâ W = [wij], ãäå

wij � âåñ ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû xi è xj, i, j = 1, 2, . . . , n.

Âåñà íåñóùåñòâóþùèõ ðåáåð ïîëàãàþò ðàâíûìè 0 èëè ∞ � â

çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåíèé.
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Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà âåñîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì îáîáùåíèåì
ìàòðèöû ñìåæíîñòè.
Ñïèñîê ðåáåð ãðàôà. Ïðè îïèñàíèè ãðàôà ñïèñêîì åãî ðå-

áåð êàæäîå ðåáðî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé èíöèäåíòíûõ åìó âåð-
øèí. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü äâóìÿ ìàññèâàìè:
r = (rl, r2, . . . , rm) è t = (t1, t2, . . . , tm), ãäå m � êîëè÷åñòâî ðå-
áåð â ãðàôå. Êàæäûé ýëåìåíò â ìàññèâå åñòü ìåòêà âåðøèíû,
à i-å ðåáðî ãðàôà âûõîäèò èç âåðøèíû ri è âõîäèò â âåðøèíó
ti. Íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññèâû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà,
èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3.6, áóäóò èìåòü âèä:

r = (1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 7, 7),
t = (2, 3, 1, 3, 4, 5, 7, 5, 1, 5, 7, 4, 5, 7, 4, 5).

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî îïèñàòü ïåòëè è êðàò-
íûå ðåáðà.
Ñòðóêòóðà ñìåæíîñòè ãðàôà. Îðèåíòèðîâàííûé èëè íåîðè-

åíòèðîâàííûé ãðàô ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåí ñòðóê-
òóðîé ñìåæíîñòè ñâîèõ âåðøèí. Ñòðóêòóðà ñìåæíîñòè ñîñòîèò
èç ñïèñêîâ Adj[x] âåðøèí ãðàôà, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé x. Ñïèñ-
êè Adj[x] ñîñòàâëÿþòñÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà îïèøåì ñòðóêòóðó ñìåæíîñòè ãðàôà, ïðåäñòàâëåííîãî
íà ðèñ. 3.6.

xi Adj[xi]

1 2,3
2 1,3,4,5,7
3 5
4 1,5,7
5
6 4,5,7
7 4,5

Ñòðóêòóðû ñìåæíîñòè ìîãóò áûòü óäîáíî ðåàëèçîâàíû ìàñ-
ñèâîì èç n (÷èñëî âåðøèí â ãðàôå) ëèíåéíî ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ.
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Â ïðèìåðå òàêèõ ñïèñêîâ 7. Êàæäûé ñïèñîê ñîäåðæèò âåðøèíû,
ñìåæíûå ñ âåðøèíîé, äëÿ êîòîðîé ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê. Õðàíèòü
æå ñïèñêè ñìåæíîñòè ïàìÿòè æåëàòåëüíî â àëãîðèòìàõ, â îñíî-
âå êîòîðûõ ëåæàò îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ âåðøèí èç
ñïèñêîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âûáîð ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì äëÿ ýôôåêòèâíîñòè àëãî-
ðèòìîâ.

Ìåòîä ïîèñêà â ãëóáèíó. Îäèí èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ
ñïîñîáîâ ñèñòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà èñ-
õîäèò èç ïðîöåäóðû ïðîõîæäåíèÿ ãðàôà ìåòîäîì ïîèñêà ñ âîç-
âðàùåíèåì, ïðè êîòîðîì ãðàô èññëåäóåòñÿ â ãëóáèíó.

Íà íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå Γ = (X,U,Φ) ïîèñê â ãëóáèíó
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîãäà ïîñåùàåì âåðøèíó
x ∈ X , òî äàëåå èäåì ïî îäíîìó èç ðåáåð (x, y), èíöèäåíòíî-
ìó âåðøèíå y ∈ X . Åñëè âåðøèíà y óæå ïðîéäåíà (ïîñåùàëàñü
ðàíåå), òî âîçâðàùàåìñÿ â x è âûáèðàåì äðóãîå ðåáðî. Åñëè âåð-
øèíà y íå ïðîéäåíà, òî çàõîäèì â íåå è ïðèìåíÿåì ïðîöåññ ïðî-
õîæäåíèÿ ðåêóðñèâíî óæå ñ âåðøèíîé y. Åñëè âñå ðåáðà, èíöè-
äåíòíûå âåðøèíå x, ïðîñìîòðåíû, òî èäåì íàçàä ïî ðåáðó (s, x),
ïî êîòîðîìó ïðèøëè â x, è ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå ðåáåð, èí-
öèäåíòíûõ âåðøèíå s ∈ X . Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ïîïû-
òàåìñÿ âåðíóòüñÿ èç âåðøèíû, ñ êîòîðîé íà÷àëè ïðîñìîòð ãðàôà.

Ïîèñê â ãëóáèíó ìîæíî òàêæå îñóùåñòâëÿòü è íà îðèåíòè-
ðîâàííîì ãðàôå. Åñëè ãðàô îðèåíòèðîâàííûé, òî, íàõîäÿñü â
óçëå x, íåîáõîäèìî âûáèðàòü ðåáðî (x, y), òîëüêî âûõîäÿùåå èç
x. Èññëåäîâàâ âñå ðåáðà, âûõîäÿùèå èç y, âîçâðàùàåìñÿ â x äà-
æå òîãäà, êîãäà â y âõîäÿò äðóãèå ðåáðà, åùå íå ðàññìîòðåííûå.
Äàííàÿ òåõíèêà ïðîñìîòðà â ãëóáèíó ïîëåçíà ïðè îïðåäåëåíèè
ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ êàê îðèåíòèðîâàííûõ, òàê è íåîðèåíòèðîâàí-
íûõ ãðàôîâ.
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3.3 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

Âîïðîñû

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ãðàôîì, îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì?

2. ×òî òàêîå ñòåïåíü âåðøèíû?

3. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîðèåíòèðîâàííûìè ãðà-
ôàìè.

4. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ îðãðàôàìè.

5. Â ÷åì ñîñòîèò àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ãðàôà?

6. Â ÷åì ñîñòîèò ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ãðàôà?

7. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ãðàôà?

8. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè ãðàôà?

9. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì, öèêëîì è öåïüþ ãðàôà?

10. Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè ãðàôà. Êàêîé ãðàô íàçûâàþò ñâÿçíûì?

11. Êàêèå äâà ãðàôà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè?

12. Êàêîé ãðàô íàçûâàþò ãàìèëüòîíîâûì?

13. Îïðåäåëåíèå ýéëåðîâà ãðàôà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåàëèçàöèåé ãðàôà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {1, 2, 3, 4} è
ñïèñêîì äóã E = {(1; 4), (1; 3), (2; 2), (2; 4), (3; 1)} ÿâëÿåòñÿ:
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2. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

u��
�
�

�
�
�

�
�
�

���

1

6
2 u

?

3

u@@
@

@
@

@
@

@
@

@
@@I

4

u -

ðàâíà:

1)


0 0 0 0

1 0 0 1

1 1 0 0

0 0 1 0

 2)


1 1 0 0 0

1 0 1 0 1

0 1 1 1 1

0 0 0 1 0



3)


0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

 4)


1 1 0 0

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 1 1 0


3. Ïîñòðîéòå ìàòðèöó ñìåæíîñòè è èíöèäåíòíîñòè äëÿ äàííî-
ãî ãðàôà
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Äàéòå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà, çàäàííîãî ìàòðè-

öåé ñìåæíîñòè. Ïîñòðîéòå ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè äëÿ
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äàííîãî ãðàôà.

4. M =


0 1 1 0 0

1 0 1 0 1

1 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 1 0

 .

5. M =


0 1 0 0 1

0 0 0 1 1

0 1 0 1 1

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

 .

6. M =


1 1 1 0 0

0 0 0 1 1

0 1 0 1 1

0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

 .

7. M =



0 1 0 1 0 1

1 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1

0 1 1 1 1 0


.

8. Äîêàæèòå, ÷òî íà ðèñóíêàõ à è á èçîáðàæåíû ðàçíûå
ãðàôû.

u u u u
u u
u u

�
�
�

@
@
@

�
�

�

@
@

@

à

u
u
u

u
u
u
u
u

��
����

HH
HHHH

HH
HHHH

��
����

á

74



Ãëàâà 3. Ãðàôû

9. Èçîáðàçèòå ãðàôû Γ, ÿâëÿþùèåñÿ äîïîëíåíèåì ãðàôîâ Γ,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêàõ à è á.

u u
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u u

�
�
�
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10. Âîçìîæíà ëè êîìïàíèÿ èç ïÿòè ÷åëîâåê, â êîòîðîé êàæäûé
çíàêîì ñ äâóìÿ è òîëüêî äâóìÿ äðóãèìè?

11. Èçîáðàçèòå ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè, åñëè:
à) n = 2; b) n = 3; ñ) n = 5.

12. Ñêîëüêèì ðåáðàì èíöèäåíòíà âåðøèíà â ïîëíîì ãðàôå ñ n
âåðøèíàìè?

13. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì ãðàôå ñ n (n > 2) âåðøèíàìè
n(n− 1)/2 ðåáåð.

14. Íàéäåòñÿ ëè ãðàô ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè, ó êîòîðîãî îäíà âåð-
øèíà èçîëèðîâàííàÿ, à äðóãàÿ èìååò ñòåïåíü 4?

15. Èçîáðàçèòå ãðàô ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè, äâå èç êîòîðûõ èìåþò
îäèíàêîâóþ ñòåïåíü.

16. Åñëè â ãðàôå ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè ðîâíî äâå âåðøèíû èìåþò
îäèíàêîâóþ ñòåïåíü, òî ìîãóò ëè îíè áûòü îáå èçîëèðîâàí-
íûìè èëè èìåòü ñòåïåíü 4?

17. Èìåþòñÿ òðè ëèñòà áóìàãè. Íåêîòîðûå èç íèõ ðàçðåçàþò íà
3 ÷àñòè, íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé îïÿòü ðàçðåçàþò
íà òðè ÷àñòè è ò. ä. Ñêîëüêî âñåãî ïîëó÷èëîñü ëèñòîâ, åñëè
áûëî ñäåëàíî k ðàçðåçàíèé?

18. Èìååòñÿ m ëèñòîâ áóìàãè. Íåêîòîðûå èç íèõ ðàçðåçàþò íà
n ÷àñòåé, íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé îïÿòü ðàçðåçàþò
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íà n ÷àñòåé è ò. ä. Ñêîëüêî âñåãî ïîëó÷èëîñü ëèñòîâ, åñëè
áûëî ñäåëàíî k ðàçðåçàíèé?

19. Èìååòñÿ m ÿùèêîâ, â íåêîòîðûõ èç íèõ òàêæå ïî m ÿùèêîâ,
â êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü ñíîâà m ÿùèêîâ è ò. ä. Ñêîëüêî
âñåãî ÿùèêîâ, åñëè çàïîëíåííûõ k?

20. Èçîáðàçèòå ïðè ïîìîùè ãðàôà ìíîæåñòâî äâóçíà÷íûõ ÷è-
ñåë, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð 1, 2, 3. Ñêîëü-
êî ýëåìåíòîâ îíî èìååò?

21. Èçîáðàçèòå ïðè ïîìîùè ãðàôà ìíîæåñòâî òðåõçíà÷íûõ ÷è-
ñåë, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð 3 è 5. Ñêîëüêî
ýëåìåíòîâ îíî èìååò?

22. Èçîáðàçèòå ïðè ïîìîùè ãðàôà ìíîæåñòâî ÷åòûðåõçíà÷íûõ
÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ öèôð 2 è 7. Ñêîëü-
êî ýëåìåíòîâ îíî èìååò?

23. Ñåìåðî ñòóäåíòîâ, ðàçúåçæàÿñü íà êàíèêóëû, äîãîâîðèëèñü,
÷òî êàæäûé ïîøëåò ýëåêòðîííîå ïèñüìî òðåì èç íèõ. Ìî-
æåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî êàæäûé ïîëó÷èò ïèñüìà îò òåõ, êîìó
íàïèñàë ñàì?

24. Â ôóòáîëüíîì òóðíèðå, ïðîâîäèìîì â îäèí êðóã, ó÷àñòâóåò
29 êîìàíä. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò íàéäåòñÿ êîìàí-
äà, ñûãðàâøàÿ ÷åòíîå ÷èñëî ìàò÷åé. Ìîæåò ëè áûòü, ÷òî
êàêàÿ-òî èç êîìàíä íå ñûãðàëà íè îäíîãî ìàò÷à?
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4.1 Ïîçèöèîííûå è íåïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 36. Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ (íóìåðàöèÿ) � ýòî ïðè-

íÿòûé ñïîñîá çàïèñè ÷èñåë, ñîïîñòàâëåíèÿ ýòèì çàïèñÿì ðå-

àëüíûõ çíà÷åíèé è âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé íàä íèìè.

Äëÿ çàïèñè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå ñè-
ñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû: íåïî-
çèöèîííûå ñèñòåìû è ïîçèöèîííûå [8, 9, 17].
Â íåïîçèöèîííûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ çíà÷åíèå êàæäîãî ïðè-

ìåíÿåìîãî çíàêà íå çàâèñèò îò åãî ìåñòà â çàïèñè ÷èñëà. Èç
ìíîãî÷èñëåííûõ íåïîçèöèîííûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ äî íàñòîÿùå-
ãî âðåìåíè ñîõðàíèëà íåêîòîðîå çíà÷åíèå òîëüêî ðèìñêàÿ íóìå-
ðàöèÿ.
Ðèìñêàÿ íóìåðàöèÿ âîçíèêëà â Ñðåäíèå âåêà è äî ñèõ ïîð

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãëàâ êíèãè, ÷èñåë íà öèôåðáëàòå
÷àñîâ è ò. ä. Â ýòîé ñèñòåìå äëÿ çàïèñè ÷èñåë èñïîëüçóþòñÿ áóê-
âû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: I � åäèíèöà, V � ïÿòü, X � äåñÿòü,
L � ïÿòüäåñÿò, C � ñòî, D � ïÿòüñîò, M � òûñÿ÷à.
Ðèìñêàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ èìååò öåëûé ðÿä î÷åâèäíûõ íåäî-

ñòàòêîâ: çàïèñè äëèííûå, óìíîæåíèå è äåëåíèå â ïèñüìåííîì
âèäå íåâîçìîæíî è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 37. Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîçèöèîí-

íîé, åñëè êîëè÷åñòâåííûé ýêâèâàëåíò öèôðû çàâèñèò îò å¼

ïîëîæåíèÿ â çàïèñè ÷èñëà.
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Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïîçèöèîííûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî ëþáîå êàêîå óãîäíî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x
çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãî íàáîðà ñèìâîëîâ.
Ñèìâîëû, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ çàïèñûâàþòñÿ ÷èñëà, íàçûâà-

þò öèôðàìè, à èõ ñîâîêóïíîñòü � àëôàâèòîì ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ. Êîëè÷åñòâî öèôð, ñîñòàâëÿþùèõ àëôàâèò, íàçûâàþò åãî
ðàçìåðíîñòüþ.
Â ïðèâû÷íîé íàì äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå çíà÷åíèå ÷èñëà îáðàçó-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çíà÷åíèÿ öèôð óìíîæàþòñÿ íà ¾âåñà¿
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðÿäîâ è âñå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñêëàäû-
âàþòñÿ.
Íàïðèìåð, 5047 = 5 · 1000 + 0 · 100 + 4 · 10 + 7 · 1.
Òàêîé ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ÷èñëà íàçûâàåòñÿ

àääèòèâíî-ìóëüòèïëèêàòèâíûì.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ çàäà¼ò ¾âåñ¿

ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçðÿäà, íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïîçèöèîííîé
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Ïîçèöèîííóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàþò
òðàäèöèîííîé, åñëè å¼ áàçèñ îáðàçóþò ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, à çíà÷åíèÿ öèôð åñòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Íàïðèìåð, â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ áàçèñ îáðàçóþò

÷èñëà: 1, 10, 100, 1000, . . .

Îïðåäåëåíèå 38. Çíàìåíàòåëü p ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

íàçûâàþò îñíîâàíèåì ýòîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ëþáîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî p ≥ 2. Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì p íàçûâàåòñÿ
p-è÷íîé. Â òàêèõ ñèñòåìàõ ðàçìåðíîñòü àëôàâèòà ðàâíà îñíîâà-
íèþ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 39. Çàïèñüþ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

x â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì p íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëå-

íèå åãî â âèäå:

x = anp
n + an−1p

n−1 + . . . + a1p + a0,
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ãäå 0 ≤ ai ≤ p− 1 (i = 0, 1, 2, . . . , n), an ̸= 0,

Ñèìâîëè÷åñêè ýòó ôîðìóëó çàïèñûâàþò â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè öèôð ñ ÷åðòîé íàâåðõó è èíäåêñîì p: x = anan−1 . . . a1a0p.
Ïðè çàïèñè êîíêðåòíûõ ÷èñåë ÷åðòà îïóñêàåòñÿ, åñëè p = 10, òî
èíäåêñ 10 íå ñòàâèòñÿ.
Òàê, çàïèñü 35467, êîòîðóþ ñëåäóåò ÷èòàòü: ¾Òðè, ïÿòü, ÷åòû-

ðå, øåñòü â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ¿, � îáîçíà÷àåò ÷èñëî
3 · 73 + 5 · 72 + 4 · 7 + 6 = 1308.
Â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì p ìåñòî, çàíèìàåìîå öèô-

ðîé, íàçûâàåòñÿ ðàçðÿäîì. Ðàçðÿäû ñ÷èòàþòñÿ ñïðàâà íàëåâî,
íà÷èíàÿ ñ 0.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x ìîæåò áûòü çàïèñàíî

â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì p ≥ 2, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 40. Â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ëþáîå íåîò-

ðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = anp
n+an−1p

n−1+. . .+a1p+a0+a−1p
−1+a−2p

−2+. . . =

n∑
i=−∞

aip
i,

ãäå p ≥ 2 � îñíîâàíèå ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, ai �

öèôðû ÷èñëà â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ an ̸= 0.

Íåêîòîðûå ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ Îñíîâàíèå Öèôðû
Äâîè÷íàÿ 2 0, 1
Òðîè÷íàÿ 3 0, 1, 2

Âîñüìåðè÷íàÿ 8 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
Äåñÿòè÷íàÿ 10 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

Øåñòíàäöàòåðè÷íàÿ 16 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
A, B, C, D, E, F
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4.2 Ïåðåâîä ÷èñåë èç p-è÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ
â äåñÿòè÷íóþ

Àëãîðèòì ïåðåâîäà öåëûõ ÷èñåë èç p-è÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëå-
íèÿ â äåñÿòè÷íóþ:
1. Êàæäàÿ öèôðà p-è÷íîãî ÷èñëà ïåðåâîäèòñÿ â äåñÿòè÷íóþ
ñèñòåìó.

2. Ïîëó÷åííûå ÷èñëà íóìåðóþòñÿ ñïðàâà íàëåâî, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ.
3. ×èñëî p ïåðåâîäèòñÿ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó.
4. Äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå êàæäîé p-è÷íîé öèôðå,
óìíîæàåòñÿ íà pk, ãäå k � íîìåð ýòîãî ÷èñëà; ðåçóëüòàòû
ñêëàäûâàþòñÿ, ïðè÷åì âñå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå.

Ïðèìåð. Ïåðåâåäåì äâîè÷íîå ÷èñëî 10011012 â äåñÿòè÷íîå.

10011012 = 20 + 22 + 23 + 26 = 7710.

Àëãîðèòì ïåðåâîäà êîíå÷íîé p-è÷íîé äðîáè â äåñÿòè÷íóþ:
1. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ïåðåâîäèòñÿ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó îò-
äåëüíî.

2. Êàæäàÿ öèôðà äðîáíîé ÷àñòè p-è÷íîãî ÷èñëà ïåðåâîäèòñÿ â
äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó.

3. Ïîëó÷åííûå ÷èñëà íóìåðóþòñÿ ñëåâà íàïðàâî, íà÷èíàÿ ñ åäè-
íèöû.

4. ×èñëî p ïåðåâîäèòñÿ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó.

5. Äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå êàæäîé p-è÷íîé öèôðå,
óìíîæàåòñÿ íà p−k, ãäå k � íîìåð ýòîãî ÷èñëà; ðåçóëüòàòû
ñêëàäûâàþòñÿ, ïðè÷åì âñå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå.

Ïðèìåð. Ïåðåâåäåì ÷èñëî 0, 1315 èç ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïî îñ-
íîâàíèþ 15 â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

0, 1315 = 1 · 15−1 + 3 · 15−2 =
1

15
+

3

225
=

18

225
= 0, 08.
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4.3 Ïåðåâîä ÷èñåë èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ
â p-è÷íóþ

Àëãîðèòì ïåðåâîäà öåëûõ ÷èñåë èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ â p-è÷íóþ:
1. Äåëèì èñõîäíîå ÷èñëî x íà p íàöåëî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ è çàïèñûâàåì â êà÷åñòâå íîâîãî çíà÷åíèÿ äåñÿ-
òè÷íîãî ÷èñëà x öåëóþ ÷àñòü ðåçóëüòàòà îò äåëåíèÿ.

2. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ çàìåíÿåì íà ñîîòâåòñòâóþùóþ öèôðó â
p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è ïðèïèñûâàåì å¼ ñëåâà ê ïîëó-
÷åííûì ðàíåå öèôðàì p-è÷íîé çàïèñè ÷èñëà x (ïåðâàÿ ïî-
ëó÷åííàÿ öèôðà ñîîòâåòñòâóåò ìëàäøåìó ðàçðÿäó).

3. Âûïîëíÿåì ïóíêòû 1 è 2 äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî x íå ñòàíåò
ðàâíûì 0.

Ïðèìåð. Ïåðåâåäåì ÷èñëî 123 â òðîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

123 : 3 = 41 (0)

41 : 3 = 13 (2)

13 : 3 = 4 (1)

4 : 3 = 1 (1)

1 : 3 = 0 (1)

Â ñêîáêàõ óêàçàíû îñòàòêè îò öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè öèôðàìè â òðîè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè ÷èñëà.
Â ðåçóëüòàòå: 123 = 111203.
Àëãîðèòì ïåðåâîäà ïðàâèëüíîé êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè â

p-è÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ:
1. Óìíîæèì èñõîäíîå ÷èñëî íà p (îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëå-
íèÿ), öåëàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âîé öèôðîé ïîñëå çàïÿòîé â èñêîìîì ÷èñëå.

2. Åñëè äðîáíàÿ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ íå ðàâíà 0, óìíîæèì å¼
íà p, öåëóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ÷èñëà çàìåíèì íà öèôðó â
p-è÷íîé ñèñòåìå è ïðèïèøåì å¼ ñïðàâà ê ðåçóëüòàòó.
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3. Âûïîëíÿåì ïóíêò 2 äî òåõ ïîð, ïîêà äðîáíàÿ ÷àñòü ïðîèçâå-
äåíèÿ íå ñòàíåò ðàâíîé íóëþ èëè íå âûäåëèòñÿ ïåðèîä (äðîá-
íàÿ ÷àñòü îêàæåòñÿ ðàâíîé óæå ïîëó÷àâøåéñÿ ðàíåå äðîáíîé
÷àñòè ïðîèçâåäåíèÿ).

Ïðèìåð. Ïåðåâåäåì ÷èñëî 0, 123 â ïÿòåðè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëå-
íèÿ.

0, 123 · 5 = 0, 615 (0)

0, 615 · 5 = 3, 075 (3)

0, 075 · 5 = 0, 375 (0)

0, 375 · 5 = 1, 875 (1)

0, 875 · 5 = 4, 375 (4)

0, 375 · 5 = 1, 875 (1)

0, 875 · 5 = 4, 375 (4)

è ò. ä.

Â ñêîáêàõ óêàçàíû öåëûå ÷àñòè ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå: 0, 123 = 0, 030(14)5.

4.4 Ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè â êîìïüþòåðå

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áåççíàêîâîãî öåëîãî
÷èñëà â k-ðàçðÿäíîé ÿ÷åéêå ïàìÿòè äîñòàòî÷íî ïåðåâåñòè åãî
â äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ è äîïîëíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò ñëåâà íóëÿìè äî k ðàçðÿäîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðà-
íè÷åíèå íà ÷èñëà, êîòîðûå ìû ìîæåì çàïèñàòü â k-ðàçðÿäíóþ
ÿ÷åéêó.
Ìàêñèìàëüíî ïðåäñòàâèìîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþò åäèíèöû

âî âñåõ ðàçðÿäàõ ÿ÷åéêè (äâîè÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç k åäè-
íèö). Äëÿ k-ðàçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îíî áóäåò ðàâíî 2k − 1.
Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íóëÿìè âî âñåõ ðàçðÿäàõ
ÿ÷åéêè, îíî âñåãäà ðàâíî íóëþ. Íèæå ïðèâåäåíû ìàêñèìàëüíûå
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÷èñëà äëÿ áåççíàêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-
ÿõ k:

Êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
8 28 − 1 = 255

16 216 − 1 = 65535

32 232 − 1 = 4294967295

64 264 − 1 = 18446744073709551615

Ïðè çíàêîâîì ïðåäñòàâëåíèè öåëûõ ÷èñåë âîçíèêàþò òàêèå
ïîíÿòèÿ, êàê ïðÿìîé, îáðàòíûé è äîïîëíèòåëüíûé êîäû.
Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ôîðìå ¾çíàê-âåëè÷èíà¿, ïðè êîòîðîé

ñòàðøèé ðàçðÿä ÿ÷åéêè îòâîäèòñÿ ïîä çíàê, à îñòàëüíûå k − 1

ðàçðÿäîâ ïîä öèôðû ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì êîäîì.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â êîìïüþòåðå öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷è-

ñåë èñïîëüçóþò äîïîëíèòåëüíûé êîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò çàìå-
íèòü àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ îïåðàöèåé ñëîæå-
íèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé. Ïðåæ-
äå ÷åì ââîäèòü îïðåäåëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî êîäà, ñäåëàåì ñëå-
äóþùåå âàæíîå çàìå÷àíèå.
Â k-ðàçðÿäíîé öåëî÷èñëåííîé êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêå

2k ≡ 0.
Îáúÿñíèòü ýòî ìîæíî òåì, ÷òî äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 2k ñî-

ñòîèò èç îäíîé åäèíèöû è k íóëåé, à â ÿ÷åéêó èç k ðàçðÿäîâ
ìîæåò óìåñòèòüñÿ òîëüêî k öèôð, â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî k íó-
ëåé. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî çíà÷àùàÿ åäèíèöà âûøëà çà ïðåäåëû
ðàçðÿäíîé ñåòêè.
Ñëåäóåò ïîìíèòü: k-ðàçðÿäíûé äîïîëíèòåëüíûé êîä îòðè-

öàòåëüíîãî ÷èñëà |m| � ýòî çàïèñü â k ðàçðÿäàõ ïîëîæèòåëüíî-
ãî ÷èñëà 2k − |m|, ãäå |m| � ìîäóëü îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà m,
|m| ≤ 2k−1.
Äîïîëíèòåëüíûé êîä îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà m � ýòî äîïîëíå-

íèå ìîäóëÿ ýòîãî ÷èñëà äî 2k (èëè äî íóëÿ â k-ðàçðÿäíîé àðèô-
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ìåòèêå):
(2k − |m|) + |m| = 2k ≡ 0.

Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî k-ðàçðÿäíîãî êîäà îò-
ðèöàòåëüíîãî ÷èñëà:

1. Ìîäóëü ÷èñëà ïðåäñòàâèòü ïðÿìûì êîäîì â k äâîè÷íûõ ðàç-
ðÿäàõ.

2. Çíà÷åíèÿ âñåõ ðàçðÿäîâ èíâåðòèðîâàòü (âñå íóëè çàìåíèòü
íà åäèíèöû, à åäèíèöû � íà íóëè), ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì
k-ðàçðÿäíûé îáðàòíûé êîä èñõîäíîãî ÷èñëà.

3. Ê ïîëó÷åííîìó îáðàòíîìó êîäó, òðàêòóåìîìó êàê k-ðàçðÿäíîå
íåîòðèöàòåëüíîå äâîè÷íîå ÷èñëî, ïðèáàâèòü åäèíèöó.

Îáðàòíûé êîä ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì èñõîäíîãî ÷èñëà äî
÷èñëà 2k − 1, ñîñòîÿùåãî èç k äâîè÷íûõ åäèíèö. Ïîýòîìó ïðè-
áàâëåíèå åäèíèöû ê èíâåðòèðîâàííîìó êîäó ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
åãî èñêîìûé äîïîëíèòåëüíûé êîä.
Öåëûå ÷èñëà ñî çíàêîì, ïðåäñòàâèìûå â k ðàçðÿäàõ, ïðèíàä-

ëåæàò äèàïàçîíó [−2k−1, 2k−1 − 1], êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì îòíîñèòåëüíî 0. Ýòî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè. Åñëè, íàïðèìåð, èçìåíèòü çíàê ó íàèáîëüøåãî ïî
ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óæå íå
áóäåò ïðåäñòàâèì â òîì æå ÷èñëå ðàçðÿäîâ.
Íèæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ãðàíèö äèàïàçîíîâ äëÿ çíàêîâûõ

ïðåäñòàâëåíèé â ÿ÷åéêàõ ñ ðàçëè÷íîé ðàçðÿäíîñòüþ:

Ðàçðÿäíîñòü Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
8 −128 127

16 −32768 32767

32 −2147483648 2147483647

64 −9223372036854775808 9223372036854775807

Ïðèìåð 1. Ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíûé êîä ÷èñëà−52 äëÿ âîñüìè-
è øåñòíàäöàòèðàçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Äëÿ âîñüìèðàçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:
0011 0100 � ïðÿìîé êîä ÷èñëà | − 52| = 52;
1100 1011 � îáðàòíûé êîä ÷èñëà −52;
1100 1100 � äîïîëíèòåëüíûé êîä ÷èñëà −52.
Äëÿ øåñòíàäöàòèðàçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:
0000 0000 0011 0100 � ïðÿìîé êîä ÷èñëà | − 52|;
1111 1111 1100 1011 � îáðàòíûé êîä ÷èñëà −52;
1111 1111 1100 1100 � äîïîëíèòåëüíûé êîä ÷èñëà −52.
Ïðèìåð 2. Ïîëó÷èòü äåñÿòè÷íîå çíà÷åíèå ÷èñëà ïî åãî äî-

ïîëíèòåëüíîìó êîäó: 110110112.

Ðåøåíèå

1) 110110112 − 1 = 110110102 � îáðàòíûé êîä;

2) èíâåðòèðóåì 0 → 1, 1 → 0: 001001012 � ìîäóëü îòðèöàòåëü-
íîãî ÷èñëà; 001001012 = 1 · 20 + 1 · 22 + 1 · 25 = 37;

3) m = −37.

Îòâåò: −37.
Ïðèìåð 3. Ïðè ïðîâåäåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà

ÝÂÌ â 8-ðàçðÿäíîé çíàêîâîé àðèôìåòèêå êàêîå çíà÷åíèå áóäåò
ïîëó÷åíî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåé îïåðàöèè 10010 + 4010?

Ðåøåíèå
100 : 2 = 50 (0) 40 : 2 = 20 (0)

50 : 2 = 25 (0) 20 : 2 = 20 (0)

25 : 2 = 12 (1) 10 : 2 = 5 (0)

12 : 2 = 6 (0) 5 : 2 = 2 (1)

6 : 2 = 3 (0) 2 : 2 = 1 (0)

3 : 2 = 1 (1) 1 : 2 = 0 (1)

1 : 2 = 0 (1)

Â ñêîáêàõ óêàçàíû îñòàòêè îò öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè öèôðàìè â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè ÷èñëà. Â ðåçóëüòàòå: 10010 = 011001002; 4010 = 001010002.

011001002 + 001010002 = 100011002.
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Â ñòàðøåì ðàçðÿäå ñòîèò 1 ⇒ äîïîëíèòåëüíûé êîä.

1) 100011002 − 1 = 100010112 � îáðàòíûé êîä;

2) èíâåðòèðóåì 0 → 1, 1 → 0: 011101002 � ìîäóëü îòðèöàòåëü-
íîãî ÷èñëà; 011101002 = 1 · 22 + 1 · 24 + 1 · 25 + 1 · 26 = 116;

3) m = −116.

Îòâåò: â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè áóäåò ïîëó÷åíî −116.
Ïðèìåð 4. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë âûïîëíèòü îïåðàöèþ 249−48

(â äâóõáàéòîâîì çíàêîâîì ïðåäñòàâëåíèè).

Ðåøåíèå

24910 = 00000000 0111110012.

Äîïîëíèòåëüíûé êîä ÷èñëà −48:

1) | − 48| = 4810 = 00000000 001100002 � ïðÿìîé êîä;

2) èíâåðòèðóåì 0 → 1, 1 → 0: 11111111 110011112 � îáðàòíûé
êîä;

3) 11111111 110011112 + 1 = 11111111 110100002 � äîïîëíèòåëü-
íûé êîä.

249− 48 = 00000000 0111110012 + 11111111 110100002 =

= 1 00000000 110010012.

110010012 = 1 · 20 + 1 · 23 + 1 · 26 + 1 · 27 = 201.

Îòâåò: 249− 48 = 201.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà â êîìïüþòåðå õðàíÿòñÿ â ôîðìàòå
ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà íîðìàëèçîâàííóþ
ôîðìó çàïèñè ÷èñåë.
Åñëè ïðè ïðåäñòàâëåíèè öåëûõ ÷èñåë â êîìïüþòåðå îãðàíè-

÷åíèåì ìîæåò ñëóæèòü ëèøü âåëè÷èíà çàïèñûâàåìîãî ÷èñëà, òî
ïðè çàïèñè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ðå÷ü â ïåðâóþ î÷åðåäü èäåò î
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òî÷íîñòè åãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ò. å. î êîëè÷åñòâå çíà÷àùèõ öèôð,
êîòîðûå óäàåòñÿ ñîõðàíèòü â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ðàçðÿäîâ.

Ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå: a = ±m × pq, ãäå p � îñíîâàíèå ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ, m � ìàíòèññà ÷èñëà, q � ïîðÿäîê ÷èñëà.

Íîðìàëèçîâàííàÿ çàïèñü îòëè÷íîãî îò íóëÿ âåùåñòâåííî-
ãî ÷èñëà � ýòî çàïèñü âèäà a = ±m × pq, ãäå q � öåëîå ÷èñëî
(ïîëîæèòåëüíîå, îòðèöàòåëüíîå èëè íîëü), m � ïðàâèëüíàÿ p-
è÷íàÿ äðîáü, ó êîòîðîé ïåðâàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé íå ðàâíà
íóëþ, ò. å. 1/p ≤ m < 1.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî íîëü íå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â íîðìàëè-
çîâàííîé ôîðìå òàê, êàê îíà áûëà îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó îòíî-
ñèòåëüíî íîðìàëèçîâàííîé çàïèñè íóëÿ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê
îñîáûì ñîãëàøåíèÿì. Óñëîâèìñÿ, ÷òî çàïèñü íóëÿ ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëèçîâàííîé, åñëè è ìàíòèññà, è ïîðÿäîê ðàâíû íóëþ.

Â íîðìàëèçîâàííîé ôîðìå âñå ÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâî
â òîì ñìûñëå, ÷òî çàïÿòàÿ ó íèõ ñòàâèòñÿ â îäíîì è òîì æå ìå-
ñòå � ïåðåä ïåðâîé (ñàìîé ëåâîé) çíà÷àùåé öèôðîé ìàíòèññû.
Çàìåòèì, ÷òî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïåðâàÿ öèôðà ìàí-
òèññû íîðìàëèçîâàííîãî ÷èñëà âñåãäà ðàâíà 1 (çà èñêëþ÷åíèåì
÷èñëà íîëü). Âåëè÷èíà æå ÷èñëà (ò. å. åå ïîðÿäîê) óêàçûâàåòñÿ
îòäåëüíî, ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè îñíîâàíèÿ ñèñòå-
ìû ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé ýòî ÷èñëî áûëî çàïèñàíî èçíà÷àëüíî.
Êîëè÷åñòâî öèôð â ìàíòèññå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì êî-
ëè÷åñòâî çíà÷àùèõ öèôð â èñõîäíîì ÷èñëå. ×àñòî â íîðìàëèçî-
âàííîé çàïèñè ìàíòèññà p-è÷íîãî ÷èñëà çàïèñûâàåòñÿ â p-è÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, à ïîðÿäîê è ñàìî ÷èñëî p � â äåñÿòè÷íîé.

Èñïîëüçîâàíèå â êîìïüþòåðå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ôîðìàòå
ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé óñëîæíÿåò âûïîëíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Ïðè ñëîæåíèè è âû÷èòàíèè ÷èñåë ñíà÷àëà ïðîèçâî-
äèòñÿ ïîäãîòîâèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ, íàçûâàåìàÿ âûðàâíèâàíèåì
ïîðÿäêîâ. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàíòèññà ÷èñëà ñ ìåíüøèì ïî-
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ðÿäêîì ñäâèãàåòñÿ â ñâîåé ÿ÷åéêå âïðàâî íà êîëè÷åñòâî ðàçðÿ-
äîâ, ðàâíîå ðàçíîñòè ïîðÿäêîâ äàííûõ ÷èñåë. Ïîñëå ýòîé îïåðà-
öèè îäíîèìåííûå ðàçðÿäû ìàíòèññ îêàçûâàþòñÿ ðàñïîëîæåííû-
ìè â îäíîèìåííûõ ðàçðÿäàõ îáåèõ ÿ÷ååê, è òåïåðü óæå ñëîæåíèå
èëè âû÷èòàíèå ìàíòèññ âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî � òàê
æå, êàê íàä ÷èñëàìè ñ ôèêñèðîâàííîé çàïÿòîé.

Ïîñëå îïåðàöèé íàä ïîðÿäêàìè è ìàíòèññàìè ìû ïîëó÷àåì
ïîðÿäîê è ìàíòèññó ðåçóëüòàòà, íî ïîñëåäíÿÿ ìîæåò íå óäîâëå-
òâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà ìàíòèññû íîðìàëè-
çîâàííûõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó îò ðåçóëüòàòà àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé â êîìïüþòåðå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îí òàêæå áûë íîðìàëè-
çîâàííûì ÷èñëîì, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ðåçóëüòàòà � íîðìàëèçàöèÿ.

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé èõ ïîðÿäêè
íåîáõîäèìî ïðîñòî ñëîæèòü, à ìàíòèññû � ïåðåìíîæèòü (ïðåä-
âàðèòåëüíîå âûðàâíèâàíèå íå ïðîèçâîäèòñÿ). Ïðè äåëåíèè èç
ïîðÿäêà äåëèìîãî íàäî âû÷åñòü ïîðÿäîê äåëèòåëÿ, à ìàíòèññó
äåëèìîãî ðàçäåëèòü íà ìàíòèññó äåëèòåëÿ.

Ïðèìåð 5. Çàïèñàòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî â íîðìàëèçîâàííîé
ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå: 0, 00537.

Ðåøåíèå

0, 00537 = 0, 537 · 10−2.

Ïðèìåð 6. Âûïîëíèòü îïåðàöèè ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè,
ðåçóëüòàò çàïèñàòü â íîðìàëèçîâàííîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîð-
ìå:
a) 0, 127 · 10−1 + 0, 315 · 102 = 0, 0127 · 100 + 31, 5 · 100 =
= 31, 5127 · 100 = 0, 315127 · 102;
b) 0, 1214 · 102 · 0, 2 · 101 = 0, 1214 · 0, 2 · 102+1 = 0, 2428 · 103.
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4.5 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

Âîïðîñû

1. ×òî òàêîå ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ?

2. Îïðåäåëåíèå àääèòèâíî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ.

3. ×òî òàêîå îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ?

4. Ñêîëüêî öèôð íóæíî äëÿ çàïèñè ÷èñåë â äâåíàäöàòåðè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

5. Ñêîëüêî öèôð íóæíî äëÿ çàïèñè ÷èñåë â äâàäöàòåðè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ p-è÷íûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíûì
îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 2.

7. Àëãîðèòì ïåðåâîäà p-è÷íîãî ÷èñëà â äåñÿòè÷íîå.

8. Àëãîðèòì ïåðåâîäà öåëîãî äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â p-è÷íîå.

9. Àëãîðèòì ïåðåâîäà ðàöèîíàëüíîãî äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â p-
è÷íîå.

10. Îïðåäåëåíèå k-ðàçðÿäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî êîäà îòðèöàòåëü-
íîãî ÷èñëà m.

11. Ïî÷åìó â êîìïüþòåðå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà õðàíÿòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî êîäà?

12. Îïðåäåëåíèå íîðìàëèçîâàííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

13. Îïðåäåëåíèå ïðîöåäóð äèñêðåòèçàöèè è êâàíòîâàíèÿ íåïðå-
ðûâíîé èíôîðìàöèè. Ïðèâåñòè ïðèìåðû.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Çàïèñàòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïî îñ-
íîâàíèþ 3.

2. Çàïèñàòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïî îñ-
íîâàíèþ 4.

3. Âî ñêîëüêî óâåëè÷èòñÿ çàäàííîå ÷èñëî, åñëè ïðèïèñàòü ê
íåìó ñïðàâà íîëü:
a) 3256; b) 4278; c) 1324; d) 3567; e) 100012; f) 13345?

4. Öåëîå ÷èñëî, çàïèñàííîå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ,
çàïèñàòü â äâîè÷íîé, âîñüìåðè÷íîé, øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñè-
ñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïðîâåðèòü:
a) 507; b) 434; c) 499; d) 455; e) 511; f) 473.

5. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî, çàïèñàííîå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ, çàïèñàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ äî øåñòîãî
çíàêà ïîñëå çàïÿòîé. Ðåçóëüòàò ïðîâåðèòü:
a) 258, 347; b) 198, 603; c) 301, 555; d) 207, 909; e) 311, 575;
f) 457, 457.

6. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè, çàïèñàííûìè â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïðîâåðèòü:

a) 1101110111− 1010011; 11101, 1 · 101;
b) 10011111− 1000101; 10101, 1 · 1, 1;
c) 101011110 + 1111000; 111111 · 10, 1;
d) 11110000 + 1010101; 11000, 1 · 111;
e) 10000011 + 1111, 11; 101010 · 1, 11;
f) 10000111− 111000; 11001 · 10, 01.

7. Ïîëó÷èòå äåñÿòè÷íîå çíà÷åíèå ÷èñëà ïî åãî äîïîëíèòåëüíî-
ìó êîäó:
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a) 101001112; b) 101000012; c) 100100012;
d) 100001112; e) 110010002; f) 110100102.

8. Ïðè ïðîâåäåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà ÝÂÌ â
8-ðàçðÿäíîé áåççíàêîâîé àðèôìåòèêå êàêîå çíà÷åíèå áóäåò
ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåé îïåðàöèè:
a) 19010 + 6910; b) 23410 + 3510; c) 12310 + 15510?

9. Ïðè ïðîâåäåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà ÝÂÌ â
8-ðàçðÿäíîé çíàêîâîé àðèôìåòèêå êàêîå çíà÷åíèå áóäåò ïî-
ëó÷åíî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåé îïåðàöèè:
a) 8810 + 4510; b) 10810 + 3210; c) 5510 + 8010?

10. Â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë âûïîëíè-
òå îïåðàöèþ (â âîñüìèðàçðÿäíîì çíàêîâîì ïðåäñòàâëåíèè):
a) 120− 99; b) 113− 54; c) 101− 73.

11. Â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë âûïîë-
íèòå îïåðàöèþ (â äâóõáàéòîâîì çíàêîâîì ïðåäñòàâëåíèè):
a) 199− 85; b) 201− 113; c) 155− 37.

12. Çàïèøèòå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî â íîðìàëèçîâàííîé ýêñïîíåíöè-
àëüíîé ôîðìå:
a) 248, 537; b) 0, 000331; c) 23548, 537; d) 0, 00537;
e) 2, 718281828459045; f) 3, 141592654.
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Ñïîñîáû ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ

Â ìàòåìàòèêå, êàê è â äðóãèõ íàóêàõ, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
äåäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ. Ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî èñòèííî-
ñòè òîãî èëè èíîãî âûñêàçûâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïî÷êó
óìîçàêëþ÷åíèé, ïðîâîäèìûõ ïî ïðàâèëàì âûâîäà. Â ïåðåâîäå
íà ðóññêèé ÿçûê ñëîâî ¾äåäóêöèÿ¿ îçíà÷àåò âûâîä.
Ïî ñïîñîáó âåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äåëÿòñÿ íà ïðÿìûå è êîñ-

âåííûå. Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà èñòèííûõ ôàê-
òàõ, èç êîòîðûõ âûâîäèòñÿ èñòèííîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ. Ê ïðÿìûì îòíîñÿòñÿ âñå òå äîêàçàòåëüñòâà, â êîòîðûõ íå
èñïîëüçóþòñÿ ðàññóæäåíèÿ ¾îò ïðîòèâíîãî¿.
Ïðè êîñâåííîì äîêàçàòåëüñòâå èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ îáîñ-

íîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðîâåðæåíèÿ ïðîòèâîðå÷àùåãî óòâåð-
æäåíèÿ. Òî åñòü â õîäå êîñâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ëîæíîñòü îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî (ñîãëàñíî çàêîíó èñ-
êëþ÷åííîãî òðåòüåãî) îçíà÷àåò èñòèííîñòü ñàìîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðèìåðàìè êîñâåííûõ äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿþòñÿ âñå äîêàçàòåëü-
ñòâà ñïîñîáîì îò ïðîòèâíîãî.

5.1 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Íàðÿäó ñ äåäóêòèâíûìè ðàññóæäåíèÿìè â ìàòåìàòèêå, ôèçè-
êå, áèîëîãèè è äðóãèõ íàóêàõ áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ðàññóæäå-
íèÿ, îñíîâàííûå íà îïûòå è èíòóèöèè, òàê íàçûâàåìûå èíäóê-
òèâíûå ðàññóæäåíèÿ.
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Èíäóêöèÿ � óìîçàêëþ÷åíèå, â êîòîðîì íà îñíîâå ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ âûâîäÿòñÿ îáùèå ñóæäåíèÿ. Èíäóêöèåé íàçûâàåòñÿ ìå-
òîä äîêàçàòåëüñòâà, ïðè êîòîðîì íà îñíîâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äå-
ëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå îòíîñèòåëüíî îáùåãî ñëó÷àÿ. Íàïðèìåð, ìíî-
ãî÷èñëåííûå îïûòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êàìåíü, áðîøåííûé ñ íåêî-
òîðîé âûñîòû, ïàäàåò âíèç. Îòñþäà äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî áðî-
øåííûé êàìåíü âñåãäà äîëæåí ïàäàòü. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò-
ñÿ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, ãäå èì ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ,
òàê êàê âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îïðîáîâàòü íåëüçÿ. Îäíàêî â
ìàòåìàòèêå òàêàÿ èíäóêöèÿ íå ìîæåò áûòü ïðèíÿòà â êà÷åñòâå
ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà.
Óìîçàêëþ÷åíèå íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíûì [13, 4 ], åñëè íà îñ-

íîâàíèè òîãî, ÷òî íåêîòîðûå îáúåêòû êëàññà îáëàäàþò îïðåäå-
ëåííûì ñâîéñòâîì, äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò âñå îáúåêòû äàííîãî êëàññà. Ñëîâî ¾èíäóêöèÿ¿ â ïå-
ðåâîäå íà ðóññêèé ÿçûê îçíà÷àåò ¾íàâåäåíèå¿. Ðàçëè÷àþò ïîë-
íóþ è íåïîëíóþ èíäóêöèþ.
Ïîëíàÿ èíäóêöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáùèé ñëó÷àé ðàçäå-

ëÿåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî. Ïîñêîëüêó ïðè ðàçäåëåíèè è äîêàçà-
òåëüñòâå êàæäîãî îòäåëüíîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóþòñÿ îáùèå ïîëî-
æåíèÿ ëîãèêè, òî ìåòîä ïîëíîé èíäóêöèè íà ñàìîì äåëå ÿâëÿ-
åòñÿ äåäóêòèâíûì.
Äåìîíñòðàöèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÷èñëîâûõ ïðèìå-

ðîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðà-
âåäëèâî äëÿ âñåõ ïàð ÷èñåë, à ïîýòîìó ðàññóæäåíèÿ ïî íåïîëíîé
èíäóêöèè ìîãóò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíûì âûâîäàì.
Îñîáîå ìåñòî â ðÿäó ñïîñîáîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ

çàíèìàåò ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, èìåþùèé ñëå-
äóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 9. Åñëè óòâåðæäåíèå P (n) ñ öåëîé íåîòðèöàòåëüíîé

ïåðåìåííîé n èñòèííî äëÿ ÷èñëà 0 è èç òîãî, ÷òî îíî èñòèííî
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äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëü-

íîãî ÷èñëà k , ñëåäóåò åãî èñòèííîñòü äëÿ ÷èñëà k′ (k′ = k+1),

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåãî çà k, òî óòâåðæäåíèå P (n) èñ-

òèííî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 9, äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé:

1. Ñíà÷àëà äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ
n = 0 (èëè äëÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ n), òî
åñòü äîêàçûâàþò èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ P (0).

2. Ïðåäïîëàãàþò, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ n = k, ãäå
k � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå öåëîå íåîòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî, òî åñòü ïðåäïîëàãàþò èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ
P (k).

3. Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì, äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = k + 1, òî åñòü äîêàçûâàþò èñòèííîñòü
âûñêàçûâàíèÿ P (k + 1).

Åñëè óñëîâèÿ 1 � 3 âûïîëíåíû, ò. å. P (0)∧(P (k) ⇒ (P (k+1))�
èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, äåëàþò âûâîä î òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå
P (n) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n.
Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïðèìåíèì ê óòâåðæäåíèÿì,

ñîäåðæàùèì ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì.
Èòàê, â ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èìåþòñÿ áàçèñ � óòâåðæäå-
íèå, ÷òî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ ñàìîãî ìàëåíüêîãî èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ÷èñåë, è øàã � îáîñíîâàíèå ïåðåõîäà îò ÷èñëà n ê
÷èñëó n + 1.
Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî

÷èñëà n ≥ 1 èñòèííî ðàâåíñòâî 1 ·2+2 ·3+3 ·4+ . . .+n · (n+1) =

= n · (n + 1) · (n + 2)/3.
Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ïðîâåðèì èñòèííîñòü ðàâåíñòâà äëÿ n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå
ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñîñòîèò èç îäíîãî ñëàãàåìîãî
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1 · 2 (1 · 2 = 2), à ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä: 1 · (1 + 1) · (1 + 2)/3 =

= 1 · 2 · 3/3 = 2. Òàê êàê 2 = 2, òî äëÿ n = 1 ðàâåíñòâî èñòèííî.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî èñòèííî äëÿ n = k, ãäå

k � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî, òî åñòü ïðåäïîëîæèì èñòèííîñòü ðàâåíñòâà 1 · 2 + 2 · 3+
+ 3 · 4 + . . . + k · (k + 1) = k · (k + 1) · (k + 2)/3.
3. Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì, äîêàæåì, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî

èñòèííî äëÿ n = k′ = k + 1, òî åñòü 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+

+ k · (k + 1) + (k + 1) · (k + 2) = (k + 1) · (k + 2) · (k + 3)/3.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóììà ïåðâûõ k ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà k · (k + 1) · (k + 2)/3, è ëåâóþ ÷àñòü
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

k · (k + 1) · (k + 2)/3 + (k + 1) · (k + 2).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäñòàâèìà â âèäå:

(k+1) · (k+2) · (k+3)/3 = k · (k+1) · (k+2)/3+ (k+1) · (k+2).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñòèííîñòü ðàâåíñòâà äëÿ n = k+1 äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷å-

ñêîé èíäóêöèè, çíà÷èò, äàííîå ðàâåíñòâî èñòèííî äëÿ ëþáîãî
öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n > 1.

5.2 Óïðàæíåíèÿ

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n > 1 èñòèííû ïðè-

âåä¼ííûå óòâåðæäåíèÿ.

1. 1 + 5 + 9 + . . . + (4n− 3) = n · (2n− 1).

2. 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + . . . + n · (3n + 1) = n · (n + 1)2.

3. 12 + 22 + 32 + . . . + n2 = n · (n + 1) · (2n + 1)/6.

4. 1/(1 · 2) + 1/(2 · 3) + . . . + 1/(n · (n + 1)) = n/(n + 1).
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5. (n3 + 5 · n)mod 6 = 0, çäåñü mod � îñòàòîê îò äåëåíèÿ.

6. (62n−1 + 1)mod 7 = 0.

7. (4n + 15 · n− 1)mod 9 = 0.

8. (52n−1 + 1)mod 6 = 0.

9. (n3 − 7 · n + 6)mod 6 = 0.

10. (13 + 23 + 33 + . . . + n3)mod 9 = 0, n > 1.

11. Ñóììà ïåðâûõ n íå÷åòíûõ ÷èñåë ðàâíà n2.

12. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè (1 + a)n ≥
≥ 1 + an äëÿ âñåõ n ∈ N è a > −1, a ∈ R.

13. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî
â ïîëíîì ãðàôå ñ n (n > 2) âåðøèíàìè n(n− 1)/2 ðåáåð.
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Ãëàâà 6

Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

6.1 Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

Ëîãèêà � íàóêà, èçó÷àþùàÿ ¾ïîíÿòèÿ¿ ñ ôîðìàëüíîé òî÷-
êè çðåíèÿ: ìåòîäû èõ îïðåäåëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñóæäå-
íèÿ î íèõ è ñòðóêòóðû äîêàçàòåëüíûõ ðàññóæäåíèé. Èññëåäîâà-
íèÿ â ëîãèêå òåñíî ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ¾âûñêàçûâàíèé¿ [5, 6,
8�11, 13, 15, 17�18, 20]. Ñ ïîìîùüþ âûñêàçûâàíèé óñòàíàâëè-
âàþòñÿ ñâîéñòâà, âçàèìîñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè. Âûñêàçûâàíèå
èñòèííî, åñëè îíî àäåêâàòíî îòîáðàæàåò ýòó ñâÿçü, â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì ñëó÷àå îíî ëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 41.Âûñêàçûâàíèå � ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåä-

ëîæåíèå (óòâåðæäåíèå îá îáúåêòàõ), èìåþùåå îäíîçíà÷íûé,

òî÷íî îïðåäåëåííûé ñìûñë, î êîòîðîì ìîæíî ãîâîðèòü: îíî

èñòèííî èëè ëîæíî.

Ýòî îïðåäåëåíèå íå ìàòåìàòè÷åñêîå. Ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïîíÿòèÿ âûñêàçûâàíèÿ è îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ èñõîä-
íûìè.

Îïðåäåëåíèå 42. Âûñêàçûâàíèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (ýëå-

ìåíòàðíûì, àòîìàðíûì), åñëè íèêàêàÿ åãî ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ

âûñêàçûâàíèåì.

Ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ îáðàçóþò èç ïðîñòûõ ïðèìåíåíèåì
òðåõ âèäîâ îïåðàöèé.
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� Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïðèìåíÿþòñÿ ê âûñêàçûâàíèÿì, â ðå-
çóëüòàòå îáðàçóþò íîâîå âûñêàçûâàíèå.
Íàïðèìåð: ¾íå¿, ¾èëè¿, ¾íå òîëüêî . . . , íî è . . . ¿ è äð.

� Ìîäàëüíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ê âûñêàçûâàíèÿì è èçìåíÿþò
íàøå îòíîøåíèå ê íèì.
Íàïðèìåð: ¾ïî ñâåäåíèÿì Çàïàäíî-Ñèáèðñêîãî ãèäðîìåòöåí-
òðà . . . ¿, ¾Ìàøà ñêàçàëà, ÷òî . . . ¿ è äð.

� Êâàíòîðíûå êîíñòðóêöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè
îäíîðîäíûõ (îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ ïà-
ðàìåòðîâ) âûñêàçûâàíèé ëèáî âûðàæåíèé è äàþò åäèíîå âû-
ñêàçûâàíèå ëèáî âûðàæåíèå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò óïîìÿ-
íóòûõ âûøå ïàðàìåòðîâ.
Íàïðèìåð: ¾áîëüøèíñòâî. . . ¿, ¾âñå. . . ¿, ¾íàéäåòñÿ. . . ¿ è äð.

Ïîìèìî âûñêàçûâàíèé, â åñòåñòâåííîì ÿçûêå èìååòñÿ ìíîæå-
ñòâî ïðåäëîæåíèé òàêîé æå ãðàììàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîòî-
ðûå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò èìåòü ÷åòêîé è îäíîçíà÷íîé èí-
òåðïðåòàöèè � èñòèíà ýòî èëè ëîæü. Èõ ìû íàçûâàþò êâàçè-
âûñêàçûâàíèÿìè.

� Åäèíñòâåííûìè ëîãè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè âûñêàçûâàíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ èñòèíà è ëîæü, îáîçíà÷àåìûå 1 è 0 ëèáî T è ⊥
ñîîòâåòñòâåííî (TRUE è FALSE; ÄÀ è ÍÅÒ).

� Ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ çàâèñèò ëèøü
îò ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé åãî êîìïîíåíòîâ, à íå îò åãî ñìûñëà.

6.2 Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðîïèñ-
íûå èëè ñòðî÷íûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: A, B, C, X , Y ,
p, q, r, s, t è äð. Ñîñòàâíûå âûñêàçûâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðî-
ñòûõ ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê (îïåðà-
öèé):
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ÍÅ (îòðèöàíèå), È (êîíúþíêöèÿ), ÈËÈ (äèçúþíêöèÿ), ÑËÅÄÓ-
ÅÒ (èìïëèêàöèÿ), ÒÎÃÄÀ È ÒÎËÜÊÎ ÒÎÃÄÀ, ÊÎÃÄÀ (ýêâè-
âàëåíòíîñòü).

6.2.1 Ñâÿçêà ÍÅ

Óòâåðæäåíèå ¾íå À¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ A. Çíàê íàä
áóêâîé íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì. Ýòà æå ñâÿçêà èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïåðåâîäå âûðàæåíèé ¾A íåâåðíî¿, ¾A ëîæíî¿, ¾A íå ìî-
æåò áûòü¿ è ò. ï. A èñòèííî, êîãäà ëîæíî A, è ëîæíî, êîãäà
èñòèííî A.

6.2.2 Ñâÿçêà È

Âûñêàçûâàíèå ¾A è B¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ A ∧ B.
Ñîþçó È ñîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà ∧. Ñèìâîë ∧ íàçûâà-
åòñÿ êîíúþíêöèåé. Ýòà ñâÿçêà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåâîäå íà
ôîðìàëüíûé ÿçûê óòâåðæäåíèé âèäà ¾A è B¿, ¾A, íî è B òàê-
æå¿, ¾A âìåñòå ñ B¿, ¾A, íåñìîòðÿ íà B¿, ¾íå òîëüêî A, íî è
B¿, ¾êàê A, òàê è B¿, ¾A, õîòÿ è B¿ è ò. ï. Âñå îíè ïåðåâîäÿòñÿ
îäèíàêîâî: A ∧B.
Óòâåðæäåíèå A∧B èñòèííî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

èñòèííû êàê A, òàê è B, è ëîæíî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

6.2.3 Ñâÿçêà ÈËÈ

Âûñêàçûâàíèå ¾A èëè B¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ A∨B.
Çíàê ∨ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèåé. Ýòà æå ñâÿçêà ïðèìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåâîäå óòâåðæäåíèé: ¾A èëè B, èëè îáà âìåñòå¿, ¾ëèáî A,
ëèáî B¿, ¾A è (èëè) B¿ è ò. ï.
Óòâåðæäåíèå A ∨ B ñ÷èòàåòñÿ èñòèííûì, åñëè õîòÿ áû îäíî

èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ óòâåðæäåíèé èñòèííî, è ëîæíûì ëèøü
òîãäà, êîãäà îíè îáà ëîæíû.
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6.2.4 Ñâÿçêà ÑËÅÄÓÅÒ

¾Èç A ñëåäóåò B¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ: A ⇒ B.
Çíàê⇒ íàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèåé. Äðóãèìè âàðèàíòàìè ñîäåð-
æàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, òàê æå òî÷íî ïåðåâîäèìûõ, ñëóæàò:
¾A � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ B¿, ¾B � íåîáõîäèìîå óñëîâèå
äëÿ A¿, ¾A, òîëüêî åñëè B¿, ¾B, åñëè A¿, ¾â ñëó÷àå, åñëè A

âûïîëíåíî, òî B¿, ¾A åñòü B¿.

Âûñêàçûâàíèå A íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì (èëè ïîñûëêîé), B �
çàêëþ÷åíèåì (ñëåäñòâèåì).

Âûñêàçûâàíèå A ⇒ B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç
èñòèíû ñëåäóåò ëîæü.

6.2.5 Ñâÿçêà ÒÎÃÄÀ È ÒÎËÜÊÎ ÒÎÃÄÀ

¾A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàB¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ
A⇔ B. Çíàê⇔ íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ýòîé æå ñâÿçêè çàïèñûâàþò ïðåäëîæåíèÿ: ¾A ýêâèâàëåíòíî
B¿, ¾A � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ B¿, ¾åñëè A,
òî è B, è íàîáîðîò¿, è ò. ï.

×àñòî âñòðå÷àþùååñÿ âûðàæåíèå ¾òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà¿ áóäåì ñîêðàùàòü òòò.

A⇔ B èñòèííî òòò èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ A è B ñîâïàäàþò,
è ëîæíî òòò èõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.

6.2.6 Òàáëèöû èñòèííîñòè

Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé âûñêàçûâàíèé
A, A ∧B, A ∨B, A⇒ B, A⇔ B ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèìè òàáëèöàìè:
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A A

0 1

1 0

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

6.3 Êâàíòîðíûå êîíñòðóêöèè

6.3.1 ÄËß ÂÑÅÕ

Óòâåðæäåíèå ¾äëÿ âñåõ x âåðíî A(x)¿ ñèìâîëè÷åñêè çàïèñû-
âàåòñÿ ∀xA(x). Ñèìâîë ∀ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè
[5, 6, 11, 13, 17, 18]. Ýòà æå ñâÿçêà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïåðåâîäå
óòâåðæäåíèé: ¾A âåðíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x¿, ¾äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî x èìååò ìåñòî A(x)¿, ¾êàêîâî áû íè áûëî x, ñïðàâåäëèâî
A(x)¿ è ò. ï.
Óòâåðæäåíèå ∀xA(x) èñòèííî òòò A(x) èñòèííî ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x.
Óòâåðæäåíèå ∀xA(x) ëîæíî òòò èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî êîí-

êðåòíîå çíà÷åíèå x, � òàêîå, ÷òî A(x) ëîæíî.
Çàìåòèì, ÷òî òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ñâÿçîê èñ÷èñëåíèÿ âû-

ñêàçûâàíèé ìîæíî ïðèìåíÿòü ÷èñòî ìåõàíè÷åñêè, â ÷àñòíîñòè,
âû÷èñëÿòü ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôîðìóë íà ÝÂÌ. Îïðåäåëåíèå
æå èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ôîðìóëû ∀xA(x) íå âñåãäà ñâîäèò-
ñÿ ê ïðîñòîìó âû÷èñëåíèþ. Íàïðèìåð, ïðè äàííûõ êîíêðåòíûõ
íàòóðàëüíûõ x, y, z, n óòâåðæäåíèå xn+2 + yn+2 ̸= zn+2 ìîæíî
ïðîâåðèòü ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì, à ïðîáëåìà, âåðíî èëè íåâåð-
íî íà ìíîæåñòâå N óòâåðæäåíèå ∀x∀y ∀z ∀n(xn+2+yn+2 ̸= zn+2),
ñôîðìóëèðîâàíî áîëåå 300 ëåò íàçàä, è òîëüêî â äåâÿíîñòûå ãî-
äû XX âåêà íàéäåí ñïîñîá åãî äîêàçàòåëüñòâà. Ýòà ïðîáëåìà
èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà. Íà îáû÷íîì
ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå îíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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óðàâíåíèå xn + yn = zn ïðè n > 2 íå èìååò ðåøåíèé â ïîëîæè-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ.

6.3.2 ÑÓÙÅÑÒÂÓÅÒ

Óòâåðæäåíèå ¾ñóùåñòâóåò òàêîå x, ÷òî A(x)¿ çàïèñûâàåòñÿ íà
ÿçûêå ìàòåìàòèêè êàê ∃xA(x). Çíàê ∃ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ [5, 6, 11, 13, 17, 18]. Ýòà æå çàïèñü ïðèìåíÿåò-
ñÿ ïðè ïåðåâîäå óòâåðæäåíèé: ¾A(x) âåðíî ïðè íåêîòîðûõ x¿,
¾A(x) èíîãäà âåðíî¿, ¾åñòü òàêîå x, ïðè êîòîðîì A(x)¿, ¾ìîæíî
íàéòè òàêîå x, ïðè êîòîðîì A(x)¿ è ò. ï.
Âûñêàçûâàíèå ∃xA(x) èñòèííî, åñëè â íàøåì óíèâåðñå íàé-

äåòñÿ õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå c, ïðè êîòîðîìA(c) èñòèííî. ∃xA(x)
ëîæíî, åñëè ïðè ëþáîì çíà÷åíèè c ëîæíî A(c). Íàõîæäåíèå èñ-
òèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ∃xA(x) òàêæå ìîæåò ñîñòàâëÿòü ïðîáëå-
ìó. Íàïðèìåð, íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì,
åñëè ñóììà åãî äåëèòåëåé (èñêëþ÷àÿ ñàìî n) ðàâíà n. Íàïðèìåð:
6 � ñîâåðøåííîå ÷èñëî, ò. ê. 6 = 1+2+3; 28 òàêæå ñîâåðøåííîå
÷èñëî, ò. ê. 28 = 1+2+4+7+14. ßñíî, ÷òî ïðè äàííîì n ïðîâåðêà
óñëîâèÿ ¾n � ñîâåðøåííîå ÷èñëî¿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì
ïðîöåññîì; åå ìîæíî ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó. Íî ïðîáëåìà ¾ñóùå-
ñòâóåò ëè íå÷åòíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî?¿ ñòîèò óæå áîëåå 2000
ëåò, è ïîêà íåò ñïîñîáà åå ðåøåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ∃xA(x) íå îòðèöàåò òîãî, ÷òî

∀xA(x). Â æèçíè æå ïîðîþ ñëîâîì ¾íåêîòîðûå¿ ïîä÷åðêèâà-
þò ñìûñë ¾íå âñå¿. Èòàê, êâàíòîðû ∀ è ∃ âñåãäà óïîòðåáëÿþòñÿ
âìåñòå ñ ïåðåìåííîé x è çàñòàâëÿþò åå ¾ïðîáåãàòü¿ âåñü óíèâåðñ.
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Ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ

Êîíúþíêöèÿ:
A ∧B, A&B, A ·B, AandB.

Äèçúþíêöèÿ:
A ∨B, A +B, Aor B.

Èìïëèêàöèÿ:
A⇒ B, A ⊃ B, A→ B, A impl B,

Ýêâèâàëåíòíîñòü:
A⇔ B, A ≡ B, A↔ B, A = B, A ∼ B, Aeq B.

Îòðèöàíèå:
A, −A, ¬A, ∼ A, notA.

Âñåîáùíîñòü:
∀xA(x), (x)A, ΠxA, ∧xA, (Ax)A.

Ñóùåñòâîâàíèå:
∃xA(x), (Ex)A, ΣxA, ∨xA, (Ex)A.

6.4 Ïðåäèêàòû è ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû

Ïóñòü èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ).
×òîáû îáðàçîâàòü âûñêàçûâàíèå èç ïðåäìåòîâ, íóæíî ñîåäèíèòü
èõ îòíîøåíèåì; n-ìåñòíîå îòíîøåíèå � ýòî îïåðàöèÿ, ñîïî-
ñòàâëÿþùàÿ n ïðåäìåòàì âûñêàçûâàíèå.
Â ëîãèêå äëÿ åäèíîîáðàçèÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàïèñüþ

P (t1, t2, . . . , tn), ÷òîáû îáîçíà÷èòü âûñêàçûâàíèå, îáðàçîâàííîå
ïðèìåíåíèåì n-ìåñòíîãî îòíîøåíèÿ ê ïðåäìåòàì t1, t2, . . . , tn.
Ñèìâîë P , îáîçíà÷àþùèé îòíîøåíèå, íàçûâàåòñÿ ïðåäèêàòîì
[5, 6, 10, 11, 13, 15�18]. ¾Ïðåäèêàò¿ è ¾îòíîøåíèå¿ ñîîòíîñÿò-
ñÿ êàê èìÿ è ïðåäìåò, èì îáîçíà÷àåìûé. Íî â ìàòåìàòèêå ýòè
äâà ïîíÿòèÿ óïîòðåáëÿþòñÿ ÷àñòî êàê ñèíîíèìû.
Ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû èìåþò âèä: P (t1, t2, . . . , tn), ãäå P �

n-ìåñòíûé ïðåäèêàò, t1, t2, . . . , tn � òåðìû (àðãóìåíòû). Â îáû÷-
íîé ìàòåìàòèêå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ôîð-
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ìóëàìè. Ñëîæíûå ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ. Çàäàâàÿ
ÿçûê êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëÿþò èìåííî ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû è èõ ñìûñë. Äëÿ òîãî
÷òîáû çàäàòü ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
ïðåäèêàòû è òåðìû. À ÷òîáû çàäàòü òåðìû, íóæíî îïðåäåëèòü
ñîðòà îáúåêòîâ, êîíñòàíòû è îïåðàöèè. Â ñîâîêóïíîñòè ïðåäèêà-
òû, ñîðòà, êîíñòàíòû, îïåðàöèè ñîñòàâëÿþò ñëîâàðü (ñèãíàòóðó)
òåîðèè êàê ñïîñîá çàïèñè âûñêàçûâàíèé.
Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ � íîâàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ

ðàçâèòèåì ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ïðåäèêàò � ýòî òî, ÷òî âûñêà-
çûâàåòñÿ (óòâåðæäàåòñÿ èëè îòðèöàåòñÿ) â ñóæäåíèè îá îáúåêòå,
ïðåäìåòå.
Ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû. Âûðàæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çà-

ïèñûâàþòñÿ âûñêàçûâàíèÿ â ôîðìàëüíîì ÿçûêå, íàçûâàþòñÿ ëî-
ãè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, èëè ïðîñòî ôîðìóëàìè. Îáû÷íûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ëîãè÷åñêèõ
(òàê íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû).
Ñ ÷èñòî ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäèêàòû (îòíîøåíèÿ)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè, ñîïîñòàâëÿþùèå ñâîèì àð-
ãóìåíòàì èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ò. å. ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå
âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: èñòèíà è ëîæü.
Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëåííàÿ ïðåäèêàòó ¾<¿, ¾ïåðåðàáàòûâàåò¿

ïàðó ÷èñåë x, y â 1, åñëè x < y, è â 0, åñëè x ≥ y. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

� Êàê òîëüêî áóäåò çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ è çàôèêñèðîâàíû
çíà÷åíèÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëå ïå-
ðåìåííûõ, ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì è ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå ýëå-
ìåíòàðíîé ôîðìóëû.

Ïðåäèêàò íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
êîðòåæè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ îáðàùàþò ïðåäèêàò â èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå.
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Åñëè ïðåäèêàò ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ êîíêðåòíûõ ýëåìåí-
òîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ îáðàùàåòñÿ â èñòèííîå âû-
ñêàçûâàíèå, òî îí íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì.
Åñëè ïðåäèêàò ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ êîíêðåòíûõ ýëåìåí-

òîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ îáðàùàåòñÿ â ëîæíîå âûñêà-
çûâàíèå, òî îí íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì.
Ê ïðåäèêàòàì, îïðåäåëåííûì íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå,

ìîæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè àëãåáðû âûñêàçûâàíèé: êîíúþíê-
öèþ, äèçúþíêöèþ, èìïëèêàöèþ, ýêâèâàëåíòíîñòü, îòðèöàíèå �
è ïîëó÷àòü íîâûå ïðåäèêàòû.
Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, çíàêîâ îïåðàöèé è ñêî-

áîê, âûðàæàþùóþ ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó âûñêàçûâàíèÿ, íàçû-
âàþò ôîðìóëîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Äàäèì ñòðîãîå îïðå-
äåëåíèå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

1. Ñèìâîëû ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò 1 è 0 ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

2. Êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿA,B, C,D,. . . ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé.

3. Åñëè A èB �ôîðìóëû, òî A, A∧B, A∨B, A⇒ B, A⇔ B �
ôîðìóëû.

4. Äðóãèõ ôîðìóë â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé íåò.

Ôîðìóëû, óêàçàííûå â ïóíêòàõ 1 è 2, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè ôîðìóëàìè. Ñêîáêè â ôîðìóëå óêàçûâàþò ïîðÿäîê âû-
ïîëíåíèÿ îïåðàöèé (êàê â àëãåáðå). Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà
ñêîáîê è ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïðèíÿò ñëåäóþùèé ïîðÿäîê âûïîë-
íåíèÿ îïåðàöèé: 1) îòðèöàíèå; 2) êîíúþíêöèÿ; 3) äèçúþíêöèÿ;
4) èìïëèêàöèÿ; 5) ýêâèâàëåíòíîñòü.
Êàæäàÿ ôîðìóëà çàäàåò ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ � ôóíêöèþ îò

ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ñàìà ìîæåò ïðèíèìàòü òîëü-
êî äâà ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ. Ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè ìîãóò áûòü
çàäàíû òàáëè÷íûì ñïîñîáîì èëè àíàëèòè÷åñêè � â âèäå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôîðìóë.
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Åñëè ôîðìóëà íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ è ïåðåìåííûõ, òî åå
çíà÷åíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì çíà÷åíèé
ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë, èç êîòîðûõ îíà ïîñòðîåíà. Åñëè òàêèõ
ñòðîèòåëüíûõ áëîêîâ n, òî äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü 2n èõ çíà÷å-
íèé, ÷òîáû âûÿñíèòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ôîðìóëû
îò çíà÷åíèé åå êîìïîíåíòîâ. Ñèñòåìàòè÷åñêèé ïåðåáîð âñåõ âà-
ðèàíòîâ çíà÷åíèé ýëåìåíòàðíûõ áëîêîâ è âû÷èñëåíèå äëÿ íèõ
çíà÷åíèé ôîðìóëû è äàåò òàáëèöó èñòèííîñòè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîð-

ìóëû (A⇒ B ∨ C) ⇒ (A⇒ B).

A B C B ∨ C A⇒ B ∨ C A⇒ B Ôîðìóëà
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Çäåñü òðè ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ: A, B, C, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååòñÿ 23 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èõ çíà÷åíèé, ðàçìåùåííûõ â
òð¼õ ïåðâûõ ñòîëáöàõ. Îñòàëüíûå ñòîëáöû çàïîëíÿþòñÿ ñîãëàñ-
íî òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûñêàçûâàíèé.
Ïåðåáðàâ âîñåìü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ìû îòûñ-

êàëè òî åäèíñòâåííîå, ïðè êîòîðîì ôîðìóëà ëîæíà. Åñëè áû
òàêîâîãî íå îêàçàëîñü, òî ôîðìóëà ìîãëà áû ñ÷èòàòüñÿ ëîãè÷å-
ñêè èñòèííîé è ïðèìåíÿòüñÿ íåâçèðàÿ íà èíòåðïðåòàöèþ, à â
îáû÷íîé ìàòåìàòèêå âîîáùå áåçóñëîâíî. Ïîýòîìó â ëîãèêå èíòå-
ðåñíû ôîðìóëû, òîæäåñòâåííî èñòèííûå ïðè ëþáîé èíòåðïðå-
òàöèè, èì äàëè íàçâàíèå òàâòîëîãèè. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè òàâ-
òîëîãèé çàíèìàþò ýêâèâàëåíòíîñòè � òàâòîëîãèè âèäà A ⇔ B.
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Óñòàíîâëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äàåò âîçìîæíîñòü ïîâñþäó çà-
ìåíÿòü âûðàæåíèÿ A è B äðóã íà äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 43. Çàìêíóòûå ôîðìóëû, íå ñîäåðæàùèå êâàí-

òîðîâ, íàçûâàþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè. Ïîäúÿçûê ëîãè-
êè ïðåäèêàòîâ, ñîñòîÿùèé èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë, íà-

çûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûì ÿçûêîì èëè ÿçûêîì ëîãèêè âû-

ñêàçûâàíèé.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ôîðìóëà (A ⇒ B ∨ C) ⇒ (A ⇒ B)

ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé.
Îöåíèâàíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû � ýòî íàõîæäåíèå

ôóíêöèè, ñòàâÿùåé â ñîîòâåòñòâèå âñåì åå ðàçëè÷íûì ýëåìåí-
òàðíûì ïîäôîðìóëàì èñòèíó ëèáî ëîæü. Òàáëèöà èñòèííîñòè
� ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âîçìîæíîìó îöå-
íèâàíèþ çíà÷åíèå ôîðìóëû ïðè ýòîì îöåíèâàíèè. Ïîñêîëüêó
ýëåìåíòàðíûõ ïîäôîðìóë ó ôîðìóëû êîíå÷íîå ÷èñëî è êàæäàÿ
èç íèõ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ, òî ñîñòàâëåíèå òàá-
ëèöû èñòèííîñòè � êîíå÷íàÿ ïðîöåäóðà (ñì. ïðèìåð, ðàññìîò-
ðåííûé âûøå).
Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åå òàáëèöà èñòèííîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé,
òîæäåñòâåííî ðàâíîé èñòèíå, ò. å. 1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå-
÷èåì, åñëè òàáëèöà òîæäåñòâåííî ðàâíà ëæè, ò. å. 0.
Òàâòîëîãèè è ïðîòèâîðå÷èÿ âàæíû äëÿ ëîãèêè ïîòîìó, ÷òî

îíè íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ôîðìàëèçàöèè ïðåäìåòíîé îáëà-
ñòè. Äàëåå, ïðèìåíåíèå òàâòîëîãèé äàåò îáùèå ñðåäñòâà âûâîäà
ñëåäñòâèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë.

6.5 Àëãåáðà ëîãèêè

Àëãåáðà ëîãèêè êàê ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè èçó÷àåò
ñòðîåíèå ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ âûñêàçûâàíèé (ëîãè÷åñêèõ ôîð-
ìóë) è ñïîñîáû óñòàíîâëåíèÿ èõ èñòèííîñòè ñ ïîìîùüþ àëãåá-

107



Ãëàâà 6. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

ðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ [5�7, 9�11, 14, 15, 17�18]. Îñíîâíûå îáúåêòû,
èçó÷àåìûå â ýòîì ðàçäåëå, � ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè, ñîñòîÿ-
ùèå èç áóêâ, çíàêîâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñêîáîê.
Àëãåáðà ëîãèêè � àëãåáðà, îáðàçîâàííàÿ ìíîæåñòâîì

B = {0, 1} âìåñòå ñî âñåìè âîçìîæíûìè îïåðàöèÿìè íà íåì. Â
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, êàê è â àëãåáðå, îïåðàöèè ïîä÷èíÿþò-
ñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíàì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî óïðîùàòü
ñîñòàâíûå âûñêàçûâàíèÿ. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû.

1. Èäåìïîòåíòíîñòü äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè: x ∨ x ⇔ x,
x ∧ x⇔ x.

2. Êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè: x∨y ⇔ y∨x,
x ∧ y ⇔ y ∧ x.

3. Àññîöèàòèâíîñòü äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè:
x ∨ (y ∨ z) ⇔ (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) ⇔ (x ∧ y) ∧ z.

4. Äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðàöèé äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà: x ∨ (y ∧ z) ⇔ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),
x ∧ (y ∨ z) ⇔ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

5. Äâîéíîå îòðèöàíèå: x⇔ x.

6. Çàêîíû äå Ìîðãàíà: x ∨ y ⇔ x ∧ y, x ∧ y ⇔ x ∨ y.

7. Ñêëåèâàíèå: (x ∨ y) ∧ (x ∨ y) ⇔ x, (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ⇔ x.

8. Ïîãëîùåíèå: x ∨ (x ∧ y) ⇔ x, x ∧ (x ∨ y) ⇔ x.

9. Äåéñòâèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè 0 è 1: x ∨ 0 ⇔ x,
x ∧ 0 ⇔ 0, x ∨ 1 ⇔ 1, x ∧ 1 ⇔ x, x ∧ x⇔ 0, 1 ⇔ 0, 0 ⇔ 1.

10. Çàêîí èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî: x ∨ x⇔ 1.

11. Òîæäåñòâî: x⇔ x.

12. Îòðèöàíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: x ∧ x⇔ 1.

13. Êîíòðàïîçèöèÿ: (x⇒ y) ⇔ (y ⇒ x).
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14. Öåïíîå çàêëþ÷åíèå: ((x⇒ y) ∧ (y ⇒ z)) ⇔ (x⇒ z).

15. Ïðîòèâîïîëîæíîñòü: (y ⇒ x) ⇔ (x⇒ y).

16. Ìîäóñ ïîíåíñ (modus ponens � ïðàâèëî âûâîäà ):
(x ∧ (x⇒ y)) ⇒ y ⇔ 1.

Âñå äàííûå çàêîíû ïðîâåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííî-
ñòè. Ïðè èññëåäîâàíèè âûñêàçûâàíèé íà ýêâèâàëåíòíîñòü (ðàâ-
íîñèëüíîñòü) ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó ⇔ ìîæíî çàìåíÿòü îáû÷íûì
çíàêîì ðàâåíñòâà =.
Íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ñ êâàíòîðàìè.

1. Çàêîíû äå Ìîðãàíà:
∀x ∈M, P (x) ⇔ ∃x ∈M, P (x);
∃x ∈M, P (x) ⇔ ∀x ∈M, P (x).

Êâàíòîð âñåîáùíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì àíàëîãîì êîíú-
þíêöèè, à êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ � îáîáù¼ííûì àíàëîãîì äèçú-
þíêöèè íà ëþáîå (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü P (x) � ïðåäëîæåíèå ñ ïåðåìåííîé x, îïðå-
äåëåííîå íà ìíîæåñòâå M = {a1, . . . , an}. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ:

2. ∀x ∈M, P (x) ⇔ P (a1) ∧ P (a2) ∧ . . . ∧ P (an);
∃x ∈M, P (x) ⇔ P (a1) ∨ P (a2) ∨ . . . ∨ P (an).

Ëþáóþ ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ f (x1, x2, . . . , xn) ìîæíî çàäàòü
òàáëèöåé èñòèííîñòè, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé âûïèñàíû âñå âîç-
ìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé åå àðãóìåíòîâ x1, x2, . . . , xn, a ïðàâàÿ
÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýòèì íàáîðàì. Íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòî-
ðîì ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå f = 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì
íàáîðîì ôóíêöèè f ; ìíîæåñòâî âñåõ åäèíè÷íûõ íàáîðîâ � åäè-
íè÷íûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f . Àíàëîãè÷íî: íàáîð çíà÷åíèé,
íà êîòîðîì f = 0, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì íàáîðîì ôóíêöèè f , à
ìíîæåñòâî íóëåâûõ íàáîðîâ � íóëåâûì ìíîæåñòâîì.
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×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷àþùèõñÿ íàáîðîâ çíà÷åíèé n

ïåðåìåííûõ ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè f (x1, x2, . . . , xn) ðàâíî 2n (÷èñ-
ëó âñåõ âîçìîæíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n). ×èñëî âñåõ
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ ðàâíî ÷èñëó âîçìîæíûõ ðàñ-
ñòàíîâîê íóëåé è åäèíèö â ñòîëáöå ñ 2n ñòðîêàìè, ò. å. ðàâíî

A
2n

2 = 22
n
.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé (n = 1), òàê íàçûâàåìûõ óíàðíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.
×èñëî òàêèõ ôóíêöèé: 22

1
= 22 = 4. Äàëåå â òàáëèöå: â ïåðâîì

ñòîëáöå � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x, â íèæíåé ñòðîêå � îáîçíà÷å-
íèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ êàæäîé èç 4 ôóíêöèé:

x f0 f1 f2 f3
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

0 x x 1

Ôóíêöèè f0 è f3 � êîíñòàíòû 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷åíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé x; â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâî-
ðÿò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåí-
íîé (ôèêòèâíîé); ôóíêöèè f1(x) = x � ïîâòîðåíèå ïåðåìåííîé,
f2(x) = x � îòðèöàíèå ïåðåìåííîé.
×èñëî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ � áèíàð-

íûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé � ðàâíî 22
2
= 24 = 16, èç êîòîðûõ

øåñòü èìåþò ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Â íèæíèé äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçàíû îáîçíà÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé,
îñóùåñòâëÿåìûõ ýòèìè ôóíêöèÿìè:

x1 x2 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 x1 ∧ x2 x1 ⇒ x2 x1 x2 ⇒ x1 x2 x1 ⊕ x2 x1 ∨ x2
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x1 x2 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

x1 ↓ x2 x1 ⇔ x2 x2 x2 ⇒ x1 x1 x1 ⇒ x2 x1|x2 1

Ñðåäè ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé èìåþòñÿ ðàíåå íå îïðåäåëåííûå
ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè (ñâÿçêè): f6 = x1 ⊕ x2 � ñëîæåíèå ïî ìî-
äóëþ 2 (èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ); f8 = x1 ↓ x2 = x1 ∨ x2 � ñòðåëêà
Ïèðñà; f14 = x1|x2 = x1 ∧ x2 � øòðèõ Øåôôåðà.
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà íàðÿäó ñ òàáëèöåé ñëóæèò ñïîñî-

áîì çàäàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè. Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëà
îïèñûâàåò ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ êàê ñóïåðïîçèöèþ äðóãèõ áîëåå
ïðîñòûõ ôóíêöèé.
Ýêâèâàëåíòíûìè, èëè ðàâíîñèëüíûìè, íàçûâàþòñÿ ôîðìó-

ëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îäíó è òó æå ôóíêöèþ (ýêâèâàëåíòíîñòü
ôîðìóë â àëãåáðå ëîãèêè îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì =).
Ñòàíäàðòíûé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ

ôîðìóë:

1) äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà èñòèííîñòè;

2) ïîëó÷åííûå òàáëèöû ñðàâíèâàþòñÿ ïî êàæäîìó íàáîðó çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ (ñòàíäàðòíûé ìåòîä òðåáóåò 2 · 2n âû÷èñ-
ëåíèé).

Îäíà è òà æå ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìó-
ëàìè, âêëþ÷àþùèìè ðàçëè÷íûå íàáîðû ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Íàïðèìåð:

x1 | x2 = x1 ∧ x2 = x1 ∨ x2.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíåéøèå àëãîðèòìû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ôîðìóë � ôîðìóëèðîâêè îòðèöàíèé è ïîñòðîåíèÿ äâîé-
ñòâåííûõ ôóíêöèé.
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Àëãîðèòì ôîðìóëèðîâêè îòðèöàíèé. Ïîä ôîðìóëèðîâ-
êîé îòðèöàíèé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ôîðìóëû A òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ ïðèìå-
íÿëàñü ëèøü ê ýëåìåíòàðíûì ôîðìóëàì. Ðàññìîòðåííûå çàêîíû
(ñòð. 108) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Åñëè ìû ïðèøëè ê ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëå, îñòàâëÿåì ïåðåä
íåé îòðèöàíèå è çàêàí÷èâàåì ðàáîòó.

2. Åñëè A åñòü B ∨ C, çàìåíÿåì ∨ íà ∧ è ôîðìóëèðóåì îòðè-
öàíèÿ B, C.

3. Åñëè A åñòü B ∧ C èëè B ⇒ C, çàìåíÿåì ∧ ëèáî ⇒ äðóã
íà äðóãà, ôîðìóëèðóåì îòðèöàíèå çàêëþ÷åíèÿ C, îñòàâëÿÿ
ïîñûëêó B áåç èçìåíåíèÿ.

4. Åñëè A åñòü B, îòáðàñûâàåì îáà îòðèöàíèÿ è îñòàâëÿåì B

áåç èçìåíåíèÿ.

5. Åñëè A åñòü ∀xB èëè ∃xB, òî çàìåíÿåì êâàíòîðû äðóã íà
äðóãà è ôîðìóëèðóåì îòðèöàíèå B.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôîð-
ìóëû

A⇒ (B ∨ C) = A ∧ (B ∨ C) = A ∧B ∧ C.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë.
Ôîðìóëèðîâêà îòðèöàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå øàãîì ïðîâåðêè ïå-

ðåâîäîâ íà ôîðìàëüíûé ÿçûê è âûáîðà èç íèõ áîëåå ïðèåìëå-
ìîãî.
Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé. Äâîéñòâåí-

íîñòü � ýòî òåðìèí ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ïðèìåíÿåìûé â ñëó-
÷àå òàêèõ ïàð ïîíÿòèé, êàê êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ, êâàíòîð
îáùíîñòè è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ �
ýòî ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé ïóò¼ì çàìåíû â íåé âñåõ
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ïåðåìåííûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Çàêîí äâîéñòâåííîñòè ãëàñèò:
åñëè ôîðìóëû A è B ðàâíîñèëüíû, òî è äâîéñòâåííûå èì ôîð-
ìóëû A∗ è B∗ òàêæå ðàâíîñèëüíû. Â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêà-
çûâàíèé ýòîò çàêîí íàçâàí ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 44. Ôóíêöèÿ g(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ äâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè f (x1, x2, . . . , xn), åñëè g(x1, x2, . . . , xn) =

= f (x1, x2, . . . , xn), è îáîçíà÷àåòñÿ f
∗.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè:

(x ∧ y)∗ = (x ∧ y) = x ∨ y.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåí-
íîé ôóíêöèè f , ðàâíà ñàìîé ôóíêöèè f .
Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ òàáëèöåé äâîéñòâåííîé ôóíê-

öèè. Çàìåíà íàáîðà (x1, x2, . . . , xn) íà (x1, x2, . . . , xn) ñîîòâåò-
ñòâóåò ¾ïåðåâîðà÷èâàíèþ¿ òàáëèöû èñòèííîñòè. Äåéñòâèòåëü-
íî, íàáîðû (x1, x2, . . . , xn) è (x1, x2, . . . , xn) ðàñïîëîæåíû ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû òàáëèöû. Òåïåðü îñòà¼òñÿ ïðèìå-
íèòü îïåðàöèþ îòðèöàíèÿ ê ðåçóëüòàòó ôóíêöèè, ò. å. ïîìåíÿòü
0 íà 1 è 1 íà 0. Âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè, äâîéñòâåííîé ê èñõîä-
íîé, ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà èñõîäíîé ôóíêöèè ïåðåâîðà÷èâàíèåì
è çàìåíîé 0 íà 1, 1 íà 0.
Ôóíêöèè x∧y è x∨y, çàäàâàåìûå âåêòîðàìè çíà÷åíèé (0, 0, 0, 1)

è (0, 1, 1, 1), äâîéñòâåííû äðóã ê äðóãó. Òàêæå äâîéñòâåííûìè
ÿâëÿþòñÿ x ⊕ y è x ⇔ y, çàäàâàåìûå âåêòîðàìè (0, 1, 1, 0) è
(1, 0, 0, 1). Êàæäàÿ èç ôóíêöèé x è x (âåêòîðû (0, 1) è (1, 0) ñîîò-
âåòñòâåííî) äâîéñòâåííà ñàìà ñåáå. Åñëè â ëîãè÷åñêîì òîæäåñòâå
çàìåíèòü êàæäóþ ôóíêöèþ íà äâîéñòâåííóþ åé, ñíîâà ïîëó÷èò-
ñÿ âåðíîå òîæäåñòâî.
Ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñôîð-

ìóëèðîâàòü îòðèöàíèå è íàéòè ôóíêöèþ äâîéñòâåííóþ çàäàí-
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íîé, ðåçóëüòàò ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èñòèííîñòè.

f (x, y, z) = (x ∨ y) ⇒ (y ∧ z).

Ðåøåíèå

f (x, y, z) � îòðèöàíèå.

f (x, y, z) = (x ∨ y) ⇒ (y ∧ z) = (x∨y)∧(y ∧ z) = (x∨y)∧(y ⇒ z) =

= (x ∨ y) ∧ (y ⇒ z).

f ∗(x, y, z) � äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

f ∗(x, y, z) = f (x, y, z) = (x ∨ y) ⇒ (y ∧ z) =

= (x ∨ y) ⇒ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (y ⇒ z).

Ïðîâåðêà

x y z x ∨ y z y ∧ z f (x, y, z) y ⇒ z f (x, y, z)

0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1 1

x y z x y z x ∨ y y ⇒ z f ∗(x, y, z)

0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1 0
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x y z f (x, y, z) f (x, y, z) f ∗(x, y, z)

0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0

Ñóùåñòâóþò íàáîðû ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé (îïåðàöèé), ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðûõ ìîæíî âûðàçèòü ëþáûå äðóãèå ëîãè÷åñêèå ôóíê-
öèè. Òàêèå íàáîðû íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûìè ñè-
ñòåìàìè, èëè áàçèñàìè. Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûå ñèñòåìû õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëåííûì íàáîðîì ñâîéñòâ ñîñòàâëÿþùèõ èõ
ôóíêöèé.
Ñèñòåìó S ôóíêöèé f1, f2, . . . , fm àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàþò

ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, åñëè ëþáóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè
ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè íåêîòîðîãî íàáîðà ëî-
ãè÷åñêèõ ôóíêöèé f1, f2, . . . , fm.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè S � ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà, òî

äîáàâëåíèå ëþáîãî ÷èñëà ôóíêöèé íå èçìåíèò ñòàòóñà ñèñòå-
ìû êàê ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé. Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå P2, åñëè óäàëåíèå
õîòÿ áû îäíîé èç ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â íå¼, ïðåâðàùàåò ýòó ñè-
ñòåìó â ôóíêöèîíàëüíî íåïîëíóþ.
Íàèáîëåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ áàçèñ {∧,∨,− }.
Ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå êðîìå ïåðåìåííûõ (è ñêîáîê) òîëüêî

çíàêè ôóíêöèé êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ {∧,∨,− }
(È, ÈËÈ, ÍÅ), íàçûâàþòñÿ áóëåâûìè. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 10. Âñÿêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåä-
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ñòàâëåíà áóëåâîé ôîðìóëîé, ò. å. êàê ñóïåðïîçèöèÿ äèçúþíê-

öèè, êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé (îïå-
ðàöèé) Σ = {∧,∨,− } ôóíêöèîíàëüíî ïîëíà.
Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì ñâîéñòâ ôóíêöèé íàáîðà äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà åãî ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
÷åðåç ôóíêöèè íàáîðà ìîæíî âûðàçèòü äèçúþíêöèþ, êîíúþíê-
öèþ è îòðèöàíèå.
Àëãåáðà (P2;∧,∨,− ), îñíîâíûì ìíîæåñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé P2, à îïåðàöèÿìè � êîíú-
þíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ è îòðèöàíèå, íàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåá-
ðîé ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îïåðàöèè è ôîðìóëû áóëåâîé àë-
ãåáðû ÷àñòî íàçûâàþò áóëåâûìè.

6.6 Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë

Ôîðìóëó íàçûâàþò ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé, åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, âçÿ-
òûõ ñ îòðèöàíèåì èëè áåç îòðèöàíèÿ. Îäíó ïåðåìåííóþ èëè å¼
îòðèöàíèå ñ÷èòàþò îäíî÷ëåííîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé.
Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé (ÄÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé íåïîâòîðÿþùèõñÿ
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. ÄÍÔ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå A1∨A2∨
. . . ∨ An, ãäå êàæäîå Ai � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ.
Ïðèìåðû ÄÍÔ: x2 ∨ (x1 ∧ x3); x2 ∨ (x2 ∧ x1) ∨ x1.
Ôîðìóëà A îò k ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÄÍÔ), åñëè:
1) A ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ, â êîòîðîé êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíê-

öèÿ Ai åñòü êîíúþíêöèÿ k ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk, ïðè÷åì
íà i-ì ìåñòå ýòîé êîíúþíêöèè ñòîèò ëèáî ïåðåìåííàÿ xi, ëè-
áî å¼ îòðèöàíèå;

2) âñå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè Ai â òàêîé ÄÍÔ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû.
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Íàïðèìåð, ôîðìóëà A = x1 ∧ x2 ∨ x1 ∧ x2 åñòü ÑÄÍÔ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëû B = x1 ∨ x2 ∧ x3 è C = x1 ∧ x2 ∨ x2 ∧ x2
íå ÿâëÿþòñÿ ÑÄÍÔ. Ôîðìóëà B çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ,
íî êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèÿõ x1 è
x2∧x3 ìåíüøå òðåõ. Â ôîðìóëå C ïåðåìåííàÿ x2 äâàæäû âõîäèò
â îäíó è òó æå ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ.
Ôîðìóëó íàçûâàþò ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, âçÿ-
òûõ ñ îòðèöàíèåì èëè áåç îòðèöàíèÿ. Îäíó ïåðåìåííóþ èëè å¼
îòðèöàíèå ñ÷èòàþò îäíî÷ëåííîé ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.
Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé (ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé íåïîâòîðÿþùèõñÿ
ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé. ÊÍÔ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå A1∧A2∧
. . . ∧ An, ãäå êàæäîå Ai � ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ.
Ïðèìåðû ÊÍÔ: x2, x2, x1∨x2, (x2∨x1)∧x3, (x1∨x2)∧(x1∨x3).
ÔîðìóëàA îò k ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé êîíú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÊÍÔ), åñëè:

1) A ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ, â êîòîðîé êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíê-
öèÿ Ai åñòü äèçúþíêöèÿ k ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk, ïðè÷åì
íà i-ì ìåñòå ýòîé äèçúþíêöèè ñòîèò ëèáî ïåðåìåííàÿ xi, ëè-
áî å¼ îòðèöàíèå;

2) âñå ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè Ai â òàêîé ÊÍÔ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà A = (x1∨x2)∧(x1∨x2) åñòü ÑÊÍÔ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà B = (x1∨x1)∧(x2∨x3) íå ÿâëÿåòñÿ ÑÊÍÔ,
ïîñêîëüêó â ïåðâóþ äèçúþíêöèþ x1 âõîäèò äâàæäû, êðîìå òîãî,
ôóíêöèÿ çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé
äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ òîëüêî äâå.
Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ, íå ðàâíóþ òîæäåñòâåííî 0 èëè 1,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÑÄÍÔ èëè ÑÊÍÔ. Ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü f � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ,
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íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ

äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, âûðàæàþùàÿ ôóíêöèþ f .

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ÑÄÍÔ åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïå-
ðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ èëè êîíúþíêöèé).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, íå

ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî åäèíèöå. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, âûðàæà-

þùàÿ ôóíêöèþ f .

Íà îñíîâàíèè ýòèõ óòâåðæäåíèé ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû ïðè-
âåäåíèÿ ÄÍÔ ê ÑÄÍÔ è ÊÍÔ ê ÑÊÍÔ, è íàîáîðîò.
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ÄÍÔ ê ÑÄÍÔ. Åñëè â êàêîé-

ëèáî ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ïåðåìåííûõ ìåíüøå, òî â íåïîë-
íóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëü-
íûé ìíîæèòåëü, âêëþ÷àþùèé äèçúþíêöèþ îòñóòñòâóþùåé ïå-
ðåìåííîé è å¼ îòðèöàíèå. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê
ñîãëàñíî çàêîíó èíâåðñèè x ∨ x = 1, à 1 ∧ x = x.
Äàëåå äëÿ óäîáñòâà îïåðàöèþ êîíúþíêöèè ∧ áóäåì îáîçíà-

÷àòü òî÷êîé. Íàïðèìåð, â ÄÍÔ x1 ∨ x1 · x2 · x3 â ïåðâîé ýëåìåí-
òàðíîé êîíúþíêöèè íåîáõîäèìî èìåòü x2 è x3 èëè èõ îòðèöàíèå.
Äëÿ ýòîãî äâàæäû óìíîæèì x1 íà 1, ÷òîáû çàòåì ýòè åäèíèöû
çàìåíèòü äèçúþíêöèÿìè x2 ∨ x2 è x3 ∨ x3 ñîîòâåòñòâåííî:

F (x1, x2, x3) = x1 ∨ x1 · x2 · x3 = x1 · 1 · 1 ∨ x1 · x2 · x3 =
= x1 · (x2 ∨ x2) · (x3 ∨ x3) ∨ x1 · x2 · x3 =

= (x1 · x2 ∨ x1 · x2) · (x3 ∨ x3) ∨ x1 · x2 · x3 =
= x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 =

= x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3 ∨ x1 · x2 · x3.

Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.
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6.6.1 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè

1. Â òàáëèöå èñòèííîñòè ôóíêöèè îòìå÷àåì íàáîðû ïåðåìåí-
íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ 1 (åäèíè÷íûå íàáîðû ïåðå-

ìåííûõ ).

2. Çàïèñûâàåì äëÿ êàæäîãî îòìå÷åííîãî íàáîðà êîíúþíêöèþ
âñåõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè çíà÷åíèå íåêî-
òîðîé ïåðåìåííîé â ýòîì íàáîðå ðàâíî 1, òî â êîíúþíêöèþ
âêëþ÷àåì ñàìó ïåðåìåííóþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � å¼ îòðè-
öàíèå.

3. Âñå ïîëó÷åííûå êîíúþíêöèè ñâÿçûâàåì îïåðàöèÿìè äèçú-
þíêöèè.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèì ÑÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè, f (x1, x2, x3) =

= (x1 ∨ x2) ⇒⇒ (x1 ∧ x3).

x1 x2 x3 x1 x1 ∨ x2 x1 ∧ x3 f (x1, x2, x3)

0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1

ÑÄÍÔ èìååò âèä: x1 ·x2 ·x3∨x1 ·x2 ·x3∨x1 ·x2 ·x3 = f (x1, x2, x3).

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ÊÍÔ ê ÑÊÍÔ: åñëè â êàêîé-ëèáî ýëå-
ìåíòàðíîé äèçúþíêöèè ïåðåìåííûõ ìåíüøå, òî íåïîëíóþ ýëå-
ìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ äîïîëíèì ëîãè÷åñêèì íóëåì, êîòîðûé
â ñëåäóþùåì øàãå çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ íåäîñòàþùåé ïå-
ðåìåííîé è å¼ îòðèöàíèÿ: x ∧ x = 0.
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Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x1, x2, x3) = (x1 ∨ x3) · (x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3).

Ýòî ÊÍÔ, â ïåðâûõ ñêîáêàõ íåò x2, à âî âòîðûõ x1. Â ðåçóëüòàòå
èìååì:

F (x1, x2, x3) = (x1 ∨ 0 ∨ x3) · (0 ∨ x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) =

= (x1 ∨ x2 · x2 ∨ x3) · (x1 · x1 ∨ x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) =

= ((x1∨x2) ·(x1∨x2)∨x3) ·((x1∨x2) ·(x1∨x2)∨x3) ·(x1∨x2∨x3) =

= (x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3)·(x1∨x2∨x3).

Ïîëó÷åííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñî-
âåðøåííîé.

6.6.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÊÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè

1. Â òàáëèöå èñòèííîñòè ôóíêöèè îòìå÷àåì âñå íàáîðû ïåðå-
ìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ 0 (íóëåâûå íàáîðû ïå-

ðåìåííûõ ).

2. Çàïèñûâàåì äëÿ êàæäîãî îòìå÷åííîãî íàáîðà äèçúþíêöèþ
âñåõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè çíà÷åíèå íåêî-
òîðîé ïåðåìåííîé â ýòîì íàáîðå ðàâíî 0, òî â äèçúþíêöèþ
âêëþ÷àåì ñàìó ïåðåìåííóþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � å¼ îòðè-
öàíèå.

3. Âñå ïîëó÷åííûå äèçúþíêöèè ñâÿçûâàåì îïåðàöèÿìè êîíú-
þíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè îäíîçíà÷íî ìîæåò áûòü
çàäàíà òàáëè÷íî, íî ýòîò ñïîñîá äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé, áîëåå
êîìïàêòíîå å¼ ïðåäñòàâëåíèå � ÷èñëîâàÿ ôîðìà. Íàïðèìåð:

f (x1, x2, x3) =
∨
1

(0, 1, 3, 6, 7).
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Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ, ðàâíûå 1, íà íàáîðàõ ïåðåìåííûõ, íîìåðà êîòîðûõ
0, 1, 3, 6, 7, ò. å. å¼ åäèíè÷íîå ìíîæåñòâî:

{(0, 0, 0); (0, 0, 1); (0, 1, 1); (1, 1, 0); (1, 1, 1)}.

Òó æå ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü, çàôèêñèðîâàâ íóëåâûå íàáîðû:

f (x1, x2, x3) =
∧
0

(2, 4, 5).

Ðàññìîòðåííûå áóëåâû ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé È, ÈËÈ, ÍÅ. Èñïîëüçóÿ çàêîíû
àëãåáðû ëîãèêè, ìîæíî çàìåíèòü ãðîìîçäêèå áóëåâû ôóíêöèè
èì ðàâíîñèëüíûìè, íî áîëåå ïðîñòûìè. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåò-
ñÿ ìèíèìèçàöèåé áóëåâûõ ôóíêöèé. Å¼ ïðîâîäÿò äëÿ óïðî-
ùåíèÿ ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé â ïðîãðàììàõ, à òàêæå
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîåííûå íà èõ îñíîâå ôóíêöèîíàëüíûå ñõå-
ìû íå ñîäåðæàëè ëèøíèõ ýëåìåíòîâ.

6.6.3 Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. Êàðòû Êàðíî

Ìèíèìèçèðîâàòü íîðìàëüíûå ôîðìû ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè: ìåòîäîì êàñêàäîâ, ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî è äðóãèìè.
Ìèíèìàëüíàÿ (ñîêðàùåííàÿ) íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîëó÷àåòñÿ èç
ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé (äèçúþíêòèâíîé) íîðìàëüíîé ôîð-
ìû óäàëåíèåì íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé (êîíúþíê-
öèé).
Òóïèêîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ÊÍÔ (ÄÍÔ), èç

êîòîðîé íåëüçÿ óäàëèòü íè îäíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè
(äèçúþíêöèè) òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü íåèçìåííîé çàäàííóþ áóëå-
âó ôóíêöèþ. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè â òàêîì âèäå
íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïðåäñòàâèòü å¼ â ñîâåðøåííîì âèäå è òîëü-
êî çàòåì ìèíèìèçèðîâàòü äî ìèíèìàëüíîé èç âñåõ òóïèêîâûõ
ôîðì.
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Êàðòû Êàðíî ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå óäîáíûõ ñïîñîáîâ
ìèíèìèçàöèè. Îíè âïåðâûå áûëè ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå Ìîðèñà
Êàðíî â 1953 ã. Ýòî ñïåöèàëüíûå òàáëèöû, äàþùèå âîçìîæíîñòü
óïðîñòèòü ïðîöåññ ïîèñêà ìèíèìàëüíîé ôîðìû áóëåâà âûðàæå-
íèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ n ≤ 6. Îíè
èìåþò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàçäåëåííîãî íà 2n êëåòîê, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâîè÷íûé n-ìåðíûé íàáîð çíà÷åíèé ôóíê-
öèè F èç òàáëèöû èñòèííîñòè.

Äëÿ n = 2 êàðòà Êàðíî èìååò âèä òàáëèöû, ñîñòîÿùåé èç
22 = 4 êëåòîê.

èçìåíåíèå x1

èçìåíåíèå x2
x1x2 x1x2
x1x2 x1x2

èëè
00 10
01 11

Ïðè n = 3 êàðòû Êàðíî èìåþò âèä ñ 23 = 8 = 2× 4 êëåòêàìè.

Êàðòà Êàðíî äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ:

èçìåíåíèå x2x3

èçìåíåíèå x1
x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3
x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3

èëè
000 001 011 010
100 101 111 110

Äëÿ n = 4 êàðòû Êàðíî èìåþò âèä ñ 24 = 16 = 4×4 êëåòêàìè.

Êàðòà Êàðíî äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ:

èçìåíåíèå x1x2

èçìåíåíèå x3x4

x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4
x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4
x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4
x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4 x1x2x3x4
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èëè

0000 0100 1100 1000
0001 0101 1101 1001
0011 0111 1111 1011
0010 0110 1110 1010

Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F íà êàðòå Êàðíî ïðåäñòàâëåíà ñîâîêóï-
íîñòüþ êëåòîê, çàïîëíåííûõ åäèíèöàìè (1) � äëÿ âñåõ êëåòîê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ åäèíè÷íûì íàáîðàì ïåðåìåííûõ, èëè ïóñòî-
òàìè (0) � äëÿ íóëåâûõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, åñëè èçâåñòíû åå
çíà÷åíèÿ ïðè âñåì íàáîðå àðãóìåíòîâ, ò. å. èçâåñòíà òàáëèöà èñ-
òèííîñòè èëè ÑÄÍÔ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ ïðîèçâîäèòñÿ ¾ñêëåèâà-

íèå¿ åäèíèö. ¾Ñêëåèâàþòñÿ¿ òîëüêî ñîñåäíèå êëåòêè, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðîöåññ ñâîäèòñÿ ê
îáúåäèíåíèþ â ãðóïïû åäèíè÷íûõ êëåòîê êàðò Êàðíî. Ïðè ýòîì
îáùèå ïåðåìåííûå ñîõðàíÿþòñÿ, à ðàçëè÷íûå îïóñêàþòñÿ.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè ñ ïîìî-

ùüþ êàðò Êàðíî. Àëãîðèòì ¾ñêëåèâàíèÿ¿ ñ ïîìîùüþ êàðò Êàð-
íî èìååò ñëåäóþùèé âèä.

1. Ïðèâåñòè áóëåâó ôóíêöèþ ê ÑÄÍÔ.
2. Íàíåñòè åäèíèöû íà êàðòó Êàðíî.
3. Îáúåäèíèòü ñîñåäíèå åäèíèöû êîíòóðàìè, îõâàòûâàþùèìè

2m êëåòîê, ãäå m = 0, 1, 2, 3. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
åäèíèöà ïîïàäàåò îäíîâðåìåííî â äâà êîíòóðà. Åñëè êîíòóð
îõâàòûâàåò áîëåå îäíîé ïàðû åäèíèö îäíîâðåìåííî, òî ïðåä-
ïî÷òèòåëüíåå åãî íå äðîáèòü íà ïàðû, à ðàññìàòðèâàòü êàê
åäèíûé öåëûé êîíòóð, íàïðèìåð êâàäðàò.

4. Ïðîâåñòè óïðîùåíèÿ, ò. å. èñêëþ÷èòü ÷ëåíû, äîïîëíÿþùèå
äðóã äðóãà äî 1 âíóòðè êîíòóðà, ñëåäÿ çà òåì, ÷òîáû ïåðå-
ìåííûå âíóòðè êîíòóðà áûëè ñâÿçàíû îïåðàöèåé êîíúþíê-
öèè.

5. Îáúåäèíèòü îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû (ïî îäíîìó â êàæäîì êîíòó-
ðå) ôóíêöèåé ÈËÈ, ò. å. äèçúþíêöèåé.
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6. Çàïèñàòü ïîëó÷åííîå óïðîùåííîå áóëåâî âûðàæåíèå â ÄÍÔ.

Ïðè ðàáîòå ñ êàðòàìè Êàðíî íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå
íà ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåí-
íûõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ äîëæíà ñîõðà-
íÿòüñÿ. Ïðè ýòîì êàæäûå äâå ñîñåäíèå êëåòêè îòëè÷àþòñÿ ëèøü
çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé. Íàðóøåíèå ïîðÿäêà çàïîëíåíèÿ
ñòðîê èëè ñòîëáöîâ âîçìîæíî, íî ýòî ìîæåò íå äàòü îæèäàåìîãî
ðåçóëüòàòà.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìî-

ùüþ êàðò Êàðíî.
Ïóñòü f (A,B,C) = ABC ∨ ABC ∨ ABC ∨ ABC.

1 1

�
�
�
�

1 1
�
�
�
�C

C
AB AB AB AB

Íàíåñåì åäèíèöû íà êàðòó è îáâåäåì èõ ñíà÷àëà ïîïàðíî äâó-
ìÿ êîíòóðàìè. Òàêîå äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóåò çàêëþ÷åíèþ â ñêîá-
êè ñëàãàåìûõ (ABC∨ABC) è (ABC∨ABC). Âûíîñÿ çà ñêîáêè
îäèíàêîâûå êîíúþíêöèè ñîãëàñíî ðàñïðåäåëèòåëüíîìó çàêîíó, â
ñêîáêàõ ïîëó÷àåì äèçúþíêöèþ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèé îä-
íîé èç ïåðåìåííûõ. Â äàííîì ïðèìåðå ýòîìó øàãó ñîîòâåòñòâó-
þò êîíúþíêöèè AB(C ∨ C) è AB(C ∨ C). Îáúåäèíåíèå äâóõ
ñîñåäíèõ åäèíèö âñåãäà ïðèâîäèò â äåéñòâèå çàêîí èíâåðñèè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó äèçúþíêöèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííîé ðàâíà 1.
Ïîýòîìó ïðè çàïèñè îòâåòà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êàðòû Êàðíî

ïåðåìåííûå, çàêëþ÷åííûå â îáùèé êîíòóð, ñâÿçûâàþòñÿ êîíú-
þíêöèåé (êàê è îáùèé ìíîæèòåëü ïðè âûíåñåíèè çà ñêîáêè), à
òàêèå îòäåëüíûå êîíúþíêöèè, ò. å. ðàçëè÷íûå êîíòóðû, îáúåäè-
íÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé äèçúþíêöèåé.
Åñëè çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, òî ê íåìó âíîâü ìîæíî

ïðèìåíèòü òî æå ïðàâèëî: f (A,B,C) = AB ∨ AB = B. Îäíàêî

124



Ãëàâà 6. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

â äàííîì ïðèìåðå óäîáíåå ðàññìîòðåòü öåëèêîì âåñü êâàäðàò èç
÷åòûðåõ åäèíèö è ñðàâíèòü ïåðåìåííûå, çàïèñàííûå â ãîðèçîí-
òàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ êëåòêàõ. Î÷åâèäíî, îáùèå ìíîæèòåëè
ñîõðàíÿòñÿ ïîñëå óïðîùåíèÿ (âåäü èõ ìîæíî áûëî âûíåñòè çà
ñêîáêè), à èíâåðòèðóåìûå óéäóò ñîãëàñíî çàêîíó èíâåðñèè. Ïî-
ýòîìó öåëåñîîáðàçíåå îïóñòèòü èíâåðòèðóåìûå ïàðû A ∨ A è
C ∨C, à â îòâåòå ñîõðàíèòü îáùóþ äëÿ âñåõ êëåòîê ïåðåìåííóþ
B. Â ðåçóëüòàòå f (A,B,C) = B.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ìèíèìèçàöèè áóëåâîé ôóíêöèè, ñîäåð-

æàùåé ÷åòûðå ïåðåìåííûå.

f (A,B,C,D) = A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D∨

∨A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D ∨ A ·B · C ·D.

Çàíåñåì åäèíèöû â ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè êàðòû Êàðíî.

1 1
�
 �	

1 1
1 1

�
�
�
�

AB
AB
AB
AB

C D C D C D C D

Ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå, çàêëþ÷åííûå êîíòóðîì â ïðÿìîóãîëü-
íèê. Ñðåäè íèõ åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ â ñîñåäíèõ êëåòêàõ (A è D)
è èíâåðòèðóåìûå (ïàðû B, B è C, C). Ïîâòîðÿþùèåñÿ ïåðåìåí-
íûå êàê îáùèé ìíîæèòåëü ìû ñîõðàíèì, à èíâåðòèðóåìûå îïó-
ñòèì. Èç êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî äâå åäèíèöû, âûíåñåì ïåðåìåí-
íûå A, B, ðàñïîëîæåííûå íà îäíîé ñòðîêå, à òàêæå îäèíàêîâóþ
äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ ïåðåìåííóþ C, ïðè ýòîì îïóñòèì èí-
âåðòèðóåìóþ ïàðó D, D. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé áóëåâà ôóíêöèÿ
ïðèìåò âèä:

f (A,B,C,D) = A ·D ∨ A ·B · C.
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Ïðîâåðêà. Ãðóïïèðóåì ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè: ïåðâóþ ñ
ïîñëåäíåé, âòîðóþ ñ òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòóþ ñ ïÿòîé.

f (A,B,C,D) = A ·B · C · (D ∨D) ∨ A · C ·D · (B ∨B)∨

∨A ·C ·D · (B∨B) = A ·B ·C ∨A ·D · (C ∨C) = A ·D∨A ·B ·C,
ò. å. ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè ñîâïàëè.
Ðàññìîòðèì åù¼ ïðèìåð.
Ïóñòü f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4.
Çàïîëíèì òàáëèöó:

x3x4 x3x4 x3x4 x3x4
x1x2
x1x2 1 1
x1x2 1 1
x1x2

×åðåäîâàíèå ïåðåìåííûõ â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ íè÷åì íå îãðà-
íè÷åíî. Òàêîé ïîðÿäîê áûë ââåäåí äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùå-
ãî óïðîùåíèÿ. Ïîýòîìó íàäî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âñå åäèíèöû â
äàííîì ñëó÷àå îêàçàëèñü ðÿäîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòîæäå-
ñòâèòü, ò. å. ¾ñêëåèòü¿ êðàéíèå ëåâóþ è ïðàâóþ êîëîíêè. Ôàê-
òè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñâåðòûâàíèþ êàðòû â âåðòèêàëüíûé
öèëèíäð, â êîòîðîì ëåâûé êðàé ñîâìåùàåòñÿ ñ ïðàâûì. Ïðè èõ
ñîâìåùåíèè åäèíèöû ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöîâ îêàæóòñÿ
ñîñåäíèìè, è äëÿ íèõ ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü àëãîðèòì ¾ñêëåè-
âàíèÿ¿.
Èç âñåé ÷åòâåðêè åäèíèö ïî âåðòèêàëè ñîõðàíèòñÿ îáùàÿ ïå-

ðåìåííàÿ âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê x2, à ïî ãîðèçîíòàëè � îáùàÿ
ïåðåìåííàÿ ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöîâ x4: f (x1, x2, x3, x4) =
= x2x4.
Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå (ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì) óäîáíî

ïåðåñòàâèòü ïåðåìåííûå â ñòîëáöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâåðòûâà-
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íèþ êàðòû â ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð.

f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4.

x3x4 x3x4 x3x4 x3x4
x1x2 1 1
x1x2
x1x2
x1x2 1 1

Â ýòîì ïðèìåðå êîíòóðû îáúåäèíåíû ¾÷åðåç êðàé¿ ïðè ñâåð-
òûâàíèè êàðòû Êàðíî â ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð òàê, ÷òîáû
ñîâìåùàëèñü âåðõíèé è íèæíèé êðàÿ êàðòû, è êëåòêè, ñîäåð-
æàùèå åäèíèöû, îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíèê. Â ïåðâîé è ïî-
ñëåäíåé ñòðîêàõ ñîõðàíÿåòñÿ îáùàÿ ïåðåìåííàÿ x2, à â ïåðâîì
è âòîðîì ñòîëáöàõ � îáùàÿ ïåðåìåííàÿ x3. Èõ êîíúþíêöèÿ è
ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì: f (x1, x2, x3, x4) = x2x3.
Ïóñòü f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4.
Çàïîëíèì êàðòó Êàðíî:

x3x4 x3x4 x3x4 x3x4
x1x2 1 1
x1x2
x1x2
x1x2 1 1

Â ðåçóëüòàòå: f (x1, x2, x3, x4) = x2x4.

Ïóñòü f (x1, x2) = x1x2 ∨ x1x2 ∨ x1x2. Êàðòà Êàðíî èìååò âèä:

x2 x2
x1 1
x1 1 1
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Ïîëó÷èëîñü äâà êîíòóðà, îäèí èç êîòîðûõ äàåò x1, à âòîðîé
x2. Ïîïàäàíèå åäèíèöû â äâà êîíòóðà è áîëåå ñîîòâåòñòâóåò çà-
êîíó èäåìïîòåíòíîñòè x = x ∨ x, ïîýòîìó êàæäîå ñëàãàåìîå
(ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ) ìîæåò áûòü ïðåäîñòàâëåíî ñòîëüêî
ðàç, ñêîëüêî íóæíî äëÿ óïðîùåíèÿ. Ïðè ýòîì îíè ãðóïïèðóþò-
ñÿ íåçàâèñèìî ñ äðóãèìè ñëàãàåìûìè, ñ êîòîðûìè ïîïàëè â îäèí
êîíòóð. Ôàêòè÷åñêè ñäåëàíî ñëåäóþùåå:

f (x1, x2) = x1x2∨x1x2∨x1x2∨x1x2 = x2(x1∨x1)∨x1(x2∨x2) = x1∨x2.

Êàðòû Êàðíî äàþò áîëåå ðàöèîíàëüíûé ïóòü ìèíèìèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ïðèìåð.Ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè, çàäàííóþ â ÷èñëîâîé ôîð-

ìå, ìèíèìèçèðîâàòü, ïîëüçóÿñü êàðòàìè Êàðíî.

f (x1, x2, x3, x4) =
∨
1

(4, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15).
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Ðåøåíèå

x1 x2 x3 x4 f

0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
2 0 0 1 0 0
3 0 0 1 1 0
4 0 1 0 0 1
5 0 1 0 1 0
6 0 1 1 0 0
7 0 1 1 1 0
8 1 0 0 0 1
9 1 0 0 1 1
10 1 0 1 0 1
11 1 0 1 1 1
12 1 1 0 0 1
13 1 1 0 1 0
14 1 1 1 0 1
15 1 1 1 1 1

ÑÄÍÔ:

f (x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4∨

∨x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x3x4.
x3x4 x3x4 x3x4 x3x4

x1x2
x1x2 1
x1x2 1 1 1
x1x2 1 1 1 1
�� �


�


�
	 #
"

 
!

Òóïèêîâàÿ ÄÍÔ:

f (x1, x2, x3, x4) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3x4.

Áàçèñ {∧,∨,− } íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé, ñóùåñòâóåò äî-
âîëüíî ìíîãî ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, áóëåâû
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ôóíêöèè ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç {∨,− }, òàê êàê, âîñïîëü-
çîâàâøèñü ïðàâèëîì äå Ìîðãàíà, èìååì: x1 ∧ x2 = x1 ∨ x2.
Ïðèìåðû îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì áóëåâûõ

ôóíêöèé:

� êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ, îòðèöàíèå: S1 = {∧,∨,− };

� êîíúþíêöèÿ, îòðèöàíèå: S2 = {∧,− };

� äèçúþíêöèÿ, îòðèöàíèå: S3 = {∨,− };

� øòðèõ Øåôôåðà: S4 = {|};

� ñòðåëêà Ïèðñà: S5 = {↓};

� ñóììà ïî ìîäóëþ äâà, êîíúþíêöèÿ, 1: S6 = {⊕,∧, 1};

� x1x2, îòðèöàíèå: S7 = {x1x2, x2};

� èìïëèêàöèÿ, îòðèöàíèå: S8 = {⇒,− }.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé S1 = {∧,∨,− } áóäåò
èçáûòî÷íîé; óäàëèâ èç íå¼ îäíó ôóíêöèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü íî-
âóþ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíóþ ñèñòåìó S2 = {∧,− } èëè
S3 = {∨,− }.
Ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûå ôîðìàëüíûå ñèñòåìû (àëãåáðû) �

â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ëîãè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Òàê, áàçèñ ôóíêöèé S1 = {∧,∨,− } îáðàçóåò áóëåâó
àëãåáðó. Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé â áàçèñå S6 = {⊕,∧, 1}
îáðàçóåò àëãåáðó Æåãàëêèíà.

6.7 Àëãåáðà Æåãàëêèíà

6.7.1 Ñóììà ïî ìîäóëþ äâà

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóììà ïî ìîäóëþ äâà (M2), èëè àíòèýêâè-
âàëåíòíîñòü:
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x⊕ y = x⇔ y.

Òàáëèöà èñòèííîñòè ñóììû ïî ìîäóëþ äâà:

x y x⊕ y

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Ñóììà ïî ìîäóëþ äâà ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì:

� ïåðåìåñòèòåëüíîìó: x1 ⊕ x2 = x2 ⊕ x1;

� ñî÷åòàòåëüíîìó: (x1⊕x2)⊕x3 = x1⊕(x2⊕x3), ïîýòîìó ñêîáêè
ìîæíî îïóñòèòü;

� ðàñïðåäåëèòåëüíîìó (äèñòðèáóòèâíîñòè êîíúþíêöèè îòíî-
ñèòåëüíî M2): x1 ∧ (x2 ⊕ x3) = x1 ∧ x2 ⊕ x1 ∧ x3.

Îïåðàöèè ñ êîíñòàíòàìè èìåþò âèä:

� x⊕ x = 0;

� x⊕ 0 = x;

� x⊕ x = 1;

� x⊕ 1 = x.

Âîçìîæíî ðàçëîæåíèå â ÑÄÍÔ:

� x1 ⊕ x2 = x1x2 ∨ x1x2.

Äëÿ ñóììû ïî ìîäóëþ äâà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îòðèöàíèÿ:

� x1 ⊕ x2 = x1 ⊕ x2 = x1 ⊕ x2.
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6.7.2 Ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà

Ñîãëàñíî ñôîðìóëèðîâàííûì óòâåðæäåíèÿì, ìîæíî ãîâîðèòü,
÷òî ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé S6 = {⊕,∧, 1} ïîëíà. Òîãäà ëþ-
áóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò
ñâîèõ ïåðåìåííûõ, è òàêîé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
Æåãàëêèíà.
Ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîíñòàíòû è ðàçëè÷-

íûõ îäíî÷ëåíîâ, â êîòîðûå êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ âõîäèò íå
âûøå, ÷åì â ïåðâîé ñòåïåíè.

� Ìíîãî÷ëåíÆåãàëêèíà êîíñòàíòû ðàâåí ñàìîé æå êîíñòàíòå;

� ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà áóëåâîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé:

f (x) = a0 ⊕ a1x;

� ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà áóëåâîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:

f (x1, x2) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a12x1x2;

� ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà áóëåâîé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ:

f (x1, x2, x3) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3⊕
⊕a12x1x2 ⊕ a13x1x3 ⊕ a23x2x3 ⊕ a123x1x2x3; è äð.

Êîýôôèöèåíòû ai, ... ,j è ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ 0 èëè 1, à ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå ðàâíî 2n, ãäå n �
÷èñëî ïåðåìåííûõ. Çíàê ⊕ � ñóììà Æåãàëêèíà, èëè ñóììà ïî
ìîäóëþ äâà.

Òåîðåìà 13. (Æåãàëêèíà). Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ

f (x1, x2, . . . , xn) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìíîãî÷ëå-

íà Æåãàëêèíà, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ.

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà.
Ëþáóþ ôóíêöèþ, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 0, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ÑÄÍÔ. Åñëè ñðàâíèì òàáëèöû èñòèííîñòè äèçúþíêöèè
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è ñóììû ïî ìîäóëþ äâà, óâèäèì, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
ïîñëåäíåé ñòðîêîé, ò. å. íà íàáîðå ïåðåìåííûõ 11. Òàê êàê â
ÑÄÍÔ íà êàæäîì íàáîðå ïåðåìåííûõ òîëüêî îäíà êîíúþíêöèÿ
ðàâíà 1, òî âñå äèçúþíêöèè ìîæíî çàìåíèòü ñóììàìè ïî ìîäó-
ëþ äâà. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî x ⊕ 1 = x. Íà ýòîì è îñíî-
âàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà äëÿ ôóíêöèè
f (x1, x2, . . . , xn).

1. Ïî òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ ôóíêöèè f íàõîäèì ìíîæåñòâî
òåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1.

2. Ñîñòàâëÿåì ÑÄÍÔ.

3. Â ÑÄÍÔ êàæäûé çíàê äèçúþíêöèè ∨ ìåíÿåì íà çíàê ñóììû
Æåãàëêèíà ⊕.

4. Óïðîùàåì, åñëè ìîæíî, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ
òîæäåñòâî xi ⊕ xi = 1.

5. Â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå êàæäîå îòðèöàíèå xi çàìåíÿåì íà
xi ⊕ 1.

6. Ðàñêðûâàåì ñêîáêè â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé òîëü-
êî ôóíêöèè ∧, ⊕ è êîíñòàíòó 1.

7. Ïðèâîäèì ïîäîáíûå ÷ëåíû, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî xi⊕xi = 0.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåíÆåãàëêèíà äëÿ ôóíêöèè, ÑÄÍÔ
êîòîðîé èìååò âèä: f (x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3.

f (x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2x3 ⊕ x1x2x3 =

= (x1 ⊕ 1)(x2 ⊕ 1)x3 ⊕ (x1 ⊕ 1)x2(x3 ⊕ 1)⊕ x1(x2 ⊕ 1)(x3 ⊕ 1) =

= (x1⊕ 1)(x2x3⊕ x3)⊕ (x1x2⊕ x2)(x3⊕ 1)⊕ (x1x2⊕ x1)(x3⊕ 1) =

= x1x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x3 ⊕ x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕⊕x1x2 ⊕ x2⊕
⊕x1x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x1x2x3.
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Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà � ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà. Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîñòðîèâ äëÿ íå¼
òàáëèöó èñòèííîñòè.

6.8 Àëãåáðà ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì

Îäíèì èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé àëãåáðû ëîãèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòðîåíèå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåêëþ÷àòåëü-
íûõ ñõåì [7, 9, 10, 15, 17, 4].

Îïðåäåëåíèå 45. Ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ñõåìà � ýòî èçîá-

ðàæåíèå íåêîòîðîãî óñòðîéñòâà, ñîäåðæàùåãî òîëüêî äâóõïî-

çèöèîííûå ïåðåêëþ÷àòåëè, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì

èç äâóõ ñîñòîÿíèé: çàìêíóòîì (òîê ïðîõîäèò) èëè ðàçîìêíó-

òîì (òîê íå ïðîõîäèò).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòîÿíèå ïåðåêëþ÷àòåëÿ ìîæíî êîäèðîâàòü
÷èñëàìè 1 è 0. Áîëüøèíñòâî ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì ìîæíî ðàç-
áèòü íà ó÷àñòêè èç ïîñëåäîâàòåëüíî èëè ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåí-
íûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé. Êàæäîìó ïåðåêëþ÷àòåëþ ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå ëîãè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå ¾èñ-
òèíà¿ òîãäà, êîãäà ïåðåêëþ÷àòåëü çàìêíóò, è ¾ëîæü¿, åñëè ïåðå-
êëþ÷àòåëü ðàçîìêíóò. Íà ñõåìàõ ïåðåêëþ÷àòåëè áóäåì îáîçíà-
÷àòü òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåìåííûå.
Ïðè îïèñàíèè ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ

ñëåäóþùèõ ñîãëàøåíèé.

1. Ïåðåêëþ÷àòåëè, âñåãäà ëèáî îäíîâðåìåííî çàìêíóòûå, ëèáî
îäíîâðåìåííî ðàçîìêíóòûå, îáîçíà÷àþòñÿ îäíîé è òîé æå
áóêâîé.

2. Ïåðåêëþ÷àòåëÿì, ñîåäèíåííûì ïàðàëëåëüíî, ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå îïåðàöèþ äèçúþíêöèè: òîê â ýòîé öåïè (ðèñ. 6.1a)
áóäåò ïðîòåêàòü èëè ïðè çàìêíóòîì ïåðåêëþ÷àòåëå A, èëè
ïðè çàìêíóòîì ïåðåêëþ÷àòåëå B, èëè ïðè çàìêíóòûõ ïåðå-
êëþ÷àòåëÿõ A è B îäíîâðåìåííî.
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3. Ïåðåêëþ÷àòåëÿì, ñîåäèíåííûì ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ êîíúþíêöèè: òîê â öåïè (ðèñ. 6.1b)
ïîòå÷åò òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäóò çàìêíóòû îáà ïåðåêëþ÷à-
òåëÿ � A è B.

4. Äâà ïåðåêëþ÷àòåëÿ, ðàáîòàþùèå òàê, ÷òî îäèí èç íèõ çà-
ìêíóò, êîãäà äðóãîé ðàçîìêíóò, è íàîáîðîò, îïèñûâàþòñÿ
ôîðìóëàìè A è A ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 6.1c).

��

��

A

B

�� ��
A B

��

��

A

A

a b c

Ðèñ. 6.1. Ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ñõåìû

Ïðî÷èòàòü ïåðåêëþ÷àòåëüíóþ ñõåìó � çíà÷èò îïðåäåëèòü, ïðî-
òåêàåò ïî íåé òîê èëè íåò ïðè óêàçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ ïåðåêëþ-
÷àòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 46. Äâå ñõåìû, ñîäåðæàùèå îäíè è òå æå ïå-

ðåêëþ÷àòåëè A, B, . . . , áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè
(ðàâíûìè), åñëè ïðè îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè ïåðåêëþ÷à-

òåëåé îáå ñõåìû îäíîâðåìåííî ïðîïóñêàþò èëè íå ïðîïóñêàþò

òîê. Èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì áîëåå ïðîñòîé áóäåì ñ÷è-

òàòü òó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìåíüøå ïåðåêëþ÷àòåëåé.

Êàæäîé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ñõåìå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ôîðìóëó, èñòèííóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõåìà ïðî-
âîäèò òîê. Â àëãåáðå ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì âûïîëíÿþòñÿ âñå
çàêîíû àëãåáðû ëîãèêè. Â ýòîì äîñòàòî÷íî ïðîñòî óáåäèòüñÿ,
åñëè ïîñòðîèòü è ïðî÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çàêîíàì ñõå-
ìû, à çàòåì ñðàâíèòü ñòîëáåö ñîñòîÿíèÿ êàæäîé ñõåìû ñ ðåçóëü-
òèðóþùèì ñòîëáöîì òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû.
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Ïðèìåð. Ñîñòàâèì ôîðìóëó äëÿ ñõåìû:

��

��
��

A

B

��
D

C

Ïåðåêëþ÷àòåëè A è B ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî, ñëåäîâàòåëü-
íî, ýòîò ó÷àñòîê ñõåìû îïèñûâàåòñÿ êàê äèçúþíêöèÿ ïåðåìåí-
íûõ: A ∨B. Äàëåå ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ñ ïåðå-
êëþ÷àòåëåì C: (A∨B)∧C. Ðàññìîòðåííûé ó÷àñòîê öåïè ïàðàë-
ëåëüíî ñîåäèíÿåòñÿ ñ ïåðåêëþ÷àòåëåì D: (A ∨B) ∧ C ∨D.
Ñèíòåç ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ñõåìû � ýòî ðàçðàáîòêà ñõå-

ìû, óñëîâèÿ ðàáîòû êîòîðîé çàäàíû òàáëèöåé èñòèííîñòè èëè
ñëîâåñíûì îïèñàíèåì. Óïðîùåíèå (ìèíèìèçàöèÿ) ïåðåêëþ÷à-
òåëüíîé ñõåìû ñâîäèòñÿ ê óïðîùåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ôîð-
ìóëû íà îñíîâàíèè çàêîíîâ àëãåáðû ëîãèêè.

6.9 Ýëåìåíòû ñõåìîòåõíèêè. Ëîãè÷åñêèå ñõåìû

Ëþáîå óñòðîéñòâî êîìïüþòåðà, âûïîëíÿþùåå àðèôìåòè÷åñêèå
èëè ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåîáðà-
çîâàòåëü äâîè÷íîé èíôîðìàöèè: çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
äëÿ íåãî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, à çíà÷åíèÿ âû-
õîäíîé ôóíêöèè � íîâàÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íåîáõî-
äèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèè â áëîêàõ êîìïüþòåðà ïðî-
èçâîäÿòñÿ ëîãè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè äâóõ òèïîâ: êîìáèíàöèîí-
íûìè ñõåìàìè è öèôðîâûìè àâòîìàòàìè ñ ïàìÿòüþ [7, 9, 15, 4].
Â êîìáèíàöèîííîé ñõåìå íàáîð âûõîäíûõ ñèãíàëîâ â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì âõîäíûõ ñèã-
íàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 47. Äèñêðåòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü, êîòîðûé âû-

äàåò ïîñëå îáðàáîòêè äâîè÷íûõ ñèãíàëîâ çíà÷åíèå îäíîé èç ëî-
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ãè÷åñêèõ îïåðàöèé, íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêèì ýëåìåíòîì
(âåíòèëåì) (ËÝ).

Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ (ñõåìû) ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ðåàëè-
çóþùèõ:
a) ëîãè÷åñêîå óìíîæåíèå; b) ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå; c) îòðèöàíèå:

&

a

1

b

e
c

Ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò È (êîíúþíêòîð) ðåàëèçóåò îïåðàöèþ
ëîãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ. Åäèíèöà íà âûõîäå ýòîãî ýëåìåíòà ïî-
ÿâèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà âñåõ âõîäàõ áóäóò åäèíèöû.
Ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò ÈËÈ (äèçúþíêòîð) ðåàëèçóåò îïåðà-

öèþ ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ. Åñëè õîòÿ áû íà îäíîì âõîäå áóäåò
åäèíèöà, òî íà âûõîäå ýëåìåíòà òàêæå áóäåò åäèíèöà, èíà÷å �
íà âûõîäå áóäåò íîëü.
Ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò ÍÅ (èíâåðòîð) ðåàëèçóåò îïåðàöèþ îò-

ðèöàíèÿ. Åñëè íà âõîäå ýëåìåíòà íîëü, òî íà âûõîäå åäèíèöà, è
íàîáîðîò.
Áàçîâûìè â ìèêðîýëåêòðîíèêå ÿâëÿþòñÿ òàêæå ëîãè÷åñêèå

ýëåìåíòû È-ÍÅ è ÈËÈ-ÍÅ, ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè: øòðèõØåô-
ôåðà, ñòðåëêà Ïèðñà. Èõ óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

& e 1 e

Öåïî÷êè èç ËÝ, â êîòîðûõ âûõîäû îäíèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ
âõîäàìè äðóãèõ, íàçûâàþò ëîãè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè (ËÓ).
Ñõåìó ñîåäèíåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ ëîãè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ, íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìîé. Ôîð-
ìîé îïèñàíèÿ ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé ËÓ, ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóð-
íàÿ ôîðìóëà.
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Íàïðèìåð, ñòðóêòóðíàÿ ôîðìóëà F (x, y) = x ∧ (x ∨ y) ñîîò-
âåòñòâóåò ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìå, èçîáðàæ¼ííîé íèæå.

eY

eX s

1

&

Èç îòäåëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü, íàïðè-
ìåð, óñòðîéñòâà, ïðîèçâîäÿùèå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä
äâîè÷íûìè ÷èñëàìè.

Îïðåäåëåíèå 48. Ýëåêòðîííàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà, âûïîëíÿþ-

ùàÿ ñóììèðîâàíèå äâîè÷íûõ êîäîâ, íàçûâàåòñÿ ñóììàòîðîì.

Ðàññìîòðèì ñõåìó ñëîæåíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ
÷èñåë.

+
an . . . ai . . . a1 a0
bn . . . bi . . . b1 b0

sn+1 sn . . . si . . . s1 s0

Ïðè ñëîæåíèè öèôð i-ãî ðàçðÿäà ñêëàäûâàþòñÿ ai è bi, ê íèì
ïðèáàâëÿåòñÿ pi � ïðèçíàê ïåðåíîñà èç (i−1)-ãî ðàçðÿäà. Ðåçóëü-
òàòàìè ñëîæåíèÿ áóäóò si è pi+1 � ïðèçíàê ïåðåíîñà â ñëåäóþ-
ùèé ðàçðÿä.
Òàêèì îáðàçîì, îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷íûé ñóììàòîð � ýòî

óñòðîéñòâî ñ òðåìÿ âõîäàìè è äâóìÿ âûõîäàìè. Åãî ðàáîòà îïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé èñòèííîñòè:
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Âõîäû Âûõîäû
ai bi pi si pi+1

0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Âûõîäíûå ôóíêöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî òàáëèöå â âèäå
ÑÄÍÔ èëè ÑÊÍÔ è óïðîñòèòü ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé èñêîìûå ôóíêöèè
ïðèîáðåòàþò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé âèä:

pi+1 = ai ∧ bi ∨ ai ∧ pi ∨ bi ∧ pi;
si = (pi+1 ∨ ai ∧ bi ∧ pi) ∧ (ai ∨ bi ∨ pi).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè pi+1 è si ìîæíî âûðàçèòü äðóãèìè ôîð-
ìóëàìè, ÷òî, åñòåñòâåííî, ïðèâåäåò ê äðóãèì ëîãè÷åñêèì ñõåìàì.
Òàê, íàèáîëåå êîðîòêîé ôîðìóëîé äëÿ s ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:
si = ai ⊕ bi ⊕ pi.
Îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷íûé ñóììàòîð ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõå-

ìîé, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 6.2.
Ñëîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ êîìáèíàöèè îäíîðàçðÿäíûõ ñóììàòîðîâ. Â çàâèñèìîñòè
îò ñïîñîáà ââîäà/âûâîäà äàííûõ è îðãàíèçàöèè ïåðåíîñîâ ìíî-
ãîðàçðÿäíûå ñóììàòîðû áûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëü-
íîãî ïðèíöèïà äåéñòâèÿ.
Â öèôðîâûõ àâòîìàòàõ ñ ïàìÿòüþ íàáîð âûõîäíûõ ñèãíàëîâ

çàâèñèò íå òîëüêî îò íàáîðà âõîäíûõ ñèãíàëîâ, íî è îò âíóò-
ðåííåãî ñîñòîÿíèÿ äàííîãî óñòðîéñòâà. Òàêèå óñòðîéñòâà âñåãäà
èìåþò ïàìÿòü.

139



Ãëàâà 6. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

1

&

&

&

&

1

e
1

&

ai bi pi

ss
s
s
s
s
s
s
s

pi+1

si

Ðèñ. 6.2. Îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷íûé ñóììàòîð

Îïðåäåëåíèå 49. Ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò, ñïîñîáíûé õðàíèòü îäèí
ðàçðÿä äâîè÷íîãî ÷èñëà, íàçûâàþò òðèããåðîì.

Òðèããåð áûë èçîáðåòåí â 1918 ã. Ì. À. Áîí÷-Áðóåâè÷åì (1888 �
1940). Ñàìûé ïðîñòîé � RS-òðèããåð. Îí ñîñòîèò èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ ÈËÈ-ÍÅ, âõîäû è âûõîäû êîòîðûõ ñîåäèíåíû êîëüöîì:
âûõîä ïåðâîãî ñîåäèíåí ñî âõîäîì âòîðîãî, âûõîä âòîðîãî � ñî
âõîäîì ïåðâîãî (ðèñ. 6.3).
Ïðèíöèï ðàáîòû RS-òðèããåðà èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùàÿ òàá-

ëèöà èñòèííîñòè:

Ðåæèì ðàáîòû òðèããåðà R S Ñîñòîÿíèå òðèããåðà Q
Õðàíåíèå ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ 0 0 Q
Óñòàíîâêà òðèããåðà â 1 0 1 1
Óñòàíîâêà òðèããåðà â 0 1 0 0
Çàïðåùåííîå ñîñòîÿíèå 1 1 Íåäîïóñòèìî
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e

e

S

1
Q

R 1
Q

Ðèñ. 6.3. Ñõåìà RS-òðèããåðà:
âõîä S (set) � óñòàíîâêà òðèããåðà â 1, âõîä R (reset) � óñòàíîâêà òðèããåðà â 0

Îáû÷íî íà âõîäû ïîñòóïàþò ñèãíàëû R = 0 è S = 0, è òðèããåð
õðàíèò ñòàðîå ñîñòîÿíèå. Åñëè íà âõîä S ïîñòóïàåò íà êîðîòêîå
âðåìÿ ñèãíàë 1, òî òðèããåð ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 1, è ïîñëå òîãî,
êàê ñèãíàë S ñòàíåò ðàâåí 0, òðèããåð áóäåò ñîõðàíÿòü ñîñòîÿíèå
1. Ïðè ïîäà÷å 1 íà âõîä R òðèããåð ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå 0. Ïîäà-
÷à íà îáà âõîäà ëîãè÷åñêîé åäèíèöû ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîäíî-
çíà÷íîìó ðåçóëüòàòó, ïîýòîìó òàêàÿ êîìáèíàöèÿ âõîäíûõ ñèãíà-
ëîâ çàïðåùåíà. Äëÿ õðàíåíèÿ 1 áàéòà èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî
8 òðèããåðîâ, 1 êèëîáàéòà � 8 × 1024 òðèããåðà. Òàêèì îáðàçîì,
îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ñîäåðæèò ìèë-
ëèîíû òðèããåðîâ. Â öåëîì æå êîìïüþòåð ñîñòîèò èç îãðîìíîãî
÷èñëà ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ âñå åãî óçëû è ïàìÿòü.

Ïðèìåð. Äëÿ çàäàííîé áóëåâîé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ

f (x, y, z) = x ∨ y ⇒ (x⊕ z) :

à) ñîñòàâèòü òàáëèöó èñòèííîñòè è çàïèñàòü ôóíêöèþ â âèäå
ÑÄÍÔ;
á) íàéòè ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà;
â) ïðèâåñòè ôóíêöèþ ê òóïèêîâîé ÄÍÔ;
ã) ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñõåìó.
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Ðåøåíèå

Òàáëèöà èñòèííîñòè:

x y z x y x ∨ y x ∨ y x⊕ z f

0 0 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0

ÑÄÍÔ:

f (x, y, z) = x y z ∨ x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z.

Ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà:

f (x, y, z) = x y z ⊕ x yz ⊕ xyz ⊕ xyz ⊕ x y z ⊕ x y z ⊕ x y z =

= (1⊕x) (1⊕y) (1⊕z)⊕(1⊕x) (1⊕y)z⊕(1⊕x)y(1⊕z)⊕(1⊕x)yz⊕
⊕x (1⊕ y) (1⊕ z)⊕ x (1⊕ y) z ⊕ x y (1⊕ z) =

= x y z ⊕ y z ⊕ x z ⊕ z ⊕ x y ⊕ y ⊕ x⊕ 1⊕
⊕x y z ⊕ y z ⊕ x z ⊕ z ⊕ x y z ⊕ y z ⊕ x y ⊕ y⊕

⊕x y z ⊕ y z ⊕ x y z ⊕ x z ⊕ x y ⊕ x⊕ x y z ⊕ x z ⊕ x y z ⊕ x y =

= 1⊕ x y z.

Ìèíèìèçàöèÿ ÑÄÍÔ ñ ïîìîùüþ êàðòû Êàðíî:

1 1 1 1
�� �

1 1 1

'

&

$

%
z
z

x y x y x y x y

f (x, y, z) = x ∨ y ∨ z.
Çàìå÷àíèå. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, çàïèñàâ ÑÊÍÔ.
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Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà:

ez

ey

ex

1

1

143



Ãëàâà 6. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

6.10 Âîïðîñû è çàäàíèÿ

Âîïðîñû

1. Ïðîñòåéøèå âûñêàçûâàíèÿ, êâàçèâûñêàçûâàíèÿ, ìîäàëüíîñòè.

2. Ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, ëîãè÷åñêèå ôîð-
ìóëû.

3. Òàáëèöû èñòèííîñòè. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé.

4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âûñêàçûâàíèé. Çàïèñü âû-
ñêàçûâàíèé.

5. Àëãåáðà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ.

6. Ïðèìåíåíèå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ê åñòåñòâåííîìó ÿçûêó.

7. Êâàíòîðíûå êîíñòðóêöèè.

8. Òàâòîëîãèè, ïðîòèâîðå÷èÿ. Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ôîðìóë.

9. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè.

10. Ôîðìóëèðîâêà îòðèöàíèé.

11. Äâîéñòâåííûå ôóíêöèè.

12. Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë.

13. Ïîëíûå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé.

14. Òåîðåìà î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå.

15. Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ è ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâ-
íàÿ íîðìàëüíûå ôîðìû (ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ).

16. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé. Êàðòû Êàðíî.

17. Ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà.
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18. Àëãåáðà ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì.

19. Ýëåìåíòû ñõåìîòåõíèêè. Ëîãè÷åñêèå ñõåìû.

Çàäàíèÿ

1. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå èñòèííîñòè ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé:

1) 5 < 6;

2) 6 ≥ 3;

3) 5 ≥ −5;

4) 4 ≤ 2 ≤ 5.

Âûäåëèòå âûñêàçûâàíèÿ è êâàçèâûñêàçûâàíèÿ.

2. Ó ìåíÿ îäíà ðóêà.

3. Ó ìåíÿ ðàññòðîéñòâî æåëóäêà.

4. Ó ìåíÿ áîëèò ñïèíà.

5. Ó ìåíÿ íåò äåíåã.

6. Ïðîãðàììà íàïèñàíà ïëîõî.

7. Ïðîãðàììà íàïèñàíà íåïðàâèëüíî.

8. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñìûñëîâ èìååò ïðåäëîæåíèå: ¾Ïðåäëî-
æåíèå ðàáî÷èõ áðèãàä âûçâàëî îñóæäåíèå òîâàðèùà
Èâàíîâà¿.

Âûäåëèòå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, ìîäàëüíîñòè è êâàíòîðû.

9. Êàæäàÿ ïðîãðàììà ñîäåðæèò îøèáêó.

10. Åñëè ïðîãðàììà íå ñîäåðæèò îøèáîê, òî íåâåðåí ïðèìåí¼í-
íûé àëãîðèòì.

11. Åñëè ïðîãðàììà íà ñàìîì äåëå ïîëíîñòüþ è àáñîëþòíî ïðà-
âèëüíà, îíà íèêîìó íå íóæíà.
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12. Ïî ñëîâàì ïðåïîäàâàòåëÿ, ó ñòóäåíòà Ïåòðîâà â êàæäîé ïðî-
ãðàììå íå ìåíåå äåñÿòè îøèáîê.

13. Çàâòðà âçîéä¼ò Ñîëíöå, åñëè íå áóäåò ñâåòîïðåñòàâëåíèÿ.

14. Êàê ìíå ñîîáùèëà Ìàøà, íàø ïðåïîäàâàòåëü ñîáèðàåòñÿ çà-
âàëèòü íà ýêçàìåíå íå ìåíåå ïîëîâèíû ãðóïïû.

15. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî Èâàíîâ äóìàåò, ÷òî ÿ íàìåðåí ïîäëîæèòü
åìó ñâèíüþ.

16. Ìíå ïåðåäàëè, ÷òî Èâàíîâ äóìàåò, ÷òî ÿ íàìåðåí ïîäëîæèòü
åìó ñâèíüþ.

Ïåðåâåäèòå íà ôîðìàëüíûé ÿçûê, èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè

è êâàíòîðû.

17. Íè îäíîìó ëûñîìó íå íóæíà ðàñ÷¼ñêà.

18. Âñå ìîè ò¼òêè íåñïðàâåäëèâû.

19. Êàæäûé, êòî óïîðíî ðàáîòàåò, äîáèâàåòñÿ óñïåõà.

20. Íè îäèí áåçäåëüíèê íå ñòàíåò çíàìåíèòîñòüþ.

21. Íå âñå óãëû, ñèíóñ êîòîðûõ áîëüøå 1/2, áîëüøå π/2.

22. Êâàäðàòíûå êîðíè èç íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èððà-
öèîíàëüíû.

23. ×èñëî äåëèòñÿ íà 25 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî
äåëèòñÿ íà 50 ëèáî äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 50 îñòàòîê 25.

24. Òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà.

Çàïèøèòå âûñêàçûâàíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü êâàíòîðàìè.

25. Âñÿêîå ÷èñëî ðàâíî ñàìîìó ñåáå.

26. Êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî y, êâàäðàò åãî íåîòðèöàòåëåí.
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27. Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ
ax2 + bx + c = 0.

28. Ñóùåñòâóåò x òàêîå, ÷òî x− 3 = 7.

Ïðîâåðüòå íà òàáëèöàõ èñòèííîñòè, òàâòîëîãèè ëè óêàçàí-

íûå ôîðìóëû.

29. (A⇒ B) ∨ (A⇒ C) ⇔ (A⇒ B ∨ C).

30. ((A⇔ B) ⇔ C) ⇔ (A⇔ (B ⇔ C)).

31. ((A⇔ B) ∧ (C ⇔ D)) ⇔ ((A⇔ C) ∧ (B ⇔ D)).

32. A ∨B ⇔ A ∧B.

33. A ∧B ⇔ A ∨B.

34. (A⇔ B) ⇒ (A ∧ C ⇔ B ∧ C).

35. (A⇔ B) ⇒ (A ∨ C ⇔ B ∨ 1C).

Ñîñòàâüòå òàáëèöû èñòèííîñòè.

29. (p ∨ q) ∧ (p ∨ q) ⇔ p ∧ q.

30. p⇒ q ∨ p.

31. p⇒ q ∧ p.

32. p ∨ q ⇒ r.

33. p ∨ q ∨ r.

34. p ∧ q ⇔ (q ∨ r ⇒ p).

35. p ∧ q ⇔ q ∨ r.

36. p ∨ q ⇒ r.

37. (p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∧ q) ⇔ p ∧ r ⇒ p.
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38. Óáåäèòåñü, ÷òî ñëåäóþùèå øåñòü ôóíêöèé òîæäåñòâåííû,
ò. å. ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îäèíàêîâûõ íàáî-
ðàõ ïåðåìåííûõ:

1) f1(x1, x2, x3) = x3 ∧ x1 ∨ x2;
2) f2(x1, x2, x3) = x2 ∧ 1 ∨ x1 ∧ x3;
3) f3(x1, x2, x3) = x2 ∨ x1 ∧ x3 ∨ 0;

4) f4(x1, x2, x3) = x2 ∨ x1 ∧ x3 ∧ (x1 ∨ x1);
5) f5(x1, x2, x3, x4) = x2 ∨ x1 ∧ x3 ∨ x4 ∧ x4;
6) f6(x1, x2, x3) = x2 ∨ x1 ∧ x3.

39. Ñôîðìóëèðóéòå îòðèöàíèÿ çàäàííûõ ôóíêöèé:

1) f (x, y, z) = (x⇒ y) ∨ z;
2) f (x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z);
3) f (x, y, z) = (x ∨ y) ⇒ (y ∧ z);
4) f (x) = ∀x(A(x) ∧B(x));

5) f (x) = ∃x(A(x) ⇒ B(x)).

40. Íàéäèòå ôóíêöèè, äâîéñòâåííûå çàäàííûì:

1) f (x, y) = x⇒ y;

2) f (x, y) = x ∧ y;
3) f (x, y, z) = (x ∨ y) ⇒ (y ∧ z);
4) f (x, y, z) = (x⇒ y) ∨ z;
5) f (x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z);
6) f (x, y, z) = x ∧ (y ∧ z ∨ 0);

7) f (x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z) ∧ t.

41. Ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé ïîñòðîéòå èõ ÑÊÍÔ è
ÑÄÍÔ, óïðîñòèòå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, ïîëüçóÿñü êàðòà-
ìè Êàðíî:
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1) f (0, 0, 0) = f (0, 0, 1) = f (1, 0, 0) = 1;

2) f (0, 0, 0) = f (0, 0, 1) = f (1, 0, 0) = 0;

3) f (1, 0, 1) = f (0, 1, 1) = f (1, 1, 0) = 1;

4) f (1, 0, 1) = f (0, 1, 1) = f (1, 1, 0) = 0;

5) f (0, 1, 0) = f (1, 1, 0) = f (1, 1, 1) = 0;

6) f (0, 0, 0) = f (0, 1, 0) = f (1, 1, 1) = 1;

7) f (0, 0, 1) = f (1, 0, 0) = f (1, 1, 0) = 1;

8) f (0, 0, 1) = f (1, 0, 0) = f (1, 1, 0) = 0;

9) f (0, 0, 0) = f (0, 0, 1) = f (1, 0, 0) = 0;

10) f (0, 1, 0) = f (1, 0, 0) = f (0, 0, 0) = 1.

42. Äëÿ çàäàííîé áóëåâîé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ:
à) ïîñòðîéòå òàáëèöó èñòèííîñòè, íàéäèòå äâîè÷íóþ ôîðìó
áóëåâîé ôóíêöèè è ïðèâåäèòå ôóíêöèþ ê ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ;
á) íàéäèòå ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà;
â) ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäèòå
ôóíêöèè ê ÄÍÔ, ÊÍÔ.

1) (x ∨ y) ⇒ (z ⊕ x);

2) (x ∨ y) ⇒ (z ⊕ x);

3) (x ∨ y) ⇒ (z ⊕ x);

4) (x ∨ y) ⇒ (z ⇔ x);

5) (x ∨ y) ⇒ (z ⇔ x);

6) (x | y)⊕ (z ⇔ x);

7) (z ⇒ x) ⇔ (y |x);
8) (x | y)⊕ (z ⇔ x);

9) (z ⇒ x) ⇔ (x | y);
10) (z ⇒ x)⊕ (x | y);
11) ((x ↓ y) ⇒ z)⊕ y;

12) ((x⇔ y) ⇒ z) | y;
13) ((x ∨ y) ⇒ (z ⇔ y);

14) ((x ↓ y) ⇒ z) ⇔ y;

15) (x ↓ y) ⇒ (z ⇔ y);

16) ((x⇔ y) ⇒ z)⊕ y;

17) (x ∨ y) ⇒ (z ⇔ x);

18) ((x ↓ y) ⇒ z) ⇔ x;

19) (x | y)⊕ (z ⇒ y);

20) (x ∨ y) ⇒ (z ⇔ y);

21) (x ↓ y) ⇒ z)⊕ y;

22) ((x ↓ y) ⇒ z) ⇔ y;
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23) (x ↓ y) ⇒ z) ⇔ y;

24) (x ↓ y) ⇒ z)⊕ y;

25) (x | y) ⇒ z)⊕ y;

26) (x ∨ y) ⇒ (z ⊕ x).

43. Äëÿ çàäàííûõ ïåðåêë÷àòåëüíûõ ñõåì ñîñòàâüòå ëîãè÷åñêèå
ôîðìóëû, óïðîñòèòå èõ è ïî íèì ïîñòðîéòå óïðîù¼ííûå ñõåìû:

1)
�� ��

�� ��

��

c �� c
x y

y

x y y

2) c
��

��

��

��

��

��

��

��

�� ��

�� �� c
x z y

y x z

x y z

x y z

44. Óïðîñòèòå ñõåìû:

1)

�� �� ��

�� ��

�� ��

��c c
b c

b

a b

a b a

2)

�� �� ��

�� �� ��

�� �� ��

�� �� ��c c
x y z

x y z

x y z

x y z

45. Ïî ñòðóêòóðíûì ôîðìóëàì ïîñòðîéòå ôóíêöèîíàëüíûå ñõåìû:

1) F (x, y) = x ∨ y ∧ x;
2) F (x, y, z) = x ∧ y ∧ z ∨ (x ∨ y ∨ z) ∧ y;
3) F (x, y, z) = x ∧ y ∧ z ∨ (x ∨ y ∨ z) ∧ y;
4) F (x, y, z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ∨ (y ∨ z);
5) F (A,B,C) = (A ∧B ∨ C) ∧ (B ∨ A);
6) F (A,B,C) = (A ∨B ∨ C) ∧ C ∨ A ∧B.

150



Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Ïðóöêîâ, À. Â. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðèÿ àëãîðèò-
ìîâ : ó÷åáíèê / À. Â. Ïðóöêîâ, Ë. Ë. Âîëêîâà. � Ìîñêâà :
ÊÓÐÑ: ÈÍÔÐÀ-Ì, 2017. � 152 ñ.

2. Êàíöåäàë, Ñ. À. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà : ó÷åá. ïîñîáèå /
Ñ. À. Êàíöåäàë. � Ìîñêâà : ÔÎÐÓÌ : ÈÍÔÐÀ-Ì, 2017. �
224 ñ.

3. Èãîøèí, Â. È. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: Ó÷åáíîå ïîñîáèå /
Â. È. Èãîøèí � Ìîñêâà : ÍÈÖ ÈÍÔÐÀ-Ì, 2017. � 398 ñ.

4. Ñïèðèíà, Ì. Ñ. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà / Ì. Ñ. Ñïèðèíà,
Ï. À. Ñïèðèí. � 11-å èçä., èñïð. � Ìîñêâà : Àêàäåìèÿ,
2015. � 368 ñ.

5. Ìîñêèíîâà, Ã. È. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ìàòåìàòèêà äëÿ
ìåíåäæåðà â ïðèìåðàõ è óïðàæíåíèÿõ : ó÷åá. ïîñîáèå /
Ã. È. Ìîñêèíîâà. � Ìîñêâà : Ëîãîñ, 2007. � 240 ñ.: èë.

6. Ñóäîïëàòîâ, Ñ. Â. Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè : ó÷åá-
íèê / Ñ. Â. Ñóäîïëàòîâ, Å. Â. Îâ÷èííèêîâ. � Ìîñêâà :
ÈÍÔÐÀ-Ì; Íîâîñèáèðñê : Èçä-âî ÍÃÒÓ, 2002. � 280 ñ.

7. ßáëîíñêèé, Ñ. Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó : ó÷åá.
ïîñîáèå äëÿ âóçîâ / Ñ. Â. ßáëîíñêèé; ïîä ðåä. Â. À. Ñàäîâ-
íè÷åãî. � Ìîñêâà : Âûñø. øê., 2001. � 384 ñ.

8. Àìàòîâà, Ã. Ì. Ìàòåìàòèêà / Ã. Ì. Àìàòîâà, Ì. À. Àìà-
òîâ. � Ìîñêâà : Ìîñêîâñêèé ïñèõîëîãî-ñîöèàëüíûé èíñòè-
òóò, 1999. � 488 ñ.

9. Àíäðååâà, Å. Â.Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè : ó÷åá.
ïîñîáèå / Å. Â. Àíäðååâà, Ë. Ë. Áîñîâà, È. Í. Ôàëèíà. �
Ìîñêâà : ÁÈÍÎÌ: Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005. � 328 ñ.

151



10. Àñååâ, Ã. Ã. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà : ó÷åá. ïîñîáèå /
Ã. Ã. Àñååâ, Î. Ì. Àáðàìîâ, Ä. Ý. Ñèòíèêîâ. � Ðîñòîâ-íà-
Äîíó : Ôåíèêñ; Õàðüêîâ : Òîðñèíã, 2003. � 144 ñ.

11. Ãàëóøêèíà, Þ. È. Êîíñïåêò ëåêöèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêå : ó÷åá. èçäàíèå / Þ. È. Ãàëóøêèíà, À. Í. Ìàðüÿìîâ. �
Ìîñêâà : Àéðèñ-ïðåññ, 2007. � 176 ñ.

12. Èâàíîâ, Á. Í. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Àëãîðèòìû è ïðî-
ãðàììû : ó÷åá. ïîñîáèå. � Ìîñêâà : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ
çíàíèé, 2001. � 288 ñ.

13. Íåïåéâîäà, Í. Í. Ïðèêëàäíàÿ ëîãèêà : ó÷åá. ïîñîáèå. � Íî-
âîñèáèðñê : Èçä-âî Íîâîñèá. óí-òà, 2000. � 521 ñ.

14. Íîâèêîâ, Ô. À.Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòà. �
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã : Ïèòåð, 2001. � 304 ñ.

15. Ïëîòíèêîâ, À. Ä. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà : ó÷åá. èçäàíèå /
À. Ä. Ïëîòíèêîâ. � Ìîñêâà : Íîâîå çíàíèå, 2006. � 304 ñ.

16. Ðîìàíîâñêèé, È. Â. Äèñêðåòíûé àíàëèç : ó÷åá. ïîñîáèå. �
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã : Íåâñêèé äèàëåêò, 2000. � 240 ñ.

17. Ðîÿê, Ì. Ý. Îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè : ó÷åá. ïîñî-
áèå / Ì. Ý. Ðîÿê, Ñ. Õ. Ðîÿê. � Íîâîñèáèðñê : Èçä-âî ÍÃÒÓ,
2003. � 127 ñ.

18. Áî÷àðîâ, Â. À. Îñíîâû ëîãèêè : ó÷åá. ïîñîáèå / Â. À. Áî-
÷àðîâ, Â. È. Ìàðêèí. � Ìîñêâà : ÈÍÔÐÀ-Ì, 2000. � 296 ñ.

19. Êîìèññàðîâ, Â. Â. Ìàòåìàòèêà. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà :
ó÷åá. ïîñîáèå / Â. Â. Êîìèññàðîâ, Ò. Ò. Áàëàí÷óê,
Ñ. Ë. Çëîáèíà. � ÀÍÎÎ ÂÎ Öåíòðîñîþçà ÐÔ ¾ÑèáÓÏÊ¿. �
Íîâîñèáèðñê, 2023. � 188 ñ.

20. Êîìèññàðîâ, Â. Â. Ìàòåìàòèêà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è
òåîðèÿ àëãîðèòìîâ: ó÷åá. ïîñîáèå / Â. Â. Êîìèññàðîâ, Í. Â.
Øàëàíîâ, À. À. ßêîâëåâà. � ÀÍÎÎ ÂÎ Öåíòðîñîþçà ÐÔ
¾ÑèáÓÏÊ¿. � Íîâîñèáèðñê, 2024. � 118 ñ.

152



Ó÷åáíîå èçäàíèå

Êîìèññàðîâ Âàëåíòèí Âëàäèñëàâîâè÷

Øàëàíîâà Îêñàíà Íèêîëåâíà

Ïåøêîâà Ìàðèÿ Íèêîëàåâíà

ßêîâëåâà Àëëà Àíàòîëüåâíà

ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Ñ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ËÎÃÈÊÈ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Ðåäàêòîð Â. È. Äìèòðèåâà

Êîìïüþòåðíàÿ â¼ðñòêà àâòîðñêàÿ.

Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 11.03.2025. Ôîðìàò 60× 84/16. Áóìàãà îôñåòíàÿ.
Òèðàæ 40 ýêç. Ïå÷. ë. 9,75. Ó÷.-èçä. ë. 9,06. Çàêàç � 3.

Îòïå÷àòàíî â òèïîãðàôèè
Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

630073, Íîâîñèáèðñê, ïð. Ê. Ìàðêñà, 20.


	Предисловие
	Элементы теории множеств
	Понятие множества
	Способы задания множеств
	Отношения между множествами
	Операции над множествами
	Объединение множеств
	Пересечение множеств
	Свойства объединения и пересечения множеств
	Разность двух множеств. Дополнение
	Свойства разности и дополнения
	Декартово произведение множеств
	Число элементов объединения, разности и декартова произведения двух конечных множеств

	Разбиение множества на классы
	Вопросы и упражнения

	Элементы комбинаторики
	Соединения без повторений
	Перестановки без повторений
	Размещения без повторений
	Сочетания без повторений

	Соединения с повторениями
	Перестановки с повторениями
	Размещения с повторениями
	Число подмножеств конечного множества
	Сочетания с повторениями

	Вопросы и упражнения

	Графы
	Графическое представление графов
	Аналитическое (дискретное) представление графов
	Вопросы и упражнения

	Системы счисления
	Позиционные и непозиционные системы счисления
	Перевод чисел из p-ичной системы счисления в десятичную
	Перевод чисел из десятичной системы счисления в p-ичную
	Представление информации в компьютере
	Вопросы и упражнения

	Способы математических доказательств
	Метод математической индукции
	Упражнения

	Элементы математической логики
	Логика высказываний
	Логические связки
	Связка НЕ
	Связка И
	Связка ИЛИ
	Связка СЛЕДУЕТ
	Связка ТОГДА И ТОЛЬКО ТОГДА
	Таблицы истинности

	Кванторные конструкции
	ДЛЯ ВСЕХ
	СУЩЕСТВУЕТ

	Предикаты и элементарные формулы
	Алгебра логики
	Канонические формы логических формул
	Алгоритм построения СДНФ
	Алгоритм построения СКНФ
	Минимизация булевых функций

	Алгебра Жегалкина
	Сумма по модулю два
	Многочлены Жегалкина

	Алгебра переключательных схем
	Элементы схемотехники. Логические схемы
	Вопросы и задания

	Библиографический список

